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Рассматривается задача оптимального расположения сенсоров в узлах не-

которых специальных графов. Применяется теория графов, методы декомпози-

ции потоков и современные достижения в технологии построения численных 

решений разреженных недоопределенных систем линейных алгебраических 
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Задача оптимального расположения сенсоров в узлах графа с целью оценки тра-

фика его ненаблюдаемой части имеет важные приложения в теории транспортных 

систем и логистики. При математическом моделировании процесса трафика применя-

ются методы разреженного численного анализа [1] для оценки его параметров на не-

наблюдаемой части графа. Для описания модели процесса трафика используется сис-

тема уравнений или неравенств, представляющая собой совокупность элементов, на-

ходящихся в структурной взаимосвязи друг с другом и образующих определенную 

целостность. Такого рода системы могут быть представлены в матричной или сетевой 

форме, при этом матрица системы является прямоугольной и разреженной. Примене-

ние общих методов к построению численных решений такого рода систем требует 

большого количества ресурсов, что особенно существенно при возрастании размерно-

сти задачи. Для решения задачи оптимального расположения сенсоров в узлах графа с 

целью оценки трафика на его ненаблюдаемой части используется аппарат теории гра-
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фов, результаты, полученные в теории потоков, и современные достижения в техноло-

гии построения численных решений разреженных недоопределенных систем линей-

ных алгебраических уравнений с применением методов декомпозиции [1]. 

Рассмотрим проблему оптимального расположения датчиков (сенсоров) в узлах 

сети для оценки потоков на ее ненаблюдаемой части. В большинстве случаев наблю-

дение за потоками в больших сетях ведется лишь за малой ее частью. Поскольку уста-

новка сенсоров в каждом узле сети требует большого количества ресурсов, необходи-

мо разработать оптимальную стратегию расположения датчиков для оценки трафика 

ненаблюдаемой части сети.  

Различают два типа датчиков: активные и пассивные. Активные датчики – это 

класс датчиков, которые получают информацию о трафике в сети, затем обрабатывают 

ее определенным образом. Пассивные датчики (счетные и видеодатчики) – это класс 

датчиков, которые определяют значения дуговых потоков, если они установлены на 

дугах. Если пассивный датчик установлен в узле, то он определяет значение дугового 

потока каждой дуги, исходящей и входящей в данный узел, а также значение интен-

сивности узла, в котором установлен датчик. 

Опишем задачу математического моделирования процесса оценки трафика на 

ненаблюдаемой части графа. Рассмотрим связный конечный ориентированный граф 

),( UIG   с множеством узлов I  и множеством дуг U . Обозначим через ijx дуговой 

поток дуги .),( Uji   Дуговой поток ijx  дуги Uji ),(  необязательно совпадает с дуго-

вым потоком jix  дуги Uij ),( . Чтобы подчеркнуть эту разницу, ориентированный 

граф ),( UIG   назовем двунаправленным. Введем подмножество II *  узлов мно-

жества I . В узлах из множества *I  поток создается или поглощается. Узлы *Ii  на-

зовем узлами с переменной интенсивностью ix . Основой для моделирования процесса 

трафика является система линейных алгебраических уравнений следующего вида: 
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. Система (1) совместна, по-

скольку является однородной системой линейных алгебраических уравнений. В ре-

зультате суммирования уравнений системы получим, что выполняется условие: 

.0
*


Ii

ix  Если Ø* I , то для связного графа G  ранг матрицы системы (1) равен I . 

Если Ø* I , то ранг матрицы системы (1) для связного графа G  равен 1I  [1].  

Обозначим через M  множество узлов, в которые установлены датчики (обозре-

ваемые узлы). Для любого обозреваемого узла Mi  дуговые потоки определены для 

всех входящих и исходящих дуг: ,ijij fx    ),(UIj i

 ,jiji fx  MiUIj i     ),( . 

Также известны значения переменных интенсивностей  ., *IMifx ii   Доля (веро-

ятность) ijp общего потока ,
)(
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дуге ),( ji , вычисляется следующим образом: .
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берем любую дугу ),( ivi , исходящую из узла i , если для узла Ii  выполняется соот-

ношение 2)(  UIi . Тогда можно выразить дуговые потоки для всех дуг, исходящих 

из узла i  (за исключением дуги )),,( ivi  через дуговой поток 
ivix ,  следующим образом: 
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Соотношения (2) выполняются для каждого узла i  при условии 2)(  UIi . Ду-

говые потоки известны априори для всех дуг, инцидентных узлам, в которых установ-

лены сенсоры. Выберем любую дугу ),( ivi , 2)(  UIi , исходящую из узла i , для ко-

торой дуговой поток определен: 
ii vivi fx ,,  . Из (2) определим значения дуговых пото-

ков для дуг, исходящих из узла i  (за исключением дуги )),,( ivi  через известный дуго-

вой поток 
ii vivi fx ,,  . Подставим известные значения дуговых потоков и известные 

значения переменных интенсивностей обозреваемых узлов  *IMi  в систему (1). 

Удалим из графа ),( UIG   те дуги, для которых известны дуговые потоки. Также 

удалим из графа ),( UIG   множество обозреваемых узлов M . Таким образом, полу-

чим новый граф ),( UIG   с множеством узлов I  и множеством дуг U . Пусть 
*

I

множество узлов с переменной интенсивностью графа ),( UIG  , где )(\ ***

IMII  . 

Новый граф ),( UIG   может быть несвязным. Некоторые компоненты связности гра-

фа ),( UIG   могут не содержать узлов из множества 
*

I . Система (1) – (2) для нового 

графа ),( UIG   примет вид: 
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где ),;),(,(
*

IixUjixx iij   – вектор неизвестных системы (3) – (4), q  – число 

уравнений вида (2), 
k
ijii ba ,,  – параметры системы (3) – (4). 

Таким образом, задачу определения минимального числа пассивных датчиков и 

их местоположение в узлах исходного графа ),( UIG   можно сформулировать сле-

дующим образом: какое минимальное число M  узлов графа ),( UIG   необходимо 

включить в множество M  обозреваемых узлов, IM  , чтобы система (3) – (4) име-

ла единственное решение. 

Система (3) – (4) имеет единственное решение для заданного множества обозре-

ваемых узлов ,M  если ранг матрицы системы равен числу ее неизвестных. В [2] 
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исследованы комбинаторные свойства задачи определения минимального числа дат-

чиков в узлах графа. В [3–5] разработаны методы решения систем вида (3) – (4), кото-

рые основываются на применении эффективных технологий и алгоритмов декомпози-

ции с учетом специфики опоры графа ),( UIG   и ее теоретико-графовых свойств. В 

данной работе рассматривается задача оптимального расположения сенсоров в узлах 

некоторых специальных графов для оценки дуговых потоков и переменных интенсив-

ностей узлов на его ненаблюдаемой части. 

Полный граф – простой граф, в котором каждая пара вершин смежна. Полный 

граф с n  вершинами имеет 2/)1( nn  ребер и является регулярным графом степени 

1n . Пример полного графа с шестью вершинами приведен на рис. 1. Для построения 

полного графа для заданного количества вершин n  в Wolfram Mathematica использу-

ется функция CompleteGraph[n]. 

 
Рис. 1.  Полный граф 6),,(  IUIG  

Графом Халина называется некоторый вид планарного графа, который строится 

из дерева, имеющего по меньшей мере 4 вершины, ни одна из которых не имеет в точ-

ности двух соседей. Дерево представлено на плоскости так, что никакие ребра не пе-

ресекаются, затем добавляются ребра, соединяющие все его листья в цикл. Пример 

графа Халина с восемью вершинами приведен на рис. 2. В Wolfram Mathematica для 

построения графа Халина для заданного количества вершин n  используется функция 

WheelGraph[n]. 

 

Рис. 2. Граф Халина 8I  
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Определим минимальное число пассивных датчиков и их местоположение в уз-

лах графа Халина. Поскольку в графе Халина для любых двух вершин существует 

ребро, то достаточно разместить один сенсор в произвольную вершину.  

Граф-звезда kS  – это полный двудольный граф kK ,1 : дерево с одним внутренним 

узлом и k  листьями. Пример графа-звезды для восьми вершин приведен на рис. 3. 

 

Рис. 3.  Граф-звезда для восьми вершин 

В Wolfram Mathematica для построения графа-звезды для заданного количества 

вершин n  используется функция StarGraph[n]. Определим минимальное число пас-

сивных датчиков и их местоположение в узлах графа-звезды. Достаточно разместить 

один сенсор в произвольную вершину графа-звезды.  
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