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В работе в два раза уменьшена нижняя граница порядка графов, получен-

ная В. Никифоровым, для которых выполняется обобщение достаточного спек-

трального признака гамильтоновости графа. 
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In this article the lower graph order boundary obtained by V. Nikiforov, for 
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Пусть G = (V(G), E(G)) – простой неориентированный граф порядка n и размера 

m, и пусть 1  2 … n являются собственными значениями его матрицы смежно-

сти A = A(G), упорядоченными по убыванию (с учетом их кратностей). Наибольшее 

собственное значение 1 называется спектральным радиусом (или индексом) графа G, 

который далее будем обозначать через (G). Поскольку матрица A симметрическая, 

спектральный радиус (G) является положительным действительным корнем характе-

ристического полинома ( ) det( )A I A      этой матрицы. 

Для вершины vV(G) будем обозначать ее окружение и замкнутое окружение 

через ( ) { ( ) | ( )}N v u V G uv E G    и [ ] ( ) { }N v N v v   соответственно. Тогда степень 

вершины viV(G) равна deg ( ) ( )G i iv N v , которую кратко будем обозначать через 

iv id d . Пусть )...,,,( 21 nddd  – последовательность степеней графа G, упорядочен-

ная по возрастанию: 1 2 ... nd d d   . Тогда 1δ d  называется минимальной степенью 

графа.  

Объединением двух простых графов G и H называется простой граф GH с 

множеством вершин V(G)V(H) и множеством ребер E(G)E(H). Если графы G и H 
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не пересекаются (V(G)V(H)=), то их объединение называется дизъюнктным и обо-
значается через G + H. Дизъюнктное объединение k копий графа G обозначается через 
kG. Соединением непересекающихся графов G и H называется граф G∨H, получаемый 
из дизъюнктного объединения G+H добавлением всех ребер, которые соединяют каж-
дую вершину графа G с каждой вершиной графа H. H  обозначает дополнение графа 
H. Для произвольного подмножества вершин ( )U V G  графа G через [ ]G U  обозна-
чим индуцированный этим множеством подграф в G. 

Для любых натуральных чисел 1k   и 2n k   обозначим 

1 1( ) ( )k n k kL n K K K    . 

Другими словами, граф ( )kL n  состоит из двух графов n kK   и kK , имеющих 

единственную общую вершину.  
Для любых натуральных чисел 1k   и 2 1n k   обозначим 

2 1 2( ) ( ) ( )k k n k k n k kM n K K kK K K K       .  

Другими словами, граф ( )kM n  состоит из графа n kK   и k независимых вершин, 

каждая из которых соединена с некоторыми фиксированными k вершинами графа 

n kK  . 

Цикл или цепь, проходящие через все вершины графа G, называются гамильто-
новыми. Граф G, содержащий гамильтоновы цикл или цепь, называется гамильтоно-
вым или трассируемым соответственно. Заметим, что графы ( )kL n  и ( )kM n  с мини-

мальной степенью k  не являются гамильтоновыми. Граф G называется гамильто-
ново-связным, если для любых его двух вершин u и v существует гамильтонова цепь 
графа G с концевыми вершинами u и v. 

Напомним понятие замыкания графа, введенное О. Оре в [1, 2] и развитое  
А. Бонди и В. Хваталом в [3]. Фиксируем целое число k ≥ 0. Для заданного графа G 
выполним следующую операцию: если существуют две несмежные вершины u и v с 

u vd d k  , то добавим ребро uv к множеству E(G). k-Замыканием графа G называется 

граф ( )kcl G , полученный из графа G с помощью последовательного применения этих 

операций, пока это возможно. Оказывается, что k-замыкание графа G единственно, 
т. е. не зависит от порядка, в котором добавляются ребра ([3]). Отметим некоторые 
свойства k-замыкания ( )kcl G  графа G [1, 2]: 

1. Если u и v – произвольные несмежные вершины ( )kcl G , то справедливо нера-

венство ( ) ( )( ) ( ) 1
k kcl G cl Gd u d v k   . 

2. Граф G порядка n гамильтонов тогда и только тогда, когда гамильтоново его 
n-замыкание ( )ncl G . 

Кроме того, нам понадобится следующее утверждение [2]: 
3. Если граф G является 2-связным графом порядка n и u vd d n   для любых 

двух различных несмежных вершин u и v, то граф G является гамильтоново-связным.  
Как известно, задача распознавания гамильтоновости или трассируемости за-

данного графа является NP-полной. Недавно для решения этой проблемы стала интен-
сивно применяться спектральная теория графов. 

Здесь продолжается изучение следующей проблемы, тесно связанной с извест-



1013 

 

ной проблемой Брюалди – Золхайда [4]:  

Проблема. Для заданного графа F, каким максимальным спектральным радиу-

сом должен обладать граф G на n вершинах, не содержащий подграфа, изоморфного 

графу F? 

Мы рассматриваем случай, когда F является гамильтоновым циклом [5]. 

Поскольку условие δ ≥ 2 является тривиальным необходимым условием для га-

мильтоновости графа, то в дальнейшем мы будем это предполагать. 

В данной работе в два раза уменьшена нижняя граница порядка графов, полу-

ченная В. Никифоровым в [6], для которых выполняется обобщение достаточного 

спектрального признака гамильтоновости графа, данного в [5]. 

Теорема 1. Пусть 2k   и G – простой граф порядка 
3 7 4

2

k k
n

 
  с δ ≥ k, от-

личный от графов ( )kL n  и ( )kM n . Тогда если его спектральный радиус 

ρ( ) 1G n k   , то граф G гамильтонов. 

Для доказательства этой теоремы мы доказываем вспомогательную теорему, 

представляющую самостоятельный интерес. 

Теорема 2. Пусть 2k   и G – простой граф порядка 
3 7 4

2

k k
n

 
  с δ ≥ k. Тогда 

если G является собственным подграфом ( )kL n  или ( )kM n , то его спектральный ра-

диус удовлетворяет неравенству 

ρ( ) 1.G n k    

Доказательство теоремы 1 проводится от противного. Предположим, что граф G 

негамильтонов. Тогда в силу очевидных неравенств 

( ( )) ( )ncl G G k    , 

( ( )) ( ) 1ncl G G n k      

и того, что негамильтоновость графа G равносильна негамильтоновости его замыка-

ния ( )ncl G  (свойство 2), можно предполагать, что ( )nG cl G , а значит, для любой па-

ры i и j несмежных вершин графа G выполняется неравенство (свойство 1): 

 1i jd d n   . (1) 

Покажем, что ( )kG L n  или ( )kG M n . Тогда в силу теоремы 2 будет справед-

лива теорема 1. 

Согласно теореме Хватала [12] существует натуральное число s, такое, что вы-

полняются неравенства: 
2

s

n
d s   и 1n sd n s     для возрастающей последователь-

ности степеней графа G: 1 2 ... nd d d     . Поэтому имеем следующую цепочку не-

равенств: 

 
1 1 1

1

2 2 2

2 ( ... ) ( ... ) ( ... )

( 2 )( 1) ( 1) (2 1) (3 ).

n

i s s n s n s n

i

m d d d d d d d

s n s n s s n n s n s s

   



          

           


 (2) 
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Кроме того, в силу неравенств ρ( ) 1G n k   , k  , известной верхней оценки 

для спектрального радиуса [13]: 

2δ 1 (δ 1) 4(2 δ )
ρ( )

2

m n
G

    
 , 

а также убывания функции 2( ) 1 ( 1) 4(2 )f x x x m xn       на промежутке [1; 1]n  

получаем, что справедливо неравенство 

21 ( 1) 4(2 )
1

2

k k m kn
n k

    
   . 

Откуда после преобразований имеем 

 2 2(2 1) (2 ) 2n k n k k m     . (3) 

Вместе с неравенством (2) это дает 

 2 2 2 2 2(2 1) (2 ) (2 1) (3 ).n k n k k n s k s s          (4) 

Откуда получаем 

 2 22( ) (3 ) (2 )s k n s s k k     . (5) 

Можно показать, что при выполнении условий теоремы 1 неравенство (5) спра-

ведливо только при s k .  

Покажем теперь, что справедливо неравенство 
2

1 1kd n k k     . 

Пусть это не так. Тогда имеем 

1

1 1 2 1

2 2

2 2

2

( 1 ) ( 2 1)( 1) ( 1)

(2 1) (2 ),

n k n k n

i i k i i

i i i k i n k

m d d d d d

k n k k n k n k k n

n k n k k





      

     

            

    

   

 

что противоречит неравенству (3). Следовательно, для произвольного 1i k   спра-

ведливо неравенство 

 2

1 1kd n k k     . (6) 

Покажем теперь, что вершины nk ...,,1  индуцируют клику в графе G. Действи-

тельно, пусть вершины  nkji ...,,1,   несмежны в графе G. Тогда в силу (6) 

 
22 2 2 2i jd d n k k     . (7) 

Однако легко видеть, что при 2k   справедливо неравенство 

 22 2 2 2 1n k k n     . (8) 

Из неравенств (7) и (8) вытекает неравенство: 1i jd d n   , что противоречит 

(1). 

Пусть  kX ...,,1 , а  nkY ...,,1  – подмножество вершин, которые имеют в 

X соседей. Так как X k  и  kikdi ...,,1,  , то Y   и любая вершина из X имеет 

соседа из множества  nk ...,,1 . 
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Покажем, что, в действительности, каждая вершина из Y смежна с каждой вер-

шиной из X. Предположим, что это не так, т. е. w Y   и ,u v X  , такие, что 

( )wu E G , но ( )wv E G . Поскольку вершина w смежна с каждой вершиной из мно-

жества  nk ...,,1  и вершиной u, то имеем неравенство 

 ( )w vd d n k k n     ,  

которое противоречит (1). 

Положим Y l  и заметим, что 1 l k  , так как 1d k . Если 1l  , то ( )kG L n . 

Если l k , то ( )kG M n . Покажем теперь, что при 1 l k   граф G гамильтонов. 

Рассмотрим подграф [ ]H G X Y   порядка k l . В силу того, что 1lK kK H   

и 2l   получаем, что граф H является 2-связным. Далее, если u и v различные не-

смежные вершины графа H степеней ud   и vd   соответственно, то они лежат в X. По-

этому u ud d k    и v vd d k   , и значит, справедливо неравенство: 

2u vd d k k l     . 

Поэтому в силу свойства (3) граф H является гамильтоново-связным. Тогда лег-

ко видеть, что существует гамильтонов цикл и в графе G, что противоречит предпо-

ложению.  

Таким образом, теорема 1 доказана. 

Работа профинансирована Институтом математики НАН Беларуси в рамках Госу-

дарственной программы фундаментальных исследований «Конвергенция» и Белорусского 

республиканского фонда фундаментальных исследований № Ф16РА–003. 
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