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Пусть в пространстве наблюдений R𝑁 (𝑁 > 1) зарегистрированы 𝑚 > 1 случай-
ных выборок 𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚), для которых верны следующие условия:
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1) каждая выборка 𝑋(𝑖) = {𝑥(𝑖)
𝑡 }𝑛𝑖

𝑡=1 состоит из независимых в совокупности одина-
ково распределенных векторов-наблюдений 𝑥

(𝑖)
𝑡 ∈ R𝑁 , 𝑡 = 1, 𝑛𝑖 (где 𝑛𝑖 — объём 𝑋(𝑖))

и порождена собственным законом распределения вероятностей, имеющим плотность

𝑝𝑖(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R𝑁 :

∫︁
R𝑁

𝑝𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 = 1, 𝑖 = 1,𝑚, (1)

вообще говоря, неизвестную;
2) выборки 𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚) независимы между собой в совокупности.
Пусть также задана некоторая фиксированная (гипотетическая [1, 2]) плотность

распределения вероятностей

𝑝(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R𝑁 :

∫︁
R𝑁

𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 = 1. (2)

Задача состоит в том, чтобы из выборок {𝑋(𝑖)}𝑚𝑖=1 выбрать ту, которая «ближе»
из всех представленных к гипотетической плотности (2) в терминах сходства вероят-
ностных распределений.

Формально задача сводится к построению решающего правила (РП)

𝑑 = 𝑑(𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚)) ∈𝑀, 𝑀 = {1, . . . ,𝑚}, (3)

соотносящего одну из выборок {𝑋(𝑖)}𝑚𝑖=1 с фиксированной гипотетической плотностью
(2).

Для построения РП (3) воспользуемся принципом максимального правдоподобия
[1–4]:

𝑑 = 𝑑(𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚)) = arg max
𝑖∈𝑀

𝑃 (𝑋(𝑖)); 𝑃 (𝑋(𝑖)) =

𝑛𝑖∏︁
𝑡=1

𝑝(𝑥
(𝑖)
𝑡 ), 𝑖 ∈𝑀, (4)

где 𝑃 (𝑋(𝑖)) — гипотетическая функция правдоподобия [1, 2], вычисленная для вы-
борки 𝑋(𝑖).

Теорема. Пусть конечны следующие интегралы:∫︁
R𝑁

| ln(𝑝(𝑥))|𝑝𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞, 𝑖 ∈𝑀.

Если для значений

𝐻𝑖 = 𝐻(𝑝𝑖(·), 𝑝(·)) =

∫︁
R𝑁

ln(𝑝(𝑥))𝑝𝑖(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑖 ∈𝑀, (5)

выполняется условие: ∃𝑑0 ∈ 𝑀 : 𝐻𝑑0 > 𝐻𝑖, ∀𝑖 ̸= 𝑑0, 𝑖 ∈ 𝑀, и все представленные
выборки {𝑋(𝑖)}𝑚𝑖=1 имеют одинаковый объём: 𝑛𝑖 = 𝑛, 𝑖 ∈ 𝑀, тогда для РП (4)
справедливо:

𝑑 = 𝑑(𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚))
п.н.−→ 𝑑0, 𝑛→ +∞; 𝑑0 = arg max

𝑖∈𝑀
𝐻𝑖. (6)

Приведенная выше теорема (соотношение (6)) позволяет аналогично [4] определить
обобщение традиционного риска [1–3] для РП (4):

𝑟 = 𝑟(𝑑(𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚))) = 𝑃{𝑑(𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑚)) ̸= 𝑑0}. (7)



30 «XII Белорусская математическая конференция» Минск, 5–10 сентября 2016 г.

Следствие. Пусть РП (4) используется для соотнесения двух выборок (𝑚 = 2)
одинакового объёма (𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛) и пусть выполняются условия:

𝐺𝑖 =

∫︁
R𝑁

(ln(𝑝(𝑥)))2𝑝𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞, 𝐺𝑖 −𝐻2
𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, 2,

где 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, 2 — величины из (5). Тогда риск (7) РП (4) может быть вычислен
асимптотически (при 𝐻1 ̸= 𝐻2) :

𝑟

𝑟
→ 1, 𝑛→ +∞; 𝑟 = Φ

(︂
−
√
𝑛

|𝐻1 −𝐻2|√︀
𝐺1 +𝐺2 − (𝐻2

1 +𝐻2
2 )

)︂
,

где Φ(𝑧) = (1/
√

2𝜋)
∫︀ 𝑧

−∞ exp(−𝑤2/2) 𝑑𝑤, 𝑧 ∈ R — функция распределения стандарт-
ного гауссовского закона.

Полученные результаты проиллюстрированы также для важного практического
случая, когда плотности (1), (2) — многомерные нормальные (гауссовские) [1–3].
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