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Пусть модель GARCH(1,1) для процесса 𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑍 имеет следующий вид:

𝑋𝑡 = 𝜎𝑡𝑍𝑡, 𝜎2
𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝑋2

𝑡−1 + 𝛽𝜎2
𝑡−1, (1)

где 𝜎𝑡 — волатильность, 𝜔 > 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 и {𝑍𝑡, 𝑡 ∈ 𝑍} — независимые, одинако-
во распределенные случайные величины с устойчивым распределением с параметром
устойчивости 𝑘, 0 < 𝑘 6 2.
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Пусть 𝜃 = (𝜔, 𝛼, 𝛽, 𝑘)⊤ и 𝜃0 = (𝜔0, 𝛼0, 𝛽0, 𝑘0)
⊤ — истинный вектор параметров

модели (1), где ⊤ означает знак транспонирования, а 𝐾 — допустимое множество
параметров:

𝐾={𝜃 : 𝛼𝐸{𝑍𝑝
0}+ 𝛽 < 1, 𝑝 < 𝑘/2; 0 < min{𝜔, 𝛼, 𝛽} 6 max{𝜔, 𝛼, 𝛽} < 1; 0 < 𝑘 6 2}.

Пусть известна выборка размера 𝑛 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N за процессом 𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑍. M-
оценка 𝜃𝑛 вектора параметров 𝜃 модели (1) на компакте 𝐾 определяется следующим
образом:

𝜃𝑛 = arg max
𝜃∈𝐾

�̂�𝑛(𝜃),

где

�̂�𝑛(𝜃) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

�̂�𝑡(𝜃), �̂�𝑡(𝜃) = ln

[︂
1

ℎ̂𝑡(𝜃)
𝑓

(︂
𝑥𝑡

ℎ̂𝑡(𝜃)

)︂]︂
,

𝜃 ∈ 𝐾, 𝑡 = 1, 𝑛, 𝑓(𝑥) — некоторая непрерывная положительная функция, а ℎ̂𝑡(𝜃)

можно расценивать как оценку волатильности 𝜎𝑡. Заметим, что ℎ̂𝑡(𝜃0) = 𝜎𝑡 при всех
𝑡 ∈ N. В качестве ℎ̂𝑡(𝜃) будем использовать функцию ℎ̂𝑡(𝜃) = 𝑦𝑡

1/2(𝜃), где 𝑦𝑡(𝜃)
определяется следующим образом:

𝑦𝑡(𝜃) =

{︃
𝜀, 𝑡 = 0,

𝜔 + 𝛼𝑋2
𝑡−1 + 𝛽 ^𝑦𝑡−1(𝜃), 𝑡 > 1,

𝜀 ∈ [0,∞] — произвольное начальное значение.
В работе [1] приведены условия строгой состоятельности и асимптотической нор-

мальности оценки 𝜃𝑛 в общем случае. Для построения М-оценки вектора 𝜃 будем
использовать функцию 𝑓(𝑥) = (2𝜋)−1𝑒−𝑥

𝑝/𝑝, 𝑝 > 0, 𝑥 ∈ R, которая введена в работе
[2]. Доказана состоятельность и асимптотическая нормальность оценки при условии,
что параметр 𝑝 принадлежит интервалу (0; 𝑘/2).
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