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ЗАДАЧЕ С ВЕКТОРОМ РОСТА (2, 3, 5, 8).

Д.И. Пирштук

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики, Минск, Беларусь
PirshtukDI@bsu.by

В докладе рассматривается проблема интегрирования нормальных экстремалей
для следующего обобщения задачи Дидоны [1]. Пусть на плоскости даны две точ-
ки, соединенные гладкой кривой 𝛾0. Требуется соединить эти точки другой гладкой
кривой 𝛾 минимальной длины, такой, чтобы область, ограниченная 𝛾0 и 𝛾, имела
фиксированные площадь, центр тяжести и центр момента инерции. Это задача опти-
мального управления в 8-мерном пространстве с 2-мерным управлением и квадратич-
ным функционалом: для точек 𝑞0, 𝑞1 ∈ R8 требуется найти такую кривую 𝑞(𝑡) ∈ R8,
что 𝑞(0) = 𝑞0, 𝑞(𝑡1) = 𝑞1 и

𝑞(𝑡) = 𝑢1(𝑡)𝑋1(𝑞(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)𝑋2(𝑞(𝑡)), (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2, 𝐽 =
1

2

𝑡1∫︁
0

(𝑢2
1 + 𝑢2

2) 𝑑𝑡→ min,

где

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥1

, 𝑋2 =
𝜕

𝜕𝑥2

− 𝑥1
𝜕

𝜕𝑥3

+
1

2
𝑥2

1

𝜕

𝜕𝑥4

+ 𝑥1𝑥2
𝜕

𝜕𝑥5

− 1

6
𝑥3

1

𝜕

𝜕𝑥6

− 1

2
𝑥2

1𝑥2
𝜕

𝜕𝑥7

− 1

2
𝑥1𝑥

2
2

𝜕

𝜕𝑥8

.

Edited with the trial version of 
Foxit Advanced PDF Editor

To remove this notice, visit:
www.foxitsoftware.com/shopping

http://www.foxitsoftware.com/shopping


Оптимизация и теория управления 117

Алгебраически это нильпотентная субриманова задача с вектором роста (2, 3, 5, 8) :
𝑋3 = [𝑋1, 𝑋2], 𝑋4 = [𝑋1, 𝑋3], 𝑋5 = [𝑋2, 𝑋3]; 𝑋6 = [𝑋1, 𝑋4], 𝑋7 = [𝑋1, 𝑋5] = [𝑋2, 𝑋4],
𝑋8 = [𝑋2, 𝑋5].

Рассмотрим линейные на слоях кокасательного расслоения 𝑇 *𝐺 гамильтонианы,
соответствующие полям 𝑋𝑖 : ℎ𝑖(𝜆) = ⟨𝜆,𝑋𝑖⟩, 𝜆 ∈ 𝑇 *𝐺, 𝑖 = 1, 8. Из принципа макси-
мума Понтрягина для нормальный экстремалей из условия �̇�𝑡 = ℎ⃗𝑢(𝑡),𝜈(𝜆𝑡) на слоях
𝑇 *𝐺 имеем систему

ℎ̇1 = −ℎ2ℎ3, ℎ̇2 = ℎ1ℎ3, ℎ̇3 = ℎ1ℎ4 + ℎ2ℎ5, ℎ̇4 = ℎ1ℎ6 + ℎ2ℎ7,

ℎ̇5 = ℎ1ℎ7 + ℎ2ℎ8, ℎ̇6 = ℎ̇7 = ℎ̇8 = 0

с нормальным гамильтонианом 𝐻 = (ℎ2
1 + ℎ2

2)/2.
Отметим, что задача построения полной системы полиномиальных интегралов на

группах Ли рассматривалась Мищенко, Фоменко и Миловановым [3, 4], но в отли-
чие от данных работ нам требуется, чтобы гамильтониан 𝐻 входил в эту систему 8
независимых интегралов.

Положим 𝜔 = ℎ2
5ℎ6 − 2ℎ4ℎ5ℎ6 + ℎ2

4, Δ = ℎ6ℎ8 − ℎ2
7 и 𝐶 = 𝜔 − 2ℎ3Δ.

Пусть 𝑓 = 𝑓(ℎ1, ℎ2, 𝐶, ℎ4, ℎ5, ℎ6, ℎ7, ℎ8) — первый интеграл (заметим, что ℎ3 = (𝜔−
− 𝐶)/(2Δ)).

Известно [1], что 𝐶, ℎ6, ℎ7, ℎ8 являются функциями Казимира (в инволюции со
всеми ℎ𝑖, 𝑖 = 1, 8), независимыми при Δ ̸= 0, а любая другая инволюция есть
функция от 𝐶, ℎ6, ℎ7, ℎ8.

Утверждение 1. Если интеграл 𝑓 — полином по 𝐶 степени не выше 4, то
𝑓 = 𝑓(𝐻,𝐶, ℎ6, ℎ7, ℎ8).

Заметим, что наряду с 𝐻 = ℎ2
1 + ℎ2

2 можно, а при доказательстве следующего
утверждения и удобнее, рассматривать систему координат, в котором гамильтониан
𝐻 равен ℎ1ℎ2.

Утверждение 2. Если интеграл 𝑓 полиномиален по переменным ℎ4, ℎ5 с сум-
марной степенью относительно них не выше 4, то 𝑓 = 𝑓(𝐻,𝐶, ℎ6, ℎ7, ℎ8).

Есть предположение, что в классе функций, полиномиальных относительно 𝐶
или переменным ℎ4, ℎ5, вообще, не существует первых интегралов, независимых от
𝐻,𝐶, ℎ6, ℎ7, ℎ8.
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