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𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), (1)
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где функции 𝑓 : R+ ×R𝑑 ×𝐶ℎ → R𝑑, 𝑔 : R+ ×R𝑑 ×𝐶ℎ → R𝑑×𝑑 измеримы по Борелю,
𝑥𝑡 = {𝑥(𝑡 + 𝜏)| − ℎ 6 𝜏 6 0} ∈ 𝐶ℎ, 𝐶ℎ = 𝐶([−ℎ, 0],R𝑑), ℎ > 0, 𝑊 (𝑡) — 𝑑 -мерное
броуновское движение.

Для каждого (𝑡, 𝑥, 𝜙) ∈ R+ × R𝑑 × 𝐶ℎ построим множества

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜙) =
⋂︁
𝛿>0

co [𝑓(𝑡, [𝑥]𝛿, [𝜙]𝛿)]𝛿, 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜙) =
⋂︁
𝛿>0

co [𝑔(𝑡, [𝑥]𝛿, [𝜙]𝛿)]𝛿.

Определение. Пусть 𝜈 — вероятностная мера на (𝐶ℎ, 𝛽(𝐶ℎ)). Если существуют:
1) вероятностное пространство (Ω,F,P) с потоком 𝜎 -алгебр F, 𝑡 > −ℎ; 2) (F) -
согласованный процесс 𝑥(𝑡), определенный при 𝑡 > −ℎ, траектории которого п. н.
непрерывны; 3) (F) -броуновское движение 𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, 𝑊 (0) = 0 п. н.; 4) непре-
рывный (F) -согласованный процесс 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], имеющий распределение 𝜈;
5) измеримые (F) -согласованные процессы 𝑣(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R+; такие, что выполня-
ются условия: а) 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐺(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡) для (𝜇 × 𝑃 ) -почти всех
(𝑡, 𝜔) ∈ R+ × Ω, где 𝜇 — мера Лебега на R+, и

∫︀ 𝑇

0
(|𝑣(𝑠)| + |𝑢(𝑠)|2)𝑑𝑠 < ∞ для всех

𝑇 ∈ R+; б ) с вероятностью 1 для всех 𝑡 ∈ [−ℎ,∞) выполняется соотношение

𝑥(𝑡) =

{︃
𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],

𝜓(0) +
∫︀ 𝑡

0
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

∫︀ 𝑡

0
𝑢(𝑠) 𝑑𝑊 (𝑠), 𝑡 > 0,

то набор (Ω,F, 𝑃,F𝑡,𝑊 (𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑢(𝑡)) (или, кратко, 𝑥(𝑡)) называется слабым ре-
шением уравнения (1) с начальным распределением 𝜈.

Предположим, что 𝑓(𝑡, 0, 0) = 0 и 𝑔(𝑡, 0, 0) = 0 при всех 𝑡 > 0. В этом случае
уравнение (1) имеет нулевое решение. В дальнейшем предполагаем, что функции 𝑓
и 𝑔 имеют линейный порядок роста по (𝑥, 𝜙), т. е. существует постоянная 𝐶 такая,
что для любых 𝑡 ∈ R+, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝜙 ∈ 𝐶ℎ выполняется неравенство |𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜙)| +
+ |𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜙)| 6 𝐶(1 + |𝑥|+ ‖𝜙‖).

Нулевое решение уравнения (1) устойчиво по вероятности, если ∀𝜀1, 𝜀2 > 0 ∃𝛿 >
> 0 такое, что для каждого слабого решения 𝑥(𝑡) уравнения (1), удовлетворяющего
условию ‖𝑥0‖ 6 𝛿 п. н., выполняется неравенство P{sup𝑡>0 |𝑥(𝑡)| > 𝜀1} < 𝜀2. Нулевое
решение уравнения (1) асимптотически устойчиво по вероятности, если оно устой-
чиво по вероятности и ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 такое, что для каждого слабого решения 𝑥(𝑡)
уравнения (1), удовлетворяющего условию ‖𝑥0‖ 6 𝛿 п. н., выполняется неравенство
P{lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 0} > 1− 𝜀.

Теорема. Пусть существуют число 𝛿 > 0 и функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) : R+ × R𝑑 → R+,
непрерывная по (𝑡, 𝑥) ∈ R+×R𝑑, непрерывно дифференцируемая по 𝑡 ∈ R+ и дважды
непрерывно дифференцируемая по 𝑥 ∈ R𝑑, такие, что выполнены условия:

1) 𝐵𝑉 (𝑡, 𝜙) < 𝛽(𝜀) < 0 при всех 𝜙 таких, что 𝜀 6 |𝜙(0)| 6 𝛿, и при всех 𝑡 ∈ R+,
где 𝛽 : R+ → R− — некоторая функция,

𝐵𝑉 (𝑡, 𝜙) =
𝜕𝑉 (𝑡, 𝜙(0))

𝜕𝑡
+ sup

𝑣∈𝐹 (𝑡,𝜙(0),𝜙)

(︂
𝜕𝑉 (𝑡, 𝜙(0))

𝜕𝑥
𝑣

)︂
+

1

2
sup

𝑢∈𝐺(𝑡,𝜙(0),𝜙)

tr
(︂
𝜕2𝑉 (𝑡, 𝜙(0))

𝜕𝑥2
𝑢𝑢т

)︂
;

2) lim
𝑥→0

sup
𝑡>0

𝑉 (𝑡, 𝑥) = 0;

3) 𝑉 (𝑡, 0) = 0 при всех 𝑡 ∈ R+;
4) 𝑉 (𝑡, 𝑥) > 𝛼(|𝑥|) > 0 при всех 𝑥 таких, что |𝑥| 6 𝛿, и всех 𝑡 ∈ R+, где

𝛼 : R+ → R+ — некоторая функция.
Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво по вероятно-

сти.


