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Ч. 1 

In this work we suggest and discuss a simplest possible («kick-back») reservoir correlation 
function describing the feedback of a structured reservoir on the two-level atom, and allowing to 
capture a «freezing» of spontaneous decay. We establish a correspondence between the 
«kickback» correlation function and more realistic reservoir correlation function for photonic 
crystals. The «kick-back» master equation is obtained and applied for resonance fluorescence of a 
two-level atom in a band-gap. 

Большой интерес к проблеме взаимодействия атомов и молекул со структу
рированными резервуарами электромагнитного поля, особенно с имеющими 
запрещенную зону в плотности фотонных состояний, обусловлен существенно 
немарковским характером динамики, который не позволяет использовать 
обычные методы, такие как аппроксимация Вайскопфа - Вигнера. В случае ва
куумного состояния резервуара было предложено несколько специальных ме
тодов [1]. Задача также может быть решена для небольшого числа фотонов в 
резервуаре [2, 3], однако даже, например, при резонансной флуоресценции 
атомов в запрещенной зоне распределения плотности фотонных состояний ее 
решение существенно затрудняется. Суть проблемы состоит в том, что невоз
можно пренебречь «обратным воздействием» резервуара: фотоны, излученные 
в резервуар, нельзя считать необратимо потерянными, а время корреляции -
свести к нулю, и при этом необходимо учитывать структуру функции корреля
ции резервуара. Фактически для резервуаров с запрещенной зоной характерное 
время корреляционной функции сравнимо по величине с обратной скоростью 
затухания в вакууме. Сегодня адекватная трактовка сложной структуры корре
ляционной функции резервуара также представляет серьезную теоретическую 
задачу. 

Существует несколько методов решения проблемы резонансной флуорес
ценции атомов в запрещенной зоне. Отметим метод, основанный на преобразо
вании немарковского кинетического уравнения для редуцированной матрицы 
плотности в систему уравнений для дополнительных матриц плотности [4]. 
Число дополнительных матриц зависит от точности представления корреляци
онной функции резервуара. Метод включает время дискретизации и конечное 
время корреляции, так что если временной интервал дискретизируется по М 
точкам, то число дополнительных матриц будет . Это основное вычисли
тельное ограничение метода. Оно делает его неприемлемым, когда требуется 
адекватное рассмотрение корреляционной функции резервуара и когда эта 
функция имеет длинный «хвост», например, функция корреляции изотропной 

плотности состояний, асимптотически описываемая как -

отстройка частоты атомного перехода от края энергетической зоны. 
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Еще один метод возмущений был предложен в работе [5], авторы которого 
рассмотрели 1-й порядок «возмущений» для гейзенберговских уравнений дви
жения по степеням констант взаимодействия атом - поле для задач спонтанно
го затухания и резонансной флуоресценции двухуровневого атома в пределах 
фотонной запрещенной зоны. Этот тип борновского приближения позволяет 
получить «замораживание» атомных заселенностей для определенной фотон
ной плотности. 

В работе [6] предложен другой метод возмущений на основе формальной 
диагонализации гамильтониана взаимодействия по коллективным операторам 
атом - поле при использовании коэффициента связи между коллективными 
операторами в качестве параметра возмущения. Метод предполагает, что зату
хание атомной заселенности в вакуум резервуара должно проявлять свойство 
замораживания. Тогда динамика всех коллективных операторов, исключая 
один «резонансный», будет близка к бозонной, а в случае резонансной флуо
ресценции можно будет применить борновское приближение по степеням 
взаимодействия других коллективных мод с резонансной модой. 

Можно также отметить метод «квазимод» [7], который позволяет упростить 
проблему взаимодействия с континуумом мод поля резервуара, если спектр ре
зервуара (точнее, его корреляционная функция) структурирован таким образом, 
что возможно моделирование резервуара посредством нескольких коллектив
ных затухающих квазимод. 

В данной работе рассматривается простая модель корреляционной функции 
резервуара, которая позволяет описывать типичные свойства атомного взаимо
действия со структурированными резервуарами, имеющими запрещенную зо
ну. Эта модель возвратного взаимодействия резервуара является демонстраци
онной и может рассматриваться как результат максимально возможного упро
щения корреляционной функции резервуара. 

Спонтанное затухание 
Для иллюстрации основных свойств динамики, вызванной обратным дейст

вием резервуара, рассмотрим стандартную задачу взаимодействия двухуровне
вого атома с набором полевых мод. В приближении «вращающихся волн» га
мильтониан задачи может быть записан в следующем виде: 

Н=Н0+V, (1) 

где 

а слагаемое, описывающее взаимодействие, равно 

Здесь операторы описывают переходы между верхним и нижним 

атомными уровнями, обозначают операторы рождения и 

уничтожения фотона j-й моды резервуара; а - частоту атомного перехода 
(j=0) или частоту моды (j>0). 

Предположим, что исходное состояние поля резервуара представляет собой 
вакуум, а атом первоначально находился в верхнем состоянии. Тогда общая вол
новая функция системы в зависимости от времени может быть представлена как 

где вектор обозначает состояние резервуара, когда имеется один фотон в j-й 
моде резервуара. 
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Из гамильтониана (1) можно получить следующие уравнения движения для 
амплитуд 

В системе координат, вращающейся с частотой w0, можно получить следующее 

уравнение для амплитуды 

где корреляционная функция резервуара определяется выражением 

Для непрерывного спектра (7) следует переписать в виде: 

где функция - предполагаемая локальная плотность состояний, завися
щая от положения атома и ориентации дипольного момента [8]. Обычно она 
определяется как 

Здесь суммирование проводится по фотонным полосам (с индексом п), ин
тегрирование - по вектору обратной решетки первой бриллюэновской зоны 
(обозначенной как BZ). Вектор - электрическое поле моды резервуара в 
точке нахождения атома Эта мода будет рассматриваться как блоховская мо
да фотонного кристалла. 

Мы предполагаем, что частота перехода атома находится ближе к одной из 
границ запрещенной зоны, ширина которой достаточно велика, чтобы пренеб
речь влиянием другой границы [9]. Воспользуемся традиционной моделью 
дисперсионного соотношения вблизи границы зоны 

где - точка границы бриллюэновской зоны, W- постоянная, описывающая 
тип фотонного кристалла; т - размерность структуры, а - частота границы 
верхней зоны. Дисперсионные соотношения (10) дают формулу локальной 
плотности состояний, которая в приближении эффективной массы и при допу
щении близости к границе зоны будет иметь следующий вид: 

Для m=l эта формула описывает расходимость граничной плотности со
стояний в изотропной одномерной структуре, m=2 соответствует ступенчатой 
плотности для двумерной, а m=3 используется для анизотропной трехмерной 
структуры. 

Решение 
Для изотропной плотности состояний (m=1) можно найти точное решение 

уравнения (6) [10]. В наших целях эффективнее другой метод: дискретизация 
плотностей (11) с последующей диагонализацией гамильтониана (1). 
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Дискретизация состояний (11) предложена в работах [2, 3] (другой вариант 
стохастической дискретизации можно найти в [8]). Предполагается, что все 
константы взаимодействия равны и определяются как 

где N - число дискретных мод. Для всех трех рассматриваемых примеров плот
ностей вблизи границы зоны 

где параметр D описывает взаимодействие между атомом и модами, а - сту
пенчатая функция. Тогда для константы взаимодействия g получаем 

Далее введем дискретный набор частот таким образом, что 
т. е. 

где параметр q выбирается так, что Тогда гамильтониан, описывающий 
взаимодействующие системы атом - поле и резервуар, можно представить в 
виде, принятом в уравнениях (2) и (3). 

Метод, использованный в данной работе, основан на представлении Н в 
диагональной форме [3, 6, 11] 

Здесь собственные значения представляют решения характеристического 
уравнения 

где и коллективные операторы Сj можно выразить как 

а коэффициенты определяются посредством 

Матрица U является унитарной 

В результате коллективные операторы Сj подчиняются следующим коммута
ционным соотношениям: 

Из уравнения (22) следует, что коллективные операторы удовлетворяют 
следующим уравнениям движения: 
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Метод коллективных операторов подробно описывался в [3], где было пока
зано, что с его помощью можно получить точное аналитическое решение зада
чи затухания атомных заселенностей в резервуар, когда первоначально возбу
ждаемый атом взаимодействует с резервуаром, у которого имеется только один 
фотон в одной из его мод. 

Понятно, что для произвольной волновой функции (4) мы имеем 
при любых k, l, m. Поэтому в задаче спонтанного излучения в ва

куум резервуара уравнение (23) редуцируется до простой формы В 
результате для амплитуды A(t) имеем: 

Далее точное решение, которое представлено уравнением (24), используется 
для демонстрации общих свойств эволюции амплитуды А(t). 

Численное моделирование и общие характеристики эволюции 
Одной из наиболее интересных особенностей атомной динамики в фотон

ной запрещенной зоне является замораживание затухания заселенностей (и за
тухание атомной поляризации, если она была возбуждена изначально). На рис. 1 
приводятся примеры эволюции замораживания амплитуды A(t) для трех ранее 
рассмотренных плотностей. Проблема сходимости в зависимости от числа точек 
дискретизации N здесь не затрагивается, поскольку она детально рассматрива
лась в работах [2, 3, 8]. С математической точки зрения замораживание имеет 
место в результате доминирования одного из коэффициентов что 
соответствует разделению собственного значения и других собственных 
значений (20). Свойство замораживания обусловлено сдви
гом одного из энергетических уровней коррелированных атома и поля в фо
тонную запрещенную зону и формированием связанного состояния системы 
атом - поле, которое локализуется вблизи атома [12-14]. 
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На рис. 1 можно отметить три периода эволюции амплитуды: начальный, 
когда амплитуда затухает; конечный, когда амплитуда замораживается и про
межуточный, осциллирующий. Заметим, что в первом периоде затухание ам
плитуды практически не зависит от отстройки атомного перехода и границы 
зоны, тогда как такая отстройка сильно влияет на замороженное значение ам
плитуды. Интуитивно причина этого явления ясна: пока со стороны резервуара 
нет обратного воздействия, атом не «чувствует» его структуру. После начала 
ответного действия резервуара атом эволюционирует до замороженных со
стояний. Формально это свойство можно вывести из корреляционной функции 
резервуара, которая для рассмотренных здесь плотностей определяется сле
дующим выражением: 

где коэффициент пропорциональности зависит от но не от отстройки 
К тому же предполагается, что . Поскольку из уравнений (25) 

и (6) следует, что для поведение амплитуды действительно не зависит 
от отстройки 

Замороженное значение амплитуды можно оценить как или при ис
пользовании непрерывных переменных [3] как 

где Р означает взятие интеграла в смысле главного значения. 
Импульсно-возвратная модель отклика резервуара 

Традиционное марковское приближение предполагает, что при исследова
нии атомной эволюции с характерными временными параметрами, существен
но превышающими характеристическое время резервуара, можно пренебречь 
деталями структуры функции корреляции. В этом приближении корреляцион
ная функция будет выглядеть как простая -функция. Это допущение приводит 
к экспоненциальному затуханию амплитуды A(t). Очевидно, что для получения 
эффекта замораживания, необходимо учесть структуру функции корреляции. 
Таким образом, релаксация в данном случае будет существенно немарковской. 

Основная цель данного исследования - показать, что рассмотренное пове
дение амплитуды воспроизводится с помощью весьма простой модели корре
ляционной функции резервуара, а именно 

Здесь самым простым способом учитывается осциллирующий характер 
корреляционной функции, который аналогичен показанному в (25). Интересно, 
что функция (27) проявляется в первом приближении функции корреляции ре
зервуара для слоистых периодических одномерных фотонных диэлектрических 
кристаллов, лишенных потерь [16]. В подобной системе время T0 определяется 
периодом структуры. В работах [13, 15] было показано, что решение уравне
ния (6) с функцией корреляции (27) 

можно найти следующим образом: 
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На рис. 2 даны приме
ры всех трех стадий эво
люции описываемой 
уравнением (29). При t<T0 

наблюдается свободное за
тухание излучения, при 
t~T0 - переходный период. 
И наконец, при t>>T0 ам
плитуда стремится к ста
ционарному замороженно
му значению. Видно, что 
замороженное значение 
критически зависит от 
времени отклика T0: чем 
больше это время, тем 
меньше значение стацио
нарной амплитуды. 

Из уравнения (6) легко получить условия, которым должны удовлетворять 
константы G0,l, чтобы амплитуда A(t) была заморожена. Из (6) непосредственно 
следует, что для должно выполняться условие 

или соответственно 

Более точно условие замораживания затухания, как следует из [3], формулиру
ется следующим образом: локальная плотность состояний должна быть 
равной нулю, по крайней мере, в одной точке (например, ) и в этой же точке 
должно выполняться равенство 

Из уравнений (30) следует, что константы G0,1 должны удовлетворять соот
ношениям 

Очевидно, что частота есть , поскольку из уравнения (24) следует, что 

. Из уравнения (6) и формулы (32) можно най

ти соотношение между замороженным значением амплитуды и G0. Учитывая 

асимптотическое поведение амплитуды и вводя , 

получим уравнение 

26 



Физика 

для лапласовского образа . Согласно свойствам преоб

разования Лапласа [17] . Уравнение (33) дает 

и, наконец, 

В итоге из уравнения (32) получаем следующую формулу для параметров им-
пульсно-возвратной модели: 

Уравнения (33) и (34) устанавливают соответствие между импульсно-
возвратной моделью и параметрами реальной системы. Остается найти единст
венный параметр - время отклика T0. Его можно установить путем сравнения 
эволюции, которая определяется точным (24) и приближенным (29) решения
ми. Время начала второго этапа эволюции (т. е. T0) находим по формуле (24) 
как решение уравнения 

Тривиальное решение 7о=0 соответствует началу эволюции, следующее -
точке начала возрастания амплитуды А(t). С учетом доминирования из 
уравнения (36) можно найти оценку Тогда из уравнения (36) заключа
ем, что Im(G1) = 0 и Im(G0) = . Как следует из условия замораживания (31) 

и уравнения для собственных чисел мнимая часть G0 фактически представ
ляет лэмбовский сдвиг. 

На рис. 2 приводятся примеры эволюции для параметров G0 , 1, удовле
творяющих условиям (36), которая воспроизводит не только типичные стадии 
эволюции точного решения (24), но и укорочение второй переходной стадии с 
ростом T0. 

Следует также отметить, что импульсно-возвратная модель применима для 
описания эволюции при t>>T0 - На временной шкале, много длиннее длительно
сти структурных деталей K(t), наиболее важным является такой существенный 
признак К(t), как наличие временных интервалов, когда Re(K(t))<0 и, следова
тельно, выполняются условия (30). 

*** 
Во второй части данной работы получено кинетическое уравнение для им-

пульсно-возвратной модели. Показаны конкретные примеры динамики атом
ной заселенности под действием классического вынуждающего поля. 
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