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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Издание состоит из двух глав и приложения. Содержит краткое описание и 
некоторые уточнения алгоритмов, полученных в работе [51], и их реализации в 
системе компьютерной математики Wolfram Mathematica. Сохранены 
последовательность изложения материала и условные обозначения из 
монографии [51].  

В первой главе приводятся краткие сведения из теории сингулярных 
интегральных уравнений (СИУ); во второй – даются реализации алгоритмов 
спектральных соотношений и приближенного решения характеристического и 
полного уравнений с произвольными коэффициентами в разных классах 
функций. В каждой главе после изложения алгоритмов имеются описания 
параметров и листинги функций, реализующих эти алгоритмы в системе 
Mathematica. 

Автор выражает искреннюю признательность научному руководителю и 
соавтору многих работ – доктору физико-математических наук, профессору 
Шешко Михаилу Антоновичу, который показал перспективность изучения этого 
раздела вычислительной математики и оказывал постоянную помощь при 
совместной работе. 

Особая благодарность доктору физико-математических наук В. М. Волко-
ву, доктору физико-математических наук В. Б. Таранчуку и кандидату физико-
математических наук Ю. А. Кременю за советы и замечания. 

Все предложения и вопросы просьба отправлять по адресу: 220030, Минск, 
пр. Независимости, 4, кафедра веб-технологий и компьютерного моделирования, 
механико-математический факультет, Белорусский государственный университет. 
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ГЛАВА 1. БАЗОВЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1.1. СИУ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ КОМПЛЕКСНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Рассматривается сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши  
1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ), 1 < < 1,

dt
a x x b t t k x t t dt f x x

i t x i
 

     
            (1.1.1) 

где ( ), ( ), ( , ), ( )a x b x k x t f x  – заданные функции, непрерывные по Гельдеру, 
( )x  – искомая функция. 

Предполагается, что 2 2( ) 0, ( ) ( ) 0, [ 1,1].b x a x b x x       Сингулярный 
интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. 

После выполнения перехода в уравнении (1.1.1) к новой неизвестной 
функции ( )u x  по правилу  

 
2 2

( ) ( )
( ) = ,

( ) ( )

Z x u x
x

a x b x



 (1.1.2) 

где  

 ( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ), 1< <1,[ ] [ ]Z x a x b x X x a x b x X x x     
и введения обозначения  

 
2 2 2 2

( ) ( )
( ) = , ( ) = ,

( ) ( ) ( ) ( )

a x b x
A x B x

a x b x a x b x 
 

уравнение (1.1.1) принимает вид  

 0 ( ); ( ); = ( ), 1< <1,( ) ( )K u x x k u x x f x x   (1.1.3) 
в котором  

 
1

0

1

1
( ); ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,( )

def dt
K u x x A x Z x u x B t Z t u t

i t x


 
   

               
1

2 2
1

1 ( )
( ); ( , ) ( ) .

( ) ( )
( )

def Z t
k u x x k x t u t dt

i a t b t


   (1.1.4) 

Оператор 0K  называется характеристическим. 

Здесь ( )X x   предельные значения канонической функции ( )X z  задачи 
линейного сопряжения  

 
( ) ( )

( ) = ( ), 1< <1,
( ) ( )

a x b x
X x X x x

a x b x
 




 (1.1.5) 
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решением которой является функция  

 ( )1 2( ) = ( 1) ( 1) , | |> 1,zX z z z e z
     

при этом  

 ( )1 2( ) = ( 1) ( 1) ,xX x x x e
     

где  

1 2 = ,     

1

1

1 ln ( )
( ) = ,

2

G t
z dt

i t z



   

1

1

1 1 ln ( )
( ) = ln ( ) ,

2 2

G t
x G x dt

i t x




  
   

( ) ( )
( ) = , < arg ( 1) ,

( ) ( )

a x b x
G x G

a x b x


    


 

 2 2( ) ( ) 0, [ 1,1].a x b x x      (1.1.6) 

Имеет место представление [24]:  

 0( ) = ( 1) ( 1) ( ), Re > 1, Re > 1,Z x x x Z x        

0 ( )Z x  – ограниченная функция. 
Входящие в показатели целые числа 1 2,   подбираются так, чтобы в 

окрестностях точек 1  функция ( )X z  принадлежала заданному классу. Такому 
же классу принадлежит и решение ( ).x  

Число 1 2=     называется индексом задачи линейного сопряжения 
(1.1.5) или, что то же самое, характеристического уравнения (1.1.1) ( ( , ) 0).k x t   

Согласно [57, 58] имеет место представление функции  

 
1 1

ln (1) ln ( 1)1 2 ( )2 2( ) = ( 1) ( 1) ,
G G zi iX z z z e

        
индексы 1 2, ,   а следовательно, и ,  зависят от значения вещественной части 
функции  

 

 1 1
ln ( ) = ln | ( ) | (arg ( ) 2 ) , < arg ( ) 2 , .

2 2
G x G x i G x k G x k k Z

i i
         

 
 

Пусть  

 0 0
1 1

( ) = Re ln ( ) = ( ), < ( ) .arg arg
2 2

x G x G x G x
i
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Отсюда следуют неравенства  

 

1 1
< ( 1) ,

2 2
1 1

< (1) , [ 1,1].
2 2

x

   

    


 (1.1.7) 

Напомним определение класса ,h  введенного Н. И. Мусхелишвили [24]. 
Мы говорим, что каноническая функция ( )X z  задачи линейного сопряжения 

(1.1.5) принадлежит классу (0)h , если в окрестности точек = 1z   она допускает 
интегрируемую особенность. Класс ( 1, 1)h   определяется тем, что ( )X z  
ограничена вблизи точек = 1z  . Классы (1)h  и ( 1)h   означают интегрируемую 
неограниченность в окрестности точек = 1z   и =1z  соответственно. 

Класс 1. Искомое решение ( )x  принадлежит классу (0)h . Тогда, согласно 
[65], 1 2, ,  выбираются из условий  

                  2
1

0 < Re ln ( 1) <1,
2

G
i

 
    

 

 1
1

1 < Re ln (1) < 0, < arg ( 1) ,
2

G G
i

 
         

 (1.1.8) 

и, на основании (1.1.7),   принадлежит множеству {0,1,2}. 

Класс 2. Искомое решение ( )x  принадлежит классу ( 1, 1)h  . Тогда 

1 2, ,   выбираются из условий  

                   2
1

1 < Re ln ( 1) < 0,
2

G
i

 
     

 

 1
1

0 < Re ln (1) < 1, < arg ( 1) ,
2

G G
i

 
        

 (1.1.9) 

и, на основании (1.1.7),   принадлежит множеству { 2, 1,0}  . 

Класс 3. Искомое решение ( )x  принадлежит классу ( 1)h  . Тогда 1 2, ,   
выбираются из условий  

                  2
1

1 < Re ln ( 1) < 0,
2

G
i

 
     

 

 1
1

1 < Re ln (1) < 0, < arg ( 1) ,
2

G G
i

 
         

 (1.1.10) 

и, на основании (1.1.7),   принадлежит множеству { 1,0,1} . 
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Класс 4. Искомое решение ( )x  принадлежит классу (1)h . Тогда 1 2, ,   
выбираются из условий  

                   2
1

0 < Re ln ( 1) <1,
2

G
i

 
    

 

 1
1

0 < Re ln (1) < 1, < arg ( 1) ,
2

G G
i

 
        

 (1.1.11) 

и, на основании (1.1.7),   принадлежит множеству { 1,0,1} . 

Случай, когда 2 1
1 1

Re ln ( 1) = 0, Re ln (1) = 0
2 2

G G
i i

   
           

, особый, 

и нами не рассматривается. 
 

Листинг функции, реализующей формулы (1.1.8) – (1.1.11)  
(файл «kappa.nb») 

Функция  F .  
Назначение: вычисляет индекс   задачи линейного сопряжения в 

зависимости от класса функций. 
Прототип: F [ _, _, _].a b klass  
Параметры: 

,a b  – функции ( ), ( )a x b x  – коэффициенты уравнения (1.1.3), 
klass  – класс, которому принадлежит искомая функция согласно 

описанной выше (1.1.8) – (1.1.11) классификации. 
Возвращаемое значение: 1 2, ,    – частные индексы и индекс задачи 

линейного сопряжения. 
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Реализация в Mathematica 

 
 

Имеет место разложение канонической функции  

 ( )1 2
1 2( ) = ( 1) ( 1) , | |> 1, = ,zX z z z e z

         
в окрестности бесконечно удаленной точки =z  :  

 1
1( ) = ( ), =1, 0,X z z p p z p 

      (1.1.12) 

 1
1( ) = ( ), =1, < 0.X z z p p z p 

       (1.1.13) 

 

Листинг функции, реализующей формулу (1.1.6)  
(файл «FunEGz.nb») 

Функция  FunEГz. 
Назначение: вычисляет коэффициенты разложения в ряд Лорана функции  

1
( )

1

1 ln ( )
, где ( ) = .

2
z G t

e z dt
i t z
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Прототип: FunEΓz[ _, _, _].a b n  
Параметры: 

,a b  – функции ( ), ( )a x b x  – коэффициенты уравнения (1.1.3), 
n   количество коэффициентов. 

Возвращаемое значение: коэффициенты разложения функции ( )ze . 
Алгоритм: известно, что 

 ( )
0

=0

= , = 1,
jz
j

j

e
z


 

  

где j  – пока неизвестные коэффициенты, но  

    ( ) ( )= ( ),z ze e z    

и так как  

 
1 1

1
=01 1

1 ln ( ) 1
( ) = = , = ln ( ) ,

2 2
k

kk
k

rG t
z dt r G t dt

i t z iz




 

 
     

то  

 
2

=0

( ) = , = ( 1) .k
k kk

k

d
z d k r

z




    

Следовательно, если воспользоваться формулой Коши перемножения рядов  

 
=0 =0 =0 =0

= ,
n

n n m n m
n n n m

a b a b
  


 
  
 

     

то получим  

 
2 2

=1 =0 =0 =0 =0

1 1 1
( ) = = , = .

n
j j n n

n j n jj j n n
j j n n j

d
j d

z z z z z z z

   


  

        

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ,z  будем иметь  

 
1

1
=0

1
= , =1, 2, .

j

j k j k
k

d j
j
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Реализация в Mathematica 

 
 

Листинг функции, реализующей формулы (1.1.12), (1.1.13)  
(файл «Fp.nb») 

Функция  Fp. 
Назначение: вычисляет коэффициенты (1.1.12) 1( , , , 0)p p     или 

(1.1.13) | | | | 1( , , , < 0)p p    . 

Прототип: Fp[ _, _, 1_, 2_, _].a b n   
Параметры: 

,a b  – функции ( ), ( )a x b x  – коэффициенты уравнения (1.1.3), 
1, 2   – частные индексы задачи линейного сопряжения, 

n  – количество коэффициентов. 
Возвращаемое значение: списки 

1, , , ( = 1 2 0)np p p           или 

| | ,p   | | 1 | |, ( = 1 2 < 0).np p         
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Реализация в Mathematica 

 



13 
 



14 
 

 

 



15 
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1.2. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 

Пусть   – индекс оператора 0.K  В [65] выведены спектральные 

соотношения для оператора 0( ; ),kK x x которые позволили получить 
эффективные вычислительные схемы приближенного решения уравнения (1.1.3), 
а именно  

 

1
0

1

1
1

| | | | 1
| | | | 1 | |

1
( ; ) = ( ) ( ) ( ) ( ) =

0, = 0, , 1, > 0,

= , = , 1, , 0,

, = 0,1, , < 0,



 

 

k k k

k k
k

k k
k

dt
K x x A x Z x x B t Z t t

i t x

k

p x p x p k

p x p x p k



 
 
    

    


 

   
        


   



 

где коэффициенты 1 1, , , , , , p p p p      находятся соответственно из 

разложений канонической функции ( )X z  в окрестности бесконечно удаленной 
точки =z   (1.1.12), (1.1.13). 

Соотношение демонстрирует тот факт, что степенная функция оператором 
0K  преобразуется в многочлен. 

В монографии [51] на базе аналогов формул (1.1.1) для оператора 0K , а 
именно формул вида  

( ) ( ) ( )0
0 10 1

( ) ( ) ( )0
0 10 1

( ) ( ) ( )0
0 10 1

( ) ( ) (0
0 10 1

( ; ) = ( ) ( ) ( ), 0, 0,

( ; ) = ( ) ( ) ( ), 0, 0,

( ; ) = ( ) ( ) ( ), 0, 0,

( ; ) = ( ) ( )









k k k
k kk

k k k
k kk

k k k
k kk

k k
k k

K T x U x U x U x k

K U x U x U x U x k

K T x T x T x T x k

K U x T x T x









        

        

        

      )

( ) ( ) ( )0
| | 0 10 1

( ) ( ) ( )0
| | 0 10 1

( ) ( ) ( )0
| | 0 10 1

0
| |

( ), 0, 0,

( ; ) = ( ) ( ) ( ), | |, < 0,

( ; ) = ( ) ( ) ( ), | |, < 0,

( ; ) = ( ) ( ) ( ), | |, < 0,

( ;







k
k

k k k
k kk

k k k
k kk

k k k
k kk

k

T x k

K T x U x U x U x k

K U x U x U x U x k

K U x T x T x T x k

K T

 

 

 

 

  

        

        

      
( ) ( ) ( )

0 10 1) = ( ) ( ) ( ), | |, < 0,k k k
kkx T x T x T x k       

 

построены вычислительные схемы с неотрицательным и отрицательным 
индексами для уравнения (1.1.3). Там же дано обоснование схем с указанием 
оценки порядка погрешности приближенного решения. В данной работе 
рассмотрим реализации этих схем в Mathematica. 
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1.3. О РЕКУРРЕНТНЫХ СООТНОШЕНИЯХ КЛЕНШОУ 

Имеется простой способ вычисления выражений вида  

 
=0

( ) = ( ),
n

k k
k

f x a T x  

не прибегая к вычислению значений функции ( )kT x . Такой способ был 
предложен Кленшоу в 1955 г., а его реализация описана, например, в [20] или 
[10]. Приведем ее. 

1. Пусть необходимо вычислить  

 
=0

( ) = ( ).
n

k k
k

f x a T x  (1.3.1) 

С помощью рекуррентного соотношения  

 1 22 =k k k kb xb b a    

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 

1 0, , , .n nb b b   
Подстановка в формулу (1.3.1) выражения для ka  дает  

 
2

1 2 1 1
=0

( ) = ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( ).
n

k k k k n n n n n
k

f x b xb b T x b xb T x b T x


         

Имеют место формулы [28]:  

1 1

0 1

1 1

( ) 2 ( ) ( ) = 0,

( ) = 1, ( ) = ,

( ) 2 ( ) ( ) = 0,

n n n

n n n

T x x T x T x

T x T x x

U x x U x U x

 

 

 

 

 

 0 1( ) = 1, ( ) = 2 , =1, 2, .U x U x x n  (1.3.2) 
В силу формулы (1.3.2) все коэффициенты при kb  равны нулю, за 

исключением 0b  и 1b . 
Таким образом,  
 0 1 0 1 1( ) = ( 2 ) ( ) ( )f x b xb T x b T x   

или окончательно  
 0 1( ) = .f x b xb  

По аналогии c данным алгоритмом, используя формулы [28] 

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

2 ( ) ( ) = ( ) ( ),

2 ( ) ( ) = ( ) ( ),

( ) = 1, ( ) = , ( ) = 2 1, ( ) = 4 3 ,

( ) = 1, ( ) = 2 , ( ) = 4 1, ( ) = 8 4 ,

n m m n m n

n m m n m n

T x T x T x T x

T x U x U x U x

T x T x x T x x T x x x

U x U x x U x x U x x x

 

 




 

 

 

можно получить следующие схемы. 
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2. Пусть необходимо вычислить  

 2
=0

( ) = ( ).
n

k k
k

f x a T x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2(2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 1 0, , , .n nb b b  

Тогда  2
0 0 1 2 1 0( ) = ( ) ( ) 2(2 1) ( )f x b T x b T x x b T x    

или  

 2
0 1( ) = (2 1) .f x b x b   

3. Пусть необходимо вычислить  

 2 1
=0

( ) = ( ).
n

k k
k

f x a T x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2 (2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 1 0, , , .n nb b b  

Тогда 2
0 1 1 3 1 1( ) = ( ) ( ) 2(2  1) ( )f x b T x b T x x b T x    

или  
         0 1( ) = ( ).f x x b b  
4. Пусть необходимо вычислить  

 
=0

( ) = ( ).
n

k k
k

f x a U x  (1.3.3) 

С помощью рекуррентного соотношения  
 1 22 =k k k kb xb b a    

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 1 0, , , .n nb b b  
Тогда 0 1 0 1 1( ) = ( 2 ) ( ) ( )f x b xb U x b U x  или окончательно  
 0( ) = .f x b  
5. Пусть необходимо вычислить  

 2
=0

( ) = ( ).
n

k k
i

f x a U x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2 (2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 1 0, , , .n nb b b  
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Тогда  

 2
0 0 1 2 1 0( ) = ( ) ( ) 2(2 1) ( )f x b U x b U x x b U x    

или  
 0 1( ) = .f x b b  
6. Пусть необходимо вычислить  

 2 1
=0

( ) = ( ).
n

k k
k

f x a U x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2 (2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы 1 0, , , .n nb b b  
Тогда  

 0 1 1 3 1 1
2( ) = ( ) ( ) 2(2  1) ( )f x b U x b U x x bU x    

или  
 0( ) = 2 .f x x b  

 

Листинг функции, реализующей формулу (1.3.1) 
(файл «TClenchaw.nb») 

Функция TClenchaw . 

Назначение: вычисляет значение функции 
=0

( ) = ( )
n

k k
k

f x a T x  по формуле 

(1.3.1). 
Прототип: TClenchaw[ _, _].a x  
Параметры: 
a  – коэффициенты многочлена , = 0,ka k n , 
x  – значение внешней точки x . 
Возвращаемое значение: значение функции ( )f x  по формуле (1.3.1). 
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Реализация в Mathematica 

 
 

Листинг функции, реализующей формулу (1.3.3) 
(файл «UСlenchaw.nb») 

Функция UClenchaw . 

Назначение: вычисляет значение функции 
=0

( ) = ( )
n

k k
k

f x a U x  по формуле 

(1.3.3). 
Прототип: UClenchaw[ _, _].a x  
Параметры: 
a  – коэффициенты многочлена , = 0,ka k n , 
x  – значение внешней точки. 
Возвращаемое значение: значение функции ( )nu x  по формуле (1.3.3). 

Реализация в Mathematica 
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ГЛАВА 2. CИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

2.1. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ СИУ 

2.1.1. Характеристическое уравнение 

Если искомое решение (1.1.2) 
2 2

( ) ( )
( ) =

( ) ( )

Z x u x
x

a x b x



 принадлежит классам 

(0),h  (1),h  ( 1)h   и индекс   характеристического оператора (1.1.4) 0K  или, что то 
же самое, задачи (1.1.5) неотрицателен, то решение характеристического уравнения  

 0( ( ); ) = ( ), 1< <1,K u x x f x x  (2.1.1) 
дается формулой [24], [16]:  

 
1

1
0 1

1

( ) 1 ( )
( ) = ( ) ( ) ,

( ) ( )

a x b t dt
u x f x f t x

Z x i Z t t x





     
    (2.1.2) 

где 0 1, ,    – произвольные комплексные числа. 
Эти числа ( > 0)  однозначно определяются, если к уравнению (2.1.1) 

присоединить условия  

 
1

1

1

1
( ) ( ) ( ) = , = 1, , ,j

jB t Z t u t t dt j
i





 
   (2.1.3) 

где j  – наперед заданные числа. 

Если же решение уравнения (2.1.1) ищется в классах ( 1, 1), (1), ( 1)h h h   и 
< 0,  тогда при выполнении условий (необходимых и достаточных)  

 
1

1

1

1 ( )
( ) = 0, = 1, , ,

( )
qb t

f t t dt q
i Z t






   

решение ( )u x  определяется формулой (2.1.2) с 0, = 0, 1, .k k    

2.1.2. Полное уравнение 

Уравнение (1.1.1), записанное в форме (1.1.3),  

 0( ( ); ) ( ( ); ) = ( ), 1< <1,K u x x k u x x f x x   
в классах (0), (1), ( 1)h h h  , когда индекс   характеристического оператора 
неотрицателен, эквивалентно (в смысле разрешимости) интегральному 
уравнению Фредгольма  
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1

1

( ) ( , ) ( ) = ( ), 1 < < 1,u x N x t u t dt F x x


   (2.1.4) 

в котором  

 

1

2 2
1

1

1
1

1
1 0 1

1 ( ) ( ) ( )
( , ) = ( ) ( , ) ( , ) ,

( )( )( ( ) ( ))

( ) 1 ( )
( ) = ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

( ) = .

Z t Z x b d
N x t a x k x t k t

i i Z xZ x a t b t

a x b t dt
F x f x f t P x

Z x i Z t t x

P x x







 

  
  

       

 
 

   



  

 
Если однородное уравнение (2.1.4) ( ( ) 0)F x   неразрешимо (имеет только 
нулевое решение), то решение неоднородного уравнения (2.1.4) дается формулой  

 
1

1

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,u x F x x t F t dt


   

где ( , )x t  – резольвента ядра ( , ).N x t  
Справедлива теорема, которую дает М. А. Шешко [65]. 

Теорема 2.1.1. Пусть искомое решение ( )x  уравнения (1)  принадлежит 

классу (0)h , индекс   характеристического оператора 0K , определяемого (4),  
больше нуля, однородное уравнение (20)  неразрешимо. Тогда задача  

                       0( ( ); ) ( ( ); ) = ( ), 1< <1,K u x x k u x x f x x   

 
1

1

1

1
( ) ( ) ( ) = , = 1, 2, , ,j

jB t Z t u t t dt j
i





 
   (2.1.5) 

имеет единственное решение.  

Если решение ( )x  уравнения (1.1.1) принадлежит классам 
(0), (1), ( 1)h h h   и < 0 , то уравнение (1.1.1), записанное в форме (1.1.3), 

эквивалентно интегральному уравнению Фредгольма  

 
1

* * * *

1

( ) ( , ) ( ) = ( ), 1 < < 1,u x N x t u t dt F x x
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в котором  

 

1
*

2 2
1

1
*

1

*

1 1 ( ) ( )
( , ) = ( ) ( , ) ( , ) ,

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) = ( ) ( ) ( ) ,

( )

( ) = ( ) ( ),

Z x b d
N x t a x k x t k t

i i Z xa t b t

Z x b t dt
F x a x f x f t

i Z t t x

u x Z x u x





  
  

       


 



  

с присоединенными к нему уравнениями (условиями разрешимости)  

1 1 1
1 1

2 2 2
1 1 1

1 ( ) 1 ( ) ( )
( ) = ( , ) ( ) ,

( ) ( )( ) ( ) ( )
j jb t b t Z

f t t dt k t u t d dt
i Z t Z ti a b

 

  


  

        

 =1, 2, , | | .j   
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2.2. РАЗЛОЖЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА  
ПО МНОГОЧЛЕНАМ ЧЕБЫШЕВА 

2.2.1. Предварительные сведения 

Для указания разложения характеристического оператора (1.1.4) по 
многочленам Чебышева первого или второго рода приведем некоторые 
вспомогательные сведения. 

Известно, что  

2
( ) 2

=0

( ) = cos( arccos ) = ,

n

n n k
n k

k

T x n x a x

 
  

  

        ( ) ( ) ( )
0 11

1, = 0, ( 2 1)( 2 )
= = ,

4( 1)( 1)2 , > 0,
n n n

k kn

n n k n k
a a a

k n kn


       
 

                       
2

= 0,1, , ,
2

 n
k

 
  

 (2.2.1) 

2
( ) 2

2
=0

sin(( 1)arccos )
( ) = = ,

1

n

n n k
n k

k

n x
U x b x

x

 
  




  

                        ( ) ( ) ( )
0 1

( 1 2 )( 2 2 )
= 2 , = ,

4 ( 1 )
n n nn

k k
n k n k

b b b
k n k 

   


 
 

         = 1, 2, , .
2

 n
k  

  
 (2.2.2) 

 

Листинг функции, реализующей формулу (2.2.1) 
(файл «akn.nb») 

Функция akn . 
Назначение: вычисляет коэффициенты многочлена ( )nT x  по формуле 

(2.2.1). 
Прототип: akn[ _].n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ( )nT x . 

Возвращаемое значение: коэффициенты , = 0,ka k n , вычисляемые по 
формуле (2.2.1). 
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Реализация в Mathematica 

 

 

Листинг функции, реализующей формулу (2.2.2) 
(файл «bkn.nb») 

Функция bkn. 
Назначение: вычисляет коэффициенты многочлена ( )nU x  по формуле 

(2.2.2). 
Прототип: bkn[ _].n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ( )nU x . 

Возвращаемое значение: коэффициенты , = 0,kb k n , вычисляемые по 
формуле (2.2.2). 
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Реализация в Mathematica 

 
 

Приведем леммы, доказанные в [51].  

Лемма 2.2.1. В окрестности бесконечно удаленной точки имеет место 
представление  

 ( )
1

2

( ) 1
= ( ) , 0,

1

MM
M

T z
U z R M

zz
 

   
 

 

где  

 
( )

( )

=1

1
= ,

M
M k

k
k

q
R

z z




   
 

  

( ) ( )
1 2

( )
3

2
( ) ( ) ( )
2 1 2

=0 2

1, = 0, 0,5, = 1,
= =

0, 0, 0, 1,

0,5, = 0,

0, = 1,
=

0,25, = 2,

0, > 2,

= 0, = , = 2, 3, ,

= ( 1)mod 2,

M M

M

M

M M M
l ml l M MM M mm

M

M M
q q

M M

M

M
q

M

M

q q a l

M



 
  

       

 
   









 

  (2.2.3) 
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2 12

=0

0 1

1
= , | |>1,

1
2 1

=1, = , = 0,1, .
2 2



k
k

k

k k

z
zz

k
k

k












  



 (2.2.4) 

 

Листинг функции, реализующей формулу  (2.2.4) 
(файл «epsk.nb») 

Функция k.  

Назначение: вычисляет коэффициенты разложения функции 
2

1

1z 
 по 

формуле (2.2.4). 
Прототип: k[ _].n  

Параметры: 
n  – количество коэффициентов. 

Возвращаемое значение: коэффициенты , = 0,k k n , вычисляемые по 

формуле (2.2.4). 

Реализация в Mathematica 

 
 

Листинг функции, реализующей формулу  (2.2.3) 
(файл «qkM.nb») 

Функция qkM. 

Назначение: вычисляет коэффициенты ( ) , =1, 3M
kq k  разложения (2.2.3) по 

формуле (2.2.3). 
Прототип: qkM[ _, _].n M  



28 
 

Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
M  – степень многочлена ( )MT x . 

Возвращаемое значение: коэффициенты ( ) , =1,M
kq k n , вычисляемые по 

формуле (2.2.3). 

Реализация в Mathematica 
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Лемма 2.2.2. В окрестности бесконечно удаленной точки имеет место 
представление  

                  2 ( )
1

1
1 ( ) = ( ) , > 0,M

M Mz U z T z R M
z 

    
 

 

 
( )

( )

=1

1
= ,

M
M k

k
k

d
R

z z




 
 
 

  (2.2.5) 

где  

( ) ( )
1 2

0,5, = 1, 0,25, = 2,
= =

0, 1, 0, 1,
M MM M

d d
M M

  
   

 

( )
3

0,125, = 1,

= 0,125, = 3,

0, 1, 3,

M
M

d M

M M



  

 

( )
2 1 = 0,M

l M
d    

1
2

( ) ( 1)
2 1

=0 2

= , =1, 2, ,

M

M M
l ml M MM mm

d b e l

 
  


     

   

              = mod 2,M M   (2.2.6) 

                  2
2 1

=0

1 = , | |>1,k
k

k

e
z z z

z



    

              0 1
2 1

= 0,5, = , = 0,1, .
2 4

k k
k

e e e k
k



 (2.2.7) 

 

Листинг функции, реализующей формулу (2.2.7) 
(файл «ek.nb») 

Функция ek. 

Назначение: вычисляет коэффициенты разложения функции 2 1z   по 
формуле (2.2.7). 

Прототип: ek[ _].n  
Параметры: 
n  – количество коэффициентов. 

Возвращаемое значение: коэффициенты , = 0,ke k n , вычисляемые по 
формуле (2.2.7). 
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Реализация в Mathematica 

 
 

Листинг функции, реализующей формулу (2.2.6) 
(файл «dkM.nb») 

Функция dkM. 

Назначение: вычисляет коэффициенты ( ) , =1, ,M
kd k n  разложения (2.2.5) 

по формуле (2.2.6). 
Прототип: dkM[ _, _].n M  
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
M  – степень многочлена ( )MT x . 

Возвращаемое значение: коэффициенты ( ) , =1,M
kd k n , вычисляемые по 

формуле (2.2.6). 
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Реализация в Mathematica 

 
 

Приведем еще некоторые вспомогательные результаты.  

Лемма 2.2.3. Для любого многочлена степени 0M   справедливо  

 
1

2 2=1

1 1 1
( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,R

1 1
M M

z
A t Z t P t dt X z P zes

t z

 
      

  (2.2.8) 

 
1

=1

1
( ) ( ) ( ) = ( ( ) ( )),RM M

z
B t Z t P t dt X z P zes

i 


   (2.2.9) 

  
1

2 2

=1

1
1 ( ) ( ) ( ) = 1 ( ) ( ) .RM M

z
t A t Z t P t dt z X z P zes



 
   (2.2.10) 

Доказательство. На основании теории вычетов имеем  
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2 2=

1 1 1
( ) ( ) = ( ) ( ) ,R

2 1 1
M M

z
X P d X z P zes

i z

 
         

  

 
=

1
( ) ( ) = ( ( ) ( )),R

2 M M
z

X P d X z P zes
i 

  
   

  2 2

=

1
1 ( ) ( ) = 1 ( ) ( ) ,R

2 M M
z

X P d z X z P zes
i 

     
   

где   – замкнутый контур, окружающий отрезок [ 1, 1],  с положительным 

направлением по движению часовой стрелки. 
Деформируя   в двубережный отрезок [ 1, 1]  и учитывая легко 

проверяемые соотношения  

     ( ) ( ) = 2 ( ) ( ),X x X x A x Z x   

 ( ) ( ) = 2 ( ) ( ), 1< <1,X x X x B x Z x x     

от данных равенств приходим к равенствам (2.2.8)–(2.2.10).  

2.2.2. Спектральные соотношения  

Пусть, как и ранее, имеет место (1.1.4):  

 
1

0

1

1
( ( ); ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

dt
K u x x A x Z x u x B t Z t u t

i t x



   

Приведем полученные в [51] теоремы о разложении оператора 0K  по 
многочленам Чебышева, коэффициенты которых вычисляются согласно (2.2.1), 

(2.2.2). В теоремах будем использовать переменные ( )M
rq , ( ) , 1N

rd r   из лемм 

2.2.1, 2.2.2, а также переменные, определенные в (1.1.12), (1.1.13). 
Теорема 2.2.1. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0 [ 1,1].a x b x x      

Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 

с индексом 0   одного из классов: (0)h , ( 1)h  , (1).h  

Тогда для ( 1, 1)x   справедлива формула  
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x T x B t Z t T t

i t x 



   

( ) ( ) ( )
0 10 1= ( ) ( ) ( ), 0,k k k

kkU x U x U x k        (2.2.11) 
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где  

1( )

( 1)
1 1

1

1, = = 0, = 0,

0,5, = 0, = 0,

, = 1, = 0,
= = 0, ,1, = , =1,

2 , 2 0, = 0,

2 , 2 0, > 0,

k
j

k j
k j

k j

j k

j k

p j k
j kj k

H d k j

H k j



 
 

 


  
    

     


     

 (2.2.12) 

 

(1 )

2
( )

1 2
=0

= ,

0, = 0,
= ( 1).

1, 1,

M

M
M r M r

r

H a p

M

    
  

 

 


      

  

 

Листинг функции, реализующей формулу (2.2.12) 
(файл «jkalpha.nb») 

Функция αjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.11) по 

формуле (2.2.12). 
Прототип: αjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 

p  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 
Возвращаемое значение: значение ( ) .k

j  
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Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.2. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекнозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1, 1].x    
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом 0   одного из классов: (0)h , ( 1)h  , (1)h . 

Тогда для ( 1, 1)x   справедлива формула  
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x U x B t Z t U t

i t x 



   

 ( ) ( )
00= ( ) ( ), 0,k k

kkU x U x k      (2.2.13) 

где  

 ( )
( )
1

2 , > 0,
= = 0, ,

2 , = 0,

k jk
j k j

k j

H
j k

H q






 
 

 (2.2.14) 
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H b p M
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.14) 
(файл «jkrho.nb») 

Функция ρjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.13) по 

формуле (2.2.14). 
Прототип: ρjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 
p  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ).k
j  
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Реализация в Mathematica 

 
 

Теорема 2.2.3. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( )b x , непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1,1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом 0   одного из классов: (0), ( 1), (1)h h h  при 0,5 < ,   0,5 < .   
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Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы  
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x T x B t Z t T t

i t x 



   

 ( ) ( )
00= ( ) ( ), 0,k k

kkT x T x k      (2.2.15) 

где  

 
( ) ( )
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 (2.2.16) 

 
1 (1 )

2
( 1)

2
=0

0,5, 0,
= = 0, ,

1, = 0,

0, = 0,

=

, > 0,

0, = 0,
=
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.16) 
(файл «jkgamma.nb») 

Функция γjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.15) по формуле 

(2.2.16). 
Прототип: γjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 
p  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j k      

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ) .k
j  
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Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.4. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( )b x , непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1,1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом 0   одного из классов: (0), ( 1), (1)h h h  при 0,5 < , 0,5 < .     

Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы.  
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x U x B t Z t U t

i t x 



   

 ( ) ( )
00= ( ) ( ), 0,k k

kkT x T x k      (2.2.17) 

где  

 

[ ]
2

( ) ( 1)
2
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    (2.2.18) 
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=
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.18) 
(файл «jketa.nb») 

Функция ηjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.17) по 

формуле (2.2.18). 
Прототип: ηjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 
p  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j k      

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ).k
j  
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Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.5. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1, 1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом < 0  класса ( 1, 1).h   

Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы  

             
1

1

( )1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

k
k

U t
A x Z x U x B t Z t dt

i t x

 
 




   

 ( ) ( ) ( )
0 10 1= ( ) ( ) ( ), ,k k k

kkU x U x U x k         (2.2.19) 

где  
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2 , < | |,

k
k j j kj

k j k j

G j k

G G j k j k

H G j k

      

     

  
    
   

   (2.2.20) 
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.20) 
(файл «jksigma.nb») 

Функция σjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.19) по 

формуле (2.2.20). 
Прототип: σjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 

p  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , | |jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ) .k
j  
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Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.6. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1, 1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом < 0  класса ( 1, 1).h   

Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы  

                  
1

| | | |
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x T x B t Z t T t

i t x   



   

 ( ) ( )
00= ( ) ( ), | |,k k

kkU x U x k       (2.2.21) 

где  
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      (2.2.22) 
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.22) 
(файл «jkdelta.nb») 

Функция δjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.21) по 

формуле (2.2.22). 
Прототип: δjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 

p  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , | |jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ) .k
j  

Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.7. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1,1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом < 0  класса ( 1, 1).h   

Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы  
1

| | | |
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x U x B t Z t U t

i t x   



   

                 ( ) ( ) ( )
0 10 1= ( ) ( ) ( ), | |,k k k

kkT x T x T x k       (2.2.23) 

где  
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 (2.2.24) 
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.24) 
(файл «jkbeta.nb») 

Функция βjk.  

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.23) по 

формуле (2.2.24). 
Прототип: βjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 

p  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , | |jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ) .k
j  

Реализация в Mathematica 
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Теорема 2.2.8. Пусть на [ 1, 1]  заданы две комплекснозначные функции 

( )a x  и ( ),b x  непрерывные по Гельдеру, причем 2 2( ) ( ) 0a x b x   [ 1,1]x   . 
Пусть далее ( )X z  – каноническая функция задачи линейного сопряжения (1.1.5) 
с индексом < 0  класса ( 1, 1).h   

Тогда для ( 1, 1)x   справедливы формулы  

1

| | | |
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =k k

dt
A x Z x T x B t Z t T t

i t x   



   

    ( ) ( )
00= ( ) ( ), | |,k k

kkT x T x k       (2.2.25) 
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где  
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 (2.2.26) 
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Листинг функции, реализующей формулу (2.2.26) 
(файл «jkmu.nb») 

Функция μjk. 

Назначение: вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.25) по 

формуле (2.2.26). 
Прототип: μjk[ _, _, _, _].j k p  
Параметры: 

,j k  – индексы, 

p  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , | |jp j k     , 

  – индекс задачи линейного сопряжения. 

Возвращаемое значение: значение ( ) .k
j  
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Реализация в Mathematica 
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2.3. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим полученные в работе [51] вычислительные схемы 
приближенного решения характеристического уравнения  

 
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1.

dt
A x Z x u x B t Z t u t f x x

i t x


 
   (2.3.1) 

В алгоритмах используются интерполяционные многочлены функции 
( )f x  по узлам Чебышева первого рода [28]:  
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n

n j j
j

f x f T x  (2.3.2) 

где  
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Листинг функции, реализующей формулу  (2.3.2) 
(файл «fjT.nb») 

Функция fjT.  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,jf j n  по формуле 

(2.3.2). 
Прототип: fjT[ _, _].ff n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ( )nf x , 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, .jf j n  

Реализация в Mathematica 
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Листинг функции, реализующей формулу  (2.3.3) 
(файл «fjU.nb») 

Функция fjU. 

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,jf j n  по формуле 

(2.3.3). 
Прототип: fjU[ _, _].ff n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ( )nf x , 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, .jf j n  

Реализация в Mathematica 
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2.3.1. Решение характеристического уравнения 
в классах с неотрицательным индексом 

Приближенное решение задачи (2.1.1), (2.1.3) найдем как решение задачи  

 
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1,n n n

dt
A x Z x u x B t Z t u t f x x

i t x 


 
     (2.3.4) 

 
1

1

1

1
( ) ( ) ( ) = , = 1, , ,j

n jB t Z t u t t dt j
i






 
   (2.3.5) 

где ( )nf x  – некоторый интерполяционный многочлен. 
Так как решением задачи (2.3.4), (2.3.5) является алгебраический 

многочлен степени не выше n   , ищут его в виде линейной комбинации 
многочленов Чебышева. 

Схема  2.3.1. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), ( )nu x  

ищется в виде  

 
=0

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x


   (2.3.6) 

kc  – числа, подлежащие определению. 
Подставляя (2.3.6) в (2.3.4), получим при 1 < < 1x   
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=0 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ).

n

k k k n
k

dt
c A x Z x U x B t Z t U t f x

i t x  


 
 
   

   

Учитывая (2.2.13), найдем при 1 < < 1x   

 ( ) ( ) ( )
0 10 1

=0 =0

( ) ( ) ( ) = ( ).
n n

k k k
k k j jk

k j

c U x U x U x f U x
          

Для определения 1, , , nc c c    имеем треугольную систему линейных 
алгебраических уравнений  

 ( )
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= , = , 1, , 0.
n

k
k jj

k j

c f j n n    (2.3.7) 

Недостающие неизвестные 1 0, ,c c   определим из равенств (2.3.5) с 
помощью формулы  
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Для определения 1 0, ,c c   имеем систему  
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= , = 1, , ,
n

k kj j
k j

c I j
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   (2.3.8) 

Решение системы (2.3.7), (2.3.8) определяется формулами  

 

( )

( )
( )

=1

, = 1

= ,

1
= , = 1, 2, , ,

1
= , = 1, , ,





n
n n

n

l
n l j

n l n l n l j n ln l
jn l

n

j j k kj
j j k j

f
c

c f c l n

c c I j
I



 
    






  



 
  

   
 
   
  





 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.14). 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.3.1 
(файл «Fckrho.nb») 

Функция Fckρ. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.6) – решение системы 

(2.3.7), (2.3.8): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: Fck [ _, _, _, _, _].n ff j pp    
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: 0 1, , , . nc c c   
Используемые внешние функции: 

ρjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.13) по 

формуле (2.2.14). 
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Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.2. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), ( )nu x  

ищется в виде  

 
=0

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x


   (2.3.9) 

где kc  – числа, подлежащие определению. 
Подставляя (2.3.9) в (2.3.4), получим при | |<1x   

 

1

=0 1

1

=0 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

1
= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ).

n

k k k
k

n

k k k n
k

dt
c A x Z x T x B t Z t T t

i t x

dt
c A x Z x T x B t Z t T t f x

i t x





  


 
 
   

 
 
   

 

 
 

Учитывая (2.2.15), найдем  

 ( ) ( ) ( )
0 10 1

=0 =0

( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1.
n n

k k k
k k j jk

k j

c T x T x T x f T x x
           

Для определения 1, , , nc c c    получим треугольную систему 
линейных алгебраических уравнений  

 ( )

=

= , = , 1, , 0.
n

k
k jj

k j

c f j n n   (2.3.10) 

Недостающие неизвестные 1 0, ,c c   определим из равенств (2.3.5) с 
помощью формулы  

 
1

1 1

==0 =01

1
( ) ( ) ( ) = ( ( ) ( ) ) = ,R

n n
j j

k k k k j
zk k

c B t Z t T t t dt c X z T z zes
i

 
 



   
        

   

 = 1, , .j   
Для определения 1 0, ,c c   имеем систему  

                           
=

= , = 1, , ,
n

k kj j
k j

c I j



   

 
2

( )
2

=0

= .

k j

k
kj k j m m

m

I p a

 
  

   (2.3.11) 

Решение системы (2.3.10), (2.3.11) определяется формулами  
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( )

( )
( )

=1

, = 1

= ,

1
= ,

= 1, 2, , ,

1
= ,

= 1, , .





n
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n

l
n l j

n l n l n l j n ln l
jn l

n

j j k kj
j j k j

f
c

c f c

l n

c c I
I

j



 
    






  



 
  

   

 
  
  







 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.16). 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.3.2 
(файл «Fckgamma.nb») 

Функция Fckγ. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.9) – решение системы 

(2.3.10), (2.3.11): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: Fckγ[ _, _, _, _, _].n ff j pp   
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Используемые внешние функции: 

γjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.15) по 

формуле (2.2.16). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    



61 
 

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.3. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), ( )nu x  

ищется в виде  

 
=0

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x


   (2.3.12) 

где kc  – числа, подлежащие определению. 
Подставляя (2.3.12) в (2.3.4), получим  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

1
= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ), | |<1.

n
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dt
c A x Z x U x B t Z t U t

i t x

dt
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Учитывая (2.2.17), найдем  

( ) ( ) ( )
0 10 1

=0 =0

( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1.
n n

k k k
k k j jk

k j

c T x T x T x f T x x
           

Для определения 1, , , nc c c    получим треугольную систему 
линейных алгебраических уравнений  

 ( )

=

= , = , 1, , 0.
n

k
k jj

k j

c f j n n   (2.3.13) 

Недостающие неизвестные 1 0, ,c c  определим из равенств (2.3.5) с 
помощью формулы  

1
1 1

==0 =01

1
( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) = ,R

=1, , .

( )
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c B t Z t U t t dt c X z U z zes
i

j

 
 



   
        



   

Для определения 1 0, ,c c  имеем систему  
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k j

c I j
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   (2.3.14) 

Решение системы (2.3.13), (2.3.14) определяется формулами  
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I

j




  

 
  
  


  

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.18). 
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Листинг функции, реализующей схему  2.3.3 
(файл «Fcketa.nb») 

Функция Fckη. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.12) – решение системы 

(2.3.13), (2.3.14): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: Fck [ _, _, _, _, _].n ff j pp    
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 

j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Используемые внешние функции: 

ηjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.17) по 

формуле (2.2.18). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.4. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), ( )nu x  

ищется в виде  

 
=0

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x


   (2.3.15) 

где kc  – числа, подлежащие определению. Подставляя (2.3.15) в (2.3.4), получим  
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n

k k k
k

n

k k k n
k

dt
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dt
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Учитывая (2.2.11), найдем  

( ) ( ) ( )
0 10 1

=0 =0

( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1.
n n

k k k
k k j jk

k j

c U x U x U x f U x x
           

Для определения 1, , , nc c c    получим треугольную систему 
линейных алгебраических уравнений  

 ( )

=

= , = , 1, , 0.
n

k
k jj

k j

c f j n n   (2.3.16) 

Недостающие неизвестные 1 0, ,c c  определим из равенств (2.3.5) с 
помощью формулы  
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 =1, , .j   
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Для определения 1 0, ,c c   имеем систему  
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= , = 1, , ,
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k kj j
k j

c I j
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   (2.3.17) 

Решение системы (2.3.16), (2.3.17) определяется формулами  
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где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.12). 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.3.4 
(файл «Fckalpha.nb») 

Функция Fckα.  
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.15) – решение системы 

(2.3.16), (2.3.17): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: Fckα[ _, _, _, _, _].n ff j pp   
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 

j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

pp  –коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     . 

Используемые внешние функции: 

αjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.11) по 

формуле (2.2.12). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    
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Реализация в Mathematica 
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2.3.2. Модельные примеры 

Приведем результаты численного решения модельных сингулярных 
интегральных уравнений. 

Решение в классах функций с неотрицательным индексом 

Рассмотрим уравнение (1.1.1)  

 
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1,

dt
a x x b t t f x x

i t x
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в котором  
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x
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f x
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Класс  (0).h  

Пусть 
2

=
5

w i  
 

 и решение данного уравнения принадлежит классу (0).h  

Используя результат работы программы F  для заданного первого класса 
и данных коэффициентов ( ), ( ),a x b x  получим 1 2= 1, = 1, = 2.    

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса (0)h  задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 

Обозначим 
1 ( ) ( )

( ) = ln .
2 ( ) ( )

a x b x
g x

i a x b x


 

 Тогда после элементарных упрощений 

получим ( ) = .g x wx   
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X x x x e

  

  

 

 
 

                      ( ) = [ ( ) ( )] ( ).Z x a x b x X x  (2.3.18) 
Полагая  

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
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рассмотрим задачу  

 

1

1

1
1 1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = , 1 < <1,
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1
( ) ( ) ( ) = 2 , = 1, 2.j j

dt
A x Z x u x B t Z t u t x

i t x x

B t Z t u t t dt j
i



 



 
  







 (2.3.20) 

Точным решением рассматриваемой задачи (2.3.20) является функция  

 
*

( ) =
2

A
u x

x 
 (2.3.21) 

при  
4

2 (ln3 1)
* 51

= = 3 = 3,183324033245894 0,6360987615456231 .
(2)

i
A e i

X

   
    

Для численного решения задачи (2.3.20) надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя 
функцию Fp. 

Вычисление функции (2.3.18) ( )X x  для данной задачи оформим 
следующим модулем. 
 

Листинг функции, реализующей формулу (2.3.18) 
(файл «FXiPlus.nb») 

ФункцияFXiPlus. 

Назначение: вычисляет значение функции ( )X x  в точке .x  
Прототип: FXiPlus[ _, _, 1_, 2_, _]a b x   
Параметры: 

,a b  – функции ( ), ( )a x b x  – коэффициенты уравнения (1.1.3), 
1, 2   – частные индексы задачи линейного сопряжения, 

x  – заданная точка. 
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Точное решение ( )u x  вычисляется по формуле (2.3.21), точное решение 
( )x  вычисляется по формуле (2.3.19). 

Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.1–2.3.4, получим 
следующие программы.  

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\alpha_X_P\Xar_P1_P1_alpha.nb) раз-
мещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\rho_X_P\Xar_P1_P1_rho.nb;  
  схемы 2.3.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\gamma_X_P\Xar_P1_P1_gamma.nb; 
  схемы 2.3.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\eta_X_P\Xar_P1_P1_eta.nb. 
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Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе (0)h  с использованием схемы 2.3.4 
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В табл. 1 приведены оценки погрешности решения поставленной задачи 
для разных .n  

Таблица 1 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


6,6e-7 9,4e-10 1,3e-12 4,8e-15 4,7e-15 
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Класс  ( 1, 1).h   
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу ( 1, 1)h   и снова 

2
= .

5
w i  

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 0, = 0, = 0.    

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса ( 1, 1)h   задачи 
линейного сопряжения (1.1.5). 
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Полагая  
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где  
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рассмотрим уравнение  
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1 1
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dt
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точным решением которого является функция  

 
*

( ) = ,
2

A
u x
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при  
4

2 (ln3 1)
* 51

= = = 0,9062264981637044 0,181084158301654 .
(2)

i
A e i

X
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Для численного решения данного уравнения надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя 
функцию Fp. 

При помощи модуля FXiPlus  вычислим значение функции ( )X x .  
Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.1–2.3.4, получим 

следующие программы.  
Листинг программы решения характеристического сингулярного ин-

тегрального уравнения с использованием схемы 2.3.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\alpha_X_P\Xar_P0_P0_alpha.nb) раз-
мещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\rho_X_P\Xar_P0_P0_rho.nb;  
  схемы 2.3.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\gamma_X_P\Xar_P0_P0_gamma.nb;  
  схемы 2.3.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\eta_X_P\Xar_P0_P0_eta.nb. 

Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе ( 1,1)h   с использованием схемы 2.3.4 
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В табл. 2 приведены оценки погрешности решения заданного уравнения 
для разных .n  

Таблица 2 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


1,5e-5 2,8e-8 5,1e-11 4,0e-14 4,0e-13 
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Класс  ( 1).h   
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу ( 1)h   и 

2
= .

5
w i  

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 1, = 0, = 1.    

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса ( 1)h   задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 
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Полагая  

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = = ,

( ) ( )( ) ( )

Z x u x X x u x
x

a x b xa x b x





 

где  

 

1
, = 0,

2
( ) ( ) =

2 ( )
, 0,

2 1 ( )

x
iw

a x b x
x E x

x
x E x

  
 

 

 

рассмотрим задачу  

 

1

1

1
1 1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = , 1 < <1,

2

1
( ) ( ) ( ) = 2 , 1,j j

dt
A x Z x u x B t Z t u t x

i t x x

B t Z t u t t dt j
i



 



 
  

 





 (2.3.22) 
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точным решением которой является функция  

 
*

( ) =
2

A
u x

x 
 

при  

4
2 (ln3 1)

* 51
= = =1,0611080110819646 0,21203292051520767 .

(2)

i
A e i

X

   
    

Для численного решения задачи (2.3.22) надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя 
функцию Fp. 

При помощи модуля FXiPlus  вычислим значение функции ( )X x .  
Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.1–2.3.4, получим 

следующие программы.  
Листинг программы решения характеристического сингулярного 

интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\alpha_X_P\Xar_P1_P0_alpha.nb) раз-
мещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\rho_X_P\Xar_P1_P0_rho.nb;  
  схемы 2.3.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\gamma_X_P\Xar_P1_P0_gamma.nb;  
  схемы 2.3.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\eta_X_P\Xar_P1_P0_eta.nb. 
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Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе ( 1)h   с использованием схемы 2.3.4 
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В табл. 3 приведены оценки погрешности решения поставленной задачи 
для разных .n  

Таблица 3 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


2,9e-5 5,7e-8 1,0e-10 3,0e-13 7,9e-13 
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Класс  (1).h  

Пусть решение данного уравнения принадлежит классу (1)h  и 
2

= .
5

w i  
 

 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 0, = 1, = 1.    

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса (1)h  задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 

Обозначим 
1 ( ) ( )

( ) = ln .
2 ( ) ( )

a x b x
g x

i a x b x


 

 Тогда ( ) =g x wx  при 
2

= .
5

w i  
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( ) = = 2 ln ,

5 1
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1
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1

( ) = [ ( ) ( )] ( ),

1
( ) = .

1

z

x

g t z
z dt i z

t z z

x
x i x i

x

X z e
z

Z x a x b x X x

X x e
x









 

         

                 









 

Полагая  

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = = ,

( ) ( )( ) ( )

Z x u x X x u x
x

a x b xa x b x





 

где  

 

1
, = 0,

2
( ) ( ) =

2 ( )
, 0,

2 1 ( )

x
iw

a x b x
x E x

x
x E x

  
 

 

 

рассмотрим задачу  

 

1

1

1
1 1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = , 1 < < 1,

2

1
( ) ( ) ( ) = 2 , = 1,j j

dt
A x Z x u x B t Z t u t x

i t x x

B t Z t u t t dt j
i



 



 
  







 (2.3.23) 
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точным решением которой является функция  

 
*

( ) =
2

A
u x

x 
 

при  

 

4
2 (ln3 1)

* 51
= = 3 = 3,183324033245894 0,6360987615456231 .

(2)

i
A e i

X

   
    

Для численного решения задачи (2.3.23) надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя 
функцию Fp. 

При помощи модуля FXiPlus  вычислим значение функции ( )X x .  
Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.1–2.3.4, получим 

следующие программы.  
Листинг программы решения характеристического сингулярного 

интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\alpha_X_P\Xar_P0_P1_alpha.nb) раз-
мещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\rho_X_P\Xar_P0_P1_rho.nb;  
  схемы 2.3.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\gamma_X_P\Xar_P0_P1_gamma.nb;  
  схемы 2.3.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\eta_X_P\Xar_P0_P1_eta.nb. 
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Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе (1)h  с использованием схемы 2.3.4 
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В табл. 4 приведены оценки погрешности решения поставленной задачи 
для разных .n  

Таблица 4 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


9,4e-6 1,9e-8 3,4e-11 8,9e-14 2,6e-13 
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Класс  (0).h  
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу (0)h  и 

2
= .

5
w i   

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и первого класса, получим 1 2= 0, = 0, = 0.    

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса (0)h  задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 
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( ) 2 1
( ) = = 2 ln ,
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z
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Полагая  

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = = ,

( ) ( )( ) ( )

Z x u x X x u x
x

a x b xa x b x





 

где  

 

1
, = 0,

2
( ) ( ) =

2 ( )
, 0,

2 1 ( )

x
iw

a x b x
x E x

x
x E x

  
 

 
 

рассмотрим уравнение  

 
1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = , 1 < < 1,

2

dt
A x Z x u x B t Z t u t x

i t x x


 
    

точным решением которого является функция  

 
*

( ) =
2

A
u x

x 
 

при  

 * 2 (ln 3 1)1
= = = 0,9062264981637044 0,181084158301654 .

(2)
wA e i

X
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Для численного решения данного уравнения надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя 
функцию Fp. 

При помощи модуля FXiPlus  вычислим значение функции ( ).X x   
Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.1–2.3.4, получим 

следующие программы.  
Листинг программы решения характеристического сингулярного 

интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\alpha_X_P\Xar_P0_P0_alpha_r-otr.nb) 
размещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\rho_X_P\Xar_P0_P0_rho_r-otr.nb;  
  схемы 2.3.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\gamma_X_P\Xar_P0_P0_gamma_r-otr.nb;  
  схемы 2.3.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_X\eta_X_P\Xar_P0_P0_eta_r-otr.nb. 

Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе (0)h  с использованием схемы 2.3.4 
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В табл. 5 приведены оценки погрешности решения заданного уравнения 
для разных .n  

Таблица 5 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


7,5e-6 1,1e-8 1,4e-11 5,6e-14 5,4e-14 
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2.3.3. Решение характеристического уравнения в классах  
с отрицательным индексом 

Пусть решение уравнения (2.3.1) ищется в классах ( 1, 1), ( 1), (1)h h h   с 
< 0  и выполняются необходимые и достаточные условия разрешимости  

 
1

1

1

1 ( )
( ) = 0, = 1, .

( )
jb t

f t t dt j
i Z t






   

Приближенное решение в этом случае находится из уравнения  
1

| | | | | | 1
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ), | |< 1,n n n

dt
A x Z x u x B t Z t u t f x Q x x

i t x     


 
   (2.3.24) 

где ( )nf x  – некоторый интерполяционный многочлен, | | 1( )Q x   – некоторый 

вспомогательный многочлен, позволяющий обеспечить условие разрешимости 
уравнения (2.3.24). 

Коэффициенты 0 1, ,q q    вспомогательного многочлена 1( )Q x   здесь 

и далее определяются из условий разрешимости уравнения (2.3.24):  

 
1

1
1

1

1 ( )
[ ( ) ( )] = 0, = 1, .

( )
j

n
b t

f t Q t t dt j
i Z t


 



 
   

Интегралы, входящие в левые части последних равенств, вычисляются по 
формуле  

 
1

1 1 1
| | 1 | | 1

=1

1 ( )
[ ( ) ( )] = [ ( )( ( ) ( )) ].R

( )
j j

n n
z

b t
f t Q t t dt X z f z Q z zes

i Z t
  

   


 
   

По аналогии с предыдущим получим вычислительные схемы и в этих 
классах функций. 

Схема  2.3.5. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), 

| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q U x
 

    | | ( )nu x   ищется в виде  

 | | | |
=

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x     


  (2.3.25) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Подставляя (2.3.25) в (2.3.24), с учетом формулы (2.2.19) получим  
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1

| | | | | |
=| | 1

( ) ( ) ( )
| | 0 10 1

=| |

| | 1

=0 =0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ).

n

k k k
k

n
k k k

k kk
k

n

j j m m
j m

dt
c A x Z x U x B t Z t U t

i t x

c U x U x U x

f U x q U x



     
 

 


 

 
 
   

       



 



 

 

Отсюда придем к системе  

 ( )

=

= , = , 1, , ,
n

k
jj k

k j

c f j n n     (2.3.26) 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.20). 

Из системы (2.3.26) обратным ходом метода Гаусса найдем неизвестные 

01, , ,n nc c c      :  

 

| | ( )

( )
| | | |( )

=1

= ,

1
= , =1, 2, , | | .

n
n n

n

l
n l j

n l n l n l j n ln l
jn l

f
c

c f c l n

 

 
        





 
    

   


 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.3.5 
(файл «Fcksigma.nb») 

Функция Fckσ. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.20) – решение системы 

(2.3.26): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: Fckσ[ _, _, _, _].n ff pp  
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
pp  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , | | .jp j n      

Используемые внешние функции: 

σjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.19) по 

формуле (2.2.20). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    
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Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.6. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), 

| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q T x
 

    | | ( )nu x   ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x     

  (2.3.27) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 
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Подставляя (2.3.27) в (2.3.24), с учетом формулы (2.2.25) получим  

 

1

| | | | | |
=| | 1

( ) ( ) ( )
| | 0 10 1

=| |

| | 1
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1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
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k kk
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j j m m
j m

dt
c A x Z x T x B t Z t T t

i t x

c T x T x T x

f T x q T x



     
 

 


 

 
 
   

       



 



 

 

Отсюда придем к системе  

 ( )
| |

=

= , = , 1, , | |,
n

k
k jj

k j

c f j n n     (2.3.28) 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.26). 

Из системы (2.3.28) обратным ходом метода Гаусса найдем неизвестные 

| | | | 1 0, , ,n nc c c     :  

 

| | ( )

( )
| | | |( )

=1

= ,

1
= ,

=1, 2, , | | .

n
n n

n

l
n l j

n l n l n l j n ln l
jn l

f
c

c f c

l n

 

 
        





 
  

   
 

  

 

Листинг функции, реализующей схему  2.3.6 
(файл «Fckmu.nb») 

Функция Fckμ. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.22) – решение системы 

(2.3.28): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: Fckμ[ _, _, _, _].n ff pp  

Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , |jp j n     |. 
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Используемые внешние функции: 

μjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.25) по 

формуле (2.2.26). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.7. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), 

| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q U x
 

    | | ( )nu x   ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x     

  (2.3.29) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Подставляя (2.3.29) в (2.3.24), с учетом формулы (2.2.21) получим  
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Отсюда придем к системе  

 ( )

=

= , = , 1, , ,
n

k
jj k

k j

c f j n n      (2.3.30) 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.22). 

Из системы (2.3.30) обратным ходом метода Гаусса найдем неизвестные 

01, , ,n nc c c     :  
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l
n l j

n l n l n l j n ln l
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f
c
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Листинг функции, реализующей схему  2.3.7 
(файл «Fckdelta.nb») 

Функция Fckδ.  
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.29) – решение системы 

(2.3.30): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: Fckδ[ _, _, _, _].n ff pp  
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , |jp j n     |. 

Используемые внешние функции: 

δjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.21) по 

формуле (2.2.22). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    
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Реализация в Mathematica 
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Схема  2.3.8. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), 

| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q T x
 

    | | ( )nu x   ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x     

  (2.3.31) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Подставляя (2.3.31) в (2.3.24), с учетом формулы (2.2.23) получим  
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Отсюда придем к системе  
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= , = , 1, , ,
n

k
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c f j n n     (2.3.32) 

где коэффициенты ( )k
j  вычисляются согласно (2.2.24). 

Из системы (2.3.32) обратным ходом метода Гаусса найдем неизвестные 
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Листинг функции, реализующей схему  2.3.8 
(файл «Fck_beta.nb») 

Функция Fckβ. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.3.31) – решение системы 

(2.3.32): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: Fckβ[ _, _, _, _].n ff pp  
Параметры: 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.13): , =| |, | | 1, , |jp j n     |. 

Используемые внешние функции: 

βjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.23) по 

формуле (2.2.24). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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2.3.4. Модельные примеры 

Приведем результаты численного решения модельных сингулярных 
интегральных уравнений. 

Решение в классах функций с отрицательным индексом 

Рассмотрим уравнение (1.1.1)  

 
1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), 1 < < 1,

dt
a x x b t t f x x

i t x


   
   

в котором  
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Класс  ( 1, 1).h   
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу ( 1, 1)h   и 

2
= .

5
w i   

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 1, = 1, = 2.       

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса ( 1, 1)h   задачи 
линейного сопряжения (1.1.5). 

 

1

1

2 ( )

2 ( )

( ) 2 1
( ) = = 2 ln ,

5 1

2 1
( ) = 2 ln ,

5 1

( ) = ( 1) ,

( ) = ( ) ( ) ( ),

( ) = ( 1) .

[ ]

z

x

g t z
z dt i z

t z z

x
x i x i

x

X z z e

Z x a x b x X x

X x x e









 

         

                 









 



133 
 

Полагая  

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = = ,

( ) ( )( ) ( )

Z x u x X x u x
x

a x b xa x b x





 

где  
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рассмотрим уравнение  
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dt
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2 (1 ln3)

2
( ) = 2,

2
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X
f x x

x

X e i

 


  
 

точным решением которого является функция  

 
1

( ) = .
2

u x
x 

 

Для численного решения данного уравнения надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции ( ).X z  Получим их, используя функцию Fp.  

Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.5–2.3.8, получим 
следующие программы. 

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.8 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\beta_X_O\Xar_M1_M1_beta.nb) раз-
мещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.5 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\sigma_X_O\Xar_M1_M1_sigma.nb;  
  схемы 2.3.6 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\mu_X_O\Xar_M1_M1_mu.nb;  
  схемы 2.3.7 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\delta_X_O\Xar_M1_M1_delta.nb. 
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Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе ( 1,1)h   с использованием схемы 2.3.8 
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В табл. 6 приведены оценки погрешности решения заданного уравнения 
для разных .n  

Таблица 6 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


1,6e-4 3,4e-7 6,4e-10 9,6e-13 1,1e-12 
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Класс  ( 1).h   
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу ( 1)h   и 

2
= .

5
w i   

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 0, = 1, = 1.      

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса ( 1)h   задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 
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Полагая  

 
2 2
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рассмотрим уравнение  
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точным решением которого является функция  

 
1

( ) = .
2

u x
x 
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Для численного решения данного уравнения надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции ( ).X z  Получим их, используя функцию Fp.  

Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.5–2.3.8, получим 
следующие программы. 

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.8 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\beta_X_O\Xar_0_M1_beta.nb) 
размещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.5 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\sigma_X_O\Xar_0_M1_sigma.nb;  
  схемы 2.3.6 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\mu_X_O\Xar_0_M1_mu.nb;  
  схемы 2.3.7 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\delta_X_O\Xar_0_M1_delta.nb. 
 

Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе ( 1)h   с использованием схемы 2.3.8 
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В табл. 7 приведены оценки погрешности решения заданного уравнения 
для разных .n  

Таблица 7 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


3,1e-4 6,7e-7 1,3e-9 8,6e-13 2,1e-12 
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Класс  (1).h  
Пусть решение данного уравнения принадлежит классу (1)h  и 

2
= .

5
w i   

 
 

Используя результат работы программы F  для заданных коэффициентов 
( ), ( )a x b x  и второго класса, получим 1 2= 1, = 0, = 1.      

Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса (1)h  задачи линейного 
сопряжения (1.1.5). 

Обозначим 
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Полагая  
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рассмотрим уравнение  
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точным решением которого является функция  

 
1

( ) = .
2

u x
x 

 

Для численного решения данного уравнения надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции ( ).X z  Получим их, используя функцию Fp. 

Используя разработанные выше модули и схемы 2.3.5–2.3.8, получим 
следующие программы. 

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.3.8 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\beta_X_O\Xar_M1_0_beta.nb) 
размещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.3.5 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\sigma_X_O\Xar_M1_0_sigma.nb;  
  схемы 2.3.6 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\mu_X_O\Xar_M1_0_mu.nb;  
  схемы 2.3.7 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_X\delta_X_O\Xar_M1_0_delta.nb. 

Программа решения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения в классе (1)h  с использованием схемы 2.3.8 
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В табл. 8 приведены оценки погрешности решения заданного уравнения 
для разных .n  

Таблица 8 

n 10 15 20 25 30 

| | 1

( ) ( )
max

( )
n

x

x x

x

 


1,0e-4 2,2e-7 4,2e-10 1,0e-12 9,3e-13 
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2.4. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПОЛНОГО СИНГУЛЯРНОГО  
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

При построении приближенного решения полного сингулярного 
интегрального уравнения (1.1.1) использованы полученные алгоритмы для 
приближенного решения характеристического уравнения. 

Предварительно рассмотрим два следующих способа интерполирования 
функций двух переменных, полученных из формул (2.3.2), (2.3.3):  

,
=0 =0

( , ) = ( ) ( ),
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n n m mj j
m j
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1 1
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=
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  = 1, 2, , 1,k n    (2.4.1) 
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=
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=
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2 1
= cos , = 1, 2, , 1,

2 2
k

k
x k n

n


 


                                        (2.4.2) 

которые используются при построении вычислительных схем. 
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Листинг функции, реализующей схему  2.4.1 
(файл «sigma_mj_TT.nb») 

Функция σmjTT. 

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , , = 0, , = 0, ,m j m n j n  

по формуле (2.4.1). 
Прототип: σmjTT[ _, _].fk n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ,n nk , 

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t . 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , , = 0, ,m j m n  

= 0, ,j n  по формуле (2.4.1). 

Реализация в Mathematica 
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Листинг функции, реализующей схему  2.4.2 
(файл «sigma_mj_UT.nb») 

Функция σmjUT. 

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , , = 0, , = 0, ,m j m n j n  

по формуле (2.4.2). 
Прототип: σmjUT[ _, _].fk n  
Параметры: 
n  – степень многочлена ,n nk , 

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t . 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , , = 0, ,m j m n  

= 0, ,j n  по формуле (2.4.2). 

Реализация в Mathematica 
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2.4.1. Решение полного уравнения в классах  
с неотрицательным индексом 

Пусть индекс   характеристического оператора 0K  неотрицателен. 
Приближенное решение задачи (2.1.5) найдем как решение задачи  

                   0( ( ); ) ( ( ); ) = ( ), 1< < 1,n n nK u x x k u x x f x x    

 
1
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1
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n jB t Z t u t t dt j
i






 
   (2.4.3) 

где  
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,( ), ( , )n n nf x k x t  и ( )nu x  – некоторые многочлены, которые будем однозначно 

определять при построении вычислительных схем, j  – заданные числа. 

Сначала рассмотрим упрощение оператора ( ( ); )nk u x x   в (2.4.3), так 

как для характеристического оператора 0( ( ); )nK u x x  будем использовать 
предыдущие результаты. 

В оператор ( ( ); )nk u x x   подставим, например, (2.4.1) и возьмем  
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Далее можно использовать соотношения  

 
2 ( ) ( ) = ( ) ( ),

2 ( ) ( ) = ( ) ( )
n m m n m n

n m m n m n

T x U x U x U x

T x T x T x T x
 

 




 

и упростить mk . 
Здесь мы столкнулись с вычислением интеграла вида  
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( ) ,

( ) ( )
M

Z t
P t dt

i a t b t
   

где ( )MP x  – некоторый многочлен степени 0M  . 
Укажем способ его вычисления для нашего случая, когда ( )b x  – 

рациональная функция. 
Правило 1. В целях вычисления данного интеграла обратимся к 

вспомогательному  

=

1 ( ) (0) ( ) (0)
( ) = ( ) , = 0,1, ,R
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M M
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X X X z X
P d P z Mes
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где ,  замкнутый контур, окружающий отрезок [ 1, 1]  c положительным 
направлением по движению часовой стрелки. Деформируя   в двубережный 
отрезок [ 1, 1] , придем к равенству  
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Для вычисления вычета нужно далее получить разложение входящих сюда 
функций, выполнить перемножение рядов и определить вычет. 

Построим далее следующие вычислительные схемы. 

Схема  2.4.1. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0

= ( ) ( )
n n

m mj j
m j

U x T t   определяется в (2.4.2), ( )nu x  ищется в виде  

 
=0

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x


   (2.4.4) 

где kc  – числа, подлежащие определению. 
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Система уравнений для определения 0 1, , , ,nc c c    имеет вид  

( )
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= , = , 1, , 0,
n n

k
m k mk k m

k m k

c c f m n n
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n

kj k j
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I c j



   (2.4.5) 

где mf  определены в (2.3.3), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.14),  
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   (2.4.6) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.2), коэффициенты mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции mk  из (2.4.6) 
(файл «Omega_UTU_P.nb») 

Функция ΩUTUP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты mk  из (2.4.6). 
Прототип: ΩUTUP[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t , 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты mk  из (2.4.6). 
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Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
U t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 

 
 

Листинг функции, реализующей схему  2.4.1 
(файл «Fckrho_P.nb») 

Функция FckρP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.4) – решение системы 

(2.4.5): 0 1, , , . nc c c   
Прототип: FckρP[ _, _, _, _, 0 _, _, _].ff n j X pp    
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
n  – для количества коэффициентов, 



167 
 

  – индекс задачи линейного сопряжения, 
j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j n      

  – список коэффициентов из (2.4.6), полученных по модулю ΩUTUP,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

ρjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.13) по 

формуле (2.2.14). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , . nc c c   

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.4.2. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0

= ( ) ( )
n n

m mj j
m j

T x T t   определяется в (2.4.1), ( )nu x  ищется в виде  
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n k k
k

u x c T x


   (2.4.7) 

где kc  – числа, подлежащие определению. 
Система уравнений для определения 0 1, , , , nc c c   имеет вид  
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   (2.4.8) 

где mf  определены в (2.3.2), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.16),  
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   (2.4.9) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.1), коэффициенты mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции mk  из (2.4.9) 
(файл «OmegaTTTP.nb») 

Функция ΩTTTP.  
Назначение: вычисляет коэффициенты mk  из (2.4.9). 
Прототип: ΩTTTP[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t , 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 
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pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     . 

Возвращаемое значение: коэффициенты mk  из (2.4.9). 

Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
T t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 

 
 

Листинг функции, реализующей схему  2.4.2 
(файл «Fckgamma_P.nb») 

Функция FckγP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.7) – решение системы 

(2.4.8): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: FckγP[ _, _, _, _, 0_, _, _].ff n j X pp    
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
n  – для количества коэффициентов, 
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  – индекс задачи линейного сопряжения, 
j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     , 

  – список коэффициентов из (2.4.9), полученных по модулю ΩTTTP,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

γjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.15) по 

формуле (2.2.16). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.4.3. Пусть 
=0

( ) = ( )
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f x f T x  определяется в (2.3.2), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0
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T x T t   определяется в (2.4.1), ( )nu x  ищется в виде  
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   (2.4.10) 
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где kc  – числа, подлежащие определению. 
Система уравнений для определения 0 1, , , ,nc c c   имеет вид  
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   (2.4.11) 

где mf  определены в (2.3.2), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.18),  
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   (2.4.12) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.1), коэффициенты mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции mk  из (2.4.12) 
(файл «Omega_TTU_P.nb») 

Функция ΩTTUP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты mk  из (2.4.12). 
Прототип: ΩTTUP[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t , 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     . 

Возвращаемое значение: коэффициенты из (2.4.12). 
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Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
U t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 

 
 

Листинг функции, реализующей схему  2.4.3 
(файл «Fcketa_P.nb») 

Функция FckηP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.10) – решение системы 

(2.4.11): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: FckηP[ _, _, _, _, 0 _, _, _].ff n j X pp    
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x , 
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n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

j  – массив, содержащий значения , =1, ,j j  , 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     , 

  – список коэффициентов из (2.4.12), полученных по модулю ΩTTUP,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

ηjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.17) по 

формуле (2.2.18). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 

 



180 
 

 



181 
 

 

 



182 
 

 
 

Схема  2.4.4. Пусть 
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f x f U x  определяется в (2.3.3), , ( , ) =n nk x t  
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U x T t   определяется в (2.4.2), ( )nu x  ищется в виде  
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   (2.4.13) 

где kc  – числа, подлежащие определению. 
Система уравнений для определения 0 1, , , ,nc c c    имеет вид  
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   (2.4.14) 

где mf  определены в (2.3.3), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.12),  
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   (2.4.15) 
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коэффициенты mj  определены в (2.4.2), коэффициенты mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции mk  из (2.4.15) 
(файл «Omega_UTT_P.nb») 

Функция ΩUTTP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты mk  из (2.4.15). 
Прототип: ΩUTTP[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t , 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты из (2.4.15). 

Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
T t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 
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Листинг функции, реализующей схему  2.4.4 
(файл «Fck_alpha_P.nb») 

Функция FckαP.  
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.13) – решение системы 

(2.4.14): 0 1, , , .nc c c    
Прототип: FckαP[ _, _, _, _, 0 _, _, _].ff n j X pp    
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ),f x  
n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

j  – массив, содержащий значения , =1, , ,j j   

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j n      
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  – список коэффициентов из (2.4.15), полученных по модулю ΩUTTP,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

αjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.11) по 

формуле (2.2.12). 
Возвращаемое значение: 0 1, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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2.4.2. Модельные примеры 

Приведем результаты численного решения модельных полных 
сингулярных интегральных уравнений. 

Решение в классах функций с неотрицательным индексом 

Рассмотрим уравнение (1.1.1)  
1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ), 1 < < 1,

dt
a x x b t t k x t t dt f x x

i t x i
 

     
     (2.4.16) 

в котором 
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2 (ln 3 1)
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9834 + 2,023678639573446 ,

2 3 129686,33740041449 – 231097,0508981945 .
i

i

X e i

   
  

 

Пусть ( )x  – решение уравнения (2.4.16), принадлежащее классу (0).h  
Используя результат работы программы F  для заданного первого класса 

и данных коэффициентов ( ), ( ),a x b x  получим 1 2= 1, = 1, = 2.    
Вычислим ( )X z  – каноническую функцию класса (0)h  задачи линейного 

сопряжения (1.1.5). 

Как и ранее, обозначим 
1 ( ) ( )

( ) = ln .
2 ( ) ( )

a x b x
g x

i a x b x


 

 Тогда после 

элементарных упрощений получим 
2

( ) = , .
5

g x wx w i    
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Полагая  
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рассмотрим задачу  
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   (2.4.17) 

решением которой является функция  
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Для численного решения задачи (2.4.17) надо иметь коэффициенты разложения 
(1.1.12) функции 1( ) : , , , 0.X z p p     Получим их, используя функцию Fp. 

Вычисление функции ( )X x  проведем, применяя модуль FXiPlus  
(листинг (2.3.18)). 

Используя разработанные выше модули и схемы 2.4.1–2.4.4, получим 
следующие программы.  

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.4.4 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NO_P\alpha_P_P\Poln_P1_P1_alpha_Res.nb) 
размещен ниже.  
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Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.4.1 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_P\rho_P_P\Poln_P1_P1_rho_Res.nb;  
  схемы 2.4.2 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_P\gamma_P_P\Poln_P1_P1_gamma_Res.nb;  
  схемы 2.4.3 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NO_P\eta_P_P\Poln_P1_P1_eta_Res.nb. 
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Программа решения полного сингулярного интегрального уравнения 
в классе (0)h  с использованием схемы 2.4.4 
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2.4.3. Решение полного уравнения в классах  
с отрицательным индексом 

Приближенное решение в случае < 0  находится из уравнения  
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где | | ,( ), ( ), ( , )n n n nf x u x k x t   – интерполяционные многочлены, *
| | 1( )Q x   – 

некоторый многочлен с неопределенными коэффициентами * * *
0 1 | | 1, , ,q q q  , 

которые определяются так, чтобы обеспечивались условия разрешимости 
данного уравнения:  
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Схема  2.4.5. Пусть 
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  (2.4.18) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Система уравнений для определения , = 0,1, , ,kc k n    имеет вид  
| |
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 = , 1, , ,m n n    (2.4.19) 

где mf  определены в (2.3.3), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.20),  
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= 0 1

1 ( )
= ( ) ( ) ,

( ) ( )

n

mk mj k j
j

Z t
U t T t dt

i a t b t

 
 

   (2.4.20) 
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коэффициенты mj  определены в (2.4.2), коэффициенты *
mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
Заметим, что здесь и далее не все уравнения, вытекающие из системы, 

используются для нахождения jc . 
 

Листинг функции *
mk  из (2.4.20) 

(файл «Omega_UTU_M.nb») 

Функция ΩUTUM. 

Назначение: вычисляет коэффициенты *
mk  из (2.4.20). 

Прототип: ΩUTUM[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , )k x t , 
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты *
mk  из (2.4.20). 

Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
U t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 



205 
 

 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.4.5 
(файл «Fcksigma_P.nb») 

Функция FckσP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.18) – решение системы 

(2.4.19): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: FckσP[ _, _, _, 0_, _, _].ff n X pp   
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ),f x  
n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j n      
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  – список коэффициентов из (2.4.20), полученных по модулю ΩUTUM,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

σjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.19) по 

формуле (2.2.20). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.4.6. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0

= ( ) ( )
n n

m mj j
m j

T x T t   определяется в (2.4.1), 
| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q T x
 

    | | ( )nu x   

ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x     

       (2.4.21) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 
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Система уравнений для определения , = 0,1, , ,kc k n    имеет вид  
| |

( ) *
| |

= =0

= ,
nn

k
m k mk k m

k m k

c c f
 

      

               = , 1, , ,m n n    (2.4.22) 

где mf  определены в (2.3.2), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.26),  
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2 2

= 0 1

1 ( )
= ( ) ( ) ,

( ) ( )

n

mk mj k j
j

Z t
T t T t dt

i a t b t

 
 

   (2.4.23) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.1), коэффициенты *
mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции *
mk  из (2.4.23) 

(файл «Omega_TTT_M.nb») 

Функция ΩTTTM. 
Назначение: вычисляет коэффициенты *

mk  из (2.4.23). 
Прототип: ΩTTTM[ _, _, _, 0 _, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ),k x t  
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты *
mk  из (2.4.23). 
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Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
T t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 

 

 

Листинг функции, реализующей схему  2.4.6 
(файл «Fckmu_P.nb») 

Функция FckμP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.21) – решение системы 

(2.4.22): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: FckμP[ _, _, _, 0 _, _, _].ff n X pp   
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Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ),f x  
n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     , 

  – список коэффициентов из (2.4.23), полученных по модулю ΩTTTM, 
описанному выше.  

Используемые внешние функции: 

μjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.25) по 

формуле (2.2.26). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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Схема  2.4.7. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f U x  определяется в (2.3.3), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0

= ( ) ( )
n n

m mj j
m j

U x T t   определяется в (2.4.2), 
| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q U x
 

    | | ( )nu x   

ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c T x     

  (2.4.24) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Система уравнений для определения , = 0,1, , ,kc k n    имеет вид  
| |

( ) *

= =0

= ,
nn

k
m mk k mk

k m k

c c f
 

      

= , 1, , ,m n n    (2.4.25) 

где mf  определены в (2.3.3), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.22),  
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1 ( )
= ( ) ( ) ,

( ) ( )

n

mk mj k j
j

Z t
T t T t dt

i a t b t

 
 

   (2.4.26) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.2), коэффициенты *
mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции *
mk  из (2.4.26) 

(файл «Omega_UTT_M.nb») 

Функция ΩUTTM. 

Назначение: вычисляет коэффициенты *
mk  из (2.4.26). 

Прототип: ΩUTTM[ _, _, _, 0_, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ),k x t  
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты *
mk  из (2.4.26). 
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Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
T t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 
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Листинг функции, реализующей схему  2.4.7 
(файл «Fckdelta_P.nb») 

Функция FckδP.  
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.24) – решение системы 

(2.4.25): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: FckδP[ _, _, _, 0 _, _, _].ff n X pp   
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ),f x  
n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, ,jp j n     , 

  – список коэффициентов из (2.4.26), полученных по модулю ΩUTTM,  
описанному выше.  

Используемые внешние функции: 

δjk[ , , , ]j k p   – вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.21) по 

формуле (2.2.22). 

Реализация в Mathematica 

 



219 
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Схема  2.4.8. Пусть 
=0

( ) = ( )
n

n j j
j

f x f T x  определяется в (2.3.2), , ( , ) =n nk x t  

=0 =0

= ( ) ( )
n n

m mj j
m j

T x T t   определяется в (2.4.1), 
| | 1

| | 1
=0

( ) = ( ),m m
m

Q x q T x
 

    | | ( )nu x   

ищется в виде  

 | | | | | |
=| |

( ) = ( ),
n

n k k
k

u x c U x     

  (2.4.27) 

где | |kc    – числа, подлежащие определению. 

Система уравнений для определения , = 0,1, , ,kc k n    имеет вид  
| |

( ) *

= =0

= ,
nn

k
m mk k mk

k m k

c c f
 

      

= , 1, , ,m n n    (2.4.28) 

где mf  определены в (2.3.2), коэффициенты ( )k
j  определены в (2.2.24),  
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=0 1
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= ( ) ( ) ,

( ) ( )

n

mk mj k j
j

Z t
U t T t dt

i a t b t

 
 

   (2.4.29) 

коэффициенты mj  определены в (2.4.1), коэффициенты *
mk  вычисляются в 

соответствии с правилом 1. 
 

Листинг функции *
mk  из (2.4.29) 

(файл «Omega_TTU_M.nb») 

Функция ΩTTUM. 

Назначение: вычисляет коэффициенты *
mk  из (2.4.29). 

Прототип: ΩTTUM[ _, _, _, 0_, _].fk n X pp  
Параметры: 
fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ),k x t  
n  – количество коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , .jp j n      

Возвращаемое значение: коэффициенты *
mk  из (2.4.29). 
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Реализация в Mathematica 
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Здесь программируется алгоритм вычисления интеграла 
1

2 2
1

1 ( )
( )

( ) ( )
M

Z t
U t dt

i a t b t
   согласно правилу 1. 
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Листинг функции, реализующей схему  2.4.8 
(файл «Fck_beta_P.nb») 

Функция FckβP. 
Назначение: вычисляет коэффициенты из (2.4.27) – решение системы 

(2.4.28): 0 1 | |, , , .nc c c    

Прототип: FckβP[ _, _, _, 0 _, _, _].ff n X pp   
Параметры: 
ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ),f x  
n  – для количества коэффициентов, 
  – индекс задачи линейного сопряжения, 

0X  – значение функции ( )X x  в точке 0, 

pp  – коэффициенты разложения (1.1.12): , = , 1, , ,jp j n      

  – список коэффициентов из (2.4.29), полученных по модулю ΩTTUM,  
описанному выше. 

Используемые внешние функции: 

βjk[ , , , ]j k p    вычисляет коэффициент ( )k
j  разложения (2.2.23) по 

формуле (2.2.24). 
Возвращаемое значение: 0 1 | |, , , .nc c c    

Реализация в Mathematica 
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2.4.4. Модельные примеры 

Приведем результаты численного решения модельных полных 
сингулярных интегральных уравнений. 

Решение в классах функций с отрицательным индексом 

Рассмотрим уравнение (1.1.1)  
1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ), 1 < < 1,

dt
a x x b t t k x t t dt f x x

i t x i
 

     
         (2.4.30) 

в котором 

4
2

5

4
2 (ln 3 1)

5

1 ( )
, 0,

2 1 ( )
2

( ) = ( ) = exp 2 ,1 5, = 0,
2

2 ( )
5

( ) = ,
2

1
( , ) = ,

( 2)( 2)

0 0,18698682698638644 + 0,40857367087003627 ,

2 3 3,18332403324

i

i

x E x
x

x E x
a x E x i i x

x
i i

x
b x

x

k x t
x t

X e i

X e

 

    
 

              
   




 

  

 

2

58956 + 0,6360987615456248 ,

1 2 0
( ) = 2 2

2 2

(0,3148445698838589 – 0,52233621620783055 )
.

2

i

X X
f x x

x

x i

x

       




  
Решением этого уравнения в классе ( 1,1)h   является функция  

 
1

( ) = .
2

u x
x 

 

Для численного решения уравнения (2.4.30) надо иметь коэффициенты 
разложения (1.1.12) функции | | | | 1( ) : , , , 0.X z p p      Получим их, используя 

функцию Fp. 

Вычисление функции ( )X x  проведем, применяя модуль FXiPlus  
(листинг (2.3.18)). 
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Используя разработанные выше модули и схемы 2.4.5–2.4.8, получим 
следующие программы.  

Листинг программы решения характеристического сингулярного 
интегрального уравнения с использованием схемы 2.4.8 (файл 
…\Module_Mathematica\Examples\NP_P\beta_P_O\Poln_M1_M1_beta_Res.nb) 
размещен ниже.  

Листинги программ с использованием других схем размещены в 
соответствующих файлах: 
  схемы 2.4.5 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_P\sigma_P_O\Poln_M1_M1_sigma_Res.nb;  
  схемы 2.4.6 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_P\mu_P_O\Poln_M1_M1_mu_Res.nb;  
  схемы 2.4.7 – файл  

…\Module_Mathematica\Examples\NP_P\delta_P_O\Poln_M1_M1_delta_Res.nb. 
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Программа решения полного сингулярного интегрального уравнения 
в классе ( 1,1)h   с использованием схемы 2.4.8 
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