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• Информативными и характеризующими изменение состояния центральной нервной системы при 
действии электромагнитных шумовых излучений и экранов с добавлением нанотрубок являются пока-
затели хаотической динамики: корреляционная размерность и энтропия Колмогорова, что подтвержда-
ется результатами приведенных экспериментальных исследований.

• Показатели хаотической динамики электроэнцефалограмм изменяются в зависимости от процент-
ного содержания таунита при использовании в качестве экранов полиуретановых композитов.

• Спектральный корреляционный анализ исследуемых электроэнцефалограмм различных отведений 
по уровням спектральной плотности мощности альфа-, бета-, тета-ритмов позволил установить корреляции 
с распространением реакций, связанных с повышением возбудимости нервных структур головного мозга 
при действии шумовых излучений и экранов из радиопоглощающих материалов с добавлением нанотрубок. 

• Полученные результаты свидетельствуют о необходимости учета влияния электромагнитных шумо-
вых излучений и радиопоглощающих экранов на оператора при решении задач экологической безопасности.
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УДК 531

И. И. ЖОЛНЕРЕВИЧ

ОПЫТ ФУКО. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ  
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МАЯТНИКА

Опыт Фуко заключается в наблюдении колебаний массивного шара, подвешенного на длинном тросе. Плоскость качаний 
маятника относительно Земли в Северном полушарии медленно поворачивается вокруг местной вертикали, причем в том же 
направлении, в каком совершается суточное вращение Солнца. В цитируемых курсах теоретической механики приведено 
общее решение уравнения движения маятника и проведен краткий анализ полученного решения. В курсах общей физики 
эта тема изучается на качественном уровне. Предложен другой, нежели в цитируемых курсах, метод решения уравнений 
движения маятника в приближении малых колебаний. Выполнен подробный анализ траекторий в зависимости от начальных 
условий, обычно реализуемых в экспериментах.

Ключевые слова: Фуко; опыт; маятник.
Foucault’s experiment is performed to observe the oscillations of a massive ball suspended by a long rope. The oscillation plane of 

the pendulum relative to the Earth in the northern hemisphere is rotated about the local vertical and, moreover, in the direction associ-
ated with daily rotation of the Sun. The cited courses of theoretical mechanics provide a general solution to the equation of motion for 
the pendulum and the obtained solutionis briefly analyzed. In the general physics courses this subject is studied on a qualitative level. 
This article suggests an alternative method of solving the equations of motion for the pendulum in the approximation of small oscilla-
tions. A detail analysis of the trajectories is conducted depending on the initial conditions usually implemented during the experiments.

Key words: Foucault; experiment; pendulum.
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Наиболее известным опытом, наглядно доказывающим вращение Земли вокруг своей оси, является 
опыт Фуко, проведенный им в Париже в 1851 г. с маятником большой длины. Прекрасное изложение 
истории проведения таких опытов и результатов наблюдений представлено в [1]. В настоящее время 
создаются новые маятники [2, см. ссылки], позволяющие с большой точностью проводить экспери-
ментальные исследования их колебаний. Опыт Фуко изучается на описательном уровне в курсе общей 
физики [3, 4] как пример движения тел в неинерциальной системе отсчета, жестко связанной с Зем-
лей. Теория движения маятника излагается в достаточно общем виде в курсах теоретической механики 
[5–7], в которых решение уравнений движения маятника получено одним методом. В [5] приведено 
и проанализировано решение уравнений движения маятника при одном начальном условии. В связи 
с этим целесообразно предложить другой метод решения уравнений движения маятника и провести 
более подробный анализ полученного аналитического решения, понятный и студентам младших кур-
сов университетов.

Рассмотрим сферический маятник длиной l и массой m, совершающий колебания в гравитационном 
поле Земли. Система отсчета, жестко связанная с Землей, является неинерциальной, поэтому нужно 
учитывать силы инерции. Пусть маятник находится на широте j. Выберем систему координат следую-
щим образом: направим ось Ox по параллели, ось Оу – по меридиану, ось Oz – по местной вертика-
ли. Тогда проекции угловой скорости вращения Земли 



w будут на оси соответственно равны, ω x = 0,  
ω ω ϕy = − cos ,  ω ω ϕz = sin .

Уравнение движения подвешенного груза (материальной точки) имеет вид

 ma mg T m 






= + + ×2 v ω,  (1)
где a  – ускорение груза; g  – ускорение свободного падения в данном месте, т. е. с учетом действия 
центробежной силы инерции; 



T  – сила натяжения троса; v  – скорость груза. Последнее слагаемое – 
сила Кориолиса, направленная под некоторым углом к плоскости, в которой расположены силы тя-
жести и натяжения.

Спроектируем уравнение (1) на оси выбранной системы координат (рис. 1). В результате получим

 ma T mx x y z z y= + −2 ( );v vω ω  (2)

 ma T my y x z= − 2 v ω ;  (3)

 ma mg T mz z x y= − + + 2 v ω ,  (4)

где T T T x
lx = − = −sin cos ;α θ  T T T y

ly = − = −sin sin ;α θ  T T T l z
lz = = −cos ;α  α – угол отклонения ма-

ятника от вертикали; q – азимутальный угол.

Рис. 1. Система отсчета: q и r – полярные координаты;  
j – широта местности; 



w  – вектор угловой скорости вращения Земли;  
α – угол отклонения маятника; 



T  – сила натяжения; mg  – сила тяжести
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При малых углах α (малые колебания) sin ,α α cos ,α 1 поэтому z az z= = =v 0.  Из (4) также сле-
дует, что T mg .  Поэтому можно считать, что груз движется в плоскости xO  y.

С учетом выражений для координат силы натяжения и после деления на массу уравнения (2) и (3) 
примут вид

 

d x
dt

x dy
dt z

2

2 0
2 2= − +ω ω ;  (5)

 
d y
dt

y dx
dt z

2

2 0
2 2= − −ω ω ,  (6)

где ω0 = g
l

 – собственная частота колебаний маятника.

Для решения системы линейных уравнений с постоянными коэффициентами (5) и (6) при началь-
ных условиях x x0 0( ) = ,  y 0 0( ) = ,  vx 0 0( ) = ,  v vy 0 0( ) = ,  которые обычно реализуются в эксперименте, 

используем преобразование Лапласа F s f t e dtst( ) = ( ) −
∞

∫
0

 [8]. В результате получим систему линейных 

уравнений для изображений X s( )  и Y s( ) :

s X s s Y s sxz
2

0
2

02+( ) ( ) − ( ) =ω ω ,

s Y s s X s xz z
2

0
2

0 02 2+( ) ( ) + ( ) = +ω ω ωv .

Решение полученной системы уравнений можно записать в виде

 
X s

x s
s

x s
s

( ) =
−

+
+

+
+

−

+

+

−

0 0
2 2

0 0
2 22 2

ω
ω

ω
ω

v v
Ω Ω

,  (7)

 
Y s

x
s

x
s

( ) = −
−

+
+

+
+

+

+

−

−

0 0
2

0
2 2

0 0
2

0
2 22

1
2

1ω ω
ω

ω ω
ω

v v
Ω Ω

,  (8)

где введены обозначения: Ω Ω= + = ±±ω ω ω ω0
2 2

z z, .
Применив обратное преобразование Лапласа [8] к (7) и (8), получим

 
x t

x
t
x

t( ) =
−

+
+−

+
+

−
0 0 0 0

2 2
ω

ω
ω

ω
v v

Ω Ω
cos cos ,  (9)

 
y t

x
t
x

t( ) = −
−

+
+−

+
+

−
0 0 0 0

2 2
ω

ω
ω

ω
v v

Ω Ω
sin sin .  (10)

Зависимости (9) и (10) полностью описывают движение математического маятника относительно Земли.

Результаты опыта и их обсуждение
Проведем анализ полученного решения. Пусть v0 = 0, т. е. маятник отвели в сторону и отпустили без 

начальной скорости. В этом случае (9) и (10) запишутся в виде

 
x t

x
t
x

t( ) = +−
+

+
−

0 0

2 2
ω

ω
ω

ω
Ω Ω
cos cos ;  (11)

 
y t

x
t
x

t( ) = − +−
+

+
−

0 0

2 2
ω

ω
ω

ω
Ω Ω
sin sin .  (12)

Найдем также и другие кинематические характеристики движения:

 
ρ ω ωt

x
t z( ) = +0

0
2 2 2

Ω
Ωcos ;  (13)
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 vx zt
x

t t( ) = − 0 0
2ω

ω
Ω

Ωsin cos ;  (14)

 
vy zt

x
t t( ) = 0 0

2ω
ω

Ω
Ωsin sin ;  (15)

 
v t x

t( ) = 0 0
2ω

Ω
Ωsin .  (16)

Из (13) и (16) следует, что колебания маятника происходят с частотой Ω = +ω ω0
2 2

z .  Система урав-
нений (11) и (12) задает в параметрическом виде траекторию движения груза. На рис. 2, а, представ-
лена одна из возможных траекторий, вычисленная в пакете Wolfram Mathematica 10 при значении от-

ношения ω z

Ω
= 0 1, .  Такую траекторию маятника можно получить, если он находится на платформе, 

которая вращается с угловой скоростью, сравнимой с собственной частотой колебаний маятника. Она 
представляет собой фигуру типа звезды, острые концы которой, как следует из (13), располагаются на 
окружности радиусом x0. Мгновенная плоскость колебания задается скоростью груза и точкой подвеса. 
Пересечение этой и горизонтальной плоскостей определяет касательную к траектории и тангенс угла b 

наклона касательной к оси О х: tg tgβ ω= = −
v
v
y

x
zt.  Отсюда следует, что плоскость колебания равномер-

но вращается с угловой скоростью d
dt z
β ω ω ϕ= − = − sin .  Эта формула впервые была выведена Ж. Фуко 

и экспериментально подтверждена им и другими исследователями [1]. Из нее следует, что промежуток 

времени полного поворота плоскости колебаний T
T

= =0 24
sin sin

.
ϕ ϕ

 Знак «–» указывает на то, что в Се-

верном полушарии плоскость колебаний вращается с востока на запад, противоположно направлению 
вращения Земли. За один период плоскость колебаний повернется на угол

 
∆

Ω
β π

ω
= 2 z .  (17)

Рис. 2. Траектории движения маятника, вычисленные при ω z

Ω
= 0 1,  (а) и при начальных условиях (б ) 

y x0 0 0 0( ) = ( ) =, :v а – x x0 0( ) = ;  б – v v0 0( ) =
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В опыте Фуко [1, с. 64] амплитуда колебаний была равна 3,5 м при длине маятника 64 м, поэтому 
колебания маятника можно считать малыми. За один период плоскость колебаний смещалась на 2,4 мм 
и, следовательно, ∆β = ′2 6, ,  так что в эксперименте траектория практически сплошным образом по-
крывала горизонтальный круг радиусом 3,5 м.

Положим в (9) и (10) x0 = 0. Это значит, что маятник толкнули из положения равновесия со скоро-
стью v0 в направлении оси О  y. Тогда уравнения, описывающие движение груза, примут вид

 
x t t tz( ) =

v0
Ω

Ωsin sin ,ω  (18)

 
y t t tz( ) =

v0
Ω

Ωsin cos .ω  (19)

Вычислим также

 ρ t t( ) =
v0
Ω

Ωsin ,  (20)

 
v v
t t z( ) = +0

0
2 2 2

Ω
Ωω ωcos .  (21)

Траектория маятника, описываемая уравнениями (18) и (19) и вычисленная при том же отношении 
частот, показана на рис. 2, б. Она представляет собой фигуру, состоящую из лепестков, концы которых 

лежат, как следует из (20), на окружности радиусом 
v0
W
.  Скорость груза при максимальном отклоне-

нии, в соответствии с (21), не равна нулю и обусловлена действием силы Кориолиса.
Нормаль к плоскости колебаний за период изменяет свое направление на угол, практически рав-

ный 180°, поэтому в данном случае целесообразно выяснить, как изменяется азимутальный угол q. 

Поскольку tg ctgθ ω= =yx tz ,  то θ π ω= −
2 zt  и 

d
dt z
θ ω= − ,  что и доказано в [9] без решения системы 

уравнений (5) – (6).
Если в (9) и (10) принять wz = 0, то получим x t x t( ) = 0 0cosω  и y t t( ) =

v0
0

0ω ωsin  – параметрические 

уравнения эллипса с полуосями x0 и 
v0
0w .  Следовательно, система уравнений (9) и (10) также является 

параметрическим уравнением эллипса, который вращается с угловой скоростью wz. На рис. 3 представ-
лена траектория движения груза, вычисленная при том же отношении частот и отношении полуосей 
x0
0

2
Ω

v = .  За один период полуось эллипса поворачивается на угол Db.

Рис. 3. Вычисленная траектория движения маятника при отношении x0
0

2Ω
v =
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Характер движения маятника при больших амплитудах колебаний существенно не изменится. 
Период колебаний увеличится и станет зависеть от амплитуды и, возможно, появится дополни-
тельное вращение плоскости колебаний [5, 6, см. сферический маятник]. Слагаемое 2wyvz в (2) не 
приведет к сис тематическому вращению плоскости колебаний, а вызовет лишь малые колебания ее 
относительно среднего положения, так как vz изменяет свой знак за полупериод. Слагаемое 2wzvy 
в (4) незначительно изменяет вертикальную компоненту ускорения.
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