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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 

Третья, заключительная, часть учебного пособия «Высшая матема�
тика. Сборник задач» подготовлена сотрудниками кафедры высшей ма�
тематики и математической физики Белорусского государственного уни�
верситета. При работе авторы следовали установкам и принципам, мето�
дике и структуре изложения материала, принятым в первых двух частях 
сборника, изданных в 2013 и 2014 гг.  

Учебное пособие состоит из 9 глав. Первая глава содержит сведения 
об обыкновенных дифференциальных уравнениях и методах их решения. 
Уделяется внимание вопросам теории устойчивости. Разобраны некото�
рые приложения к физическим задачам. 

Во второй главе приводятся понятия дифференцируемости, конформ�
ности функций комплексной переменной. Рассмотрены элементарные 
функции и основные принципы конформного отображения. 

Третья глава посвящена интегрированию аналитических функций и 
интегральной формуле Коши. 

В четвертой главе рассматриваются числовые и функциональные ря�
ды в комплексной области; анализируются разложения в ряды Тейлора, 
Лорана, нули аналитических функций и аналитическое продолжение. 

Основы теории вычетов аналитических функций в изолированных 
особых точках и ее приложения для вычисления определенных интегра�
лов приводятся в пятой главе. 

Шестая глава содержит основные сведения по теории рядов и инте�
гралов Фурье и их применению. 

В седьмой главе вводятся понятия оригинала и изображения. Рас�
сматривается применение операционного исчисления для решения задач 
Коши  для обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем, а 
также некоторых физических задач. 
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Восьмая глава содержит основные уравнения и свойства, важные для 
приложений, ортогональных многочленов и специальных функций. Пред�
ставлены примеры с применением многочленов Лежандра, Эрмита, Лаг�
гера к физическим задачам. 

В девятой главе рассматриваются основы функционального анализа. 
Приводится сводка основных понятий теории множества и функций. Из�
лагаются некоторые положения теории метрических, нормированных и 
гильбертовых пространств. Особое внимание уделено элементам теории 
меры и интеграла Лебега. На примерах разобраны понятия линейного 
оператора и линейного функционала. 

Работа над книгой распределялась следующим образом: глава 1 – 
А. П. Шилин, М. А. Глецевич, Н. В. Пыжкова, Н. К. Филиппова, глава 2 – 
Н. И. Ильинкова, В. И. Зеленков, Л. Г. Крылова, глава 3 – О. А. Чупри�
гин, Е. Н. Голубева, глава 4 – Н. И. Ильинкова, глава 5 – И. А. Тимо�
щенко, Н. И. Крыленко, главы 6 и 7 – А. А. Егоров, И. В. Рыбаченко, 
глава 8 – И. А. Тимощенко, глава 9 – В. В. Кашевский. Все рисунки вы�
полнены авторами глав. 

В трех частях предлагаемого учебного пособия отражены все основ�
ные разделы математики, изучаемые по физическим и техническим спе�
циальностям вузов. При подборе материала авторы стремились ограни�
читься оптимальным минимумом упражнений, достаточным как для глу�
бокого усвоения студентами абстрактных математических понятий, овла�
дения методами и приемами решения задач, так и для выработки техники 
вычислений (нахождение производных, собственных значений, преобра�
зование матриц, решение линейных алгебраических уравнений, интегри�
рование дифференциальных уравнений и т. д.). Слабое владение техни�
кой вычислений зачастую приводит к тому, что при рассмотрении теоре�
тических вопросов отдельные детали доказательства могут показаться 
столь затруднительными, что не позволят увидеть задачи в целом. Сту�
дентам, интересующимся вопросами, не раскрытыми в учебном пособии, 
или желающим углубленно изучить изложенные темы, следует восполь�
зоваться библиографическим списком, приведенным в конце книги. 

Авторы с признательностью воспримут все замечания и предложения 
по улучшению содержания учебного пособия. Пожелания направляйте 
на e�mail: timoshchenkoia@bsu.by. 



Глава 1

ОБЫКНОВЕННЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

1.1. ПРИБЛИЖЕННОЕ ГРАФИЧЕСКОЕ
РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

Определение 1.1. Дифференциальное уравнение

y′ = f(x, y) (1.1)

называется уравнением 1-го порядка, разрешенным относи-
тельно производной.

Функция f(x, y) задана, функция y = y(x) является искомой.

Определение 1.2. Начальным условием для уравнения (1.1)
называется дополнительное условие на решение

y(x0) = y0, (1.2)

где x0, y0 — наперед заданные числа.

Определение 1.3. Задача нахождения решения уравнения с уче-
том начального условия называется задачей Коши.

Общего метода точного решения уравнения (1.1) или задачи Коши
(1.1)–(1.2) не существует.

Определение 1.4. График любого решения дифференциального
уравнения называется его интегральной кривой.

Существует общий метод приближенного построения интегральных
кривых уравнений (1.1) без аналитического нахождения самих реше-
ний, другими словами, общий метод приближенного графического ре-
шения уравнения (1.1). Поясним этот метод.

В каждой точке (x, y) из своей области определения значение за-
данной функции f(x, y) будет давать наклон искомых интегральных
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кривых. Решение уравнения (1.1) с геометрической точки зрения пред-
ставляет собой восстановление интегральных кривых по известным на-
клонам во всех точках. Наклон можно изображать небольшим отрез-
ком прямой, проходящей через точку (x, y), у которого тангенс угла
наклона к оси абсцисс равен значению f(x, y). Прежде чем переходить
к наклонам, удобно привлечь к рассуждению изоклины.

Определение 1.5. Изоклиной уравнения (1.1) называется мно-
жество точек на координатной плоскости с одинаковым наклоном
интегральных кривых.

Уравнение изоклин имеет вид k = f(x, y), k ∈ R. В роли изоклины
для каждого конкретного значения k обычно выступает кривая, хотя
изоклиной может быть и иное множество.

Для приближенного графического решения уравнения (1.1) необ-
ходимо вначале нарисовать некоторое количество изоклин. На каждой
изоклине следует взять достаточное количество точек и в этих точ-
ках изобразить соответствующие наклоны. Изоклины помогают быст-
рее понять, как выглядит наклон во всех точках.

Пример 1.1. Решить графически уравнение

y′ = x − arctg y. (1.3)

△ Уравнение изоклин для этого примера имеет вид k = x − arctg y,
или x = arctg y + k. Построим изоклины для значений k = 0,±1, . . . ,±4,
изображая в точках каждой изоклины соответствующие наклоны
(рис. 1.1).

Далее следует строить интегральные кривые в согласии с изобра-
женными наклонами. При этом в общем случае для уравнения (1.1)
интегральные кривые можно строить начиная с любой точки (x, y),
принадлежащей области определения функции f(x, y), так что задача
построения всех интегральных кривых оказывается слишком общей.
Более естественной является задача построения интегральной кривой,
проходящей через наперед заданную точку (x0, y0), — в этом состоит
геометрический смысл решения задачи Коши (1.1), (1.2). Например,
для уравнения (1.3) возьмем точки (0; 0) и (−2; 0) и построим инте-
гральные кривые, проходящие через эти точки (рис. 1.2). ▲

Вопрос о выборе количества изоклин, значений k для этих изоклин
и количества точек на изоклинах, в которых изображается наклон, сле-
дует решать с позиций разумного баланса между точностью рисунка
и его громоздкостью.
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1.2. СУЩЕСТВОВАНИЕ,
ЕДИНСТВЕННОСТЬ
И ПРИБЛИЖЕННОЕ НАХОЖДЕНИЕ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Как правило, уравнение (1.1) с достаточно «хорошей» функцией
f(x, y) имеет бесконечное множество решений.

Пусть (x0, y0)—фиксированная точка из области определения функ-
ции f(x, y). Наиболее типична ситуация, когда вблизи точки x0 задача
Коши (1.1)–(1.2) имеет единственное решение. Следующая теорема вы-
ражает соответствующие достаточные условия.

Теорема 1.1. Пусть в прямоугольнике

Π = {(x, y) ∶ ∣x − x0∣ ⩽ a, ∣y − y0∣ ⩽ b}
функции f(x, y) и ∂

∂y
f(x, y) непрерывны и пусть h =min(a, b/M), где

число M таково, что в прямоугольнике Π выполняется неравенство
∣f(x, y)∣ ⩽M. Тогда по меньшей мере на отрезке ∣x−x0∣ ⩽ h существу-
ет единственное решение задачи Коши (1.1)–(1.2).

В общем случае для решения задачи Коши (1.1)–(1.2) нет формулы
точного решения. Приближенные решения этой задачи можно нахо-
дить по формулам

y(x) ≈ yn(x), n = 0, 1, 2, . . . ,

в которых функции yn(x) выражаются рекуррентными соотношениями:

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +
x�

x0

f(t, yn−1(t))dt, n = 1, 2, 3, . . . .

Известно, что на отрезке ∣x−x0∣ ⩽ h точность приближенных реше-
ний характеризуется неравенствами

∣y(x) − yn(x)∣ ⩽ MLnhn+1
(n + 1)! ,

где число L таково, что в прямоугольнике Π имеет место неравенство

∣ ∂
∂y

f(x, y)∣ ⩽ L.
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Надлежащим подбором значения n можно добиться на отрезке
∣x − x0∣ ⩽ h любой наперед заданной точности приближенного реше-
ния. Если нахождение максимумов

max(x,y)∈Π ∣f(x, y)∣ и max(x,y)∈Π ∣ ∂∂yf(x, y)∣
не является сложной задачей, то в качестве чисел M и L соответствен-
но следует брать эти максимумы.

Пример 1.2.Найти несколько приближений решения задачи Коши

y′ = x2 + y2, y(0) = 0.
△ Функции f(x, y) = x2 + y2 и

∂

∂x
f(x, y) = 2y оказываются непре-

рывными в любом прямоугольнике вида {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ a, ∣y∣ ⩽ b}, так
что на соответствующих отрезках ∣x∣ ⩽ h решение y(x) указанной зада-
чи Коши существует и единственно. Найдем несколько приближений
этого решения:

y0(x) = 0,

y1(x) =
x�

0

t2 dt = x3

3
,

y2(x) =
x�

0

[t2 + (t3
3
)
2

] dt = x3

3
+ x7

63
,

y3(x) =
x�

0

[t2 + (t3
3
+ t7

63
)
2

] dt = x3

3
+ x7

63
+ 2x11

2079
+ x15

59235
.

Для характеристики точности последнего приближения y3(x) сле-
дует задавать (а иногда из каких-либо соображений подбирать) значе-
ния a и b. Возьмем, например, a = b = 1, тогда

Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1, ∣y∣ ⩽ 1},
и

M =max
Π

∣x2 + y2∣ = 2, h =min(1, 1
2
) = 1

2
, L =max

Π
∣2y∣ = 2.

Следовательно, можно утверждать, что на отрезке ∣x∣ ⩽ 1/2
∣y(x) − y3(x)∣ ⩽ ML3h4

4!
= 1

24
. ▲
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1.3. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ
ПЕРЕМЕННЫМИ И УРАВНЕНИЯ,
СВОДЯЩИЕСЯ К НИМ

Уравнение с разделяющимися переменными может быть записано
в виде

y′ = f(x)g(y).
Решение осуществляется разделением переменных:

dy

g(y) = f(x)dx
и последующим интегрированием обеих частей. Следует проверять так-
же, не теряются ли решения при делении на g(y).

Пример 1.3. Решить уравнение

y′ cosy = x sin2 y.

△ Разделяем переменные:

cosy dy

sin2 y
= xdx

и интегрируем:

� cosy dy

sin2 y
=

�
xdx, − 1

siny
= x2

2
+C, C ∈ R.

При делении на sin2 y потеряны очевидно решения y = kπ, k ∈ Z. ▲
Далее при решении дифференциальных уравнений мы всегда будем

использовать буквы C, C1, C2 и т. п. для обозначения произвольных
постоянных. Отметим, что при решении дифференциальных уравне-
ний, как правило, не следует стремиться получить решение в явном
виде. Решение приемлемо в неявном или параметрическом виде.

Уравнение с разделяющимися переменными может задаваться так-
же в дифференциальной форме:

f1(x)g1(y)dy + f2(x)g2(y)dx = 0.

Пример 1.4. Решить уравнение

y(x + 1)dy + x(y + 1)dx = 0.

10



△ Разделяем переменные:
ydy

y + 1
= − xdx

x + 1
. Теперь проинтегрируем

обе части и добавим потерянные при делении решения:

y − ln ∣y + 1∣ = −x + ln ∣x + 1∣ +C, y + 1 = 0, x + 1 = 0.

Желательно, как и в любом математическом примере, записывать
ответ в наиболее простом и кратком виде. Так, в решении примера 1.4
можно взять C = − lnC1, ∀C1 > 0 и придать равенству y−ln ∣y+1∣ = −x+
+ ln ∣x + 1∣ +C после потенцирования вид

C1e
y+x = ∣(x + 1)(y + 1)∣,

откуда
C2e

x+y = (x + 1)(y + 1), (1.4)

где постоянная C2 = ±C1 будет произвольной ненулевой постоянной.
Наконец, если допустить у постоянной C2 нулевое значение (и тогда
C2 ∈ R), то равенство (1.4) будет включать в себя и решения y + 1 = 0,
x + 1 = 0. ▲

Пример 1.5. Решить задачу Коши

y′(x2 + 8x + 17) lny = 1, y(−3) = e2.

△ Решим уравнение:

lny dy = dx

x2 + 8x + 17
,

�
lny dy =

� dx

x2 + 8x + 17
,

y( lny − 1) = arctg(x + 4) +C.

Далее подставим значения из начального условия: e2 = π
4
+ C. От-

сюда C = e2 − π
4
. Итак, получим решение

y( ln y − 1) = arctg(x + 4) + e2 − π
4
. ▲

Пример 1.6. Решить уравнение

y′ = 3
3

√
y2.

11



△ Разделяем переменные:
dy

3 3

√
y2

= dx, и интегрируем обе части.

Получим 3
√
y = x+C, или y = (x+C)3. При делении на 3 3

√
y2 потерялось

очевидно решение y = 0. Итак, решениями уравнения будут функции

y = (x +C)3, y = 0. ▲
З ам е ч а н и е 1.1. Следует понимать, что дифференциальное урав-

нение может иметь решений больше, чем это кажется по виду ответа.
Так, в примере 1.6 наряду с решениями y = (x−1)3, y = 0, −∞ < x < ∞,
решением очевидно будет функция

y =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, x ⩽ 1,

(x − 1)3, x > 1.

Такая функция получается гладким склеиванием частей двух ре-
шений. Подобных функций можно составить много, например

y =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x3, x ⩽ 0,

0, 0 < x ⩽ 2,

(x − 2)3, x > 2

и т. п. Решения, получающиеся гладким склеиванием частей других ре-
шений, если такое склеивание вообще возможно, в ответах к примерам,
как правило, не указываются.

Пример 1.7. Материальное тело без начальной скорости падает с
некоторой высоты на Землю. Найти зависимость от исходной высоты
скорости падения тела на Землю при условии отсутствия атмосферы.

Рис. 1.3

△ Пусть t — время; m — масса тела; M —
масса Земли; g — ускорение свободного паде-
ния; v — скорость падения. Направим ось y с
нулем в центре Земли вертикально вверх, для
определенности считая, что тело падает вдоль
этой оси. Значение y(t) будет выражать высо-
ту тела в произвольный момент времени; высо-
ту отсчитываем от центра Земли. Рассчитаем
скорость тела при падении без начальной ско-
рости с высоты y = h (рис. 1.3).
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На основании второго закона Ньютона и закона всемирного тяготе-
ния запишем равенство

−md2y

dt2
= k

mM

y2
. (1.5)

При y = R, когда тело лежит на поверхности Земли, значение силы в

правой части равенства (1.5) дает вес тела, т. е. k
mM

R2
= mg, откуда

k = R2g

M
. Подставим это соотношение в равенство (1.5) и воспользуемся

соотношением
d2y

dt2
= dv

dt
= dv

dy
⋅ dy
dt

= dv

dy
⋅ v, тогда

−dv
dy

v = R2g

y2
. (1.6)

Получили уравнение с разделяющимися переменными для нахож-

дения функции v = v(y). Разделяем переменные v dv = −R2g

y2
dy и инте-

грируем:

v2

2
= R2g

y
+C.

Условие v(h) = 0 падения без начальной скорости представляет со-

бой начальное условие для уравнения (1.6); оно дает 0 = R2g

h
+ C,

откуда C = −R2g

h
. Итак,

v2

2
= R2g

y
− R2g

h
и v(y) = R

√
2g (1

y
− 1

h
),

следовательно, скорость падения тела на поверхность Земли будет рав-
на

v(R) = R

√
2g ( 1

R
− 1

h
). ▲

Отметим, что в решенном примере значение

v∞ = lim
h→∞v(R) =

√
2gR,

соответствующее случаю падения тела с бесконечной высоты, будет
давать вторую космическую скорость. Подставив известные значения
для констант g и R, получим v ≈ 11,2 км/с.
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Уравнение вида

y′ = f(ax + by), a, b ∈ R,
сводится к уравнению с разделяющимися переменными заменой
z = ax + by, где z = z(x) — новая неизвестная функция.

Пример 1.8. Решить уравнение

y′ = (x + y)3 + 3(x + y)2 + 3(x + y).
△ Сделаем замену z = x+y, тогда y = z −x, y′ = z′−1, и уравнение

примет вид
z′ = (z + 1)3,

решая его, получим:

dz

(z + 1)3 = dx, − 1

2(z + 1)2 = x +C.

Следует добавить потерянное при делении решение z+1 = 0 и вернуться
к исходной функции. Окончательно получим:

− 1

2(x + y + 1)2 = x +C, x + y + 1 = 0. ▲

Определение 1.6. Уравнение вида

y′ = f (y
x
)

называется однородным дифференциальным уравнением.

Однородное уравнение сводится к уравнению с разделяющимися

переменными заменой z = y

x
, где z = z(x) — новая неизвестная функ-

ция.

Пример 1.9. Решить уравнение

(y′ − y

x
) ln y

x
= x4

y4
.

△ Пусть z = y

x
, тогда y = zx, y′ = z′x + z, и уравнение примет вид

z′x ln z = 1

z4
. Разделяем переменные и интегрируем:

z4 ln z dz = dx

x
,

z5

5
(ln z − 1

5
) = ln ∣x∣ +C.
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Возвращаясь к исходной функции, окончательно получим

y5

5x4
(ln y

x
− 1

5
) = ln ∣x∣ +C. ▲

Отметим также, что однородное уравнение, записанное в диффе-
ренциальной форме

f1(x, y)dy + f2(x, y)dx = 0,

характеризуется тем, что функции f1(x, y) и f2(x, y) являются одно-
родными одинаковой степени однородности.

Пример 1.10. Решить уравнение

x3y dy − (y4 + 5x4 + 5x2y2)dx = 0.
△ Для функций

f1(x, y) = x3y

и
f2(x, y) = −(y4 + 5x4 + 5x2y2)

справедливы равенства

fj(tx, ty) = t4fj(x, y), j = 1, 2,
т. е. обе функции являются однородными одинаковой (четвертой) сте-
пени однородности.

Делаем замену: z = y

x
, y = zx, dy = xdz + z dx и далее решаем

уравнение:

x4z(xdz + z dx) − (z4x4 + 5x4 + 5x4z2)dx = 0,

xz dz = (z4 + 5 + 4z2)dx,
z dz

z4 + 4z2 + 5
= dx

x
,

откуда

arctg(z2 + 2) = 2 ln ∣x∣ +C.

Возвращаемся к исходной функции и добавляем потерянное при
делении решение:

arctg(y2
x2

+ 2) = 2 ln ∣x∣ +C, x = 0. ▲
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1.4. УРАВНЕНИЯ
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ.
ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ

Определение 1.7. Уравнение

P(x, y)dx +Q(x, y)dy = 0 (1.7)

называется уравнением в полных дифференциалах, если суще-
ствует функция u(x, y), полный дифференциал которой совпадает с
левой частью этого уравнения.

Такое уравнение можно записать в виде

du(x, y) = 0,
откуда получим формулу

u(x, y) = C,

которая и дает совокупность всех решений уравнения (1.7) в неявном
виде.

Далее функции P(x, y) и Q(x, y) будут задаваться в односвязной
области либо в совокупности односвязных областей. Кроме того, эти
функции будут непрерывными вместе со своими частными производ-
ными первого порядка. В этом случае выполнение тождества

∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
(1.8)

является необходимым и достаточным условием для того, чтобы урав-
нение (1.7) было уравнением в полных дифференциалах.

Пример 1.11. Решить уравнение

(5x4 + 6x5y2)dx + (3y2 + 2x6y)dy = 0.

△ Имеем:

∂

∂y
(5x4 + 6x5y2) = 12x5y,

∂

∂x
(3y2 + 2x6y) = 12x5y,

т. е. тождество вида (1.8) выполнено, поэтому уравнение является урав-
нением в полных дифференциалах.
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Поскольку du = ∂u

∂x
dx + ∂u

∂y
dy, то

∂u

∂x
= 5x4 + 6x5y2,

∂u

∂y
= 3y2 + 2x6y.

Отсюда

u =
�
(5x4 + 6x5y2)dx = x5 + x6y2 +ϕ(y),

где функция ϕ(y) подлежит нахождению. Найдем ее из равенства

∂

∂y
(x5 + x6y2 +ϕ(y)) = 3y2 + 2x6y.

Получим:
2x6y +ϕ′(y) = 3y2 + 2x6y,

ϕ′(y) = 3y2, ϕ(y) = y3.

Здесь можно обойтись без произвольной аддитивной постоянной.
Итак, u(x, y) = x5 + x6y2 + y3. Наконец, запишем решение искомого

уравнения:

x5 + x6y2 + y3 = C. ▲
Предположим, что уравнение вида (1.7) не является уравнением в

полных дифференциалах.

Определение 1.8.Интегрирующим множителем уравнения
(1.7) называется такая функция μ = μ(x, y) /≡ 0, после умножения на
которую обеих частей уравнения (1.7) получается уравнение в пол-
ных дифференциалах.

С помощью интегрирующего множителя мы «подправляем» урав-
нение (1.7) так, чтобы его стало возможно решить. Однако в общем
случае не существует эффективного метода нахождения интегрирую-
щего множителя. Иногда интегрирующий множитель можно угадать.

Пример 1.12. На координатной плоскости в начало координат по-
мещен источник света. Найти кривую, при отражении от которой все
лучи, выходящие из этого источника, станут параллельными оси OX.

△ Пусть M(x, y) — произвольная точка на искомой кривой
y = y(x). Проведем касательную MN к кривой в точке M, и пусть
SM ⊥ MN, NL ⊥ ML (рис. 1.4). Поскольку ∠OMS = ∠SMT (угол
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Рис. 1.4

падения равен углу отражения), то ∠NMO = ∠KMT . Но также оче-
видно и ∠MNO = ∠KMT , поэтому △MNO — равнобедренный, и,
следовательно, NO = OM. Из △NML следует, что

tg∠MNO = ML

NO +OL
= ML

OM +OL
,

или, по-другому,

y′ = y√
x2 + y2 + x

.

Для нахождения кривой получили дифференциальное уравнение.
Решать его можно по-разному. Проще всего домножить числитель и
знаменатель правой части на сопряженное к знаменателю выражение
и затем придать вид

ydy + xdx −√x2 + y2dx = 0.

Теперь легко угадывается интегрирующий множитель

μ(x, y) = 1/√x2 + y2.

После умножения на него получим уравнение

ydy + xdx√
x2 + y2

− dx = 0.

В данном уравнении функция, дифференциал которой стоит в левой

части, легко усматривается: d(√x2 + y2−x) = 0, откуда
√
x2 + y2−x = C,

или
y2 = 2Cx +C2.
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Это семейство всевозможных парабол с фокусом в начале координат и
общей осью, совпадающей с осью OX. Значение C = 0 надо отбросить,
исходя из смысла задачи. ▲

Известно оптическое свойство параболы: если в ее фокус поместить
источник света, то все отраженные от параболы лучи будут параллель-
ны оси параболы. Решив пример 1.12, мы обосновали, что иных кривых
с подобным свойством не существует.

Имеются способы нахождения интегрирующего множителя в част-
ных случаях. Укажем два таких случая.

1. Пусть функция

1

Q(x, y) (
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
)

зависит лишь от x, обозначим ее ω(x), тогда
μ = exp

�
ω(x)dx,

причем под интегралом можно понимать любую первообразную.
Интегрирующий множитель, следовательно, будет также зависеть
лишь от x.

Пример 1.13. Решить уравнение

(thy
x

+ y

x2
)dx + ( 1

ch2 y
+ lnx

x
)dy = 0.

△ Здесь

∂

∂y
(thy

x
+ y

x2
) − ∂

∂x
( 1

ch2 y
+ lnx

x
)

1

ch2 y
+ lnx

x

=
1

x ch2 y
+ 1

x2
− 1 − lnx

x2

1

ch2 y
+ lnx

x

= 1

x
,

следовательно, можно взять μ = exp
� dx

x
= x.

После умножения на x исходное уравнение примет вид

(thy + y

x
)dx + ( x

ch2 y
+ lnx)dy = 0

и станет уравнением в полных дифференциалах. Дальнейшее решение
осуществляется аналогично примеру 1.11. В результате получим

x thy + y lnx = C. ▲
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2. Пусть теперь
1

−P(x, y) (
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
)

есть функция, зависящая лишь от y, обозначим ееω(y). В этом случае
интегрирующий множитель

μ = exp
�
ω(y)dy

будет зависеть лишь от y.

Пример 1.14. Решить уравнение

( y

eyx
+ 1√

x
)dx + (lnx

ey
+ 2

√
x)dy = 0.

△ Вычислим

∂

∂y
( y

eyx
+ 1√

x
) − ∂

∂x
(lnx
ey

+ 2
√
x)

− y

eyx
− 1√

x

=

=
1

eyx
− y

eyx
− 1

eyx
− 1√

x

− y

eyx
− 1√

x

= 1.

Константу, равную 1, можно расценивать как функцию, зависящую
от y, поэтому

μ = exp
�
dy = ey.

После умножения на ey исходное уравнение станет уравнением в
полных дифференциалах

(y
x
+ ey√

x
)dx + (lnx + 2

√
xey)dy = 0,

решение которого приведет к ответу

y lnx + 2
√
xey = C. ▲
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1.5. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО
ПОРЯДКА. УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Определение 1.9.Линейным уравнением 1-го порядка назы-
вается уравнение вида

y′ + p(x)y = f(x), (1.9)

где p(x) и f(x) — заданные функции, которые называются соответ-
ственно коэффициентом и правой частью (свободным членом) урав-
нения. При f(x) ≡ 0 уравнение называется однородным, в противном
случае — неоднородным.

Решение однородного уравнения (1.9) дается формулой

y = Ce− �
p(x)dx,

в которой под интегралом достаточно понимать любую первообразную.
Для решения неоднородного уравнения (1.9) есть несколько мето-

дов. Остановимся на двух таких методах.

I. Метод Лагранжа состоит в том, что решение ищется в виде

y = C̃(x)e− �
p(x)dx. (1.10)

Функция C̃(x) легко находится после подстановки искомой функции по
формуле (1.10) в исходное уравнение (1.9). С найденной функцией C̃(x)
формула (1.10) будет давать общее решение исходного неоднородного
уравнения (1.9).

Пример 1.15. Решить уравнение

y′ + y

sin2 x
= ectgx

2
√
x
.

△ По формуле (1.10)

y = C̃(x) exp(−
� dx

sin2 x
) = C̃(x)ectgx.

Подставим в уравнение:

C̃ ′(x)ectgx − C̃ectgx
1

sin2 x
+ C̃ectgx

sin2 x
= ectg x

2
√
x
,
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следовательно,

C̃ ′(x) = 1

2
√
x

и C̃ = √x +C.

Окончательно приходим к решению

y = (√x +C)ectgx. ▲
Пример 1.16. Решить задачу Коши

ey(ey − x)y′ = 1, y(e−1) = 0.

△ Уравнение в условии примера станет линейным, если в нем по-
менять ролями x и y, т. е. x расценивать как функцию от y. Тогда

y′ = dy

dx
= 1

dx

dy

,

и уравнение можно записать в виде

dx

dy
+ eyx = e2y. (1.11)

Далее пользуемся формулой (1.10), меняя в ней ролями x и y:

x = C̃(y) exp (−
�
eydy) = C̃(y) exp(−ey).

Подставляем полученное выражение в уравнение (1.11):

C̃ ′(y) exp (−ey) − C̃(y) exp (−ey) ey + eyC̃(y) exp (−ey) = e2y,

C̃ ′(y) = exp (ey) e2y,
и

C̃(y) = exp (ey) (ey − 1) +C.

Cледовательно,
x = ey − 1 +C exp(−ey).

Теперь учитываем начальные условия:

1

e
= e0 − 1 +C exp(−e0),

отсюда C = 1, и окончательно получим

x = ey − 1 + exp(−ey). ▲
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II. Метод неопределенных коэффициентов не требует вычис-
ления квадратур, однако применяется лишь для частных случаев урав-
нения (1.9). Укажем два таких частных случая.

Случай 1.

y′ + ky = eαx(a0xn + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an), (1.12)

где k ≠ 0; α, a0 ≠ 0, a1, . . . , an ∈ R; n — целое неотрицательное число.
Правая часть уравнения (1.12) называется квазимногочленом. Под-

черкнем, что случай α = 0 не исключается, и тогда свободный член бу-
дет многочленом. Отметим также, что не исключается и случай n = 0,
которому соответствует константа в роли многочлена.

Решение уравнения (1.12) при применении метода неопределенных
коэффициентов записывается по формуле

y = Ce−kx + y∗, (1.13)

в которой слагаемое Ce−kx есть общее решение соответствующего одно-
родного уравнения, а слагаемое y∗ представляет собой частное решение
уравнения (1.12).

Пусть также α ≠ −k. Тогда частное решение имеет вид

y∗ = eαx(ã0xn + ã1x
n−1 + . . . + ãn−1x + ãn).

Коэффициенты ã0, ã1, . . . , ãn−1, ãn вначале являются неизвестными
(неопределенными) и находятся после подстановки указанного выра-
жения для y∗ в исходное уравнение (1.12).

Пример 1.17. Решить уравнение

y′ + 10y = xex.

△ Здесь α = 1, n = 1, следовательно, y∗ = ex(ã0x + ã1). Подставим
эту функцию в уравнение:

(ex(ã0x + ã1))′ + 10ex(ã0x + ã1) = exx,

ex(ã0x + ã1) + exã0 + 10ex(ã0x + ã1) = exx.

Сократим ее на ex и приведем слева подобные члены:

11ã0x + ã0 + 11ã1 = x.
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
11ã0 = 1,

ã0 + 11ã1 = 0,

откуда ã0 = 1

11
, ã1 = − 1

121
. Таким образом,

y∗ = ex( x

11
− 1

121
).

Ответ записываем по формуле (1.13):

y = Ce−10x + ex( x

11
− 1

121
). ▲

Пример 1.18. Решить уравнение

y′ + y = x2 + 1.

△ В этом примере α = 0, n = 2, поэтому y∗ = ã0x2 + ã1x + ã2.
Далее получим:

(ã0x2 + ã1x + ã2)′ + ã0x
2 + ã1x + ã2 = x2 + 1,

2ã0x + ã1 + ã0x
2 + ã1x + ã2 = x2 + 1,

x2 ∶
x1 ∶
x0 ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ã0 = 1,
2ã0 + ã1 = 0,
ã1 + ã2 = 1,

откуда ã0 = 1, ã1 = −2, ã2 = 3. Следовательно,

y = Ce−x + x2 − 2x + 3. ▲
Пример 1.19. В сосуд, содержащий 10 л воды, начинает поступать

со скоростью 2 л/мин раствор соли, в каждом литре которого содер-
жится 0,4 кг соли. Перемешиваясь с содержимым сосуда, раствор с
такой же скоростью из него вытекает. Найти зависимость количества
соли в сосуде от времени.
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△Пусть x— время (в мин), y(x)— искомая функция, выражающая
количество (в кг) соли в сосуде. За промежуток времени [x, x + Δx]
количество соли в сосуде увеличивается на y(x +Δx) − y(x).

Каждую минуту в сосуд поступает 0,8 кг соли. Очевидно, что ко-
личество поступаемой соли пропорционально времени, так что за Δx

мин в сосуд поступит 0,8Δx кг соли.
В момент времени x количество соли в сосуде составляет y(x) кг,

что соответствует концентрации 0,1y(x) кг/л. Если бы такая концен-
трация соли поддерживалась постоянной, то за одну минуту из сосу-
да вытекало бы 0,2y(x) кг соли, а за Δx мин — 0,2y(x)Δx кг. Ана-
логично за Δx мин из сосуда вытекало бы 0,2y(x + Δx)Δx кг соли,
если бы концентрация соли поддерживалась постоянной, соответству-
ющей содержанию соли в сосуде в момент времени x +Δx. Поскольку
в течение промежутка времени [x, x +Δx] содержание соли в сосуде
увеличивается от значения y(x) до значения y(x + Δx), то из сосу-
да вытекает за это время количество соли, находящееся в промежутке
[0,2y(x)Δx, 0,2y(x +Δx)Δx]. Следовательно, содержание соли в со-
суде за промежуток времени [x, x + Δx] увеличивается на значение,
принадлежащее промежутку

[0,8Δx − 0,2y(x +Δx)Δx, 0,8Δx− 0,2y(x)Δx],
поэтому справедливо двойное неравенство

0,8Δx − 0,2y(x +Δx)Δx ⩽ y(x +Δx) − y(x) ⩽ 0,8Δx − 0,2y(x)Δx.

Деля все части этого неравенства на Δx и переходя к пределу при
Δx → 0, для нахождения искомой функции получим дифференциаль-
ное уравнение y′(x) = 0,8 − 0,2y(x). Придадим ему вид (1.12):

y′ + 0,2y = 0,8.

Константа 0,8 в роли свободного члена может расцениваться как
частный случай квазимногочлена, когда α = 0, n = 0, следовательно,
y∗ = ã0, 0,2ã0 = 0,8, ã0 = 4. Искомая функция, согласно формуле (1.13),
имеет вид

y = Ce−0,2x + 4.

Следует учесть также условие y(0) = 0, вытекающее из постанов-
ки задачи. Это условие приводит к значению C = −4. Окончательно
получим y = 4(1 − e−0,2x). ▲
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Пусть теперь α = −k. В этом случае частное решение уравнения
дается формулой

y∗ = e−kx( a0

n + 1
xn+1 + a1

n
xn + . . . + an−1

2
x2 + anx). (1.14)

Пример 1.20. Решить уравнение

y′ − 3y = 8e3xx3.

△ Формулы (1.13), (1.14) позволяют сразу записать общее решение

y = Ce3x + 2e3xx4. ▲
Случай 2.

y′ + ky = eαx((a0xn1 + a1x
n1−1 + . . . + an1−1x + an1

) cosβx+
+(b0xn2 + b1x

n2−1 + . . . + bn2−1x + bn2
) sinβx), (1.15)

где k ≠ 0, α, β ≠ 0, a0, a1, . . . , an1−1, an1
, b0, b1, . . . , bn2−1, bn2

∈ R, n1 и
n2 — целые неотрицательные числа.

Обозначим n = max(n1, n2). Общее решение уравнения (1.15) сно-
ва записывается по формуле (1.13), только теперь частное решение y∗
имеет вид

y∗ = eαx((ã0xn + ã1x
n−1 + . . . + ãn−1x + ãn) cosβx+

+(b̃0xn + b̃1x
n−1 + . . . + b̃n−1x + b̃n) sinβx),

где ã0, ã1, . . . , ãn−1, ãn, b̃0, b̃1, . . . , b̃n−1, b̃n – подлежащие нахождению
(т. е. вначале неопределенные) коэффициенты. Эти коэффициенты на-
ходятся аналогично предыдущему случаю.

Пример 1.21. Решить уравнение

y′ + 6y = cosx.

△ Здесь α = 0, β = 1, n1 = n2 = n = 0, поэтому

y∗ = ã0 cosx + b̃0 sinx.

Далее получим:

−ã0 sinx + b̃0 cosx + 6(ã0 cosx + b̃0 sinx) = cosx,
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cosx ∶
sinx ∶

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
b̃0 + 6ã0 = 1,

−ã0 + 6b̃0 = 0,

ã0 = 6

37
, b̃0 = 1

37
.

Теперь можно записать общее решение:

y = Ce−6x + 6

37
cosx + 1

37
sinx. ▲

Пример 1.22. Решить уравнение

y′ + y = e2x sin 3x.

△ Имеем: α = 2, β = 3, n1 = n2 = n = 0, и

y∗ = e2x(ã0 cos 3x + b̃0 sin 3x).
Подставляем y∗ в уравнение:

2e2x(ã0 cos 3x + b̃0 sin 3x) + e2x(−3ã0 sin 3x + 3b̃0 cos 3x)+
+e2x(ã0 cos 3x + b̃0 sin 3x) = e2x sin 3x.

Сокращаем на e2x и приравниваем коэффициенты при cos 3x и sin 3x:

cos 3x ∶
sin 3x ∶

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2ã0 + 3b̃0 + ã0 = 0,

2b̃0 − 3ã0 + b̃0 = 1,

ã0 = −1
6
, b̃0 = 1

6
.

В результате приходим к общему решению:

y = Ce−x + e2x(1
6
sin 3x − 1

6
cos 3x). ▲

Пример 1.23. Решить уравнение

y′ − 2y = cosx + (x + 1) sinx.
△ Здесь α = 0, β = 1, n1 = 0, n2 = 1, n = 1, поэтому

y∗ = (ã0x + ã1) cosx + (b̃0x + b̃1) sinx.
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Подставляем y∗ в исходное уравнение:

a0 cosx − (a0x + a1) sinx + b0 sinx + (b0x + b1) cosx − 2(a0x + a1) cosx−
−2(b0x + b1) sinx = cosx + (x + 1) sinx.

Приравниваем коэффициенты при одинаковых функциях слева и
справа:

x cosx ∶
x sinx ∶
cosx ∶
sinx ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b̃0 − 2ã0 = 0,

−ã0 − 2b̃0 = 1,

ã0 + b̃1 − 2ã1 = 1,
−ã1 + b̃0 − 2b̃1 = 1,

откуда

ã0 = −1
5
, b̃0 = −2

5
, ã1 = −19

25
, b̃1 = − 8

25
.

Следовательно,

y = Ce2x − (x
5
+ 19

25
) cosx − (2x

5
+ 8

25
) sinx. ▲

Определение 1.10. Уравнение вида

y′ + p(x)y = f(x)yα
называется уравнением Бернулли (α ∈ R, α ≠ 0, α ≠ 1).

Уравнение Бернулли сводится к линейному заменой z = y1−α.
Пример 1.24. Решить уравнение

y

x
− 7y′ = 10(xy)8.

△ Это уравнение Бернулли со значением α = 8. Замену z = y−7
проще всего осуществить, придав уравнению вид

−7y′y−8 + 1

x
y−7 = 10x8,

тогда сразу усматривается, что −7y′y−8 = z′.
Теперь решаем уравнение z′ + z/x = 10x8 методом Лагранжа:

z = C̃(x)e− �
x−1dx = C̃(x)

x
.
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Исходное уравнение определено в совокупности полуплоскостей

x > 0, x < 0. Согласно значению первообразной
�
x−1dx = ln ∣x∣, при

значениях x < 0 получится z = −C̃(x)/x, однако мы не пишем знак
«минус», считая его при этих значениях x включенным в искомую
функцию C̃(x).

Далее имеем:

C̃ ′(x)/x = 10x8, C̃(x) = x10 +C,

и, следовательно,
z = (x10 +C)/x.

Возвращаемся к исходной функции и добавляем потерянное при замене
решение:

1

y7
= x10 +C

x
, y = 0. ▲

1.6. УРАВНЕНИЯ 1-го ПОРЯДКА,
НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО
ПРОИЗВОДНОЙ

Укажем важнейшие случаи уравнений 1-го порядка, не разрешен-
ных относительно y′, но разрешенных относительно x или y. Эти слу-
чаи характеризуются тем, что уравнения записываются с помощью па-
раметра и решение получается, как правило, в параметрическом виде.

I. Неполное уравнение

x = f(y′), (1.16)

разрешенное относительно x, следует записать вначале в парамет-
рическом виде: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′ = p,

x = f(p). (1.17)

Далее из соотношения dy = y′ dx получим dy = pf ′(p)dp, следова-
тельно,

y =
�
pf ′(p)dp +C,

что вместе со вторым соотношением в (1.17) даст решение уравнения
(1.16) в параметрическом виде.
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Пример 1.25. Решить уравнение

x = y′ sh y′ − chy′.
△ Запишем уравнение в параметрическом виде:

{y′ = p,

x = p shp − ch p.

Далее получим dy = y′dx = pd(p sh p − chp) = p2 chpdp, и
y =

�
p2 ch pdp = (p2 + 2) shp − 2p chp +C.

Следовательно, приходим к решению в параметрическом виде:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = p sh p − chp,

y = (p2 + 2) sh p − 2p chp +C. ▲

II. Аналогично решается неполное уравнение

y = f(y′), (1.18)

разрешенное относительно y. Следует записать его в параметри-
ческом виде: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′ = p,
y = f(p), (1.19)

далее найти dx = dy

y′ = f ′(p)dp
p

, откуда x =
� f ′(p)dp

p
+ C, что вме-

сте со вторым соотношением в (1.19) даст решение в параметрическом
виде. Необходимо проверить также, не потерялись ли решения вида
y = const.

Пример 1.26. Решить уравнение

y = ((y′)2 − 2y′ + 2)ey′.
△ Запишем уравнение в параметрическом виде:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ = p,
y = (p2 − 2p + 2)ep.
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Теперь находим:

dx = dy

y′ =
d((p2 − 2p + 2)ep)

p
= pepdp, x =

�
pepdp = ep(p − 1) +C.

В результате получаем решение исходного уравнения в параметри-
ческом виде: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = ep(p − 1) +C,

y = (p2 − 2p + 2)ep.
Из решений вида y = const потеряно очевидно решение y = 2. ▲
III. Рассмотрим общее («полное») уравнение, разрешенное от-

носительно x:
x = f(y, y′). (1.20)

Запишем его с помощью параметра:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ = p,

x = f(y, p).
Далее следует записать уравнение с неизвестной функцией y = y(p):

(p∂f
∂y

− 1)dy + p
∂f

∂p
dp = 0. (1.21)

Общего метода решения уравнения (1.21) не существует. Однако
оно относится к типу уравнений, разрешенных относительно произ-
водной, что позволяет во многих случаях найти его решение. Если ре-
шение Φ(y, p,C) = 0 уравнения (1.21) найдено, то решение исходного
уравнения (1.20) записывается в параметрическом виде:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ(y, p,C) = 0,

x = f(y, p).
Пример 1.27. Решить уравнение

x = arctg(y + y′) − lny′.
△ Вначале придадим уравнению вид

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ = p,
x = arctg(y + p) − lnp.
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Теперь запишем соответствующее уравнение (1.21):

(p 1

1 + (y + p)2 − 1)dy + p( 1

1 + (y + p)2 −
1

p
)dp = 0.

Сокращаем на
p

1 + (y + p)2 − 1 ∶ dy + dp = 0, y = C − p. Получим

совокупность решений исходного уравнения в параметрическом виде:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y = C − p,

x = arctg(y + p) − lnp.

Здесь оказывается возможным исключить параметр, придав полу-
ченному результату более краткий вид:

x = arctgC − ln(C − y).
Деление на

p

1 + (y + p)2 −1 в процессе решения привело к потере еще

одного решения:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

p

1 + (y + p)2 − 1 = 0,

x = arctg(y + p) − lnp. ▲
IV. Уравнение

y = f(x, y′), (1.22)

разрешенное относительно y, также следует записать вначале с
помощью параметра: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′ = p,

y = f(x, p).
Далее необходимо решать уравнение с неизвестной функцией x =

= x(p):
(∂f
∂x

− p)dx + ∂f

∂p
dp = 0. (1.23)

Если удается найти решение Φ(x, p,C) = 0 уравнения (1.23), то ре-
шение уравнения (1.22) записывается в виде

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ(x, p,C) = 0,
y = f(x, p).
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Уравнение (1.23), как и уравнение (1.21), не имеет общего метода
решения.

Важным частным случаем уравнения (1.22) является уравнение
Лагранжа

y = xϕ(y′) +ψ(y′),
где ϕ(y′) /≡ y′, ψ(y′) — заданные функции. Соответствующее уравне-
ние (1.23) оказывается для уравнения Лагранжа линейным и, следова-
тельно, всегда поддается решению.

Пример 1.28. Решить уравнение

y = x(y′ − tg y′) + 1

cosy′ .
△ Вводим параметр:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y′ = p,

y = x(p − tg p) + 1

cosp
.

Для данного уравнения Лагранжа соответствующее уравнение (1.23)
имеет вид

− tg pdx + (− sin
2 p

cos2 p
x + sinp

cos2 p
)dp = 0.

Придадим последнему уравнению стандартный вид линейного урав-
нения:

dx

dp
+ tg p ⋅ x = 1

cosp
и решим его:

x = C̃(p)e− �
tg pdp = C̃(p) cosp, C̃ ′(p) = 1

cos2 p
,

C̃(p) = tg p +C, x = (tg p +C) cosp.
Итак, ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = (tg p +C) cosp,
y = x(p − tg p) + 1

cosp
.

Осталось добавить решения y = πnx + (−1)n, n ∈ Z, потерянные
из-за деления на tg p в процессе выкладок. ▲
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Еще одним важным частным случаем уравнения (1.22) является
уравнение Клеро:

y = xy′ +ψ(y′).
Простейший анализ соответствующего уравнения (1.23) позволяет

установить, что уравнение Клеро имеет семейство решений

y = xC +ψ(C), (1.24)

которое называется его общим решением, а также еще одно решение

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = −ψ′(p),
y = xp +ψ(p), (1.25)

называемое особым.

Пример 1.29. Найти кривую, расположенную в первой коорди-
натной четверти, касательная к которой в любой ее точке создает с
координатными осями треугольник постоянной площади, равной 2.

△ Искомая кривая должна быть очевидно графиком убывающей
функции y = y(x), поэтому y′(x) < 0. Уравнение касательной в произ-
вольной точке (x, y) этой кривой запишем в виде

Y = y′(x)(X − x) + y(x).
Найдем точки Y0, X0 пересечения касательной с координатными

осями:

X = 0 ⇒ Y0 = y(x) − y′(x)x,
Y = 0 ⇒ X0 = x − y(x)

y′(x).
Согласно условию примера Y0X0 = 4, поэтому получаем равенство

(y(x) − y′(x)x)(x − y(x)
y′(x)) = 4,

которому легко придать стандартный вид уравнения Клеро:

y = xy′ + 2
√−y′.

Согласно формулам (1.24), (1.25), получим семейство решений

y = xC + 2
√−C, C < 0, (1.26)
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и еще одно решение ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 1√−p,
y = xp + 2

√−p.
(1.27)

Семейство решений (1.26) дает в качестве искомых кривых совокуп-
ность отрезков прямых (эту совокупность несложно было подобрать
и без составления дифференциального уравнения). В решении (1.27)
можно исключить параметр p и прийти к неочевидному решению —
ветви гиперболы y = 1/x. ▲

1.7. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ,
ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

Под дифференциальными уравнениями высших порядков приня-
то понимать уравнения порядка выше первого. Приведем важнейшие
случаи таких уравнений, допускающие понижение порядка. После по-
нижения порядка уравнение легче решать или исследовать.

I. Пусть уравнение имеет вид

F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0,

1 ⩽ k < n, т. е. не содержит искомой функции и, быть может, неко-
торого количества младших производных. Замена y(k) = z понижает
порядок уравнения на k.

Пример 1.30. Решить уравнение

y(4) tgx − y′′′ = 0.
△ Делаем замену y′′′ = z, тогда уравнение принимает вид z′ tgx −

−z = 0. Решая последнее уравнение как уравнение с разделяющими-
ся переменными (либо как линейное однородное уравнение), получим
z = C sinx. Возвращаемся к исходной функции: y′′′ = C sinx. После
трехкратного интегрирования приходим к окончательному результату
y = C cosx +C1x2 +C2x +C3. ▲

Пример 1.31. Закрепленная на концах нерастяжимая нить про-
висла под действием силы тяжести. Найти ее форму.

△ Пусть нить находится в вертикально расположенной координат-
ной плоскости XY и пусть y = y(x) — функция, график которой дает
форму нити.
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Рис. 1.5

Выделим участок нити, соответствующий отрезку [x, x+Δx] на оси
OX (рис. 1.5). На выделенный участок действуют силы натяжения T⃗1 и
T⃗2, приложенные к его концам и направленные по касательным к нити,
а также сила тяжести F⃗ , направленная вертикально вниз. После про-
висания нити как горизонтальные, так и вертикальные составляющие
этих сил должны уравновесить друг друга:

∣T⃗1x∣ = ∣T⃗1x∣, ∣T⃗2y∣ = ∣T⃗1y + F⃗ ∣.
Пусть ∣T⃗1x∣ = ∣T⃗1x∣ = T , тогда ∣T⃗2y∣ = T tgβ, ∣T⃗1y∣ = T tgα; ∣F⃗ ∣ =

= ρg√1 + (y′(x))2Δx, где ρ — линейная плотность нити; g — ускоре-

ние свободного падения. Поскольку tgβ = y′(x +Δx), tgα = y′(x), то
Ty′(x +Δx) = Ty′(x) + ρg√1 + (y′(x))2Δx, откуда

y′(x +Δx) − y′(x)
Δx

= k
√
1 + (y′(x)2), (1.28)

где k = ρg/T . При Δx → 0 из равенства (1.28) получаем дифференци-

альное уравнение y′′ = k
√
1 + (y′(x))2. Решим его понижением порядка:

y′ = z, y′′ = z′, z′ = k
√
1 + z2. Далее разделяем переменные и интегри-

руем:
dz√
1 + z2

= kdx, z = sh(kx +C1).
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Вернемся к искомой функции:

y′ = sh(kx +C1), y = 1

k
ch(kx +C1) +C2.

Таким образом, нить провиснет в форме графика гиперболического
косинуса (цепной линии).

Постоянные C1 и C2 следует находить из дополнительных условий
вида y(x1) = y1, y(x2) = y2, задающих положение точек, в которых за-
креплены нити; соответствующие выкладки здесь делать не будем. ▲

II. Пусть уравнение имеет вид

F (y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,
т. е. не содержит x. Тогда порядок уравнения можно понизить на
единицу заменой y′ = z, где z = z(y). При этом

y′′ = dy′
dx

= dy′
dy

dy

dx
= z′z,

y′′′ = dy′′
dx

= dy′′
dy

dy

dx
= (zz′)′z = ((z′)2 + zz′′)z

и т. д.

Пример 1.32. Решить уравнение

y′′ + (y′)3ey = 0.

△ Подставим y′ = z, y′′ = zz′ и получим zz′ + z3ey = 0. Сокраща-
ем на z, потеряв при этом решения y = C, разделяем переменные и
интегрируем:

dz

z2
= −eydy, 1

z
= ey +C1.

Возвращаемся к исходной функции, снова разделяем переменные и ин-
тегрируем:

dx

dy
= ey +C1, dx = (ey +C1)dy, x = ey +C1y +C2. ▲

III. Пусть в уравнении

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (1.29)
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функция F обладает свойством однородности некоторой степени
k относительно переменных y, y′, y′′, . . . , y(n). Это означает, что при
любом множителе t выполняется соотношение

F (x, ty, ty′, ty′′, . . . , ty(n)) = tkF (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)).
С помощью замены y′ = yz, z = z(x) порядок такого уравнения

понижается на единицу. При этом

y′′ = y′z + yz′ = yz2 + yz′ = y(z2 + z′),
y′′′=y′(z2 + z′) + y(2zz′ + z′′)=yz(z2 + z′) + y(2zz′ + z′′)=y(z3 + 3zz′ + z′′)
и т. д.

Пример 1.33. Решить уравнение

yy′′ = (y′)2 + yy′ + y2ex.

△ Здесь соответствующая функция

F (x, y, y′, y′′) = yy′′ − (y′)2 − yy′ − y2ex

обладает свойством однородности второй степени относительно пере-
менных y, y′, y′′:

ty ⋅ ty′′ − (ty′)2 − ty ⋅ ty′ − (ty)2ex = t2(yy′′ − (y′)2 − yy′ − y2ex).
Делаем замену y′ = yz, y′′ = y(z2 + z′):

y2(z2 + z′) = y2z2 + y2z + y2ex, z′ = z + ex.

Решая возникшее линейное дифференциальное уравнение 1-го поряд-
ка, получим z = ex(x +C1). Возвращаясь к исходной переменной, при-
ходим к уравнению с разделяющимися переменными y′ = yex(x + C1),
имеющему решение y = C2e

ex(x+C), где C = C1 − 1. ▲
IV. Если в уравнении (1.29)

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = (F1(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)))′,
то это уравнение называется уравнением в точных производных.
В этом случае оно сводится к равносильному уравнению

F1(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) = C

с меньшим на единицу порядком. Общего способа нахождения функ-
ции F1 не существует.
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Пример 1.34. Решить уравнение

y′′ + 3y′
x
− 3y

x2
= 16x3ex

4

.

△ Заметим, что уравнению можно придать вид

(y′ + 3y

x
)
′
= (4ex4)′.

Это и означает, что оно является уравнением в точных производных.
Далее получим

y′ + 3y

x
= 4ex

4 +C.

Исходное уравнение свелось к линейному уравнению 1-го порядка.
Решая последнее уравнение (например, методом Лагранжа), приходим
к ответу

y = (ex4 + Cx4

4
+C1)x−3. ▲

1.8. СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1.8.1. Понятия и определения

Определение 1.11.Нормальными системами дифференциальных
уравнений называются системы вида

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= f1(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dxn

dt
= fn(t, x1, x2, . . . , xn).

(1.30)

Число уравнений, входящих в систему (1.30), называется порядком
этой системы. Таким образом, порядок системы (1.30) равен n.

Если правые части системы (1.30) линейно зависят от искомых
функций x1, x2, . . . , xn, то система называется линейной. Если правые
части не зависят явно от t, то система называется автономной или
стационарной.
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Определение 1.12. Всякая совокупность n функций x1 = x1(t),
x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t), определенных и непрерывно дифференциру-
емых в интервале (a, b), называется решением системы (1.30) в
этом интервале, если она обращает все уравнения системы (1.30) в
тождества, справедливые при всех значениях t ∈ (a, b).

Решить задачу Коши означает найти интегральную кривую, про-
ходящую через точку (t0, x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n). Частное решение получается

при конкретных числовых произвольных постоянных C1, C2, . . . , Cn.

1.8.2. Метод исключения

Одним из методов нахождения решения системы (1.30) является
метод исключения, который заключается в следующем:

а) из уравнений системы (1.30) и из уравнений, полученных в ре-
зультате дифференцирования уравнений, входящих в систему, исклю-
чают все неизвестные функции, кроме одной, для определения которой
получают одно или несколько дифференциальных уравнений более вы-
сокого порядка;

б) интегрируя полученное уравнение более высокого порядка, нахо-
дят одну из неизвестных функций, а остальные – по возможности без
интегрирования — определяются из исходных уравнений и уравнений,
получившихся в результате их дифференцирования.

Пример 1.35. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= t

y
,

dy

dt
= − t

x
.

△ Из первого уравнения выразим y = t

x′ и подставим его во второе

уравнение: ( t

x′)
′
= − t

x
. Продифференцировав, получим

x′ − tx′′
(x′)2 = − t

x
⇒ x(x′ − tx′′) = −t(x′)2. (1.31)

Уравнение (1.31) однородное относительно искомой функции и ее про-
изводной. Решим это уравнение, используя замену

x′ = ux. (1.32)
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Дифференцируя (1.32) x′′ = u′x + ux′ = u′x + u2x и подставив получен-
ное выражение в (1.31), имеем

x(ux − tu′x − tu2x) = −t(ux)2 ⇒ u − tu′ − tu2 = −tu2 ⇒ u = tu′⇒
⇒ udt = tdu⇒ dt

t
= du
u
⇒

� dt

t
=
� du

u
⇒ ln ∣t∣ + ln ∣C1∣= ln ∣u∣ ⇒C1t = u.

Найдем функции x и y:

x′ = C1tx⇒ dx

x
= C1tdt⇒

� dx

x
=

�
C1tdt⇒ ln ∣x∣ = C1

t2

2
+ ln ∣C2∣ ⇒

⇒ x = C2e
C1t

2/2,
y = t

x′ = t

x′ = t

(C2eC1t2/2)′ =
t

C2C1teC1t2/2 = 1

C2C1eC1t2/2 .
Итак, общим решением системы является

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = C2eC1t

2/2,
y = 1

C2C1eC1t2/2 . ▲

Пример 1.36. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y

t
,

dy

dt
= −y(x + 2y − 1)

t(x − 1) .

△ Из первого уравнения выразим y: y = tx′ и дифференцируем
полученное выражение:

y′ = tx′′ + x′. (1.33)

Во втором уравнении системы заменим y и y′:
tx′′ + x′ = tx′(x + 2tx′ − 1)

t(x − 1) .

Упростим полученное уравнение:

t2x′′(x − 1) + x′t(x − 1) = tx′(x − 1) + 2t2(x′)2 ⇒
⇒ x′′(x − 1) = 2(x′)2. (1.34)

41



Уравнение (1.34) неполное, в нем отсутствует независимая переменная,
поэтому можно понизить его порядок заменой

x′ = x(p), (1.35)

где p(x) — новая неизвестная функция. После замены получим урав-
нение с разделяющимися переменными

p′p(x − 1) = 2p2,

разделим переменные и проинтегрируем:

dp

p
= 2dx

x − 1
⇒

� dp

p
=

� 2dx

x − 1
⇒ ln ∣p∣ = 2 ln ∣x−1∣+ln ∣C1∣ ⇒ p = C1(x−1)2.

Используя (1.35), найдем значение x:

dx

dt
= C1(x − 1)2 ⇒ dx

(x − 1)2 = C1dt⇒
� dx

(x − 1)2 =
�
C1dt⇒

⇒ −1
x − 1

= C1t +C2 ⇒ x = 1 − 1

C1t +C2

. (1.36)

Для нахождения y продифференцируем (1.36):

x′ = C1

(C1t +C2)2 ,
и подставим полученное выражение в исходную подстановку:

y = C1t

(C1t +C2)2 .
Итак, общим решением системы будет

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 1 − 1

C1t +C2

,

y = C1t

(C1t +C2)2 .
▲

Пример 1.37. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= x2y,

dy

dt
= y

t
− xy2.
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△ Из первого уравнения выразим y:

y = x′
x2

. (1.37)

Продифференцируем первое уравнение системы: x′′ = 2xx′y + x2y′. Ис-
ключим в полученном уравнении y и y′, используя второе уравнение
системы и выражение (1.37):

x′′ = 2xx′ x′
x2

+ x2 x
′

tx2
− x3(x′)2

x4
⇒ x′′ = x′

t
+ (x′)2

x
.

Упростив полученное тождество, получим однородное дифференци-
альное уравнение второго порядка

txx′′ = t(x′)2 + xx′.
Понизим порядок уравнения на единицу, используя замену

x′ = u(t)x, (1.38)

где u(t) — новая неизвестная функция. После замены (1.38) и приве-
дения подобных получим уравнение tu′ = u.

Это уравнение с разделяющимися переменными, разделяем пере-
менные и интегрируем:

du

u
= dt

t
⇒

� du

u
=

� dt

t
⇒ ln ∣u∣ = ln ∣t∣ + ln ∣C1∣ ⇒ u = C1t.

Найдем значение x:

dx

dt
= C1tx⇒ dx

x
= C1tdt⇒

� dx

x
=

�
C1tdt⇒

⇒ ln ∣x∣ = C1

t2

2
+ ln ∣C2∣ ⇒ x = C2e

C1t
2/2. (1.39)

Для нахождения y продифференцируем (1.39):

x′ = C2C1te
C1t

2/2
и, подставив данное выражение в (1.37), получим

y = C2C1te
C1t

2/2
(C2eC1t2/2)2 =

C1t

C2

e−C1t
2/2.
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Общим решением системы будет

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = C2e

C1t
2/2,

y = C1t

C2

e−C1t
2/2. ▲

1.8.3. Первые интегралы.
Метод интегрируемых комбинаций

Определение 1.13. Первым интегралом системы (1.30) называ-
ют уравнение ψ(t, x1, x2, . . . , xn) = C, обращающееся в тождество при
некотором значении C, если вместо x1, x2, . . . , xn подставлено реше-
ние системы (1.30).

Знание одного первого интеграла системы (1.30) позволяет пони-
зить порядок системы на единицу. Знание k независимых первых ин-
тегралов позволяет понизить порядок системы (1.30) на k единиц.

Теорема 1.2. Уравнение ψ(t, x1, x2, . . . , xn) = C является первым
интегралом системы (1.30) тогда и только тогда, когда выполняется

∂ψ

∂t
+ ∂ψ

∂x1

f1 + . . . + ∂ψ

∂xn

fn = 0

для любого решения системы x1, . . . , xn.

Теорема 1.3. Для того чтобы первые интегралы ψ1 = C1, ψ2 == C2, . . . ,ψn = Cn системы (1.30) были независимыми в некоторой
области D, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы Якоби
был равен k, т. е.

rang

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂ψ1

∂x1

. . .
∂ψ1

∂xk

. . . . . . . . . . . . . . .
∂ψk

∂x1

. . .
∂ψk

∂xk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= k.

Совокупность n независимых первых интегралов ψ1 = C1, ψ2 =
= C2, . . . , ψn = Cn системы (1.30) образует базис первых интегралов,
и любой первый интеграл ψ системы (1.30) можно представить в виде

Ψ = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn),
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где Φ — непрерывно дифференцируемая функция. Совокупность n

независимых первых интегралов ψ1 = C1, ψ2 = C2, . . . , ψn = Cn на-
зывается общим интегралом системы (1.30).

Общего способа нахождения первых интегралов не существует. Од-
нако иногда нахождение первых интегралов осуществляется подбором
интегрируемых комбинаций.

Интегрируемой комбинацией называется дифференциальное урав-
нение, являющееся следствием уравнений системы (1.30), но уже легко
интегрирующееся. Одна интегрируемая комбинация дает возможность
получить один первый интеграл.

Для отыскания интегрируемых комбинаций часто удобно перехо-
дить к системе в симметрической форме.

Определение 1.14. Система дифференциальных уравнений, за-
писанная в виде

dx1

g1(t, x1, . . . , xn) =
dx2

g2(t, x1, . . . , xn) = . . . =

= dxn

gn(t, x1, . . . , xn) =
dt

g0(t, x1, . . . , xn) , (1.40)

где fi(t, x1, . . . , xn) = gi(t, x1, . . . , xn)
g0(t, x1, . . . , xn) , i = 1, . . . , n, называется сим-

метрической формой записи системы (1.30).

Система (1.40) имеет порядок n.
Для нахождения интегрируемых комбинаций используется основ-

ное свойство пропорций

a1

b1
= a2

b2
= . . . = an

bn
= k1a1 + k2a2 + . . . + knan

k1b1 + k2b2 + . . . + knbn
. (1.41)

Пример 1.38. Для системы дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= x2 − t

y
,

dy

dt
= −x

и для данных функций ψ1 = t2 + 2xy, ψ2 = x2 − ty проверить, являются
ли соотношения ψ1 = C1 и ψ2 = C2 первыми интегралами.
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△ Посчитаем полную производную функции ψ1:

dψ1

dt
= 2t + 2y

dx

dt
+ 2x

dy

dt
. (1.42)

В (1.42) заменим производные
dx

dt
,
dy

dt
их значениями из заданной

системы:
dψ1

dt
= 2t + 2y

x2 − t

y
− 2x2 = 0. (1.43)

Так как (1.43) равно нулю, то по теореме 1.2 функция ψ1 = C1

является первым интегралом системы.
Аналогично посчитаем для функции ψ2:

dψ2

dt
= −y + 2x

dx

dt
− t

dy

dt
= −y + 2x

x2 − t

y
+ tx ≠ 0. (1.44)

Поскольку (1.44) не равно нулю, то по теореме 1.2 функция ψ2 = C2

не является первым интегралом системы. ▲
Пример 1.39. Пусть заданы функции

ψ1 = x + y

z + x
, ψ2 = z − y

y + x
.

Являются ли ψ1 = C1 и ψ2 = C2 независимыми первыми интегралами
системы

dx

x
= dy

y
= dz

z
?

△ Так как

∂ψ1

∂y
= − x + y

(z + x)2 ,
∂ψ1

∂z
= 1

z + x
,

∂ψ2

∂y
= 1

y + x
,
∂ψ2

∂z
= − x + z

(y + x)2 ,

то матрица Якоби функций ψ1, ψ2 имеет вид

J =
⎛⎜⎜⎜⎝

− x + y

(z + x)2
1

z + x
1

y + x
− x + z

(y + x)2

⎞⎟⎟⎟⎠
.

Поскольку detJ = 0, то ранг матрицы Якоби меньше двух, поэтому по
теореме 1.3 рассматриваемые первые интегралы зависимые. ▲
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Пример 1.40. Решить систему уравнений

dx

y − u
= dy

z − x
= dz

u − y
= du

x − z
.

△ Объединяя первое и третье уравнения системы, получим готовую
интегрируемую комбинацию:

dx

y − u
= dz

u − y
⇒ dx = −dz ⇒

�
dx = −

�
dz ⇒ x + z = C1.

Следовательно, первый интеграл системы имеет вид x + z = C1.

Объединяя второе и четвертое уравнения системы, получим гото-
вую интегрируемую комбинацию:

dy

z − x
= du

x − z
⇒ dy = −du⇒

�
dy = −

�
du⇒ y + u = C2.

Следовательно, первый интеграл системы имеет вид y + u = C2.

Используя основное свойство пропорций, вычтем из первого урав-
нения третье и из второго четвертое, получим

d(x − z)
2(y − u) =

d(y − u)
2(z − x) ⇒

⇒ 2(y − u)d(y − u) + 2(x − z)d(x − z) = 0⇒
⇒ 2

�
(y − u)d(y − u)+2

�
(x − z)d(x − z) = C2 ⇒

⇒ (y − u)2 + (x − z)2=C2.

Следовательно, первый интеграл системы: (y − u)2 + (x − z)2 = C3.
Общий интеграл системы имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x + z = C1,

y + u = C2,

(y − u)2 + (x − z)2 = C3.

▲

Пример 1.41. Решить систему уравнений

dx

z
= dy

zx
= dz

y
.

△ Из первого равенства

dx

z
= dy

zx
⇒ xdx = dy ⇒

�
xdx =

�
dy ⇒ x2 − 2y = C1.
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Вместо того чтобы искать вторую интегрируемую комбинацию, мож-
но, воспользовавшись знанием первого интеграла, исключить из систе-

мы одно из неизвестных, например y ∶ y = x2 −C1

2
. Подставим в урав-

нение
dx

z
= dz

y
. Получим

dx

z
= 2dz

x2 −C1

.

Разделим переменные (x2 − C1)dx = 2dz, проинтегрируем
x3

3
− C1x =

= z2+C̃2. Подставляя сюда выражение для C1, найдем еще один первый
интеграл:

x3

3
− (x2 − 2y)x = z2 + C̃2 ⇒ 6xy − 2x3 − 3z2 = C2.

Общий интеграл системы имеет вид

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 − 2y = C1,

6xy − 2x3 − 3z2 = C2.
▲

Пример 1.42. Решить систему уравнений

dx

x(y + z) =
dy

z(z − y) =
dz

y(y − z) .
△ Используя основное свойство пропорций, сложим второе уравне-

ние, умноженное на y, с третьим, умноженным на z, и приравняем к
первому, получим

ydy + zdz

yz2 − zy2 − yz2 + zy2
= dx

x(y + z) ⇒
1

2
(dy2 + dz2)

0
= dx

x (y + z) .
Раскроем полученную пропорцию dy2 + dz2 = 0. Интегрируя, имеем

первый интеграл системы y2 + z2 = C1.
Используя основное свойство пропорций, вычтем из третьего урав-

нения второе и приравняем к первому, получим

dx

x(y + z) =
dz − dy

y(y − z) − z(z − y) ⇒
dx

x(y + z) =
d(z − y)

(y − z)(z + y) ⇒

⇒ dx

x
= d(z − y)

y − z
⇒

� dx

x
=

� d(z − y)
y − z

⇒ ln ∣x∣ + ln ∣z − y∣ = ln ∣C2∣ ⇒
⇒ x(z − y) = C2.
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Общий интеграл системы имеет вид

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y2 + z2 = C1,

x (z − y) = C2.
▲

Пример 1.43. Решить систему уравнений

exdx

ey + ez
= eydy

ez + ex
= ezdz

ey + ex
.

△ Введем новые переменные: t = ex, u = ey, v = ez. Тогда dt = exdx,
du = eydy, dv = ezdz и система примет вид

dt

u + v
= du

v + t
= dv

u + t
.

Используя основное свойство пропорций, вычтем из первого урав-
нения третье и из второго третье:

dt − dv

u + v − u − t
= du − dv

v + t − u − t
⇒ −d(t − v)

t − v
= −d(u − v)

u − v
⇒

⇒ −
� d(t − v)

t − v
+

� d(u − v)
u − v

= 0⇒ − ln ∣t − v∣ + ln ∣u − v∣ = ln ∣C1∣ ⇒
⇒ u − v

t − v
= C1.

Далее аналогично вычтем из второго уравнения первое и из второго
третье:

du − dt

t − u
= du − dv

v − u
⇒ −d(t − u)

t − u
= −d(u − v)

u − v
⇒

⇒ −
� d(t − u)

t − u
+

� d(u − v)
u − v

= 0⇒ − ln ∣t − u∣ + ln ∣u − v∣ = ln ∣C1∣ ⇒
⇒ u − v

t − u
= C2.

В первых интегралах, заменив новые переменные на исходные

(ey − ez)/(ex − ez) = C1, (ey − ez)/(ex − ey) = C2,

получим первые интегралы для данной системы.
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Общий интеграл системы имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ey − ez

ex − ez
= C1,

ey − ez

ex − ey
= C2.

▲

Пример 1.44. Решить систему уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y

(y − x)2 ,
dy

dt
= x

(y − x)2 .
△Для определения интегрируемых комбинаций перейдем к системе

в симметричной форме:

dx

y
= dy

x
= dt

(y − x)2 .
Объединяя первое и второе уравнение системы, получим готовую

интегрируемую комбинацию

dx

y
= dy

x
⇒ xdx = ydy ⇒

�
xdx =

�
ydy ⇒ x2 − y2 = C1.

Используя основное свойство пропорций, вычтем из первого урав-
нения второе и приравняем к третьему, получим

dx − dy

y − x
= dt

(y − x)2 ⇒ (y − x)d(y − x) = −dt⇒
⇒

�
(y − x)d(y − x) = −

�
dt⇒ (y − x)2 + 2t = C2.

Общий интеграл системы имеет вид

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 − y2 = C1,

(y − x)2 + 2t = C2.
▲

Пример 1.45. Решить систему уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy

dx
= tg z

sin2x
,

dz

dx
= cos2z

sin2x
.
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△ Из второго уравнения системы определим интегрируемую ком-
бинацию

dz

cos2z
= dx

sin2x
⇒ tg z + ctgx = C1.

Выразим tg z и подставим в первое уравнение системы, получим
дифференциальное уравнение с разделяющими переменными

dy

dx
= C1 − ctg z

sin2x
⇒

⇒
�
dy =

� C1 − ctg z

sin2x
dx⇒ y = −C1 ctgx + 1

2 sin2x
+C2 ⇒

⇒ y + (tg z + ctgx) ctgx − 1

2 sin2x
= C2 ⇒

⇒ y + tg z ctgx + ctg2 x − 1

2 sin2x
= C2.

Общий интеграл системы:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
tg z + ctgx = C1,

y + tg z ctgx + ctg2 x − 1

2 sin2x
= C2.

▲

1.9. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ
ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

1.9.1. Линейные однородные уравнения
с частными производными первого порядка

Общий вид уравнения с частными производными первого порядка:

Φ(x1, x2, . . . , xn, u,
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . .
∂u

∂xn

) = 0. (1.45)

Решением уравнения (1.45) называется функция u = u(x1, x2, . . . , xn),
определенная и непрерывная вместе с частными производными в неко-
торой области изменения переменных x1, x2, . . . , xn и обращающая урав-
нение (1.45) в тождество (в этой области).

Линейным однородным уравнением с частными производными пер-
вого порядка называется уравнение вида

f1 (x1, x2, . . . , xn) ∂u

∂x1

+ . . . + fn (x1, x2, . . . , xn) ∂u

∂xn

= 0. (1.46)
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Рассмотрим следующую систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений в симметричной форме:

dx1

f1 (x1, x2, . . . , xn) = . . . = dxn

fn (x1, x2, . . . , xn) . (1.47)

Система (1.47) называется системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений, соответствующей уравнению (1.46).

Предположим, что функции fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, n, определены
и непрерывны вместе с частными производными по x1, x2, . . . , xn и не
обращаются одновременно в ноль ни в одной точке рассматриваемой
области.

Система (1.47) имеет ровно n − 1 независимых первых интегралов.

Теорема 1.4. Всякий первый интеграл системы (1.47) является
решением уравнения (1.46).

Теорема 1.5. Всякое решение уравнения (1.46) является первым
интегралом системы (1.47).

Теорема 1.6. Пусть ψi (x1, x2, . . . , xn) = Ci, i = 1, n − 1, — незави-
симые первые интегралы системы (1.47), тогда u = Φ (ψ1,ψ2, . . . ,ψn−1),
где Φ — любая непрерывно дифференцируемая функция по ψ1,ψ2, . . .

. . . ,ψn−1, является общим решением уравнения (1.46).

Пример 1.46. Найти общее решение уравнения

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ (z −√x2 + y2 + z2) ∂u

∂z
= 0.

△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx

x
= dy

y
= dz

z −√x2 + y2 + z2
.

Система имеет два независимых первых интеграла. Для нахожде-
ния одного из них решается уравнение с разделенными переменными:

dx

x
= dy

y
⇒ y

x
= c1,

ϕ1 = y

x
. (1.48)
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Для нахождения другого первого интеграла требуется решить од-
нородное уравнение

dx

x
= dz

z −
√
x2 + (c1x)2 + z2

. (1.49)

В уравнении (1.49) сделаем замену z = tx. Получим уравнение с
разделяющимися переменными

dx

x
= xdt + tdx

tx − x
√
1 + c12 + t2

⇒ tdx −√1 + c12 + t2dx = xdt + tdx⇒
⇒

� dx

x
+

� dt√
1 + c12 + t2

= 0⇒ ln ∣x∣ + ln ∣t +√1 + c12 + t2∣ = ln c2.

Используя (1.48), имеем

x
⎛
⎝
z

x
+
√

1 + y2

x2
+ z2

x2

⎞
⎠ = c2 ⇒

⇒ ϕ2 = z +√x2 + y2 + z2.

Функция

u = F (y
x
, z +√x2 + y2 + z2)

является общим решением уравнения. ▲
Пример 1.47. Найти общее решение уравнения

x (y + z) ∂u
∂x

+ z (z − y) ∂u
∂y

+ y (y − z) ∂u
∂z

= 0.

△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx

x(y + z) =
dy

z(z − y) =
dz

y(y − z) .
Система имеет два независимых первых интеграла:

dy

z(z − y) =
dz

y(y − z) ⇒ ydy + zdz = 0⇒ y2 + z2 = c1,

ψ1 = y2 + z2.

53



Используя свойства пропорций, имеем:

dx

x (y + z) =
dy − dz

z2 − zy − y2 + zy
⇒ dx

x
= dy − dz

z − y
⇒ x (z − y) = c2,

ψ2 = x(z − y).
Функция

u = F (y2 + z2, x (z − y))
является общим решением уравнения. ▲

Пример 1.48. Найти общее решение уравнения

x (y2 − z2) ∂u
∂x

− y (x2 + z2) ∂u
∂y

+ z (x2 + y2) ∂u
∂z

= 0.

△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx

x (y2 − z2) =
dy

−y (x2 + z2) =
dz

z (x2 + y2) .

Используя свойства пропорций, получим два независимых первых
интеграла:

dx

x (y2 − z2) =
dy

−y (x2 + z2) =
dz

z (x2 + y2) = xdx + ydy + zdz

0
⇒

⇒ xdx + ydy + zdz = 0⇒ x2 + y2 + z2 = c1,

ψ1 = x2 + y2 + z2.

dx

x
(y2 − z2) =

dy

y

−(x2 + z2) =
dz

z
(x2 + y2) =

−d lnx + d ln y + d ln z

0
⇒

⇒ −d lnx + d lny + d ln z = 0⇒ yz

x
= c2,

ψ2 = yz

x
.

Функция

u = F (x2 + y2 + z2,
yz

x
)

является общим решением уравнения. ▲
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Пример 1.49. Найти общее решение уравнения

x1

∂u

∂x1

+ x2

∂u

∂x2

+ . . . + xn

∂u

∂xn

= 0.
△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx1

x1

= dx2

x2

= . . . = dxn

xn

.

Система имеет n − 1 независимых первых интеграла:
x1

xn

= c1,
x2

xn

= c2, . . . ,
xn−1
xn

= cn−1.
Функция

u = F (x1

xn

,
x2

xn

, . . . ,
xn−1
xn

)
является общим решением уравнения. ▲

1.9.2. Задача Коши для однородного линейного
уравнения с частными производными первого порядка

Задача Коши для однородного линейного уравнения с частными
производными первого порядка заключается в следующем: среди всех
решений уравнения (1.46) надо найти такое решение

u = f(x1, x2, . . . , xn), (1.50)

которое удовлетворяет начальным условиям

u = ϕ (x1, x2, . . . , xn−1) при xn = x0
n, (1.51)

где ϕ — некоторая заданная непрерывно дифференцируемая функция
от x1, x2, . . . , xn−1.

Геометрический смысл задачи Коши заключается в нахождении
интегральной поверхности, проходящей через заданную интегральную
кривую.

Правило нахождения решения задачи Коши (1.50)–(1.51):
1) Составить соответствующую систему (1.47) обыкновенных диф-

ференциальных уравнений в симметричной форме и найти n − 1 неза-
висимых первых интегралов:

ψ1 (x1, x2, . . . , xn) = C1, ψ2 (x1, x2, . . . , xn) = C2, . . . ,

ψn−1 (x1, x2, . . . , xn) = Cn−1. (1.52)
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2) Заменить в (1.52) xn = x0
n:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ1 (x1, x2, . . . , x
0
n) = ψ1,

ψ2 (x1, x2, . . . , x0
n) = ψ2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψn−1 (x1, x2, . . . , x
0
n) = ψn−1.

(1.53)

3) Разрешить систему (1.53) относительно x1, x2, . . . , xn−1:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 =ω1 (ψ1,ψ2, . . . ,ψn−1),
x2 =ω2 (ψ1,ψ2, . . . ,ψn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

xn−1 =ωn−1 (ψ1,ψ2, . . . ,ψn−1).
(1.54)

4) Подставить (1.54) в (1.51), меняя функции ψ1,ψ2, . . . ,ψn−1 на
соответствующие первые интегралы (1.50), и таким образом построить
функцию

u = f(ω1(ψ1, . . . ,ψn−1), . . . ,ωn−1(ψ1, . . . ,ψn−1)),
которая и задает решение задачи Коши.

Пример 1.50. Найти решение задачи Коши

(1 + x2) ∂z
∂x

+ xy
∂z

∂y
= 0,

z = y2 при x = 0.

△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx

1 + x2
= dy

xy
.

Решая это уравнение, получим:

y2

1 + x2
= c1, ψ1 = y2

1 + x2
.

Общее решение уравнения: z = F ( y2

1 + x2
) .
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Полагая в первом интеграле x = 0, получим y2 = ψ1. С учетом
начального условия искомое решение имеет вид

z = ψ1 ⇒ z = y2

1 + x2
. ▲

Пример 1.51. Найти решение задачи Коши

y
∂u

∂x
+ z

∂u

∂z
= 0,

u = ln z − 1

y
при x = 1.

△ Построим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующей однородному уравнению

dx

y
= dy

0
= dz

z
.

Система имеет два независимых первых интеграла. Решая систему,
получим:

y = c1, ψ1 = y,

ln z − x

y
= c2, ψ2 = ln z − x

y
= c2.

Общее решение уравнения: u = F (y, ln z − x

y
) .

Найдем решение, удовлетворяющее поставленному начальному усло-
вию. Полагая в первых интегралах x = 1, имеем

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y = ψ1,

ln z − 1

y
= ψ2.

Отсюда, решая систему, получим:

y = ψ1, ln z = ψ2 + 1

ψ1

. (1.55)

Меняя в (1.55) ψ1, ψ2 на ψ1, ψ2 и подставляя полученное в началь-
ное условие, найдем искомое решение задачи Коши:

u = ψ2 + 1

ψ1

− 1

ψ1

⇒ u = lnz − x

y
. ▲
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1.9.3. Квазилинейные уравнения с частными
производными первого порядка

Квазилинейным уравнением с частными производными первого по-
рядка называется уравнение вида

f1(x1, x2, . . . , xn, u) ∂u
∂x1

+ . . . + fn(x1, x2, . . . , xn, u) ∂u
∂xn

=
= h(x1, x2, . . . , xn, u). (1.56)

З ам е ч а н и е 1.2. Отличие однородного уравнения от квазилиней-
ного заключается в том, что даже если h = 0, то хотя бы одна из функ-
ций fi должна зависеть от искомой функции u.

Предположим, что функции fi(x1, x2, . . . , xn, u), i = 1, n, и функция
h (x1, x2, . . . , xn, u) определены и непрерывны вместе с частными про-
изводными и не обращаются одновременно в нуль ни в одной точке
рассматриваемой области.

Решение уравнения (1.56) ищем в неявном виде

V (x1, x2, . . . , xn, u) = 0, (1.57)

причем
∂V

∂u
≠ 0 в некоторой области изменения переменных x1, x2, . . .

. . . , xn, u. Продифференцируем выражение (1.57) по xi:

∂V

∂xi

+ ∂V

∂u

∂u

∂xi

= 0 ⇒ ∂u

∂xi

= (∂V
∂xi

)/(∂V
∂u

), i = 1, n. (1.58)

Подставим значение производных (1.58) в уравнение (1.56) и, преоб-
разовав полученное уравнение, будем иметь уже однородное линейное
уравнение относительно функции V :

f1 (x1, x2, . . . , xn, u) ∂V
∂x1

+ . . . + fn (x1, x2, . . . , xn, u) ∂V
∂xn

+
+h (x1, x2, . . . , xn, u) ∂V

∂u
= 0.

(1.59)

Составим соответствующую уравнению (1.59) систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:

dx1

f1(x1, x2, . . . , xn, u) = . . . = dxn

fn(x1, x2, . . . , xn, u) =

= du

h(x1, x2, . . . , xn, u). (1.60)
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Система (1.60) имеет порядок n, следовательно, существует n незави-
симых первых интегралов:

ψ1(x1, x2, . . . , xn, u) = C1, . . . ,ψn(x1, x2, . . . , xn, u) = Cn. (1.61)

Тогда общее решение уравнения (1.59) будет V = Φ(ψ1,ψ2, . . . ,ψn),
общее решение уравнения (1.56) имеет вид

Φ(ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), . . . ,ψn(x1, x2, . . . , xn, u)) = 0.

Пример 1.52. Найти общее решение уравнения

y
∂z

∂x
+ x

∂z

∂y
= x2 + y2.

△ Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующую уравнению

dx

y
= dy

x
= dz

x2 + y2
.

Решая систему, получим два независимых первых интеграла:

dx

y
= dy

x
⇒ xdx = ydy ⇒

�
xdx =

�
ydy ⇒ x2 − y2 = c1,

ψ1 = x2 − y2.

Выразим из полученного первого интеграла x = √y2 + c1 и подста-

вим в дифференциальное уравнение
dy

x
= dz

x2 + y2
:

dy√
y2 + c1

= dz

c1 + 2y2
⇒

� (c1 + 2y2)dy√
y2 + c1

=
�
dz ⇒

⇒ y
√
y2 + x2 − y2 − z = c2 ⇒ yx − z = c2, ψ2 = yx − z.

Итак, общим решением уравнения является

Φ(x2 − y2, xy − z) = 0. ▲
Пример 1.53. Найти общее решение уравнения

x
∂z

∂x
− z

∂z

∂y
= 0.
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△ Следуя общему правилу, составляем систему, соответствующую
уравнению

dx

x
= dy

−z =
dz

0
.

Решая систему, получим два независимых первых интеграла:

dz = 0 ⇒ z = c1, ψ1 = z.

Подставим z = c1 в дифференциальное уравнение
dx

x
= dy

−z :
dx

x
= −dy

c1
⇒

� dx

x
= −

� dy

c1
⇒ ln ∣x∣ = − y

c1
+ c2 ⇒ ln ∣x∣ + y

z
= c2,

ψ2 = ln ∣x∣ + y

z
.

Итак,

Φ(z, ln ∣x∣ + y

z
) = 0

является общим решением уравнения. ▲
Пример 1.54. Найти общее решение уравнения

(z − y) ∂z
∂x

+ (x − z) ∂z
∂y

+ x − y = 0.

△ Перепишем уравнение в виде

(z − y) ∂z
∂x

+ (x − z) ∂z
∂y

= y − x.

Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в сим-
метричной форме, соответствующую данному уравнению:

dx

z − y
= dy

x − z
= dz

y − x
.

Используя свойство пропорций, получим два независимых первых
интеграла:

dx

z − y
= dy

x − z
= dz

y − x
= dx + dy + dz

0
⇒ dx + dy + dz = 0⇒

⇒ x + y + z = c1, ψ1 = x + y + z;
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dx

z − y
= dy

x − z
= dz

y − x
= xdx + ydy + zdz

0
⇒ xdx + ydy + zdz = 0⇒

⇒ x2 + y2 + z2 = c2, ψ2 = x2 + y2 + z2.

Итак,

Φ (x + y + z, x2 + y2 + z2) = 0

является общим решением уравнения. ▲
Пример 1.55. Найти общее решение уравнения

(x2 + y2) ∂z
∂x

+ 2xy
∂z

∂y
+ z2 = 0.

△ Перепишем уравнение в виде

(x2 + y2) ∂z
∂x

+ 2xy
∂z

∂y
= −z2.

Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в сим-
метричной форме, соответствующую данному уравнению:

dx

x2 + y2
= dy

2xy
= dz

−z2 .
Используя свойство пропорций, получим два независимых первых

интеграла:

dx + dy

(x + y)2 = −
dz

z2
⇒

� d (x + y)
(x + y)2 = −

� dz

z2
⇒ − 1

x + y
− 1

z
= −c1 ⇒

⇒ 1

x + y
+ 1

z
= c1, ψ1 = 1

x + y
+ 1

z
.

dx − dy

(x − y)2 = −
dz

z2
⇒

� d (x − y)
(x − y)2 = −

� dz

z2
⇒ − 1

x − y
− 1

z
= −c2 ⇒

⇒ 1

x − y
+ 1

z
= c2, ψ2 = 1

x − y
+ 1

z
.

Таким образом, функция

Φ( 1

x + y
+ 1

z
,

1

x − y
+ 1

z
) = 0

представляет собой общее решение уравнения. ▲
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1.9.4. Задача Коши для квазилинейного уравнения
с частными производными первого порядка

Задача Коши для квазилинейного уравнения с частными производ-
ными первого порядка заключается в следующем: среди всех решений
уравнения (1.56) надо найти такое решение

u = f(x1, x2, . . . , xn), (1.62)

которое удовлетворяет начальным условиям:

u = ϕ(x1, x2, . . . , xn) при xn = x0
n, (1.63)

где ϕ — некоторая заданная непрерывно дифференцируемая функция
от x1, x2, . . . , xn−1.

Правило нахождения решения задачи Коши (1.62), (1.63):

1) Составить соответствующую систему (1.60) обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в симметричной форме и найти n незави-
симых первых интегралов (1.61).

2) Заменить в (1.61) xn = x0
n:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ1 (x1, x2, . . . , x0
n, u) = ψ1,

ψ2 (x1, x2, . . . , x
0
n, u) = ψ2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψn (x1, x2, . . . , x0
n, u) = ψn.

(1.64)

3) Разрешить систему (1.64) относительно x1, x2, . . . , xn−1, u:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 =ω1 (ψ1,ψ2, . . . ,ψn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

xn−1 =ωn−1 (ψ1,ψ2, . . . ,ψn),
u =ω (ψ1,ψ2, . . . ,ψn).

(1.65)

4) Подставить (1.65) в (1.62), меняя функции ψ1,ψ2, . . . ,ψn на соот-
ветствующие первые интегралы (1.61), таким образом построить функ-
цию

ω(ψ1, . . . ,ψn) = f(ω1(ψ1, . . . ,ψn), . . . ,ωn−1(ψ1, . . . ,ψn)),
которая и задает решение задачи Коши.
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Пример 1.56. Найти решение задачи Коши

x
∂z

∂x
+ z

∂z

∂y
= 0, z = −y при x = 1.

△ Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующую уравнению

dx

x
= dy

z
= dz

0
.

Система имеет два независимых первых интеграла. Первый из них —

dz = 0 ⇒ z = c1, ψ1 = z.

Подставим z = c1 в дифференциальное уравнение
dx

x
= dy

z
и найдем

еще один первый интеграл:

dx

x
= dy

c1
⇒

� dx

x
=

� dy

c1
⇒ c1 ln ∣x∣ = y + c2 ⇒

⇒ z ln ∣x∣ − y = c2, ψ2 = z ln ∣x∣ − y.

Итак, Φ (z, z ln ∣x∣ − y) = 0 является общим решением уравнения. Най-
дем решение, удовлетворяющее поставленному начальному условию.
Полагая в первых интегралах x = 1, имеем

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = ψ1,

−y = ψ2

⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = ψ1,

y = −ψ2.
(1.66)

Меняя в (1.66) ψ1,ψ2 на ψ1,ψ2 и подставляя полученное в началь-
ное условие, найдем искомое решение задачи Коши:

ψ1 = ψ2 ⇒ z = z ln ∣x∣ − y. ▲
Пример 1.57. Найти решение задачи Коши

yz
∂z

∂x
+ x

∂z

∂y
= 0, z = x2 при y = 1.

△ Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующую уравнению

dx

yz
= dy

x
= dz

0
.
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Система имеет два независимых первых интеграла:

dz = 0 ⇒ z = c1, ψ1 = z.

Подставим z = c1 в дифференциальное уравнение
dx

yz
= dy

x
:

dx

yc1
= dy

x
⇒ xdx = yc1dy ⇒

�
xdx = c1

�
ydy ⇒ x2

2
− c1y2

2
= c2

2
⇒

⇒ x2 − zy2 = c2, ψ2 = x2 − zy2.

Итак, Φ (z, x2 − zy2) = 0 является общим решением уравнения. Най-
дем решение, удовлетворяющее поставленному начальному условию.
Полагая в первых интегралах y = 1, имеем

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = ψ1,

x2 − z = ψ2

⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z = ψ1,

x2 = ψ1 +ψ2.
(1.67)

Меняя в (1.67) ψ1,ψ2 на ψ1,ψ2 и подставляя полученное в началь-
ное условие, найдем искомое решение задачи Коши:

ψ1 = ψ2 +ψ1 ⇒ ψ2 = 0⇒ x2 − zy2 = 0. ▲
Пример 1.58. Найти решение задачи Коши

x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= z2(x − 3y), zy + 1 = 0 при x = 1.

△ Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующую уравнению

dx

x
= −dy

y
= dz

z2(x − 3y) .
Система имеет два независимых первых интеграла:

dx

x
= dy

−y ⇒
� dx

x
= −

� dy

y
⇒ ln ∣x∣ + ln ∣y∣ = ln c1 ⇒

⇒ xy = c1, ψ1 = xy.

Используя свойство пропорций, получим:

dz

z2 (x − 3y) =
dx + 3dy

x − 3y
= dx

x
⇒ d (x + 3y) = dz

z2
⇒

�
d (x + 3y) =

� dz

z2
⇒

⇒ x + 3y + 1

z
= c2, ψ2 = x + 3y + 1

z
.
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Итак, Φ(xy, x + 3y + 1

z
) = 0 является общим решением уравнения.

Найдем решение, удовлетворяющее поставленному начальному усло-
вию. Полагая в первых интегралах x = 1, имеем

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y = ψ1,

1 + 3y + 1

z
= ψ2

⇒
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y = ψ1,

z = 1

ψ2 − 3ψ1 − 1
.

(1.68)

Меняя в (1.68) ψ1,ψ2 на ψ1,ψ2 и подставляя полученное в началь-
ное условие, найдем искомое решение задачи Коши:

ψ1

ψ2 − 3ψ1 − 1
+ 1 = 0⇒ xy

x + 3y + z−1 − 1 − 3xy
= −1⇒

⇒ z−1 + x + 3y = 2xy + 1. ▲
Пример 1.59. Найти решение задачи Коши

z
∂z

∂x
− xy

∂z

∂y
= 2xz, (1.69)

x + y = 2, (1.70)

yz = 1. (1.71)

△ Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметричной форме, соответствующую уравнению (1.69):

dx

z
= dy

−xy =
dz

2xz
.

Система имеет два независимых первых интеграла:

dx

z
= dz

2xz
⇒ 2

�
xdx =

�
dz ⇒ x2 − z = c1, ψ1 = x2 − z,

dy

−xy =
dz

2xz
⇒ 2

� dy

y
= −

� dz

z
⇒ 2 ln ∣y∣ + ln ∣z∣ = ln ∣c2∣ ⇒

⇒ y2z = c2, ψ2 = y2z.

Итак, Φ (x2 − z, y2z) = 0 является общим решением уравнения (1.69).
Найдем решение, удовлетворяющее поставленному начальному усло-
вию (1.70), (1.71). Выразим z из (1.71): z = 1/y. Полагая в первых
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интегралах z = 1/y, имеем
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x2 − 1

y
= ψ1,

y2
1

y
= ψ2

⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x =

√
ψ1 + 1

ψ2

,

y = ψ2.

(1.72)

Меняя в (1.72) ψ1,ψ2 на ψ1,ψ2 и подставляя полученное в (1.70), най-
дем искомое решение задачи Коши:√

ψ1 + 1

ψ2

+ψ2 = 2⇒
√(x2 − z) zy2 + 1

zy2
+ zy2 = 2⇒

⇒ [(zy2 − 2)2 − x2 + z] zy2 = 1. ▲
Пример 1.60. Найти решение задачи Коши

y2
∂z

∂x
+ yz

∂z

∂y
+ z2 = 0, (1.73)

x − y = 0, (1.74)

x − yz = 1. (1.75)

△ Перепишем уравнение (1.73) в виде

y2
∂z

∂x
+ yz

∂z

∂y
= −z2.

Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в сим-
метричной форме, соответствующую уравнению

dx

y2
= dy

yz
= dz

−z2 .
Система имеет два независимых первых интеграла:

dy

yz
= dz

−z2⇒
� dy

y
=−

� dz

z
⇒ ln ∣z∣+ln ∣y∣= ln c1⇒zy= c1,ψ1 = zy.

Подставим z = c1

y
в дифференциальное уравнение

dx

y2
= dy

yz
:

dx

y2
= dy

y
c1

y

⇒ c1dx = y2dy ⇒ c1

�
dx =

�
y2dy ⇒

⇒ c1x − y3

3
= c2

3
⇒ 3xyz − y3 = c2, ψ2 = 3xyz − y3.
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Итак, Φ (zy, 3xyz − y3) = 0 является общим решением уравнения
(1.73). Найдем решение, удовлетворяющее поставленному начальному

условию (1.74), (1.75). Выразим z из (1.75): z = x − 1

y
. Полагая в первых

интегралах z = x − 1

y
, имеем

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y
x − 1

y
= ψ1,

3yx
x − 1

y
− y3 = ψ2

⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = ψ1 + 1,

y3 = 3 (ψ1 + 1)ψ1 −ψ2.
(1.76)

Для удобства последующих вычислений преобразуем условие (1.74),
а именно:

x − y = 0 ⇒ x = y ⇒ x3 = y3. (1.77)

Меняя в (1.76) ψ1,ψ2 на ψ1,ψ2 и подставляя полученное в (1.77), най-
дем искомое решение задачи Коши:

(ψ1 + 1)3 = 3 (ψ1 + 1)ψ1 −ψ2 ⇒ ψ1
3 + 1 = −ψ2 ⇒

⇒ z3y3 + 1 = y3 − 3xyz. ▲

1.10. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Линейное однородное уравнение порядка n ∈ N с постоянны-
ми коэффициентами имеет вид

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . . + any = 0, (1.78)

где a1, a2, . . . , an — заданные действительные числа (коэффициенты).
Для решения уравнения (1.78) следует вначале найти все (вообще

говоря, комплексные) корни соответствующего характеристического
многочлена P(λ) = λn + a1λn−1 + a2λn−2 + . . .+ an (или, что то же самое,
корни соответствующего характеристического уравнения P(λ) = 0)
вместе с их кратностями.

Пусть γ — действительный корень характеристического многочле-
на, имеющий кратность k. Сопоставим ему функции eγx, xeγx, x2eγx, . . .

. . . , xk−1eγx.
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Пусть α ± iβ (β > 0) — пара комплексно-сопряженных корней ха-
рактеристического многочлена, имеющих кратность m. Сопоставим ей
функции

eαx cosβx, xeαx cosβx, x2eαx cosβx, . . . , xm−1eαx cosβx,
eαx sinβx, xeαx sinβx, x2eαx sinβx, . . . , xm−1eαx sinβx.

Функции, сопоставленные указанным образом всем действитель-
ным корням и всем парам комплексно-сопряженных корней характе-
ристического уравнения, образуют фундаментальную систему реше-
ний уравнения (1.78). Взяв их линейную комбинацию с произвольными
действительными коэффициентами, получим общее решение уравне-
ния (1.78).

Пример 1.61. Решить уравнение

y′′′ − 3y′ + 2y = 0.
△ Соответствующему характеристическому уравнению λ3−3λ+2 = 0

можно придать вид (λ−1)2(λ+2) = 0.Отсюда вытекает, что его корнями
будут числа 1 и −2 кратностей 2 и 1 соответственно. Фундаменталь-
ную систему решений образуют функции ex, xex, e−2x. Общее решение
имеет вид

y = C1e
x +C2xe

x +C3e
−2x. ▲

Пример 1.62. Решить уравнение

y′′ + ν2y = 0, ν > 0. (1.79)

△ Характеристическое уравнение λ2 + ν2 = 0 обладает парой одно-
кратных комплексно-сопряженных корней ±iν. Фундаментальную си-
стему решений образуют функции cosνx, sinνx. Общее решение имеет
вид

y = C1 cosνx +C2 sinνx. ▲
Отметим, что уравнение (1.79) называется уравнением гармони-

ческих колебаний и встречается при математическом моделировании
многих колебательных явлений. Простыми преобразованиями форму-
ле общего решения этого уравнения можно придать также вид

y = A cos(νx +ϕ), ∀A ⩾ 0, ∀ϕ ∈ R,
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удобный для анализа колебаний. При этом числа A, ν и ϕ будут иг-
рать роль соответственно амплитуды, частоты и начальной фазы ко-
лебательного процесса.

Пример 1.63. Решить уравнение

y(7) − 8y(4) + 12y′′′ − 96y = 0.

△ Решаем характеристическое уравнение λ7 − 8λ4 + 12λ3 − 96 = 0:
λ4(λ3 − 8) + 12(λ3 − 8) = 0, (λ3 − 8)(λ4 + 12) = 0, λ = 3

√
8 и λ = 4

√−12.
Корень кубический и корень четвертой степени из чисел 8 и −12

соответственно следует извлекать как из комплексных чисел. В резуль-
тате для характеристического уравнения получим действительный ко-
рень 2 и три пары комплексно-сопряженных корней: −1 ± √3i,

4
√
3 ±

± i
4
√
3, − 4

√
3 ± i

4
√
3; все корни однократные. Теперь можно сразу запи-

сать общее решение:

y = C1e
2x + e−x(C2 cos

√
3x +C3 sin

√
3x)+

+ e 4
√
3x(C4 cos

4
√
3x +C5 sin

4
√
3x)+

+ e− 4
√
3x(C6 cos

4
√
3x +C7 sin

4
√
3x). ▲

Пример 1.64. Внутрь узкой полубесконечной трубки, расположен-
ной горизонтально, на расстоянии a от конца помещен шарик. В неко-
торый момент времени трубка начинает вращаться с постоянной уг-
ловой скоростью ω вокруг вертикальной оси, проходящей через конец
трубки. Найти закон движения шарика относительно трубки.

△ Пусть x — время, отсчитываемое от начала вращения, m — мас-
са шарика. Расположим вдоль трубки координатную ось OY (рис. 1.6)
так, чтобы точке O соответствовал конец трубки. Тогда функцию y(x),
дающую положение шарика относительно трубки в любой момент вре-
мени, следует расценивать как закон движения шарика.

Функция y(x) − a будет выражать зависимость пути, пройденного
шариком, от времени, поэтому по второму закону Ньютона сила, дей-
ствующая на шарик, есть my′′. С другой стороны, на шарик действует
переменная центробежная сила mω2y (трением и сопротивлением воз-
духа пренебрегаем).

В результате получаем my′′ = mω2y, или y′′ −ω2y = 0. Для воз-
никшего линейного однородного дифференциального уравнения соот-
ветствующее характеристическое уравнение λ2 − ω2 = 0 имеет одно-
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Рис. 1.6

кратные действительные корни ±ω, это приводит к общему решению
y = C1e

ωx +C2e
−ωx.

Следует учесть также условия y(0) = a, y′(0) = 0, вытекающие из
постановки задачи (это так называемые начальные условия, подробнее
см. следующий параграф):

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y(0) = C1 +C2 = a,

y′(0) =ω(C1 −C2) = 0,

откуда C1 = C2 = a

2
. Итак,

y = a

2
eωx + a

2
e−ωx = a chωx. ▲

1.11. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Для решения линейного неоднородного уравнения произвольного по-
рядка

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . . + any = f(x) (1.80)

можно применять, например, метод Лагранжа или метод неопределен-
ных коэффициентов. При n = 1 эти методы указаны ранее. Оба метода
требуют предварительного нахождения функций y1, y2, . . . , yn, обра-
зующих фундаментальную систему решений соответствующего одно-
родного уравнения.
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I. Метод Лагранжа
1. Cоставить и решить систему линейных алгебраических уравне-

ний для нахождения функций C̃ ′1(x), C̃ ′2(x), . . . , C̃ ′n(x):
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C̃ ′1(x)y1 + C̃ ′2(x)y2 + . . . + C̃ ′n(x)yn = 0,
C̃ ′1(x)y′1 + C̃ ′2(x)y′2 + . . . + C̃ ′n(x)y′n = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

C̃ ′1(x)y(n−2)1 + C̃ ′2(x)y(n−2)2 + . . . + C̃ ′n(x)y(n−2)n = 0,
C̃ ′1(x)y(n−1)1 + C̃ ′2(x)y(n−1)2 + . . . + C̃ ′n(x)y(n−1)n = f(x).

(1.81)

Система (1.81) всегда имеет единственное решение.
2. Восстановить интегрированием функции C̃j(x) по их производ-

ным C̃ ′j(x), j = 1, n (и брать эти функции с произвольными аддитив-
ными постоянными).

3. Записать общее решение уравнения (1.80) по формуле

y = C̃1(x)y1 + C̃2(x)y2 + . . . + C̃n(x)yn. (1.82)

Пример 1.65. Решить уравнение

y′′ − 2y′ + y = 15

4
ex
√
x.

△ Фундаментальную систему решений соответствующего однород-
ного уравнения y′′ − 2y′ + y = 0 образуют функции y1 = ex, y2 = xex.

Запишем для нашего примера систему вида (1.81):

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
C̃ ′1(x)ex + C̃ ′2(x)xex = 0,

C̃ ′1(x)ex + C̃ ′2(x)(xex + ex) = 15

4
ex
√
x.

Ее решение C̃ ′1(x) = −154 x
√
x и C̃ ′2(x) = 15

4

√
x, следовательно,

C̃1(x) = −3
2
x2
√
x +C1, C̃2(x) = 5

2
x
√
x +C2.

Формула (1.82) приводит к общему решению:

y = (C1 +C2x + x2
√
x)ex. ▲
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II. Метод неопределенных коэффициентов
Общее решение уравнения (1.80) записывается по формуле

y = C1y1 +C2y2 + . . . +Cnyn + y∗, (1.83)

где y∗ — частное решение уравнения (1.80).
Частное решение y∗ находится по-разному в зависимости от вида

правой части f(x) уравнения, причем не всякая правая часть подходит
для этого метода. Укажем два случая f(x), удобных для использова-
ния метода неопределенных коэффициентов.

1) Пусть α ∈ R; P(x) — некоторый многочлен и

f(x) = eαxP(x). (1.84)

В этом случае частное решение y∗ следует искать в виде

y∗ = xkeαxR(x).
Если число α не является корнем соответствующего характеристиче-
ского уравнения, то k = 0. Если же число α является таким корнем,
то число k полагается равным кратности этого корня. R(x) — много-
член той же степени, что и многочлен P(x); его коэффициенты берутся
вначале неопределенными, а затем находятся после подстановки y∗ в
исходное уравнение.

Пример 1.66. Решить уравнение

y′′ + y′ − 6y = 2e−3xx2.

△ Характеристическое уравнение для соответствующего однород-
ного уравнения имеет однократные корни −3 и 2. Фундаментальную
систему решений однородного уравнения образуют функции

y1 = e−3x, y2 = e2x.

Правая часть исходного уравнения имеет вид (1.84), причем
α = −3, и P(x) = 2x2. Поскольку число −3 находится среди корней
характеристического уравнения, то в данном случае k = 1. Многочлен
R(x) должен иметь вторую степень. Итак,

y∗ = xe−3x(ax2 + bx + c).
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Для нахождения коэффициентов a, b, c подставляем выражение
для y∗ в исходное уравнение. После сокращения на e−3x и приведения
подобных членов получим

−15ax2 + (6a − 10b)x + 2b − 5c = 2x2.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−15a = 2,

6a − 10b = 0,

2b − 5c = 0,
откуда

a = − 2

15
, b = − 2

25
, c = − 4

125
.

Теперь воспользуемся формулой (1.83):

y = C1e
−3x +C2e

2x − xe−3x ( 2

15
x2 + 2

25
x + 4

125
) . ▲

2) Пусть α, β ∈ R, (β ≠ 0); P(x) и Q(x) — многочлены и

f(x) = eαx(P(x) cosβx +Q(x) sinβx). (1.85)

В этом случае

y∗ = xkeαx(R(x) cosβx + S(x) sinβx).
Если комплексные числа α ± iβ не являются корнями соответству-

ющего характеристического уравнения, то k = 0. Если же они явля-
ются такими корнями, то число k полагается равным кратности этих
корней. R(x) и S(x) — многочлены, степени которых одинаковы и рав-
ны наибольшей из степеней многочленов P(x) и Q(x). Коэффициенты
многочленов R(x) и S(x) берутся вначале неопределенными, а затем
находятся после подстановки y∗ в исходное уравнение (1.80).

Пример 1.67. Решить уравнение

y′′ − 2y′ + 2y = exx sinx.
△ Для соответствующего однородного уравнения корнями харак-

теристического уравнения λ2 − 2λ + 2 = 0 являются комплексные числа
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1 ± i, кратности корней равны 1, фундаментальную систему решений
образуют функции

y1 = ex cosx, y2 = ex sinx.

Правая часть в примере имеет вид (1.85), причем α = β = 1, P(x) =
= x, Q(x) = 0. Поскольку α ± iβ = 1 ± i, то следует взять k = 1. Много-
члены R(x), S(x) должны иметь первую степень, т. е. R(x) = ax + b,
S(x) = cx + d, поэтому

y∗ = xex((ax + b) cosx + (cx + d) sinx).
Подставим выражение для y∗ в исходное уравнение. После сокра-

щения на ex и приведения подобных членов получим

4cx cosx + (2a + 2d) cosx − 4ax sinx + (2c − 2b) sinx = x sinx.

Приравняем коэффициенты при одинаковых функциях слева и
справа: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4c = 0,

2a + 2d = 0,
−4a = 1,

2c − 2b = 0,

откуда

b = c = 0, a = −1
4
, d = 1

4
.

Ответ запишем с помощью формулы (1.83):

y = ex(C1 cosx +C2 sinx) − 1

4
xex(x cosx − sinx). ▲

Уравнение Эйлера
К линейному уравнению с постоянными коэффициентами сводится

линейное уравнение Эйлера:

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + a2x

n−2y(n−2) + . . . + any = f(x), x > 0,

где a1, a2, . . . , an ∈ R. Сведение осуществляется заменой аргумента по
формуле x = et, при этом искомая функция заменяется на функцию
ỹ(t) = y(et). Легко вывести формулы

y′ = e−tỹ′, y′′ = e−2t(ỹ′′ − ỹ′), y′′′ = e−3t(ỹ′′′ − 3ỹ′′ + 2ỹ′)
и, если надо, формулы для последующих производных.

74



Пример 1.68. Решить уравнение Эйлера

x3y′′′ + 8x2y′′ + 14xy′ + 4y = 18x, x > 0.
△ Переходим к t, ỹ(t):
e3te−3t(ỹ′′′ − 3ỹ′′ + 2ỹ′) + 8e2te−2t(ỹ′′ − ỹ′) + 14ete−tỹ′ + 4ỹ = 18et.

После упрощений получим неоднородное линейное уравнение с по-
стоянными коэффициентами

ỹ′′′ + 5ỹ′′ + 8ỹ′ + 4ỹ = 18et. (1.86)

Корнями соответствующего характеристического уравнения

λ3 + 5λ2 + 8λ + 4 = 0

будут числа −1 и −2 кратностей 1 и 2 соответственно, так что фунда-
ментальную систему решений однородного уравнения образуют функ-
ции

e−t, e−2t, te−2t.
Частное решение уравнения (1.86) будем находить согласно методу

неопределенных коэффициентов в виде ỹ∗ = aet. Тогда aet+5aet+8aet++4aet = 18et, откуда a = 1. Следовательно, общее решение уравне-
ния (1.86) имеет вид

ỹ = C1e
−t +C2e

−2t +C3te
−2t + et.

Для написания общего решения исходного уравнения возвращаемся
к исходной переменной x по формуле t = lnx:

y = C1

x
+ C2 +C3 lnx

x2
+ x. ▲

З ам е ч а н и е 1.3. Уравнение Эйлера можно аналогично решать при
x < 0, делая замену x = −et.

Определение 1.15. Начальными условиями для линейного
уравнения называются следующие дополнительные условия на реше-
ние:

y(k)(x0) = y
(k)
0 , k = 0, n − 1,

где x0, y
(k)
0 , k = 0, n − 1, — наперед заданные действительные числа.
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Определение 1.16. Задача решения уравнения с учетом началь-
ных условий называется задачей Коши для этого уравнения.

Задача Коши для линейных уравнений при любых начальных усло-
виях имеет единственное решение. Учет начальных условий при реше-
нии конкретного уравнения осуществляется, как правило, надлежащим
подбором значений произвольных постоянных, входящих в общее ре-
шение.

Пример 1.69. Решить задачу Коши

y′′ − 4y′ + 4y = − e2x√
x
, y(1) = y′(1) = e2.

△ Вначале найдем (методом Лагранжа) общее решение уравнения

y = (C1 +C2x − 4

3
x
√
x) e2x.

Теперь учитываем начальные условия:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(C1 +C2 − 4

3
) e2 = e2,

(2C1 + 3C2 − 14

3
) e2 = e2,

откуда C1 = 4

3
, C2 = 1. Следовательно, решением задачи Коши является

функция

y = (4
3
+ x − 4

3
x
√
x)e2x. ▲

На решение линейного уравнения могут накладываться не только
начальные, но и иные дополнительные условия. Если такие условия
накладываются более чем в одной точке, то они называются краевыми
(граничными) условиями, а задача решения уравнения с учетом этих
условий называется краевой (граничной) задачей.

Например, простейшие краевые условия для уравнений второго по-
рядка имеют вид

y(x1) = y1, y(x2) = y2,

где x1, x2, y1, y2 — наперед заданные числа (точки). Учет краевых
условий может быть осуществлен аналогично учету начальных усло-
вий. В отличие от задачи Коши краевая задача не обязательно имеет
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единственное решение: решение может быть неединственно либо реше-
ний может вовсе не быть.

Пример 1.70. Решить краевую задачу

y′′ − 4y′ + 29y = 24e2x(cosx − sinx), y(0) = 1, y(2π) = e4π.
△ Вначале находим (например, методом неопределенных коэффи-

циентов) общее решение уравнения

y = e2x(C1 cos 5x +C2 sin 5x + cosx − sinx).
Учет краевых условий приводит к системе

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C1 + 1 = 1,
e4π(C1 + 1) = e4π,

дающей C1 = 0. Постоянная C2 остается произвольной. Следовательно,
краевая задача имеет бесконечно много решений:

y = e2x(C2 sin 5x + cosx − sinx). ▲

1.12. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

1.12.1. Общая теория линейных систем
дифференциальных уравнений

Определение 1.17. Система дифференциальных уравнений назы-
вается линейной, если она линейна относительно всех неизвестных
функций и их производных.

Линейная система n уравнений первого порядка, записанная в нор-
мальной форме, имеет вид

dxi

dt
= n

∑
j=1aij (t)xj + fi (t) , i = 1, 2, . . . , n, (1.87)

где aij (t), fi (t), i, j = 1, 2, . . . , n, — заданные функции от t, непрерыв-
ные на интервале (a, b). Если все fi (t) = 0, i = 1, 2, . . . , n, то система
называется однородной, в противном случае — неоднородной.
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Система
dxi

dt
= n

∑
j=1aij (t)xj, i = 1, 2, . . . , n, (1.88)

называется соответствующей однородной для системы (1.87).
Система (1.87) может быть переписана в векторной форме:

dX

dt
= AX +F,

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2⋮
xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1
f2⋮
fn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

dX

dt
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

dx1

dt
dx2

dt⋮
dxn

dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 (t) . . . a1n (t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 (t) . . . ann (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Теорема 1.7. Если все функции aij(t), fi(t), i, j = 1, 2, . . . , n, непре-
рывны в интервале (a, b), то в достаточно малой окрестности каж-
дой точки (t0, x1(t0), . . . , xn(t0)), где a ⩽ t0 ⩽ b, проходит единствен-
ная интегральная кривая системы (1.87).

Будем считать в дальнейшем функции aij(t), fi(t), i, j = 1, 2, . . . , n,
непрерывными на (a, b).

Определение 1.18. Векторные функции X⃗1(t), . . . , X⃗n(t), где
X⃗j(t) = [x1j(t), . . . , xnj(t)]т, называются линейно зависимыми на от-
резке a ⩽ t ⩽ b, если существуют постоянные α1, . . . ,αn, такие что

α1X⃗1 + . . . +αnX⃗n = 0⃗ (1.89)

при a ⩽ t ⩽ b, причем по крайней мере одно αi ≠ 0. Если тождество
(1.89) справедливо лишь при α1 = . . . = αn = 0, то функции называются
линейно независимыми.

Определение 1.19. Линейно независимые решения X⃗1, . . . , X⃗n

системы (1.88) называются фундаментальной системой решений.

Теорема 1.8. Общим решением системы (1.88) является линей-

ная комбинация
n∑
i=1CiXi, где Ci — произвольные постоянные; а X⃗1, . . .

. . . , X⃗n — фундаментальная система решений.
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Теорема 1.9. Общим решением системы (1.87) является сумма
общего решения соответствующей однородной системы и частного
решения рассматриваемой системы.

1.12.2. Метод исключения

Для отыскания общего решения линейной системы можно приме-
нять метод исключения, суть которого была описана в параграфе 1.8.
Для линейной системы задача отыскания общего решения сведется к
интегрированию линейного уравнения n-го порядка.

Пример 1.71. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= x + z − y,

dy

dt
= x + y − z,

dz

dt
= 2x − y.

△ Выполним преобразования следующего вида:

d2x

dt2
= dx

dt
+ dz

dt
− dy

dt
= 2x − 3y + 2z,

d3x

dt3
= 2dx

dt
− 3

dy

dt
+ 2

dz

dt
= 3x − 7y + 5z.

Запишем систему: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= x + z − y,

d2x

dt2
= 2x − 3y + 2z,

и выразим y и z через
dx

dt
,
d2x

dt2
, x, получим:

y = 2
dx

dt
− d2x

dt2
, z = −x + 3

dx

dt
− d2x

dt2
.

Выражения y и z подставим в уравнение
d3x

dt3
= 3x − 7y + 5z. Таким

образом, для нахождения корней λ характеристического уравнения ис-
пользуем полученное уравнение:

d3x

dt3
− 2

d2x

dt2
− dx

dt
+ 2x = 0⇒ λ3 − 2λ2 − λ + 2 = 0.
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Отсюда λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1. Следовательно, x = C1e2t +C2et +C3e−t.
Тогда y = C2e

t − 3C3e
−t, z = C1e

2t +C2e
t − 5C3e

−t.
Общим решением системы является

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1e
2t +C2e

t +C3e
−t,

y = C2et − 3C3e−t,
z = C1e2t +C2et − 5C3e−t.

▲

Пример 1.72. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= 4x − y − z,

dy

dt
= x + 2y − z,

dz

dt
= x − y + 2z.

△ Вычтем из первого второе уравнение системы:

dx

dt
− dy

dt
= 3 (x − y) ⇒ d (x − y)

dt
= 3 (x − y) ⇒

⇒ d (x − y)
x − y

= 3d⇒ x − y = C1e
3t.

Далее аналогично, вычитая из второго уравнения третье, получим

dy

dt
− dz

dt
= 3 (y − z) ⇒ d (y − z)

dt
= 3 (y − z) ⇒

⇒ d (y − z)
y − z

= 3dt⇒ y − z = C2e
3t.

Из полученных равенств найдем

x = y +C1e
3t и z = y −C2e

3t,

затем подставим их во второе уравнение системы:

dy

dt
= x + 2y − z = y +C1e

3t + 2y − (y −C2e
3t) = 2y + (C1 +C2) e3t.

Решая полученное линейное дифференциальное уравнение первого
порядка, находим

y = (C1 +C2) e3t +C3e
2t.
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Общее решение системы имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = (2C1 +C2) e3t +C3e2t,

y = (C1 +C2) e3t +C3e
2t,

z = C1e3t +C3e2t.

▲

Пример 1.73. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= 2x − y − z,

dy

dt
= 2x − y − 2z,

dz

dt
= 2z − x + y.

△ Используя сумму первого и третьего уравнений системы:

dx

dt
+ dz

dt
= x + z,

найдем первый интеграл x + z = C1et.
Дифференцируем первое уравнение системы и подставим в полу-

ченное равенство исходные уравнения системы:

d2x

dt2
= 2

dx

dt
− dy

dt
− dz

dt
= 3x − 2(y + z). (1.90)

Учитывая, что y+z = 2x−dx
dt

, из уравнения (1.90) получим линейное

однородное дифференциальное уравнение второго порядка с постоян-
ными коэффициентами:

d2x

dt2
− 2

dx

dt
+ x = 0.

Найдем корни характеристического уравнения:

λ2 − 2λ + 1 = 0⇒ λ1 = λ2 = 1.

Отсюда x = C2et +C3tet. Далее, используя первый интеграл, найдем:

z = −x +C1e
t = −C2e

t −C3te
t +C1e

t,

y = 2x − dx

dt
− z = 2C2e

t + 2C3te
t −C1e

t −C3e
t.
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Общим решением системы будет

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C2et +C3tet,

y = 2C2et + (2C3t −C3) et −C1et,

z = −C2e
t −C3te

t +C1e
t.

▲

Пример 1.74. Решить систему дифференциальных уравнений
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x′′ = 2x − 3y,

y′′ = x − 2y.

△ Метод исключения можно применить к системе линейных урав-
нений высших порядков. Продифференцируем два раза первое уравне-
ние системы:

x(4) = 2x′′ − 3y′′ = 2x′′ − 3x + 6y = 2x′′ − 3x + 4x − 2x′′,
получим линейное однородное дифференциальное уравнение четверто-
го порядка с постоянными коэффициентами

x(4) − x = 0,

общее решение которого находим, решая характеристическое уравне-
ние:

λ4 − 1 = 0⇒ λ1 = 1, λ2 = −1, λ3,4 = ±i.
Отсюда

x = C1e
t +C2e

−t +C3 cos t +C4 sin t.

Учитывая полученное выражение для x и выразив y из первого урав-
нения данной системы, находим y:

y = 1

3
(2x − x′′) = 1

3
(2C1e

t + 2C2e
−t + 2C3 cos t + 2C4 sin t −C1e

t −C2e
−t−

−C3 cos t −C4 sin t) = 1

3
C1e

t + 1

3
C2e

−t + 1

3
C3 cos t + 1

3
C4 sin t.

Общим решением системы будет

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = C1e

t +C2e
−t +C3 cos t +C4 sin t,

y = 1

3
C1et + 1

3
C2e−t + 1

3
C3 cos t + 1

3
C4 sin t.

▲
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1.12.3. Линейные системы дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами

Рассмотрим систему

dxi

dt
= n

∑
j=1aijxj, i = 1, n, (1.91)

где aij, i, j = 1, 2, ..., n, — постоянные вещественные числа. Система
(1.91) называется однородной линейной системой с постоянными ко-
эффициентами. Для такой системы существует фундаментальная си-
стема решений, состоящая из элементарных функций.

Составим характеристическое уравнение:

Δ(λ) =
CCCCCCCCCCCCCCCCCC

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − λ

CCCCCCCCCCCCCCCCCC
= 0. (1.92)

Структура фундаментальной системы решений зависит от вида кор-
ней характеристического уравнения (характеристических чисел).

1) Если все характеристические числа вещественны и различны, то
в этом случае фундаментальная система решений имеет вид

x1i = γ01ieλit, x2i = γ02ieλit, . . . , xni = γ0nieλit, i = 1, n,

где λi — характеристические числа, а (γ01i, . . . ,γ0ni) — собственные век-
торы матрицы системы, соответствующие данным характеристическим
числам.

2) Если характеристические числа различны, но среди них имеются
комплексные, то последние входят сопряженными парами. Корню a+ib
соответствует решение

x1 = (γ(1)1 + iγ
(2)
1 ) e(a+ib)t, . . . , xn = (γ(1)n + iγ

(2)
n ) e(a+ib)t,

где (γ(1)1 + iγ
(2)
1 , . . . , γ

(1)
n + iγ

(2)
n ) — собственный вектор матрицы систе-

мы. Отделяя вещественные и мнимые части, получим два веществен-
ных линейно независимых частных решения:

x11 = (γ(1)1 cos bt − γ(2)1 sin bt) eat, . . . , xn1 = (γ(1)n cos bt − γ(2)n sin bt) eat,
x12 = (γ(1)1 sin bt + γ(2)1 cos bt) eat, . . . , xn2 = (γ(1)n sin bt + γ(2)n cos bt) eat.
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Вещественные решения, соответствующие корню a − ib, будут ли-
нейно зависимыми от найденных решений. Таким образом, паре ком-
плексно сопряженных корней соответствуют два вещественных линей-
но независимых частных решения.

3) Если среди характеристических чисел есть кратные корни, то в
этом случае вид фундаментальной системы решений зависит от того,
сколько существует собственных линейно независимых векторов, соот-
ветствующих одному кратному собственному значению.

Пусть λ1 — корень кратности k. Надо построить k линейно незави-
симых частных решений, соответствующих данному характеристиче-
скому числу.

Если существует k собственных линейно независимых векторов
(γ01i, . . . ,γ0ni), то существует k частных линейно независимых решений
вида

x1i = γ01ieλ1t, x2i = γ02ieλ1t, . . . , xni = γ0nieλ1t.
Если же существует l, 1 ⩽ l < k, собственных линейно независимых

векторов (γ01i, . . . ,γ0ni), то существует l частных линейно независимых
решений вида

x1i = γ01ieλ1t, x2i = γ02ieλ1t, . . . , xni = γ0nieλ1t, i = 1, l,
а также k − l частных линейно независимых решений вида

x1l+1 = (γ11j + γ01jt) eλ1t, . . . , xnl+1 = (γ1nj + γ0njt) eλ1t,
x1l+2 = (γ21j + γ11jt + γ01j t22 )eλ1t, . . . , xnl+2 = (γ2nj + γ1njt + γ0nj t22 ) eλ1t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x1k = (γk−l1j + γk−l−11j t + . . . + γ01j tk−l
(k − l)!) e

λ1t, . . . ,

xnk = (γk−lnj + γk−l−11j t + . . . + γ0nj tk−l
(k − l)!)e

λ1t,

где (γ01i, . . . ,γ0ni) — собственный вектор; (γ11i, . . . ,γ1ni) — первый присо-

единенный вектор; (γk−l1i , . . . ,γ
k−l
ni ) — (k − l)-й присоединенный вектор.

Пример 1.75. Решить систему дифференциальных уравнений

dx

dt
= x + z − y,

dy

dt
= x + y − z,

dz

dt
= 2x − y.
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△ Матрица системы имеет вид

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1

1 1 −1
2 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Составим и найдем корни характеристического уравнения:

CCCCCCCCCCCCC

1 − λ −1 1

1 1 − λ −1
2 −1 −λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0, (2 − λ) (1 − λ) (λ + 1) = 0⇒

⇒ λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1.
Все корни простые. Для каждого корня найдем соответствующий

ему собственный вектор. Для нахождения собственного вектора
[α1,α2,α3]т, соответствующего λ1 = 2, найдем фундаментальное ре-
шение однородной системы алгебраических уравнений

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

α2

α3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 1

1 −1 −1
2 −1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

α2

α3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Элементарными преобразованиями над строками матрицы A − 2E

приведем ее к трапециевидному виду:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 1

1 −1 −1
2 −1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 1

0 −2 0

0 −3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 1

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Поскольку ранг равен двум, то имеем две базисные переменные
и одну свободную. Приняв переменные α1 и α2 за базисные, а α3 за
свободную, выразим базисные через свободные: α1 + α2 = α3, α2 = 0.
Пусть α3 = 1, тогда α2 = 0, α1 = 1. Вектор [1, 0, 1]т является собствен-
ным, а решение системы дифференциальных уравнений x1 = e2t, y1 = 0,
z1 = e2t — частным.

Аналогично находим собственный вектор [β1,β2,β3]т для λ2 = 1:

(A −E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1

1 0 −1
2 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1

1 0 −1
2 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1

0 −1 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1

0 −1 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1 = β3,

β2 = β3.

Пусть β3 = 1, тогда β2 = 1 и β1 = 1. Вектор [1, 1, 1]т — собственный,
решение x2 = et, y2 = et, z2 = et — частное.

Наконец, находим собственный вектор[γ1,γ2,γ3]т для λ3 = −1:

(A +E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ1
γ2
γ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1

1 2 −1
2 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ1
γ2
γ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
;

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1

1 2 −1
2 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1
0 −5 3

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
γ1 + 2γ2 = γ3,
5γ2 = 3γ3.

Пусть γ3 = −5, тогда γ2 = −3 и γ1 = 1. Вектор [1,−3,−5]т — соб-
ственный, решение x3 = e−t, y3 = −3e−t, z3 = −5e−t — частное.

Найдено три частных решения, другими словами, построена фун-
даментальная система решений однородной линейной системы диффе-
ренциальных уравнений, по теореме 1.8 общее решение имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1e
2t +C2e

t +C3e
−t,

y = C2et − 3C3e−t,
z = C1e2t +C2et − 5C3e−t.

▲

Пример 1.76. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= 2x + y,

dy

dt
= x + 3y − z,

dz

dt
= 2y + 3z − x.

△ Запишем систему дифференциальных уравнений в векторной
форме:

d

dt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0

1 3 −1
−1 2 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

2 − λ 1 0

1 3 − λ −1
−1 2 3 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0, (2 − λ) (λ2 − 6λ + 8) = 0 ⇒

⇒ λ1 = 2, λ2 = 3 + i, λ3 = 3 − i.

Все корни простые, но есть комплексно-сопряженные.
Собственный вектор [α1,α2,α3], соответствующий λ1 = 2, найдем

аналогично предыдущему примеру 1.75:

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

α2

α3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A − 2E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 2 −1
−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 2 −1
−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 2 −1
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1
0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α1 + 2α2 = α3,

α2 = 0.
Пусть α3 = 1, тогда α2 = 0, α1 = 1. Вектор [1, 0, 1]т является соб-

ственным, а решение системы дифференциальных уравнений x1 = e2t,
y1 = 0, z1 = e2t — частным.

Для λ2 = 3 + i имеем матрицу системы линейных алгебраических
уравнений с комплексными коэффициентами

A − (3 + i)E = B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 + i 1 0

1 −i −1
−1 2 −i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Если корень характеристического уравнения простой, то ненулевой
столбец, составленный из алгебраических дополнений к какой-либо
строке матрицы B, является собственным вектором. Этот метод по-
иска собственных векторов эффективен, если корни комплексные. По-
считаем алгебраические дополнения к первой строке матрицы B:

B11 = ∣−i −1
2 −i∣ = 1, B12 = − ∣ 1 −1

−1 −i∣ = 1 + i, B13 = ∣ 1 −i
−1 2

∣ = 2 − i.

Таким образом, [1, 1 + i, 2 − i]т — собственный вектор, а частное
решение имеет вид

x = e(3+i)t, y = (1 + i)e(3+i)t, z = (2 − i)e(3+i)t.
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Поскольку исходная система имеет вещественные коэффициенты, то
решение, соответствующее корню λ3 = 3−i, можно не искать; оно будет
комплексно сопряженным с найденным решением. За два веществен-
ных решения надо взять вещественную и мнимую части найденного
комплексного решения. Так как e(3+i)t = e3t(cos t + i sin t), то

x2 = Re e3+it = e3t cos t,

y2 = Re(1 + i)e3+it = e3t cos t − sin t,

z2 = Re(2 − i)e3+it = e3t2 cos t + sin t,

x3 = Im e3+it = e3t sin t,

y3 = Im(1 + i)e3+it = e3t cos t + sin t,

z3 = Im(2 − i)e3+it = e3t − cos t + sin t.

Общее решение выражается через линейно независимые частные
решения:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1e
2t +C2e

3t cos t +C3e
3t sin t,

y = (C2 +C3)e3t cos t + (−C2 +C3)e3t sin t,
z = C1e

2t + (2C2 +C3)e3t cos t + (C2 +C3)e3t sin t.
▲

Пример 1.77. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= 4x − y − z,

dx

dt
= x + 2y − z,

dx

dt
= x − y + 2z.

△ Матрица системы равна

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 −1 −1
1 2 −1
1 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

4 − λ −1 −1
1 2 − λ −1
1 −1 2 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0, 2 − λ22 − λ = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2 = λ3 = 3.
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Корень λ1 = 2 простой, а корень λ2 = 3 кратности 2. Собственный век-
тор [α1,α2,α3]т, соответствующий λ1 = 2, найдем аналогично примеру
1.75:

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

α2

α3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A − 2E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0

1 0 −1
1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0

1 0 −1
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α1 −α2 = 0,

α2 = α3.

Пусть α3 = 1, тогда α2 = 1, α1 = 1. Вектор [1, 1, 1]т является соб-
ственным, а частное решение системы дифференциальных уравнений
имеет вид

x1 = e2t, y1 = e2t, z1 = e2t.

Для корня λ2 = 3 кратности 2 определим линейно независимые соб-
ственные векторы. Для этого найдем фундаментальную систему реше-
ний следующей системы линейных алгебраических уравнений:

(A − 3E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A − 3E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1
1 −1 −1
1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1
0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Поскольку ранг матрицы равен единице, то имеем одну базисную пере-
менную и две свободные. Приняв переменную β1 за базисную, а β2, β3

за свободные, выразим базисную через свободные: β1 = β2 +β3.
Существует два линейно независимых собственных вектора, найдем

их. Пусть β2 = 1 и β3 = 0, тогда β1 = 1, вектор [1, 1, 0]т является
собственным. Пусть β2 = 0 и β3 = 1, тогда β1 = 1, вектор [1, 0, 1]т
является собственным.

Двум линейно независимым собственным векторам для одного кор-
ня соответствуют два линейно независимых частных решения:

x2 = e3t, y2 = e3t, z2 = 0 и x3 = e3t, y3 = 0, z3 = e3t.
Общее решение выражается через линейно независимые частные

решения: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1e2t +C2e3t +C3e3t,

y = C1e
2t +C2e

3t,

z = C1e2t +C3e3t.

▲
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Пример 1.78. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y − 2z − x,

dy

dt
= 4x + y,

dz

dt
= 2x + y − z.

△ Матрица системы:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 −2
4 1 0

2 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

−1 − λ 1 −2
4 1 − λ 0

2 1 −1 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1.

Корень λ1 = 1 простой, а корень λ2 = −1 кратности 2.
Собственный вектор [α1,α2,α3]т, соответствующий λ1 = 2, находим

аналогично примеру 1.75:

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1

α2

α3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A − 2E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 −2
4 0 0

2 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 −2
4 0 0

2 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 −4
2 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 −2
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α1 = 0,

α2 = 2α3.

Пусть α3 = 1, тогда α2 = 2, α1 = 0. Вектор [0, 2, 1]т является соб-
ственным, а решение системы дифференциальных уравнений x1 = 0,
y1 = 2et, z1 = et — частным.

Для корня λ2 = −1 кратности 2 определим линейно независимые
собственные векторы. Для этого найдем фундаментальную систему ре-
шений следующей системы линейных алгебраических решений:

(A +E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A +E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −2
4 2 0

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −2
2 1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Поскольку ранг матрицы равен двум, то имеем две базисные пере-
менные и одну свободную. Приняв переменную β1,β2 за базисные, а
β3 за свободную, выразим базисные через свободную:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1 = −β3,

β2 = 2β3.

Существует один линейно независимый собственный вектор. Пусть
β3 = 1, тогда β1 = −1, β2 = 2. Вектор [−1, 2, 1]т является собственным,
а решение системы дифференциальных уравнений x2 = −e−t, y2 = 2e−t,
z2 = e−t — частным.

Поскольку кратному корню соответствует только один собственный
вектор, то для нахождения еще одного частного решения надо найти
первый присоединенный вектор к найденному собственному (собствен-
ные векторы и присоединенные образуют базис).

Для нахождения первого присоединенного вектора к собственному
вектору [−1, 2, 1]т найдем какое-либо решение неоднородной системы
алгебраических уравнений

(A +E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1
1

β1
2

β1
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Элементарными преобразованиями над строками расширенной матри-
цы системы алгебраических уравнений приведем ее к трапециевидному
виду:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −2 −1
4 2 0 2
2 1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −2 −1
2 1 0 1
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1
2 = 2β1

3 − 1,

2β1
1 +β1

2 = 1.
Пусть β1

3 = 1, тогда β1
1 = 0, β1

2 = 1, вектор [0, 1, 1]т является первым
присоединенным к собственному вектору [−1, 2, 1]т. Частное решение
имеет вид

x3 = −te−t, y3 = (2t + 1)e−t, z3 = (t + 1)e−t.
Общее решение выражается через линейно независимые частные

решения: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = (−C2 −C3t)e−t,
y = 2C1e

t + (2C2 +C3(2t + 1)) e−t,
z = C1et + (C2 +C3(t + 1)) e−t.

▲
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Пример 1.79. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= 4x − y,

dy

dt
= 3x + y − z,

dz

dt
= x + z.

△ Матрица системы:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 −1 0

3 1 −1
1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

4 − λ −1 0

3 1 − λ −1
1 0 1 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 2.

Корень λ1 = 2 кратности 3. Для него определим линейно независимые
собственные векторы. Для этого найдем фундаментальную систему ре-
шений следующей системы линейных алгебраических уравнений:

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A − 2E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0

3 −1 −1
1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0

3 −1 −1
1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1

0 −1 2

0 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1

0 −1 2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Поскольку ранг матрицы равен двум, то имеем две базисные пере-
менные и одну свободную. Приняв переменные β1, β2 за базисные, а
β3 за свободную, выразим базисные через свободные:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1 = β3,

β2 = 2β3.

Существует один линейно независимый собственный вектор. Пусть
β3 = 1, тогда β1 = 1, β2 = 2. Вектор [1, 2, 1]т является собственным,
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а решение системы дифференциальных уравнений x1 = e2t, y1 = 2e2t,
z1 = e2t — частным.

Поскольку кратному корню соответствует только один собственный
вектор, то для нахождения частных решений надо найти первый и вто-
рой присоединенные векторы к найденному собственному (собственные
векторы и присоединенные образуют базис).

Для нахождения первого присоединенного вектора к собственному
вектору [1, 2, 1]т найдем какое-либо решение неоднородной системы
алгебраических уравнений

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1
1

β1
2

β1
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Элементарными преобразованиями над строками расширенной матри-
цы системы алгебраических уравнений приведем ее к трапециевидному
виду:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0 1
3 −1 −1 2
1 0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 1

0 −1 2 −1
0 −1 2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 1
0 −1 2 −1
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β1
1 = 1 +β1

3,

β1
2 = 1 + 2β1

3.

Пусть β1
3 = 0, тогда β1

1 = 1, β1
2 = 1, вектор [1, 1, 0]т является первым

присоединенным к собственному вектору [1, 2, 1]т. Частное решение
имеет вид

x2 = (t + 1)e2t, y2 = (2t + 1)e2t, z2 = te2t.

Для нахождения второго присоединенного вектора к первому при-
соединенному вектору [1, 1, 0]т найдем какое-либо решение неоднород-
ной системы алгебраических уравнений

(A − 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β2
1

β2
2

β2
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Элементарными преобразованиями над строками расширенной матри-
цы системы алгебраических уравнений приведем ее к трапециевидному
виду:
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0 1
3 −1 −1 1
1 0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 0
0 −1 2 1
0 −1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 0
0 −1 2 1
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒

⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
β2
1 = β2

3,

β2
2 = −1 + 2β2

3.

Пусть β2
3 = 0, тогда β2

1 = 0, β2
2 = −1, вектор [0,−1, 0]т является вто-

рым присоединенным к первому присоединенному вектору [1, 1, 0]т,
который в свою очередь является первым присоединенным к собствен-
ному вектору [1, 2, 1]т. Частное решение имеет вид

x3 = (t
2

2
+ t) e2t, y2 = (t

2

2
+ t − 1) e2t, z2 = t2

2
e2t.

Общее решение выражается через линейно независимые частные
решения:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = (C1 +C2(t + 1) +C3 (t
2

2
+ t)) e2t,

y = (2C1 +C2(2t + 1) +C3(t2 + t − 1)) e2t,
z = (C1 +C2t +C3

t2

2
) e2t.

▲

Пример 1.80. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= −4y,

dy

dt
= x − 4y,

dz

dt
= x − 2y − 2z.

△ Матрица системы:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −4 0

1 −4 0

1 −2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

−λ −4 0

1 −4 − λ 0

1 −2 −2 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = −2.
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Корень λ1 = −2 кратности 3. Для него определим линейно независимые
собственные векторы. Для этого находим фундаментальную систему
решений следующей системы линейных алгебраических уравнений:

(A + 2E)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A + 2E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −4 0

1 −2 0

1 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Поскольку ранг матрицы равен одному, то имеем одну базисную
переменную и две свободные. Приняв переменные β2, β3 за свободные,
а β1 за базисную, выразим базисную через свободные: β1 = 2β2 + 0β3.
В качестве линейно независимых собственных векторов можно взять,
например, векторы β⃗0

1 = [2, 1, 0]т и β⃗0
2 = [0, 0, 1]т. Выбирая для отыс-

кания первого присоединенного вектора в качестве столбца свободных
членов координатный столбец одного из найденных векторов, получим
одну из систем:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −4 0 2
1 −2 0 1
1 −2 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
или

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −4 0 0
1 −2 0 0
1 −2 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Очевидно обе они несовместны. Это говорит о том, что мы плохо выбра-
ли базисные векторы β⃗0

1 и β⃗0
2. В нашем случае собственных векторов

получилась целая плоскость, но не каждый из них имеет присоеди-
ненный. Чтобы выбрать подходящий собственный вектор, в качестве
столбца свободных членов запишем общее решение однородной систе-
мы β1 = 2β2, β2 = β2, β3 = β3 и придадим такие значения свободным
неизвестным, чтобы полученная система была совместной. Расширен-
ная матрица системы выглядит так:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −4 0 2β2

1 −2 0 β2

1 −2 0 β3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Нетрудно убедиться, что для совместности полученной системы сле-
дует положить β3 = β2, например β3 = β2 = 1 (но ни в коем случае
не β3 = β2 = 0, поскольку собственный вектор не может быть нуле-
вым). Здесь первым собственным вектором в искомом базисе будет

β⃗0
1 = [2, 1, 1]т, для отыскания присоединенного к нему получаем одно

уравнение β1
1 − 2β1

2 = 1, которое имеет, например, в качестве частно-
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го решения вектор β⃗1 = [1, 0, 0]т. Третьим базисным вектором можно
оставить вектор β⃗0

2, так как векторы с координатами [2, 1, 1]т, [1, 0, 0]т
и [0, 0, 1]т являются линейно независимыми. Частными решениями ис-
ходного дифференциального уравнения являются следующие наборы
функций:

x1 = 2e−2t, y1 = e−2t, z1 = e−2t;
x2 = 2t + 1e−2t, y2 = te−2t, z2 = te−2t;

x3 = 0, y3 = 0, z3 = e−2t.
Общее решение выражается через линейно независимые частные

решения: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = (2C1 +C2(2t + 1))e−2t,
y = (C1 +C2t)e−2t,
z = (C1 +C2t +C3)e−2t.

▲

1.12.4. Метод вариации произвольных постоянных
(Метод Лагранжа)

По теореме 1.9 если известна фундаментальная система решений
однородной системы (1.88), то общее решение неоднородной системы
(1.87) может быть получено при помощи квадратур.

Решение системы (1.87) будем искать в виде

xk (t) =
n

∑
i=1Ci (t) zik, k = 1, . . . n,

где {zik} — фундаментальная система решения однородной системы
(1.88). Для нахождения Ci(t) приходим к следующей системе диффе-
ренциальных уравнений первого порядка:

n

∑
i=1Ci

′ (t) zik = fk (t) , k = 1, 2, . . . , n.

Для линейных систем с постоянными коэффициентами соответству-
ющая однородная система всегда интегрируется в элементарных функ-
циях, тогда, применяя метод вариации произвольных постоянных, все-
гда можно получить общее решение однородной системы, по крайней
мере в квадратурах, а иногда и в элементарных функциях.
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Пример 1.81. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2 − sin t

cos2t
+ cos t,

dx2

dt
= −x1 + 2x2 + 2x3 − 1

cos t
− sin t,

dx3

dt
= x1 + 1

cos t
+ sin t.

△ Вначале найдем общее решение соответствующей однородной
системы, используя метод исключения:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x′1 = x2,

x′2 = −x1 + 2x2 + 2x3,

x′3 = x1.

Продифференцируем второе уравнение системы и в полученное вы-
ражение подставим значения x′1, x′2 из первого и третьего уравнений
исходной системы:

x′′2 = −x′1 + 2x′2 + 2x′3 =
= −x2 + 2 (−x1 + 2x2 + 2x3) + 2x1 = 3x2 + 4x3 ⇒ (1.93)

⇒ x3 = 1

4
(x2
′′ − 3x2) .

Выразим из второго уравнения данной системы x1 и подставим x3 в
полученное выражение:

x1 = −x2
′ + 2x2 + 2x3 =

= −x2
′ + 2x2 + 2

4
(x2
′′ − 3x2) = 1

2
(x2
′′ − 2x2

′ + x2) . (1.94)

Продифференцируем тождество (1.93):

x′′′2 = 3x′2 + 4x′3.
Далее, учитывая третье уравнение данной системы и выражение (1.94),

x′′′2 = 3x′2 + 4x′3 = 3x′2 + 2x2 − 4x′2 + 2x′′2 ,
получим линейное однородное дифференциальное уравнение третьего
порядка с постоянными коэффициентами
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x2
′′′ − x2

′′ + x2
′ − 2x2 = 0,

для решения которого составим соответствующее характеристическое
уравнение и найдем его корни:

λ3 − 2λ2 + λ − 2 = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2,3 = ±i.
Отсюда x2 = C1e

2t +C2 cos t +C3 sin t. Используя полученные выше вы-
ражения для x1, x3, получим:

x1 = 1

2
(x2 − x2

′ + x2
′′) = 1

2
C1e

2t +C2 sin t −C3 cos t,

x3 = 1

4
(x2
′′ − 3x2) = 1

4
C1e

2t −C2 cos t −C3 sin t.

Общее решение соответствующей однородной системы будет

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1

2
C1e2t +C2 sin t −C3 cos t,

x2 = C1e
2t +C2 cos t +C3 sin t,

x3 = 1

4
C1e2t −C2 cos t −C3 sin t.

Таким образом, общее решение будем искать в виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1

2
C1 (t) e2t +C2 (t) sin t −C3 (t) cos t,

x2 = C1 (t) e2t +C2 (t) cos t +C3 (t) sin t,
x3 = 1

4
C1 (t) e2t −C2 (t) cos t −C3 (t) sin t.

Для нахождения C1(t), C2(t), C3(t) составим систему

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
C1
′ (t) e2t +C2

′ (t) sin t −C3
′ (t) cos t = − sin t

cos2t
+ cos t,

C1
′ (t) e2t +C2

′ (t) cos t +C3
′ (t) sin t = − 1

cos t
− sin t,

1

4
C1
′ (t) e2t −C2

′ (t) cos t −C3
′ (t) sin t = 1

cos t
+ sin t
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и решаем ее: C1
′ (t) = 0⇒ C1 (t) = C1; далее

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C2
′ (t) sin t −C3

′ (t) cos t = − sin t

cos2t
+ cos t,

C2
′ (t) cos t +C3

′ (t) sin t = − 1

cos t
− sin t,

откуда

C2
′ (t) = − sin2t

cos2t
− 1 ⇒ C2 (t) = − tg t +C2,

C3
′ (t) = −1 ⇒ C3 (t) = −t +C3.

Ответ:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1

2
C1e2t + (C2 − tg t) sin t + (t −C3) cos t,

x2 = C1e
2t + (C2 − tg t) cos t + (C3 − t) sin t,

x3 = 1

4
C1 (t) e2t + (tg t −C2) cos t + (t −C3) sin t. ▲

Пример 1.82. Решить систему дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x3 − sin3t

cos6t
,

dx3

dt
= −x1 − x2 − x3.

△ Вначале найдем общее решение соответствующей однородной
системы ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = −x1 − x2 − x3.

Матрица системы имеет вид

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

−1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Составим и решим характеристическое уравнение:

CCCCCCCCCCCCC

−λ 1 0

0 −λ 1

−1 −1 −1 − λ

CCCCCCCCCCCCC
= 0, (1 + λ)(λ2 + 1) = 0 ⇒ λ1 = −1, λ2 = i, λ3 = −i.

Все корни простые, аналогично примеру 1.76 находим собственные
векторы, используя алгебраические дополнения.

Для собственного значения λ1 = −1 имеем

D = A −E =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0

0 1 1

−1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Посчитаем алгебраические дополнения к первой строке матрицы D:
D11 = 1, D12 = −1, D13 = 1. Вектор [1,−1, 1]т является собственным, а
решение системы дифференциальных уравнений [1,−1, 1]тe−t — част-
ным.

Для собственного значения λ2 = i имеем

B = A − iE =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−i 1 0

0 −i 1

−1 −1 −1−i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Посчитаем алгебраические дополнения к первой строке матрицы B:
B11 = i, B12 = 1, B13 = −i. Таким образом, [i, 1,−i]т — собственный
вектор, а [i, 1,−i]тeit — частное решение.

Поскольку исходная система имеет вещественные коэффициенты,
то решение, соответствующее корню λ3 = −i, можно не искать, оно
будет комплексно-сопряженным с найденным решением. За два веще-
ственных решения надо взять вещественную и мнимую части найден-
ного комплексного решения. Поскольку eit = cos t + i sin t, то получим
частные решения ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− cos t
sin t

cos t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
и

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− sin t
− cos t
sin t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1 (t) e−t −C2 (t) cos t −C3 (t) sin t,
x2 = −C1 (t) e−t +C2 (t) sin t −C3 (t) cos t,
x3 = C1 (t) e−t +C2 (t) cos t +C3 (t) sin t.
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Для нахождения C1(t), C2(t), C3(t) получим систему дифференци-
альных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1
′ (t) e−t −C2

′ (t) cos t −C3
′ (t) sin t = 0,

−C1
′ (t) e−t +C2

′ (t) sin t −C3
′ (t) cos t = − sin3t

cos6t
,

C1
′ (t) e−t +C2

′ (t) cos t +C3
′ (t) sin t = 0,

решая которую, находим:

C1
′ (t) = 0 ⇒ C1 (t) = C1,

C2
′ (t) = − sin4t

cos6t
− 1⇒ C2 (t) = −

�
tg4 td(tg t) = −tg5 t

5
+C2,

C3
′ (t) = sin3t

cos5t
⇒ C3 (t) =

�
tg3 td(tg t) = tg4 t

4
+C3.

Ответ:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1e
−t + (tg5 t

5
−C2) cos t − (tg

4 t

4
+C3) sin t,

x2 = −C1e
−t + (C2 − tg5 t

5
) sin t − (tg4 t

4
+C3) cos t,

x3 = C1e−t + (C2 − tg5 t

5
) cos t + (tg4 t

4
+C3) sin t.

▲

1.13. НАХОЖДЕНИЕ РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ
В ВИДЕ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

Предположим, что коэффициенты p1(x), p2(x) и свободный член
f(x) линейного уравнения

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = f(x) (1.95)

можно разложить в степенные ряды по степеням x − x0 в некоторой
окрестности точки x0. Тогда ∀ y0 ∈ R, ∀ y′0 ∈ R задача Коши для этого
уравнения с начальными условиями

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0
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имеет единственное решение, также представимое в той же окрестности
точки x0 степенным рядом по степеням x − x0. Это решение имеет вид

y = y0 + y′0(x − x0) + a2(x − x0)2 + a3(x − x0)3 + . . . . (1.96)

Для нахождения коэффициентов a2, a3, . . . в уравнении (1.95) сле-
дует разложить в степенные ряды функции p1(x), p2(x), f(x), подста-
вить вместо y ряд (1.96), вместо y′, y′′ — производные ряда (1.96), по-
лученные почленным дифференцированием, и выполнить соответству-
ющие действия с рядами. Далее следует приравнять в левой и правой
частях уравнения коэффициенты при одинаковых степенях x − x0. Из
возникающих уравнений определяются искомые коэффициенты.

Аналогично находятся в виде степенных рядов решения задач Ко-
ши для линейных уравнений любого порядка, а также для линейных
систем уравнений.

Пример 1.83. Найти в виде соответствующего степенного ряда
решение задачи Коши

y′′ + sinxy′ + cosx2y = ln(1 − x), y(0) = y′(0) = 0.

△ Воспользуемся разложениями

sinx = x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ . . . ,

cosx2 = 1 − x4

2!
+ x8

4!
− x12

6!
+ . . . ,

ln(1 − x) = −x − x2

2
− x3

3
− x4

4
− . . . .

Окрестностью точки x0 = 0, в которой все три разложения спра-
ведливы одновременно, является интервал ∣x∣ < 1. Эти разложения, а
также разложения

y = a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + . . . ,

y′ = 2a2x + 3a3x
2 + 4a4x

3 + . . . ,

y′′ = 1 ⋅ 2a2 + 2 ⋅ 3a3x + 3 ⋅ 4a4x2 + . . .

подставим в исходное уравнение:

1 ⋅ 2a2 + 2 ⋅ 3a3x + 3 ⋅ 4a4x2 + . . . + (x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ . . .) (2a2x + 3a3x

2+
+4a4x3 + . . .) + (1 − x4

2!
+ x8

4!
− x12

6!
+ . . .) (a2x2 + a3x

3 + a4x
4 + . . .) =

= −x − x2

2
− x3

3
− x4

4
− . . . .
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и
правой частях:

x0 ∶ 1 ⋅ 2a2 = 0,
x1 ∶ 2 ⋅ 3a3 = −1,
x2 ∶ 3 ⋅ 4a4 + 2a2 + a2 = −1

2
,

x3 ∶ 4 ⋅ 5a5 + 3a3 + a3 = −1
3
,

x4 ∶ 5 ⋅ 6a6 + 4a4 − 2a2

3!
+ a4 = −1

4
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отсюда последовательно находим:

a2 = 0, a3 = −1
6
, a4 = − 1

24
, a5 = 1

60
, a6 = − 1

720
, . . . .

Продолжая процесс, сможем найти любое количество коэффициен-
тов. Можно попытаться найти выражение для коэффициентов в об-
щем виде, однако это выражение может оказаться весьма громоздким.
Здесь мы ограничимся найденными коэффициентами. Итак,

y = −x3

6
− x4

24
+ x5

60
− x6

720
+ . . . , ∣x∣ < 1. ▲

Ряд, выражающий решение задачи Коши, иногда удается просум-
мировать, т. е. представить в виде элементарной функции.

Пример 1.84. Найти в виде соответствующего степенного ряда
решение задачи Коши

y′′ + xy′ − xy = x2 − 2x − ex+2, y(−2) = 2, y′(−2) = −2,
и полученный ряд просуммировать.

△ Воспользуемся разложениями

x = −2 + (x + 2),
x2 − 2x − ex+2 = 7 − 7(x + 2) + (x + 2)2

2
− (x + 2)3

3!
− (x + 2)4

4!
− . . . ,

справедливыми при ∣x + 2∣ < ∞.
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Эти разложения, а также разложение

y = 2 − 2(x + 2) + a2(x + 2)2 + a3(x + 2)3 + a4(x + 2)4 + . . .

вместе с его производными подставляем в исходное уравнение:

1 ⋅ 2a2 + 2 ⋅ 3a3(x + 2) + 3 ⋅ 4a4(x + 2)2 + 4 ⋅ 5a5(x + 2)3 + . . . +
+(−2 + (x + 2))(−2 + 2a2(x + 2) + 3a3(x + 2)2 + 4a4(x + 2)3 + . . .)−

−(−2 + (x + 2))(2 − 2(x + 2) + a2(x + 2)2 + a3(x + 2)3 + . . .) =
= 7 − 7(x + 2) + (x + 2)2

2
− (x + 2)3

3!
− (x + 2)4

4!
− (x + 2)5

5!
− . . . .

Выполняем соответствующие действия с рядами и приравниваем
коэффициенты слева и справа при одинаковых степенях x + 2:

(x + 2)0 ∶ 1 ⋅ 2a2 + 4 + 4 = 7,

(x + 2)1 ∶ 2 ⋅ 3a3 − 4a2 − 2 − 4 − 2 = −7,
(x + 2)2 ∶ 3 ⋅ 4a4 − 2 ⋅ 3a3 + 2a2 + 2a2 + 2 = 1

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Из возникающих равенств последовательно находим:

a2 = −1
2
, a3 = − 1

2 ⋅ 3, a4 = −
1

2 ⋅ 3 ⋅ 4, . . . .
Продолжая дальше находить коэффициенты, получим для всех

n ⩾ 2 an = − 1

n!
, поэтому

y = 2 − 2(x + 2) − (x + 2)2
2!

− (x + 2)3
3!

− (x + 2)4
4!

− . . . =

= 1 − x − (1 + (x + 2)
1!

+ (x + 2)2
2!

+ (x + 2)3
3!

+ . . .) = 1 − x − ex+2. ▲

Пример 1.85. Найти в виде соответствующих степенных рядов
решение задачи Коши для системы

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′1 = sinx ⋅ y1 + 4xy2 − 6x sinx − 4x + 2,

y′2 = sinx ⋅ y1 + 2xy2 − 4x sinx − 2x + cosx,
y1(0) = 0, y2(0) = 1.
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△ Подставим в уравнения системы

y1 = a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . . ,

y2 = 1 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . . ,

y′1 = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + . . . ,

y′2 = b1 + 2b2x + 3b3x
2 + . . . ,

sinx = x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . . ,

cosx = 1 − x2

2!
+ x4

4!
+ . . .

и в результате (при ∣x∣ < ∞) получим:

a1 + 2a2x + 3a3x
2 + . . . = (x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . .) (a1x + a2x

2 + a3x
3 + . . .)+

+4x(1 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . .) − 6x(x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . .) − 4x + 2,

b1 + 2b2x + 3b3x
2 + . . . = (x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . .) (a1x + a2x

2 + a3x
3 + . . .)+

+2x(1 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . .) − 4x(x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . .) − 2x+

+1 − x2

2!
+ x4

4!
+ . . . .

Далее приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x:

x0 ∶ a1 = 2,

b1 = 1,

x1 ∶ 2a2 = 4 − 4,

2b2 = 2 − 2,

x2 ∶ 3a3 = a1 + 4b1 − 6,

3b3 = a1 + 2b1 − 4 − 1

2!
,

x3 ∶ 4a4 = a2 + 4b2,

4b4 = a2 + 2b2,

x4 ∶ 5a5 = a3 − a1

3!
+ 4b3 + 6

3!
,

5b5 = a3 − a1

3!
+ 2b3 + 4

3!
+ 1

4!
.
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Отсюда

a1 = 2, b1 = 1, a2 = b2 = a3 = 0, b3 = − 1

3!
, b4 = a4 = a5 = 0, b5 = 1

5!
.

Чтобы лучше понять возникающую закономерность, следует анало-
гично найти еще некоторое количество коэффициентов. В результате
получим:

a6 = a7 = . . . = 0, b6 = b8 = b10 = . . . = 0, b7 = − 1

7!
, b9 = 1

9!

и т. д. Следовательно,

y1 = 2x, y2 = 1 + x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ . . . = 1 + sinx. ▲

1.14. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ
УСТОЙЧИВОСТИ

Пусть для нормальной системы дифференциальных уравнений в
векторной форме

dx⃗

dt
= f⃗(t, x⃗), (1.97)

t ∈ R, x⃗(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ∈ Rm, выполнены условия теоремы
существования и единственности решения и заданы начальные условия

x⃗(t0) = x⃗0. (1.98)

Решение начальной задачи (1.97), (1.98)

x⃗ = ϕ⃗(t), (1.99)

определенное для t ⩾ t0, будем считать невозмущенным решением, а
(1.98) — невозмущенным начальным условием.

З ам е ч а н и е 1.4. В качестве невозмущенного решения можно взять
любое решение, но после выбора считать невозмущенным можно толь-
ко его.

Наряду с (1.98) рассмотрим возмущенное начальное условие

x⃗(t0) = x⃗0 +Δx⃗0 = ξ⃗0, (1.100)
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где Δx⃗0 — начальное возмущение. Начальному условию (1.100) соот-
ветствует другое частное решение:

x⃗ = x⃗(t). (1.101)

Определение 1.20. Невозмущенное решение x⃗ = ϕ⃗(t) системы
(1.97), определенное при t ⩾ t0, называется устойчивым по Ляпу-
нову, если для любого сколь угодно малого ε > 0 существует число
δ(ε, t0) > 0 такое, что как только ∥Δx⃗0∥ ⩽ δ, то ∥ϕ⃗(t) − x⃗(t)∥ ⩽ ε для
∀ t ⩾ t0.

З ам е ч а н и е 1.5. ∥x⃗∥ = ( n

∑
i=1 x2

i)
1

2

. При n = 1 ∥x∥ = ∣x∣.
Из определения следует, что если немного изменить начальное усло-

вие, то и решение мало изменится. Если же малое изменение началь-
ного условия влечет за собой сильное изменение решения, то такое
решение не является устойчивым.

Определение 1.21. Невозмущенное решение x⃗ = ϕ⃗(t) системы
(1.97) называется неустойчивым по Ляпунову, если для любого
δ > 0 и некоторых ε > 0 и t0 существует решение x⃗(t) этой систе-
мы и момент времени t1 = t1(δ, ε) > t0 такие, что ∥Δx⃗0∥ ⩽ δ, но∥ϕ⃗(t) − x⃗(t)∥ ⩾ ε.

Определение 1.22. Невозмущенное решение x⃗ = ϕ⃗(t) системы
(1.97) называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво
по Ляпунову и, кроме того, выполнено условие

lim
t→+∞ ∥ϕ⃗(t) − x⃗(t)∥ = 0. (1.102)

Условие (1.102) означает, что возмущенное решение (1.101) с ростом
t неограниченно приближается к невозмущенному решению (1.99).

З ам е ч а н и е 1.6. Исследование устойчивости решения x⃗ = ϕ⃗(t)
(1.99) системы (1.97) можно свести к исследованию устойчивости ну-
левого решения y ≡ 0 другой системы, полученной из (1.97) с помощью
замены x⃗ = y⃗ + ϕ⃗(t).

Пример 1.86. Выяснить, устойчиво ли решение уравнения x′ = −x,
если начальное условие имеет вид x(0) = 0.

△ Любое решение данного уравнения с начальным условием x(0) =
= x0 принимает вид x = x0e

−t. Заданному начальному условию x(0) = 0
удовлетворяет решение x ≡ 0, т. е. невозмущенное решение ϕ(t) = 0.
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Разность x(t) − ϕ(t) = x0e−t − 0 = x0e−t. Для любого ε > 0 существует
такое δ > 0, что при всех ∣x0∣ ⩽ δ и любых t > 0 получаем ∣x(t) −ϕ(t)∣ =
= ∣x0∣e−t ⩽ ∣x0∣ ⩽ δ = ε. Решение x = 0 устойчиво. Поскольку, кроме того,
x(t) = x0e

−t стремится к нулю при t, стремящемся к +∞, то решение
устойчиво асимптотически. ▲

Пример 1.87. Исходя из определения устойчивости по Ляпунову,
выяснить, устойчиво ли решение уравнения x′ = x с начальным усло-
вием x(0) = 0.

△ Решая данное уравнение, находим, что его решение с началь-
ным условием x(0) = x0 можно представить в виде x(t) = x0et. Решение
x ≡ 0 удовлетворяет условию x(0) = 0, т. е. ϕ(t) ≡ 0. При любых x0 ≠ 0

разность x(t) −ϕ(t) = x0e
t стремится к бесконечности при t, стремя-

щемся к +∞. Каким бы малым по абсолютной величине ни было x0 ≠ 0,
∣x(t) −ϕ(t)∣ = ∣x0∣et > ε. Следовательно, решение x ≡ 0 неустойчиво. ▲

Пример 1.88. Используя определение устойчивости по Ляпунову,
выяснить, при каких p устойчиво решение уравнения

dx

dt
= p

t
x (1.103)

с начальным условием x(1) = 0.

△ Решив заданное уравнение с разделяющимися переменными, по-
лучаем, что его решение с начальным условием x(1) = x0 имеет вид
x(t) = x0tp. Решение x(t) ≡ 0 удовлетворяет условию x(1) = 0, т. е.
ϕ(t) = 0. Возьмем любое ε > 0 и рассмотрим разность

x(t) −ϕ(t) = x0t
p. (1.104)

При p = 0 для всех t ⩾ t0 = 1 из (1.104) следует, что существует δ > 0,
например δ = ε, такое, что при выполнении ∣Δx0∣ = ∣x0 − 0∣ = ∣x0∣ ⩽ δ = ε
имеем ∣x(t) − ϕ(t)∣ = ∣x0∣tp = ∣x0∣ ⩽ ε. Согласно определению 1.20, это
означает, что решение ϕ(t) ≡ 0 уравнения (1.103) устойчиво.

При p < 0 модуль разности ∣x(t) −ϕ(t)∣ = ∣x0∣tp стремится к нулю и
может быть сделан меньше любого наперед заданного ε, если ∣Δx0∣ == ∣x0∣ ⩽ δ при t, стремящемся к бесконечности. Согласно определению
1.22, это означает, что решение ϕ(t) = 0 уравнения (1.103) при p < 0

асимптотически устойчиво.
При p > 0 ∣x(t)−ϕ(t)∣ = ∣x0∣tp стремится к бесконечности при t, стре-

мящемся к бесконечности, каким бы малым по абсолютной величине
ни было x0 ≠ 0.
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Итак, решение ϕ(t) = 0 уравнения (1.103) устойчиво при p ⩽ 0,
причем для p < 0 асимптотически, и неустойчиво при p > 0.▲

Пример 1.89. Выяснить, устойчиво ли решение системы

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x2,

dx2

dt
= x1

(1.105)

с начальными условиями

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1(0) = 0,

x2(0) = 0.
(1.106)

△ Решим систему (1.105) с начальными условиями

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1(0) = x10,

x2(0) = x20

(1.107)

методом исключения. Дифференцируя первое уравнение (1.105) и под-

ставляя
dx2

dt
из второго уравнения (1.105), получим

d2x1

dt2
= −dx2

dt
= −x1.

Для уравнения
d2x1

dt2
= −x1 (1.108)

составляем характеристическое уравнение λ2+1 = 0 и находим его кор-
ни λ1,2 = ±i. Отсюда имеем решение системы (1.105):

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x1 = C1 cos t +C2 sin t,

x2 = −dx1

dt
= C1 sin t −C2 cos t.

(1.109)

Из (1.109), (1.107) находим C1 = x10, C2 = −x20. Решение (1.105),
(1.107) имеет вид ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1 = x10 cos t − x20 sin t,

x2 = x10 sin t + x20 cos t.
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Решение системы (1.105) с начальными условиями (1.106):

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 = 0,

x2 = 0.
(1.110)

Для ∀ε > 0 ∃δ = ε/2 > 0 такое, что при ∀t > 0 из неравенств ∣x10∣ ⩽ δ,∣x20∣ ⩽ δ следует ∣x1−0∣ = ∣x10 cos t−x20 sin t∣ ⩽ ∣x10∣+∣x20∣ ⩽ 2δ = ε, ∣x2−0∣ == ∣x10 sin t + x20 cos t∣ ⩽ ∣x10∣ + ∣x20∣ ⩽ 2δ = ε, т. е. выполнено определение
устойчивости. Решение (1.110) — устойчиво. ▲

Устойчивость линейных стационарных систем

Поскольку решения линейной системы

dx⃗

dt
= Ax⃗, (1.111)

где A — постоянная матрица размерности n × n или все одновремен-
но устойчивы или неустойчивы, то линейную систему (1.111) обычно
называют устойчивой, асимптотически устойчивой или неустойчивой в
зависимости от того, являются ли ее решения устойчивыми, асимпто-
тически устойчивыми или неустойчивыми.

Условия устойчивости системы (1.111) определяются характеристи-
ческими (собственными) числами матрицы A, т. е. корнями характе-
ристического уравнения

∣λE −A∣ = λn + a1λ
n−1 + . . . + an = 0. (1.112)

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1.10. Для того чтобы решения системы (1.111) бы-
ли асимптотически устойчивыми, необходимо и достаточно, что-
бы действительные части всех собственных чисел матрицы A были
отрицательны.

Пример 1.90.Исследовать на устойчивость решения системы диф-
ференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −3x1,

dx2

dt
= −3x2.
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△ Составим характеристическое уравнение заданной системы и
найдем его корни:

∣λE −A∣ = ∣ λ + 3 0

0 λ + 3
∣ = (λ + 3)2 = 0,

λ1 = λ2 = −3.
Решения системы асимптотически устойчивы, так как оба собствен-

ных значения матрицы A отрицательны. ▲
Теорема 1.11. Решения системы (1.111) тогда и только тогда

являются устойчивыми, когда действительные части собственных
чисел матрицы системы неположительны, причем числам с нулевой
действительной частью соответствуют одномерные клетки Жор-
дана в жордановой форме матрицы (таким числам соответствуют
простые элементарные делители).

Пример 1.91.Исследовать на устойчивость решения системы диф-
ференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 − 5x2,

dx2

dt
= x1 − x2.

△ Собственные числа матрицы коэффициентов данной системы
находим из уравнения

∣λE −A∣ = ∣ λ − 1 5

−1 λ + 1
∣ = λ2 + 4 = 0,

λ1 = −2i, λ2 = 2i.

Все решения данной системы устойчивы, так как корни характери-
стического уравнения чисто мнимые. ▲

Теорема 1.12. Решения системы (1.111) тогда и только тогда
являются неустойчивыми, когда среди собственных чисел матрицы
системы есть хотя бы одно число с положительной действитель-
ной частью или хотя бы одному собственному числу с нулевой дей-
ствительной частью соответствует неодномерная клетка Жордана
(такому числу соответствует непростой элементарный делитель).
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Пример 1.92.Исследовать на устойчивость решения системы диф-
ференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 4x1 − x2,

dx2

dt
= x1 + 2x2.

△ Корнями характеристического уравнения системы

∣λE −A∣ = ∣ λ − 4 1

−1 λ − 2
∣ = λ2 − 6λ + 8 = 0

являются положительные числа λ1 = 2, λ2 = 4. По теореме 1.12 решения
системы неустойчивы. ▲

Условия, при которых действительные части характеристических
чисел матрицы A отрицательны, т. е. при которых решения линейной
системы дифференциальных уравнений

dx⃗

dt
= Ax⃗

асимптотически устойчивы, можно находить по теореме Рауса – Гур-
вица.

Теорема 1.13. Действительные части всех корней уравнения

λn + a1λ
n−1 + . . . + an−1λ + an = 0

отрицательны тогда и только тогда, когда положительны все глав-
ные диагональные миноры матрицы Гурвица

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 1 0 0 0 0 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 1 0 0 0 0 . . . 0

a5 a4 a3 a2 a1 1 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . an

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т. е. когда

Δ1 = a1 > 0, Δ2 = ∣ a1 1

a3 a2
∣ > 0, Δ3 =

CCCCCCCCCCCCC

a1 1 0

a3 a2 a1
a5 a4 a3

CCCCCCCCCCCCC
> 0, . . .

. . . ,Δn = anΔn−1 > 0.
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Пример 1.93. Выяснить, при каких действительных значениях па-
раметров a и b решения системы уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1 + ax2 + bx3,

dx2

dt
= −ax1 − x2 + ax3,

dx3

dt
= −bx1 − ax2 − x3

асимптотически устойчивы.

△ Составим характеристическое уравнение заданной системы:

∣λE −A∣ =
CCCCCCCCCCCCC

λ + 1 −a −b
a λ + 1 −a
b a λ + 1

CCCCCCCCCCCCC
=

= λ3 + 3λ2 + (3 + 2a2 + b2)λ + (1 + 2a2 + b2) = 0. (1.113)

К полученному уравнению (1.113) применим критерий Рауса – Гур-
вица, составив матрицу Гурвица:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 0

1 + 2a2 + b2 3 + 2a2 + b2 3

0 0 1 + 2a2 + b2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Условия отрицательности действительных частей корней характе-
ристического уравнения (1.113) выполнены, так как Δ1 = 3 > 0,

Δ2 = ∣ 3 1

1 + 2a2 + b2 3 + 2a2 + b2
∣ = 8 + 4a2 + 2b2 > 0,

Δ3 =
CCCCCCCCCCCCC

3 1 0

1 + 2a2 + b2 3 + 2a2 + b2 3

0 0 1 + 2a2 + b2

CCCCCCCCCCCCC
=

= (1 + 2a2 + b2)(8 + 4a2 + 2b2) > 0

при любых действительных a и b.

Решения заданной системы асимптотически устойчивы при любых
действительных a и b.▲
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З ам е ч а н и е 1.7. Характеристическое уравнение (1.113) можно пред-
ставить в виде (λ + 1)(λ2 + 2λ + (1 + 2a2 + b2)) = 0 и найти корни

λ1 = −1, λ2,3 = −1 ±√b2 + 2a2i.

Критерий устойчивости по первому приближению

Определение 1.23. Если автономная система

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= f1(x1, x2, . . . , xn),

dx2

dt
= f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn

dt
= fn(x1, x2, . . . , xn)

(1.114)

с непрерывно дифференцируемыми правыми частями имеет нулевое
решение x1(t) ≡ 0, x2(t) ≡ 0, . . . , xn(t) ≡ 0, то система

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn,

dx2

dt
= a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn

dt
= an1x1 + an2x2 + . . . + annxn,

(1.115)

где akj = ∂

∂xj

fk(x1, x2, . . . , xn)∣(0,0, . . . ,0), k, j = 1, n, называется системой

первого приближения для системы (1.114).

По устойчивости нулевого решения системы первого приближения
(1.115) можно судить об устойчивости нулевого решения системы (1.114).

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1.14. Если все корни характеристического уравнения
системы первого приближения (1.115) имеют отрицательные дей-
ствительные части, то нулевое решение системы (1.114) асимпто-
тически устойчиво.

Теорема 1.15. Если хотя бы один из корней характеристиче-
ского уравнения системы первого приближения (1.115) имеет поло-
жительную действительную часть, то нулевое решение системы
(1.114) неустойчиво.
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Отметим, что эти теоремы оставляют невыясненными случаи, ко-
гда характеристическое уравнение матрицы системы (1.115), не имея
корней с положительными действительными частями, имеет корни с
действительными частями, равными нулю, т. е. когда корни являются
чисто мнимыми числами или равны нулю.

Пример 1.94. Исследовать устойчивость тривиального решения
x1(t) = x2(t) = 0 системы уравнений возмущенного движения

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 4 sinx1 + x2,

dx2

dt
= x1 + x2 + x3

1x2.

(1.116)

△ Найдем элементы матрицы системы первого приближения:

a11 = ∂

∂x1

(4 sinx1 + x2)∣(0,0) = 4,

a12 = ∂

∂x2

(4 sinx1 + x2)∣(0,0) = 1,

a21 = ∂

∂x1

(x1 + x2 + x3
1x2)∣(0,0) = 1,

a22 = ∂

∂x2

(x1 + x2 + x3
1x2)∣(0,0) = 1.

Система первого приближения имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 4x1 + x2,

dx2

dt
= x1 + x2.

(1.117)

Составим характеристическое уравнение системы (1.117):

∣ λ − 4 −1
−1 λ − 1

∣ = λ2 − 5λ + 3 = 0

и найдем его корни: λ1,2 = 5 ±√13

2
> 0. На основании теоремы 1.15

заключаем, что тривиальное решение x1(t) = x2(t) = 0 неустойчиво. ▲
З ам е ч а н и е 1.8. Элементы матрицы системы первого приближе-

ния A можно найти, используя разложения элементарных функций по
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формуле Тейлора и оставляя в этих разложениях лишь слагаемые по-
рядка не выше первого.

Пример 1.95. Исследовать устойчивость нулевого решения x1(t) == x2(t) = x3(t) = 0 системы уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= ex1 − e−3x3,

dx2

dt
= 4x3 − 3 sin(x1 + x2),

dx3

dt
= ln(1 + x3 − 3x1).

(1.118)

△ Разложим функции, стоящие в правых частях системы (1.118),
по формуле Тейлора:

ex1 = 1 + x1 + . . . ,

e−3x3 = 1 − 3x3 + . . . ,

sin(x1 + x2) = x1 + x2 + . . . , (1.119)

ln(1 + x3 − 3x1) = x3 − 3x1 + . . . .

Подставляя линейные части (1.119) в (1.118), получаем систему пер-
вого приближения системы (1.118):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 + 3x3,

dx2

dt
= 4x3 − 3x1 − 3x2,

dx3

dt
= x3 − 3x1.

(1.120)

Составим характеристическое уравнение системы (1.120):

CCCCCCCCCCCCC

λ − 1 0 −3
3 λ + 3 −4
3 0 λ − 1

CCCCCCCCCCCCC
=

= λ3 + λ2 + 4λ + 30 = (λ + 3)(λ2 − 2λ + 10) = 0. (1.121)

Корни характеристического уравнения (1.121): λ1 = −3, λ2,3 = 1±3i.
Поскольку действительные части комплексных корней λ2, λ3 положи-
тельны, решение x1(t) = x2(t) = x3(t) = 0 исходной системы (1.118)
неустойчиво. ▲
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Пример 1.96. Исследовать устойчивость тривиального решения
x1(t) = x2(t) = x3(t) = 0 системы уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= − tg(x1 − x3) cosx2,

dx2

dt
= sin3 x3 − sinx2 − x3,

dx3

dt
= sin(x2 − x3) cos(x1 − x3).

(1.122)

△ Учитывая разложения в ряд входящих в правые части системы
(1.122) функций, получим систему первого приближения для системы
(1.122): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1 + x3,

dx2

dt
= −x2 − x3,

dx3

dt
= x2 − x3.

(1.123)

Характеристическое уравнение (1.123) имеет вид

CCCCCCCCCCCCC

λ + 1 0 −1
0 λ + 1 1

0 −1 λ + 1

CCCCCCCCCCCCC
= (λ + 1)(λ2 + 2λ + 2) = 0,

откуда λ1 = −1, λ2,3 = −1 ± i.

Действительные части всех корней отрицательны. По теореме 1.14
нулевое решение системы (1.122) асимптотически устойчиво. ▲

Пример 1.97. Каким условиям должны удовлетворять парамет-
ры a и b, чтобы нулевое решение x1(t) = x2(t) = x3(t) = 0 системы
уравнений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= a sinx1 + ebx3 − cosx2,

dx2

dt
= b tgx1 + ln(1 + ax2) − x1x

2
3,

dx3

dt
= sin2 x1 cosx3 + bx2 + sinax3

(1.124)

было асимптотически устойчиво?
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△ Система первого приближения для системы (1.124) имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= ax1 + bx3,

dx2

dt
= bx1 + ax2,

dx3

dt
= bx2 + ax3.

(1.125)

Составим характеристическое уравнение системы (1.125):

CCCCCCCCCCCCC

λ − a 0 −b
−b λ − a 0

0 −b λ − a

CCCCCCCCCCCCC
= λ3 − 3aλ2 + 3a2λ − (a3 + b3) = 0. (1.126)

Чтобы выяснить условия отрицательности действительных частей
корней характеристического уравнения (1.126), применим критерий
Рауса – Гурвица. Составим матрицу Гурвица для характеристического
уравнения (1.126):

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3a 1 0

−(a3 + b3) 3a2 −3a
0 0 −(a3 + b3)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Условия отрицательности действительных частей корней характе-
ристического уравнения (1.126) имеют вид

Δ1 = −3a > 0, Δ2 = b3 − 8a3 > 0, Δ3 = −(a3 + b3)(b3 − 8a3) > 0.

Эти условия эквивалентны следующим: a < 0, b − 2a > 0, a + b < 0.
Окончательно имеем:

a < 0, 2a < b < −a. (1.127)

Если параметры a и b удовлетворяют условиям (1.127), то нулевое ре-
шение x1(t) = x2(t) = x3(t) = 0 системы (1.124) асимптотически устой-
чиво. ▲

Метод функций Ляпунова

При исследовании устойчивости решений систем нелинейных урав-
нений эффективным является метод функций Ляпунова.
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Пусть задана система n уравнений

dx⃗

dt
= f⃗(x⃗), f⃗(0⃗) = 0⃗ (1.128)

и функция v(x⃗) определенная, непрерывная и обладающая всеми непре-

рывными частными производными
∂v

∂xi

, i = 1, n, в областиD, включаю-

щей в себя начало координат. Кроме того, выполнено условие v(0⃗) = 0.

Определение 1.24. Функция v(x⃗) называется знакоопределенной
(определенно положительной или определенно отрицательной), если
она во всей области D, за исключением точки x⃗ = 0⃗, принимает зна-
чения одного знака, т. е. удовлетворяет неравенству v(x⃗) > 0 или
v(x⃗) < 0.

Определение 1.25. Функция v(x⃗) называется знакопостоянной
(постоянно положительной или постоянно отрицательной), если
она во всей области D удовлетворяет неравенству v(x⃗) ⩾ 0 или
v(x⃗) ⩽ 0.

Определение 1.26. Функция v(x⃗) называется знакопеременной,
если она в области D принимает как положительные, так и отри-
цательные значения.

Наряду с функцией v(x⃗) рассматривается ее полная производная
по t в силу системы уравнений возмущенного движения (1.128):

dv

dt
= n

∑
i=1

∂v

∂xi

fi(x⃗) = gradv(x⃗) ⋅ f⃗(x⃗), x ∈ D. (1.129)

Теорема 1.16. Если для системы уравнений (1.128) существует

знакоопределенная функция v(x⃗), полная производная которой dv

dt
в

силу этой системы (1.128) есть знакопостоянная функция противо-
положного с v(x⃗) знака или тождественно равная нулю, то невоз-
мущенное решение x⃗(t) = 0 устойчиво.

Пример 1.98. Выяснить, устойчиво ли невозмущенное решение
x1(t) = x2(t) = 0, соответствующее системе уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2 + 3x2

1x
2
2 − 4x5

1,

dx2

dt
= −x1 − x3

2 + x3
1x2.

(1.130)
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△ В качестве v(x1, x2) рассмотрим функцию

v(x1, x2) = x2
1 + x2

2. (1.131)

Эта функция определенно положительная, так как v(x1, x2) > 0 вD/{0}.
Вычислим полную производную (1.131) в силу системы (1.130):

dv

dt
= ∂v

∂x1

f1(x1, x2) + ∂v

∂x2

f2(x1, x2) = 2x1(x2 + 3x2
1x

2
2 − 4x5

1)+
+2x2(−x1 − x3

2 + x3
1x2) = 2(4x3

1x
2
2 − 4x6

1 − x4
2) = −2(2x3

1 − x2
2)2 ⩽ 0.

Поскольку функция
dv

dt
постоянно отрицательная, из теоремы 1.16

следует, что невозмущенное решение x1(t) = x2(t) = 0 устойчиво. ▲
Теорема 1.17. Если для системы уравнений (1.128) существует

знакоопределенная функция v(x⃗), полная производная которой dv

dt
в

силу этой системы есть знакоопределенная функция со знаком, про-
тивоположным знаку v(x⃗), то невозмущенное решение x⃗(t) = 0 си-
стемы (1.128) асимптотически устойчиво.

Пример 1.99.Показать, что невозмущенное решение x1(t) = x2(t) == 0, соответствующее системе уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 6x3

2 − 3x5
1,

dx2

dt
= −3x1 − 3x3

2,

(1.132)

асимптотически устойчиво.

△ В качестве v(x1, x2) возьмем определенно положительную функ-
цию

v(x1, x2) = x2
1 + x4

2. (1.133)

Вычислим полную производную функцию (1.133) в силу системы (1.132):

dv

dt
= ∂v

∂x1

f1(x1, x2) + ∂v

∂x2

f2(x1, x2) = 2x1(6x3
2 − 3x5

1)+
+4x3

2(−3x1 − 3x3
2) = −6(x6

1 + 2x6
2) < 0, (x⃗ ≠ 0⃗).

Поскольку функция
dv

dt
определенно отрицательная и ее знак про-

тивоположен знаку v(x1, x2), из теоремы 1.17 следует, что невозмущен-
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ное решение x1(t) = x2(t) = 0 системы (1.132) является асимптотически
устойчивым. ▲

Теорема 1.18. Если система уравнений (1.128) такова, что су-

ществует функция v(x⃗), полная производная которой dv

dt
в силу этой

системы является знакоопределенной, а сама функция v(x⃗) в окрест-
ности точки нуль может принимать значения одного знака с функ-

цией
dv

dt
, то невозмущенное решение x⃗(t) = 0⃗ системы (1.128) неустой-

чиво.

Пример 1.100.Показать, что невозмущенное решение x1(t) = x2(t) == 0, соответствующее системе уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 3x1x

2
2 + x2

1x2 + x3
1,

dx2

dt
= x3

2 − x3
1,

(1.134)

неустойчиво.

△ Пусть
v(x1, x2) = x2

1 + x2
2 > 0, x⃗ ≠ 0⃗.

Полная производная v(x1, x2) в силу системы (1.134):

dv

dt
= 2x1(3x1x

2
2 + x2

1x2 + x3
1) + 2x2(x3

2 − x3
1) = 2(3x2

1x
2
2 + x4

1 + x4
2) > 0.

Знаки v и
dv

dt
одинаковы. Выполнены все условия теоремы 1.18. От-

сюда следует, что невозмущенное решение x1(t) = x2(t) = 0 неустойчиво.▲

1.15. ОСОБЫЕ ТОЧКИ
НА ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим нормальную автономную систему двух уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= P(x1, x2),

dx2

dt
= Q(x1, x2),

(1.135)
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правые части которой удовлетворяют условиям существования и един-
ственности решений, а

x1 = x1(t), x2 = x2(t) (1.136)

являются решениями системы (1.135). Каждому решению системы
(1.135) соответствует ее интегральная кривая в трехмерном простран-
стве (t, x1, x2). Плоскость (x1, x2) называется фазовой плоскостью си-
стемы (1.135), а проекция любой интегральной кривой на фазовую
плоскость называется фазовой траекторией системы (1.135). У системы
(1.135) на фазовой плоскости могут быть три типа фазовых траекто-
рий: замкнутая кривая (в этом случае x1(t), x2(t) в формулах (1.136)
периодические), линия без самопересечений (в этом случае x1(t), x2(t)
в формулах (1.136) не являются периодическими) и точка. Точке со-
ответствует такое решение системы, при котором фазовые переменные
x1, x2 не меняются с течением времени t. Параметрические уравнения
такой траектории имеют вид

x1 = a, x2 = b.

Чтобы найти такие траектории, нужно решить систему уравнений

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
P(x1, x2) = 0,

Q(x1, x2) = 0.
(1.137)

Точку M(a, b), которая удовлетворяет системе (1.137), называют
особой точкой или точкой покоя. В окрестности особых точек поведе-
ние фазовых траекторий наиболее сложное.

Рассмотрим поведение траекторий в окрестности особой точки си-
стемы (1.135) M(a, b). Картину расположения совокупности фазовых
траекторий называют фазовой картиной.

В окрестности точки M(a, b), разложив P(x1, x2) и Q(x1, x2) в ряд
Тейлора, получим:

P(x1, x2) = P(a, b) + ∂P(a, b)
∂x1

(x1 − a) + ∂P(a, b)
∂x2

(x2 − b) + . . . ,

Q(x1, x2) = Q(a, b) + ∂Q(a, b)
∂x1

(x1 − a) + ∂Q(a, b)
∂x2

(x2 − b) + . . . .
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Поскольку M(a, b) — особая точка, то P(a, b) = Q(a, b) = 0. Полу-
чим систему (1.135) в виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= ∂P(a, b)

∂x1

(x1 − a) + ∂P(a, b)
∂x2

(x2 − b) + . . . ,

dx2

dt
= ∂Q(a, b)

∂x1

(x1 − a) + ∂Q(a, b)
∂x2

(x2 − b) + . . . .

Обозначив a11 = ∂P(a, b)
∂x1

, a12 = ∂P(a, b)
∂x2

, a21 = ∂Q(a, b)
∂x1

, a22 = ∂Q(a, b)
∂x2

,

систему (1.135) в окрестности точки M(a, b) представим следующим
образом: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= a11(x1 − a) + a12(x2 − b) + . . . ,

dx2

dt
= a21(x1 − a) + a22(x2 − b) + . . . .

При изучении поведения траекторий в окрестности особой точки
M(a, b) отбросим слагаемые более высокого порядка и получим си-
стему первого приближения для системы (1.135) в окрестности точки
M(a, b): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= a11(x1 − a) + a12(x2 − b),

dx2

dt
= a21(x1 − a) + a22(x2 − b),

(1.138)

матрица которой

A = [ a11 a12
a21 a22

]. (1.139)

Если определитель матрицы A не равен нулю, то у системы (1.138)
существует единственное положение равновесия M(a, b).

Тип особой точки и расположение фазовых траекторий определя-
ются характеристическими числами матрицы (1.139).

1. Если λ1,λ2 ∈ R и λ1λ2 > 0, то особая точка M(a, b) называется
узлом.

а) Если λ1 ≠ λ2, то узел называется бикритическим. Чтобы по-
строить бикритический узел, нужно провести две прямые (сепаратри-
сы) через особую точку в направлении собственных векторов. Затем
построить два семейства кривых типа парабол, касающихся в точке
M(a, b) той сепаратрисы, которой отвечает меньшее по модулю соб-
ственное значение. Фазовыми траекториями будут части сепаратрис
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и указанных кривых, разграниченные точкой M(a, b). Расположение
фазовых траекторий в окрестности точки M(a, b) имеет вид как на
рис. 1.7.

б) Если λ1 = λ2 ≠ 0 и матрица A имеет два линейно независимых
собственных вектора, то узел называется дикритическим. Фазовыми
траекториями будут всевозможные полупрямые, выходящие из точки
M(a, b). Схематически поведение фазовых траекторий изображено на
рис. 1.8.

Рис. 1.7 Рис. 1.8

в) Если λ1 = λ2 ≠ 0, но для матрицы A существует одно собствен-
ное направление, то узел называют монокритическим (вырожденным
узлом). Для построения монокритического узла вначале проводят се-
паратрису через точку покоя M(a, b) в направлении собственного век-
тора, затем строят семейство кривых, касающихся в точке M(a, b) се-
паратрисы и симметричных относительно точки покоя M(a, b). Фазо-
выми траекториями будут части сепаратрисы и кривых, разделенных
точкой M(a, b) (рис. 1.9).

2. Если λ1,λ2 ∈ R и λ1λ2 < 0, то особая точка M(a, b) называется
седлом. Для построения седла через точку M(a, b) в направлении соб-
ственных векторов проводят две сепаратрисы. Фазовыми траектория-
ми будут половинки сепаратрис, разделенные точкойM(a, b), и четыре
семейства кривых типа ветвей гипербол (рис. 1.10).

3. Если λ1,2 = α ± iβ, α ≠ 0, β ≠ 0, то особая точка M(a, b) называ-
ется фокусом. Фазовые траектории образуют семейство кривых типа
логарифмических спиралей (рис. 1.11).

4. Если λ1,2 = ±iβ, β ≠ 0, то особая точка называется центром.
Фазовые траектории образуют семейство эллипсов, похожих на кон-
центрические окружности с центром в точке M(a, b) (рис. 1.12).
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Рис. 1.9 Рис. 1.10

Рис. 1.11 Рис. 1.12

Если для системы (1.138) точка M(a, b) будет узлом, седлом или
фокусом, то и для системы (1.135) она будет соответственно узлом,
седлом или фокусом. Если же точка M(a, b) является центром для си-
стемы (1.138), для системы (1.135) она может быть фокусом или цен-
тром. В этом случае требуются дополнительные исследования.

Под направлением на фазовой траектории подразумевают направ-
ление движения фазовой точки по траектории в сторону возрастания t.

Понятия устойчивости, асимптотической устойчивости и неустой-
чивости невозмущенного решения переносят на соответствующее ему
положение равновесия системы и говорят об устойчивости, асимптоти-
ческой устойчивости или неустойчивости положения равновесия. Если
движение по всем траекториям, которые проходят через малую окрест-
ность особой точки, направлены к ней, то такая точка называется
устойчивой. В противном случае особая точка называется неустойчи-
вой.
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Пример 1.101. Определить тип точки покоя и характер поведения
фазовых кривых системы уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x1,

dx2

dt
= 2x1 + 4x2.

(1.140)

△ Приравняв правые части системы (1.140) к нулю, получаем, что
система (1.140) имеет единственную точку покоя O(0, 0).

Найдем корни характеристического уравнения системы (1.140):

∣λE −A∣ = ∣ λ − 2 0

−2 λ − 4
∣ = (λ − 2)(λ − 4) = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2 = 4.

Корни λ1, λ2 действительные, различные, одного знака. Точка покоя
O(0, 0) – бикритический узел. Этот узел неустойчивый, так как λ1 и
λ2 положительны.

Для λ1 и λ2 соответственно находим собственные векторы (1,−1) и
(0, 1). На плоскости строим прямые (сепаратрисы) x1 + x2 = 0 и x1 = 0,
направленные соответственно вдоль собственных векторов. Каждая из
указанных прямых содержит по три фазовые траектории: точку по-
коя O(0, 0) и две полупрямые, на которые прямая разделяется точкой
O(0, 0). Остальные фазовые траектории касаются прямой x1 + x2 = 0,
так как ∣λ1∣ < ∣λ2∣. Схематическое расположение фазовых траекторий
изображено на рис. 1.13. ▲

Пример 1.102. Для системы

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −x1

(1.141)

установить тип фазовой картины.

△ Характеристическое уравнение системы (1.141)

∣A − λE∣ = ∣ −λ 1

−1 −λ ∣ = λ2 + 1 = 0
имеет чисто мнимые корни λ1,2 = ±i, поэтому точка покоя O(0, 0) —
центр. Фазовые траектории системы представляют собой окружности
x2
1+x2

2 = c2 и саму точку O(0, 0) (рис. 1.14). Центр — устойчивая точка
покоя. ▲
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Рис. 1.13 Рис. 1.14

Пример 1.103. Исследовать поведение фазовых траекторий систе-
мы уравнений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1 + x2,

dx2

dt
= −x1 − x2.

(1.142)

△ Характеристическое уравнение системы

∣A − λE∣ = ∣ −1 − λ 1

−1 −1 − λ ∣ = λ2 + 2λ + 2 = 0

имеет комплексные корни λ1,2 = −1 ± i. Точка покоя O(0, 0) — фокус.
Поскольку Re(λi) = −1 < 0, i = 1, 2, то фокус устойчивый. Фазовые
траектории — спирали, наматывающиеся на точку O(0, 0). Движение
фазовой точки по этим спиралям происходит в направлении к положе-
нию равновесия (рис 1.15). ▲

Пример 1.104. Определить тип точки покоя системы дифферен-
циальных уравнений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 6x2,

dx2

dt
= 6x1 + 9x2.

(1.143)

△ Из характеристического уравнения системы (1.143)

∣A − λE∣ = ∣ −λ 6

6 9 − λ ∣ = λ2 − 9λ − 36 = 0

получаем, что λ1 = −3, λ2 = 12.
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Корни характеристического уравнения действительны и разных зна-
ков. Положение равновесия — седло. Сепаратрисы седла ищем в ви-
де x2 = kx1, разделив второе уравнение системы на первое. Получаем

k = 6 + 9k

6k
= 2 + 3k

2k
. Отсюда 2k2 − 3k − 2 = 0, k1 = −1

2
, k2 = 2. Искомые

сепаратрисы: x2 = −x1

2
и x2 = 2x1. Каждая сепаратриса состоит из трех

фазовых траекторий. Сепаратрисы седла — это асимптоты гипербол.
Они разделяют гиперболы разных типов, которые являются фазовыми
траекториями системы (1.143) (рис. 1.16). ▲

Рис. 1.15 Рис. 1.16

Пример 1.105. Определить тип всех точек покоя системы диффе-
ренциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1 + x2 + x3

1,

dx2

dt
= −x1 − 2x2 + 3x5

1.

(1.144)

△ Приравняв правые части системы (1.144) к нулю, получим си-
стему ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−2x1 + x2 + x3
1 = 0,

−x1 − 2x2 + 3x5
1 = 0,

из которой найдем три точки покоя системы (1.144): (0, 0), (1, 1),
(−1,−1). Исследуем каждую из этих точек.

Система первого приближения, соответствующая точке (0, 0), име-
ет вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1 + x2,

dx2

dt
= −x1 − 2x2.

(1.145)
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Характеристическое уравнение системы (1.145)

∣λE −A∣ = ∣ λ + 2 −1
1 λ + 2

∣ = λ2 + 4λ + 5 = 0

имеет корни λ1,2 = −2 ± i. Так как корни комплексные, точка покоя
(0, 0) — фокус. Поскольку Reλ1,2 = −2 < 0, то исследуемое положение
равновесия асимптотически устойчиво.

В окрестности точки (1, 1) справедливы разложения

−2x1 + x2 + x3
1 = (x1 − 1) + (x2 − 1) + . . . ,

−x1 − 2x2 + 3x5
1 = 14(x1 − 1) − 2(x2 − 1) + . . . . (1.146)

Используя (1.146), получаем систему первого приближения в окрест-
ности точки (1, 1):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= (x1 − 1) + (x2 − 1),

dx2

dt
= 14(x1 − 1) − 2(x2 − 1).

(1.147)

Корни характеристического уравнения системы (1.147)

∣λE −A∣ = ∣ λ − 1 −1
−14 λ + 2

∣ = λ2 + λ − 16 = 0,

равные λ1,2 = −1 ±
√
65

2
, действительны и имеют разные знаки, поэтому

точка покоя (1, 1) — седло. Она неустойчива.
В окрестности точки (−1,−1) разложения в ряд Тейлора правых

частей системы (1.144) имеют вид

−2x1 + x2 + x3
1 = (x1 + 1) + (x2 + 1) + . . . ,

−x1 − 2x2 + 3x5
1 = 14(x1 + 1) − 2(x2 + 1) + . . . .

Система первого приближения в окрестности точки (−1,−1) будет та-
кой: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= (x1 + 1) + (x2 + 1),

dx2

dt
= 14(x1 + 1) − 2(x2 + 1).

(1.148)
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Поскольку матрицы систем (1.147) и (1.148) совпадают, то совпадают
и их характеристические числа. Значит, точка (−1,−1) — неустойчивое
седло, как и точка (1, 1). ▲

Пример 1.106. Исследовать поведение фазовых траекторий и все
точки покоя системы дифференциальных уравнений на устойчивость:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1 + x1x2,

dx2

dt
= −x2 + 2x1x2.

(1.149)

△ Решая систему уравнений

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x1 + x1x2 = 0,

−x2 + 2x1x2 = 0,

получаем, что система (1.149) имеет две точки покоя: (0, 0) и (1
2
, 1).

Система первого приближения для (1.149), соответствующая точке (0, 0),
имеет вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1,

dx2

dt
= −x2.

(1.150)

Точка покоя (0, 0) — устойчивый дикритический узел, так как кор-
ни характеристического уравнения системы (1.150)

Рис. 1.17

∣A − λE∣ = ∣ −1 − λ 0

0 −1 − λ ∣ = (λ + 1)2 = 0,

равные λ1 = λ2 = −1, отрицательны.
В окрестности точки (1

2
, 1) система

первого приближения будет такой:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 1

2
(x2 − 1),

dx2

dt
= 2(x1 − 1

2
) .
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Корни характеристического уравнения системы

∣A − λE∣ =
CCCCCCCCCCCC
−λ 1

2
2 −λ

CCCCCCCCCCCC
= λ2 − 1 = 0

λ1 = 1 > 0, λ2 = −1 < 0— действительные, разных знаков. Точка (1
2
, 1)—

седло, и она неустойчива. Собственные векторы, соответствующие λ1 и
λ2, равны (1, 2) и (−1, 2). Схематическое расположение фазовых тра-
екторий изображено на рис. 1.17. ▲

До сих пор мы рассматривали случаи, когда матрица системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= a11x1 + a12x2,

dx2

dt
= a21x1 + a22x2

(1.151)

была невырожденной. Из характеристического уравнения системы
(1.151) следует, что хотя бы один из его корней будет равен нулю при
условии a11a22 − a12a21 = 0, т. е. когда матрица A системы (1.151) явля-
ется вырожденной. Однородная система⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 = 0,
a21x1 + a22x2 = 0

линейных алгебраических уравнений имеет бесконечное множество ре-
шений, которым соответствует бесконечное множество ее положений
равновесия.

1. Если λ1 = 0, λ2 ≠ 0, то фазовая картина представляет собой
параллельные полупрямые. Для их построения проводят сепаратрису
через начало координат в направлении собственного вектора, которо-
му отвечает нулевое собственное значение. Затем проводят семейство
прямых, параллельных собственному вектору, которому отвечает нену-
левое собственное значение. Фазовыми траекториями будут всевозмож-
ные точки на сепаратрисе и части параллельных прямых, разграничен-
ные сепаратрисой (рис. 1.18).

2. Если λ1 = λ2 = 0 и существует одно собственное направление, то
фазовая картина представляет собой параллельные прямые. Для их
построения проводят сепаратрису через начало координат в направ-
лении собственного вектора, а затем семейство прямых, параллель-
ных сепаратрисе. Фазовыми траекториями будут всевозможные точ-
ки на сепаратрисе и всевозможные прямые, параллельные сепаратрисе
(рис. 1.19).
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Рис. 1.18 Рис. 1.19

3. Если λ1 = λ2 = 0 и существует два линейно независимых собствен-
ных вектора, то фазовая картина представляет собой всевозможные
точки фазовой плоскости. Фазовыми траекториями будут все точки
фазовой плоскости (рис. 1.20).

Рис. 1.20

Пример 1.107. Исследовать поведение фазовых траекторий систе-
мы уравнений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −4x1 + 2x2,

dx2

dt
= 2x1 − x2.

(1.152)

△ Поскольку правые части обоих уравнений системы (1.152) об-
ращаются в нуль в точках на прямой x2 = 2x1, то все точки этой пря-
мой — точки покоя системы (1.152). Эти точки являются фазовыми
траекториями системы (1.152). Остальные фазовые траектории задан-
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ной системы находим из уравнения

dx2

dx1

= 2x1 − x2

−4x1 + 2x2

= −1
2
, x2 ≠ 2x1, (1.153)

полученного из системы (1.152) делением второго уравнения на первое.

Решая уравнение (1.153), получаем x2 = −1
2
x1+C. Фазовые траектории,

отличные от точек покоя, — полупрямые, получаемые из семейства

прямых x2 = −1
2
x1 + C при пересечении его прямой x2 = 2x1, которая

перпендикулярна им.
Движение по фазовым траекториям происходит в направлении к

точкам покоя, поскольку в точках над прямой x2 = 2x1

dx1

dt
= −4x1+2x2 >

> 0 (x1 возрастает), а
dx2

dt
< 0 (x2 убывает). Аналогично в точках под

прямой
dx1

dt
< 0 (x1 убывает), а

dx2

dt
> 0 (x2 возрастает) (рис. 1.21). ▲

Рис. 1.21

Пример 1.108. Исследовать поведение фазовых траекторий систе-
мы уравнений

dx1

dt
= 0,

dx2

dt
= 0. (1.154)

△ Поскольку правые части системы (1.154) равны нулю в любой
точке фазовой плоскости, то все точки фазовой плоскости — точки
покоя системы (1.154). Они и являются фазовыми траекториями
(см. рис. 1.20). ▲
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Задачи для самостоятельной работы

Для данных уравнений с помощью изоклин провести приближенно
интегральные кривые, проходящие через указанные точки:

1.1. y′ = (x + 2)2 + (y + 2)2, (−2;−2); (−2; 0).
1.2. y′ = x − y2, (0; 0), (−2; 0).
1.3. y′ = y + 10x, (0;−2), (0; 2).
1.4. y′ = ch y + x, (0; 0), (−1; 0).
1.5. y′ = y + ln(−x), (−1;−2), (−1; 2).
1.6. y′ = 4

√
y + x, (0; 1), (−1; 2).

1.7. y′ = x + (y − 2)3, (0; 2), (0; 4).
1.8. y′ = th(y − 1) − x, (0; 1), (1; 3).
1.9. y′ = −x2 − y2

4
, (0; 0), (0; 2).

1.10. y′ = x4 − y, (0;−1), (2; 2).
Для данных задач Коши в указанных прямоугольниках проверить

выполнение условия теоремы, приведенной в параграфе 1.2. Найти на
соответствующем отрезке приближенное решение с указанной точно-
стью ε:

1.11. y′ = y2 + x3, y(0) = 0, Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1, ∣y∣ ⩽ 1}; ε = 0,05.

1.12. y′ = y4 + x2, y(0) = 0, Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1, ∣y∣ ⩽ 1}; ε = 0,4.

1.13. y′ = (y + x)2, y(0) = 0, Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1

2
, ∣y∣ ⩽ 1

2
} ; ε = 0,03.

1.14. y′ = 2y − sin
πx

2
, y(0) = 0, Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1, ∣y∣ ⩽ 1}; ε = 0,02.

1.15. y′ = y2 + lnx, y(1) = 0, Π = {(x, y) ∶ ∣x∣ ⩽ 1, ∣y∣ ⩽ 1}; ε = 0,12.

Решить уравнения или задачи Коши:

1.16. y3y′ = ex+y4.
1.17. y′ lny (x4 − 6x2 + 10) = 2xy.

1.18. yy′ = x√x2y2 + x2 + y2 + 1.
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1.19. y′ = (y2 + 4y + 5)(x2 + 4x + 5).
1.20. 2y dy − x2dx

1 − y2
= 0.

1.21. exy′ = 4
√
1 − y, y(− ln 2) = 0.

1.22.
√
xy2 + 1 + x + y2dx = y dy, y(3) = √3.

1.23. y dy + x2ey+x3

dx = 0, y(0) = 0.

1.24. y′√tg y (1 − x2) = cos2 y, y(0) = π
4
.

1.25.
y′
x
= ( lnx

lny
)
2

, y(e) = e.

1.26. (y′ + 1)(x + y)5 ln(x + y) = 1.

1.27. y′ + 2 = e2(1−x)−y
y + 2x

.

1.28. (y′ + 3) sin(y + 3x) = cos4(y + 3x).
1.29. y′ = ex+y

x + y
− 1.

1.30. y′ = 1 + sin2(x + y).
1.31. (y′ − y

x
) ch y

x
= sh2

y

x
.

1.32. x3y′ = x3 + 4x2y + 3xy2 + y3.

1.33. 3y′ = (y
x
)
4

+ y

x
+ 8(x

y
)
2

.

1.34. x2y′ = x2 + 3xy + y2.

1.35. y′ = y

x
+ x

y
ey/x.

Решить уравнения, предварительно убедившись, что они являются
уравнениями в полных дифференциалах:

1.36. 5(x4 + 2xy8)dx + 4(10x2y7 + y3)dy = 0.

1.37. ( y

1 + x2
+ 2xarctg y)dx + (arctgx + x2

1 + y2
)dy = 0.

1.38. ( 2xy

cos2 x2
+ ecos y)dx + (tgx2 − x siny ecosy)dy = 0.
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1.39. (eshy + y cosxesinx)dx + (esinx + x chyesh y)dy = 0.

1.40. 3( y

3x + 2
+ lny)dx + (ln(3x + 2) + 3x + 2

y
)dy = 0.

1.41. 6(x5 + 2xy)dx + (6x2 + 5y4)dy = 0.

1.42. (arctg y + 1

1 + (x + y)2)dx + (
x

1 + y2
+ 1

1 + (x + y)2)dy = 0.

1.43.
⎛
⎝
2y arctgx

1 + x2
+ y√

1 − (xy)2
⎞
⎠dx+

⎛
⎝arctg

2 x + x√
1 − (xy)2

⎞
⎠dy = 0.

Решить уравнения с помощью интегрирующего множителя, зави-
сящего либо от x, либо от y:

1.44. (2
√
yex

x
− y3)dx + (3y2 + ex lnx√

y
)dy = 0.

1.45. (shy − e−2x ch y)dx + (chy + e−2x sh y)dy = 0.

1.46. (1
y
− siny

x2
)dx + (cosy

2x
− x lnx

y2
)dy = 0.

1.47. (2x + 1

cos2(xy))dx +
x

y
(x + 1

cos2(xy))dy = 0.
1.48. (exy + y)dx + (xexy

y
+ 2x)dy = 0.

1.49. (y2 siny
x2

+ y sinx)dx + (cosx − y2 cosy

x
)dy = 0.

Решить уравнения или задачи Коши:

1.50. y′ + y

x
= arctgx, y(1) = π

4
.

1.51. y′ + y

x lnx
= 3 lnx

x
, y(e) = 0.

1.52. y′ + y tgx = cosx lnx, y(1) = 0.
1.53. (1 + x2)dy = (1 − 3y

arctgx
)dx.

1.54. xdy = (√x − 1 − 2y)dx.
1.55. (cos5 y − x ctg y)dy = dx.
1.56. ydx = (y chy − 2x)dy.
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1.57. (2y − 1)dx = (y100 − 4x)dy.
1.58. y′ + 2y = e−x.
1.59. y′ + y

π
= 1, y(−π) = e + π.

1.60. y′ + 5y = 10x2 − 11x + 7.

1.61. y′ − 4y = e4x.
1.62. y′ + y = e−x(x2 + x + 1).
1.63. y′ − y + 11 sinx + 5 cosx = 0, y(0) = 9.

1.64. y′ + 3y = e2x(3(2x + 1) sinx − (4x + 11) cosx).
1.65. y′ + y = (x2 + 1) cos 2x + x sin 2x.

Решить уравнения:

1.66. x = − 1

y′ − arctg y′.
1.67. x = cosy′ + y′ siny′.
1.68. x = 2y′ siny′ − ((y′)2 − 2) cosy′.
1.69. y = 1

2
arctg y′ − y′

2((y′)2 + 1) .
1.70. y = (y′)5

5
lny′ − (y′)5

25
.

1.71. y = ((y′)2 + 2) chy′ − 2y′ shy′.
1.72. xy′ − y

2
+ y′ sh(yy′) = 0.

1.73. ey+y′ − lny′ − x = 0.

1.74. y lny′ + y′ ch y

y′ − xy′ = 0.

1.75. y = x(y′)2 + 2(y′)2 − 1

4
arcsiny′ + y′

4

√
1 − (y′)2.

1.76. y = x(y′ − e−y′) + y′eey′ .
1.77. y = x( 1

y′ + y′
2
) + (y′)2 − 2

√
2y′.

1.78. y = xy′ − (y′)10
10

.
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1.79. y = xy′ + lny′.
1.80. y = xy′ − ey

′
.

Решить уравнения:

1.81. y(5) + y(4) = 0.

1.82. xy(4) − 3y′′′ = 0.

1.83. y′′ = xy′′′ − (y′′′)4
4

.

1.84. y′′(1 + x2)arctgx = y′.
1.85. y′′ = (y′)2 ctg y.
1.86. (2 + siny)y′′ = (y′)2 cosy.
1.87. (ey + 1)y′′ = (y′)2.
1.88. (y′)2 + y′′(1 + y2)arctg y = 0.

1.89. yy′′ = (y′)2.
1.90. (x2 + 1)(yy′′ − (y′)2) + 2xyy′ = 0.
1.91. x(x + lnx)(yy′′ − (y′)2) = (x + 1)yy′.
1.92. 2

√
x(x +√x)(yy′′ − (y′)2) = (2√x + 1)yy′.

1.93. y′′ − y

sin2 x
+ y′ ctgx − 3 sinx

cos4 x
= 0.

1.94. y′′ = 2(y − xy′)
x2

+ shx.

1.95. y′′ = y(lnx + 1)
(x lnx)2 − y′

x lnx
− 1

x2
.

Проинтегрировать следующие системы дифференциальных урав-
нений:

1.96.
dx

x (y2 − z2) =
dy

−y (z2 + x2) =
dz

z (x2 + y2) .

1.97.
dx

xz
= dy

yz
= dz

yx
√
z2 + 1

.
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1.98.
dx

xy
= dy

y2
= dz

yxz − 2x2
.

1.99.
dx

z
= dy

u
= dz

x
= du

y
.

1.100.
dx

xz
= 2dy

yz
= dz

xy2 (z2 + 1).

1.101.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy

dx
= −x

y
,

dz

dx
= ez

yz
.

1.102.
dx

u − x
= dy

u − y
= −dz

z
= du

x + y
.

1.103.
dx

xz + y
= dy

x + yz
= dz

1 − z2
.

1.104.
dx1

u + x2 − x1

= dx2

u + x1 − x2

= du

x1 + x2 + u
.

1.105.
dx1

x2 − x1

= dx2

u + x1 + x2

= du

x1 − x2

.

1.106.
dx1

3 (x2 − u) =
dx2

2 (x3 − x1) =
dx3

3 (u − x2) =
du

2 (x1 − x3) .

1.107.
dx1

x2 + x3

= dx2

x1 + x3

= dx3

x1 + x2

.

Решить уравнения с частными производными первого порядка:

1.108. (x3 + 3xy2) ∂u
∂x

+ 2y3
∂u

∂y
+ 2y2z

∂u

∂z
= 0.

1.109. (mz − ny) ∂u
∂x

+ (nx − lz) ∂u
∂y

+ (ly −mx) ∂u
∂z

= 0.

1.110. x
∂u

∂x
+ yz

∂u

∂z
= 0, u = xy при z = 1.
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1.111. x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, u = z + y при x = 1.

1.112. (z − y)2∂u
∂x

+ z
∂u

∂y
+ y

∂u

∂z
= 0, u = 2y(y − z) при x = 0.

1.113. x1

∂u

∂x1

+ x2

∂u

∂x2

+ . . . + xn

∂u

∂xn

=mu (m ≠ 0).

1.114. y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= y2 − x2.

1.115. x2z
∂z

∂x
+ y2z

∂z

∂y
= x + y.

1.116. yz
∂z

∂x
− xz

∂z

∂y
= ez.

1.117. sin2x
∂z

∂x
+ tg z

∂z

∂y
= cos2z.

1.118. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= u, z = −y при x = 2.

1.119. x
∂z

∂x
+ (y + x2) ∂z

∂y
= z, z = y − 4 при x = 2.

1.120. x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2, z = x2 при y = 1.

1.121. y2
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= x, z = y2 при x = 0.

1.122. x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z − xy, z = y2 + 1 при x = 2.

1.123. z
∂z

∂x
+ (z2 − x2) ∂z

∂y
+ x = 0, y = x2, z = 2x.

1.124. (x − z) ∂z
∂x

+ (y − z) ∂z
∂y

= 2z, x − y = 2, z + 2x = 1.

Решить уравнения:

1.125. y′′ − 6y′ + 10y = 0.
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1.126. y′′ − 20y′ + 101y = 0.

1.127. y′′ + y′ − 6y = 0.

1.128. y′′ + y′ − 20y = 0.

1.129. y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0.

1.130. y(4) − 6y′′ − 8y′ − 3y = 0.

1.131. y(4) + 6y′′′ + 12y′′ + 10y′ + 3y = 0.
1.132. y(6) + 9y(4) + 15y′′ + 7y = 0.
1.133. y(6) + 3y(4) − 4y = 0.

1.134. 36y′′ + 12y′ + y = 0.

1.135.
n

∑
k=0Ck

ny
(k+2n) = 0.

1.136.
4n

∑
k=0Ck

4ny
(2k) = 0.

Решить уравнения:

1.137. y′′ − 12y′ + 37y = e6x

cosx
.

1.138. y′′ − 2y′ + 10y = 3ex

sin 3x
.

1.139. y′′ − 8y′ + 16y = 5

8
e4x

√
x.

1.140. y′′ − 10y′ + 25y = 5e5x
√
x.

1.141. y′′ − 2y′ + y = ex

x2 + 1
.

1.142. y′′ + y′ = 1

cos3 x
.

1.143. y′′ + y′ − 20y = (9x − 1)e−5x.
1.144. y′′ + y′ − 6y = (2 + 10x)e2x.
1.145. y(17) + 36y(15) = 6 sinx.

141



1.146. y(14) − 64y(11) = sinx.

1.147. y(6) + 2y(4) − 4y′′ − 8y = 1 − x.

1.148. y(6) + y(4) − 8y′′ − 12y = x2.

1.149. x2y′′ − 6y = − 5x2

x2 + 1
.

1.150. x2y′′ + xy′ − 4y = − 4x

x2 + 1
.

1.151. x3y′′′ + 5x2y′′ − 4xy′ + 4y = 24

x
.

1.152. x3y′′′ + x2y′′ − 8xy′ − 4y = 84x.

1.153. x2y′′ − 5xy′ + 10y = 2x3(cos lnx − sin lnx).
1.154. x2y′′ − 5xy′ + 13y = 6 cos(2 lnx)x3.

Решить задачи Коши или краевые задачи:

1.155. y′′ − 3y′ + 2y = e3x, y(1) = y′(1) = 1.

1.156. y′′ − 4y′ + 4y = 15e2x
√
x, y(1) = 6e2, y′(1) = 23e2.

1.157. y′′ − 2y′ + 10y = 8ex(cosx + 2 sinx), y(0) = 1, y(π) = −eπ.
1.158. y′′ − 2y′ + 17y = −15ex sinx, y(0) = y (π

2
) = 1.

1.159. x2y′′ − 7xy′ + 17y = −6x4 sin(2 lnx), y(1) = y(e2π) = 0.

1.160. x2y′′−7xy′+20y = 3x4(cos lnx−3 sin lnx), y(1) = 0, y(eπ) = e4π.

Решить следующие системы дифференциальных уравнений мето-
дом исключения:

1.161.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 −1 0

3 1 −1
1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.162.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

−1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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1.163.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 2 1

1 −2 3

4 −8 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.164.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 3 2

0 1 1

−8 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.165.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 4 1

0 2 1

0 4 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.166.
dX⃗

dt
= AX⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −4 −2
−1 0 2

−4 −6 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.167.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x′′ + 5x′ + 2y′ + y = 0,

3x′′ + 5x + y′ + 3y = 0.

Решить следующие системы дифференциальных уравнений мето-
дом Лагранжа:

1.168.
dX⃗

dt
= AX⃗ + F⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0

−1 2 2

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− sin t

cos2 t

− 1

cos t
− sin t

1

cos t
+ sin t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

1.169.
dX⃗

dt
= AX⃗ + F⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 2 1

1 −2 3

4 −8 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− 2

cos2 t

− 1

cos2 t

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

1.170.
dX⃗

dt
= AX⃗ + F⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 3 2

0 1 1

−8 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

et(1 + t2)
− 2

et(1 + t2)
4

et(1 + t2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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1.171.
dX⃗

dt
= AX⃗ + F⃗, где A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 4 1

0 2 1

0 4 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e2t ln t

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Найти решения задач Коши в виде соответствующих степенных ря-
дов. В ответе указать четыре первых ненулевых слагаемых ряда:

1.172. y′′ + e−x(cos x
3
+ 2)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

1.173. y′′ + x(ln x

1 − x
+ 1)y = 0, y(1

2
)= 0, y′(1

2
) = 2.

1.174. y′′ + (sinx2 + 1)y = 0, y(0) = −3, y′(0) = 0.
1.175. y′′ + cos(1 − 2x)y′ + xy = 1

x
, y(1

2
)= 1, y′(1

2
) = 0.

1.176. y′′ + ln
x + 2

2 − x
y′ + 4y = arctgx2, y(0) = 0, y′(0) = 2.

1.177. y′′ + x
√
2 − xy′ + y

x
= e1−x, y(1) = 1

3
, y′(1) = 0.

Найти решения задач Коши в виде соответствующих степенных ря-
дов и полученные ряды просуммировать:

1.178. 2y′′ − (x + 1)y′ + xy = ex+1, y(−1) = −1, y′(−1) = 0.

1.179. y′′ − xy′ + y = 1

(x + 1)2 + 1 − x, y(0) = y′(0) = 0.

1.180. y′′ + 1

x − 1
y′ − 1

(x − 1)2y = −
2

(x − 1)2 , y(0) = y′(0) = 0.

1.181.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′1 = 2y1 − y2 + 2x − 1,

y′2 = y1 + xy2 + x − xex,
y1(0) = y2(0) = 1.

1.182.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = √1 + xy1 − y2 + 1

2
√
1 + x

,

y′2 = 1√
1 + x

y1 + y2 − 1 − x,
y1(0) = y2(0) = 1.

1.183.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′1 = xy1 + (1 − x2)y2,
y′2 = y1 − xy2,

y1(0) = 0, y2(0) = 1.
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Для каждой из следующих систем найти общее решение в форме
Коши, полагая t0 = 0, и, исходя из определения, исследовать на устой-
чивость нулевое решение:

1.184.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −x1.

1.185.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1,

dx2

dt
= −2x2.

1.186.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1,

dx2

dt
= x2.

Для каждой из следующих систем исследовать на устойчивость ну-
левое решение по виду характеристических чисел этих систем:

1.187.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1,

dx2

dt
= x1 − x2.

1.188.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x1 + x2,

dx2

dt
= 2x2.

1.189.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 + x2,

dx2

dt
= −5x1 − 3x2.

1.190.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 0,

dx2

dt
= 2x2.
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1.191.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 − 2x2,

dx2

dt
= x1 − x2.

1.192.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1 + x2,

dx2

dt
= −2x2,

dx3

dt
= −3x3.

1.193.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 5x1 − x2 − 4x3,

dx2

dt
= −12x1 + 5x2 + 12x3,

dx3

dt
= 10x1 − 3x2 − 9x3.

C помощью теорем об устойчивости по первому приближению, по-
лагая x1(0) = 0, x2(0) = 0, x3(0) = 0, исследовать на устойчивость нуле-
вое решение следующих систем:

1.194.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x1x2 − x1 + x2,

dx2

dt
= 5x4

1 + x3
2 + 2x1 − 3x2.

1.195.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2

1 + x2
2 − 2x1,

dx2

dt
= 3x2

1 − x1 + 3x2.

1.196.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= ex1+2x2 − cos(3x1),

dx2

dt
= √4 + 8x1 − 2ex2.

1.197.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1 + sinx2,

dx2

dt
= 5(ex1 − 1) − x2.
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1.198.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x1 − x2 cosx2,

dx2

dt
= 3x1 − 2x2 − x1x

2
2.

1.199.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= − sin(x1 − x3) cosx2,

dx2

dt
= sin3 x3 − x2 − sinx3,

dx3

dt
= tg(x2 − x3) cos(x1 − x3).

1.200.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 3 sinx1 + 4 tgx2 + e3x3 − 1,

dx2

dt
= 2 tgx3 − e6(x1+x2+x3) + 1,

dx3

dt
= ln(1 − x1 − 2x2 − 3x3).

Методом функций Ляпунова исследовать на устойчивость точку
покоя O(0, 0) следующих систем:

1.201.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −2x1 + x2 + x1x

2
2,

dx2

dt
= −7x1 − 2x2 − 7x2

1x2.

1.202.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x2 + x2

1x
3
2,

dx2

dt
= x1 − x3

1x
2
2.

1.203.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2 + x3

1,

dx2

dt
= x1 − x3

2.

1.204.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x3

2 − x5
1,

dx2

dt
= −x1 − x3

2.
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Для данных систем найти все положения равновесия и исследовать
их на устойчивость:

1.205.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2 − x2

1 − x1,

dx2

dt
= 3x1 − x2

1 − x2.

1.206.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= (x1 − 1)(x2 − 1),

dx2

dt
= x1x2 − 2.

1.207.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= sin(x1 + x2).

Для данных систем дифференциальных уравнений установить ха-
рактер точки покоя O(0, 0), ее устойчивость и нарисовать расположе-
ние траекторий в окрестности этой точки:

1.208.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 − 2x2,

dx2

dt
= 3x1 − 4x2.

1.209.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 + 2x2,

dx2

dt
= 2x1 + x2.

1.210.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= −x1 + 2x2,

dx2

dt
= −2x1 − x2.

1.211.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1 + 2x2,

dx2

dt
= −5x1 − x2.
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Исследовать тип и устойчивость каждой из точек покоя следующих
систем дифференциальных уравнений:

1.212.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= x1(x1 + x2 − 2),

dx2

dt
= x2(1 − x1).

1.213.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= 2x1x2,

dx2

dt
= 1 + x2 − x2

1 + x2
2.

Ответы и указания

1.11. y ≈ x4

4
+ x9

144
+ x14

4032
+ x19

393984
, ∣x∣ ⩽ 1

2
. 1.12. y ≈ x3

3
+ x13

1053
+ 4x23

653913
+

+ 2x33

109772091
+ 4x43

129 ⋅ 10533 +
x53

53 ⋅ 10534 , ∣x∣ ⩽
1

2
. 1.13. y ≈ x3

3
+ 2x5

15
+ 17x7

315
+ 38x9

2835
+

+ 134x11

51975
+ 4x13

12285
+ x15

59535
, ∣x∣ ⩽ 1

2
. 1.14. y ≈ ( 2

π
− 32

π3
)(cos πx

2
− 1) + 8

π2
sin
πx

2
− 4x

π
−

− 4x2

π
, ∣x∣ ⩽ 1

3
. 1.15. y ≈ x3

3
ln2 x + (x + x2 − 8

9
x3) lnx + 17

27
x3 − 3

2
x2 + 47

54
, ∣x − 1∣ ⩽ 1

2
.

1.16. 4ex + e−y4 = C. 1.17. ln2 y = 2arctg(x2 − 3) + C. 1.18. 3
√
y2 + 1 = (x2 +

+1)√x2 + 1 + C. 1.19. arctg(y + 2) = x3

3
+ 2x2 + 5x + C. 1.20. 2(y2 − 1)√1 − y2 =

= x3 + C. 1.21. 4 4

√(1 − y)3 = 3e−x − 2. 1.22. 3
√
y2 + 1 = 2

√(x + 1)3 − 10. 1.23. 3(y +
+1)e−y = ex

3 + 2. 1.24. 2
√
tg3 y = 3arcsinx + 2. 1.25. y(ln2 y − 2 ln y + 2) = x2

2
(ln2 x −

− lnx + 1

2
) + e − e2

4
. 1.26.

(x + y)6
6

(ln(x + y) − 1

6
) = x +C. 1.27. e2(x−1)+y(y + 2x − 1) =

= x + C. 1.28.
1

3 cos3(y + 3x) = x + C, y + 3x = π
2
+ πk (k ∈ Z). 1.29. x + (x + y +

+1)e−(x+y) = C. 1.30.
1√
6
arctg

√
3 tg(x + y)√

2
= x +C. 1.31. ln ∣x∣ + 1

sh
y

x

+C = 0, y = 0.

1.32. ln ∣x∣ + x2

2(x + y)2 = C, y = −x. 1.33.
1√
7
arctg

y3 − x3√
7x3

= ln ∣x∣ + C. 1.34. ln ∣x∣ +
+ x2

2(x + y)2 = C, y = −x. 1.35.
y

x
e−

y

x + e−
y

x + ln ∣x∣ + C = 0. 1.36. x5 + 5x2y8 + y4 = C.

1.37. y arctgx + x2 arctg y = C. 1.38. xecos y + y tgx2 = C. 1.39. yesinx + xesh y = C.

1.40. y ln(3x+2)+(3x+2) ln y = C. 1.41. x6+6x2y+y5 = C. 1.42. arctg(x+y)+xarctg y =
= C. 1.43. y arctg2 x+arcsin(xy) = C. 1.44. y3e−x+2√y lnx = C. 1.45. ex sh y+e−x ch y =
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= C. 1.46.
sin y

2x2
+ lnx

y
= C. 1.47.

sinx

2y2
+ ln y

x
= C. 1.48. exy+xy2 = C, y ≠ 0. 1.49.

cosx

y
+

+ sin y

x
= C, y = 0. 1.50. 2y = xarctgx + arctgx + 1

x
− 1. 1.51. y = ln2 x − 1

lnx
. 1.52. y =

= cosx(x lnx − x + 1). 1.53. y = (1
4
arctg4 x + C) 1

arctg3 x
. 1.54. y = (1

5

√(1 − x)5 +

+ 1

3

√(1 − x)3+C) 2

x2
. 1.55. x = C − cos6 y

6 sin y
. 1.56. x = (y2 sh y−2y ch y+2 sh y+C) 1

y2
, y =

= 0. 1.57. x = (y102
51

− y101

101
+C) 1

(2y − 1)2 , y = 0. 1.58. y = Ce−2x+e−x. 1.59. y = e−
x
π +π.

1.60. y = Ce−5x + x2 − 3x + 2. 1.61. y = (C + x)e4x. 1.62. y = (C + x3

3
+ x2

2
− x)e−x.

1.63. y = ex + 3 sinx + 8 cosx. 1.64. y = Ce−3x + e2x(x sin x − (x + 2) cosx). 1.65. y =

= Ce−x+(x2

5
−4x
25
+ 23

225
)cos 2x+(2x2

5
−3x
25
+ 61

225
)sin 2x. 1.66.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = −1
p
− arctg p,

y = ln ∣p∣ − 1

2
ln(p2 + 1) +C.

1.67. {x = cosp + p sin p,
y = 2p cosp + (p2 − 2) sin p +C.

1.68. {x = 2p sin p − (p2 − 2) cosp,
y = (3p2 − 6) sin p − (p3 − 6p) cos p +C.

1.69.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = − 1

2(p2 + 1) +C,
y = 1

2
arctg p − p

2(p2 + 1) ,
y = 0. 1.70.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = p2

4
lnp − p2

16
+C,

y = p2

5
ln p − p2

25
.

1.71. {x = p ch p − sh p +C,

y = (p2 + 2) ch p − 2p ch p,
y = 2. 1.72. x = y2

2C
+ shC, y = 0,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2p2 ch(yp) = 1,

x = y

2p
+ sh(yp).

1.73. x = eC − ln(C − y),
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = 1

p
− lnp,

y = −p − ln p.
1.74. x = C ln

y

C
+ chC,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ln p + sh
y

p
= 1,

x = y

p
ln p + ch

y

p
.

1.75.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 1

(1 − p)2(arcsin(p −
p2

2
+ 1

4
) +√1 − p2(1 − p

4
) +C),

y = xp2 + 2p2 − 1

4
arcsin p + p

4

√
1 − p2,

y = 0, y = x + π
8
.

1.76. {x = ep+e
p(C + p + ep(p − 1)),

y = x(p − e−p) + pee
p
.

1.77.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x = (4 ln ∣p +√2∣ +C)p,
y = x(1

p
+ p

2
) + p2 − 2

√
2p.

1.78. y =

= xC − C10

10
, y = 9x 9

√
x

10
. 1.79. y = xC + lnC, y = −1 − ln(−x). 1.80. y = xC − eC , y =

= x(lnx−1). 1.81. y = C1e−x +C2x3 +C3x2 +C4x +C5. 1.82. y = C1x6 +C2x2 +C3x +C4.

1.83. y = C1x3

6
− C4

1x
2

8
+ C2x + C3, y = 27

280
x

10

3 + C4x + C5. 1.84. y = C1(xarctgx −

− 1

2
ln(x2 + 1)) + C2. 1.85. ln ∣tg y

2
∣ = C1x + C2. 1.86.

2√
3
arctg

2 tg
y

2
+ 1

√
3

= C1x +
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+C2. 1.87. y − e−y = C1x + C2. 1.88. y arctg y − 1

2
ln(y2 + 1) = C1x + C2. 1.89. y =

= C1eC2x. 1.90. y = C1eC2 arctgx. 1.91. y = C1eC2(x2+2x(lnx−1)). 1.92. y = C1eC2(3x2+4x√x).

1.93. y = ( 1

2 cos2 x
+ C1 − C2 cosx) 1

sinx
. 1.94. y = shx − 2 chx

x
+ 2 shx +C1

x2
+ C2x.

1.95. y = lnx

2
+C1x(lnx − 1) +C2

lnx
. 1.96.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2 + y2 + z2=C1,
x

zy
=C2.

1.97.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x

y
= C1,

xy − 2
√
z2 + 1=C2.

1.98.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x

y
=C1,

y − y

x
ln ∣z − 2x

y
∣=C2.

1.99.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x2 − z2 = C1,

y2 − u2 = C2,

(x + y)2 + (z + u)2 = C3.

1.100.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y2

x
= C1,

y2x − ln (z2 + 1) = C2.
1.101.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2 + y2 = C1,

±arcsin y√
y2 + x2

+ zez + ez = C2.

1.102.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − y

z
= C1,

z ∣x + y + 2u∣ = C2,

(u + x)2 − (u + y)2 = C3.

1.103. {(x + y) (1 − z) = C1,

(x − y) (1 + z) = C2.

1.104.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x1 − x2

(x1 + x2 − u)2 = C1,

(u + x1)2 − (u + x2)2 = C2.
1.105. {x1 + u = C1,

(x1 + x2 + u) (3x1 − x2 + u) = C2.

1.106.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x3 = C1,

x2 + u = C2,

3(x2 − u)2 + 2(x3 − x1)2 = C3.

1.107.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x1 − x2

x2 − x3

= C1,

(x1 + x2 + x3) (x1 − x2)2 = C2.

1.108. u = F (z
y
, y + y3

x2
) . 1.109. u = F (lx +my + nz,x2 + y2 + z2) . 1.110. u = xy

z
.

1.111. u = xy + z

x
. 1.112. u = 2 (x + y (y − z)) . 1.113. u = F (x1

xn

,
x2

xn

, . . . ,
xn−1
xn

,
u

xm
n

).

1.114. Φ(x2 + y2, (x + y)2 − 2z) = 0. 1.115. Φ(1
y
− 1

x
, ln ∣x − y∣ − z2

2
) = 0. 1.116. Φ(x2+

+y2, 1√
x2 + y2

arcsin
x√

x2 + y2 + z + 1

ez
) = 0. 1.117. Φ(y2 − 1

cos2z
, tg z + ctgx) = 0.

1.118. u = (y + z) /2. 1.119. y − x2 = z. 1.120. −x2

2
+ y2

4
+ z − x2y

2
− 1

4
= 0.

1.121. ln
√
y2 − x2 − ln ∣y∣ + z = y2 − x2. 1.122. 2

xy + z
x

− 4
y

x
= 4

y2

x2
+ 1. 1.123. x2 + z2 =

= 5(xz − y). 1.124. (x − y) (2x + y + 4z) = 4z. 1.125. y = e3x(C1 cosx + C2 sinx).
1.126. y = e10x(C1 cosx+C2 sinx). 1.127. y = C1e

−3x+C2e
2x. 1.128. y = C1e

4x+C2e
−5x.

1.129. y = e−x(C1 +C2x + C3x2). 1.130. y = C1e3x + (C2 + C3x + C4x2)e−x. 1.131. y =
= C1e−3x + (C2 + C3x + C4x2)e−x. 1.132. y = C1 cos

√
7x+C2 sin

√
7x+(C3+C4x) cosx+

+(C5 +C6x) sinx. 1.133. y = C1ex +C2e−x + (C3 +C4x) cos√2x + (C5 +C6x) sin√2x.

1.134. y = e−x
6 (C1+C2x). 1.135. y = 2n

∑
k=1

Ckx
k−1+e−x n

∑
k=1

Ck+2nxk−1. 1.136. y = 4n

∑
k=1
(Ck sinx+
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+Ck+4n cosx)xk−1. 1.137. y = (C1 cosx+C2 sinx+ ln ∣ cosx∣ cosx+x sin x)e6x. 1.138. y =
= (C1 cos 3x+C2 sin 3x−x cos 3x+1

3
ln ∣ sin 3x∣ sin 3x)ex. 1.139. y = (C1+C2x+1

6
x2
√
x)e4x.

1.140. y = (C1 + C2x + 4

3
x2
√
x)e5x. 1.141. y = (C1 + C2x − ln

√
1 + x2 + xarctg x)ex.

1.142. y = C1 cosx +C2 sinx − cos 2x

2 cosx
. 1.143. y = C1e4x +C2e−5x − 1

2
x2e−5x. 1.144. y =

= C1e
−3x + C2e

2x + x2e2x. 1.145. y = 15

∑
k=1

Ckx
k−1 + C16 cos 6x + C17 sin 6x + 6

35
cosx.

1.146. y = 11

∑
k=1

Ckx
k−1 + C12e

4x + C13e
−2x cos(2√3x) + C14e

−2x sin(2√3x) − 1

4097
sinx −

− 64

4097
cosx. 1.147. y = C1e

√
2x + C2e−

√
2x + (C3 + C4x) cos√2x + (C5 + C6x) sin√2x +

+1
8
(x−1). 1.148. y = C1e

√
3x+C2e

−√3x+(C3+C4x) cos√2x+(C5+C6x) sin√2x+ 1
9
− x2

12
.

1.149. y = C1x3 + C2

x2
+ x2 + x3 arctgx + 1

2
− ln

√
1 + x2

x2
. 1.150. y = C1x2 + C2

x2
+ x +

+x2 arctgx+ 1

x
− arctgx

x2
. 1.151. y = (C1 +C2 lnx)x + C3

x4
+ 2

x
. 1.152. y = C1 +C2 lnx

x
+

+C3x4 −7x. 1.153. y = x3((C1 + lnx) sin lnx+(C2 + lnx) cos lnx). 1.154. y = 1

2
x3((C1+

+3 lnx) sin(2 lnx) +C2 cos(2 lnx)). 1.155. y = (1 + 1

2
e3)ex−1 − e2x+1 + 1

2
e3x. 1.156. y =

= e2x(1 + x + 4x2
√
x). 1.157. y = ex(C sin 3x + 2 sinx + cosx). 1.158. Нет решений.

1.159. y = x4(C sin lnx + 2 sin(2 lnx)). 1.160. Нет решений.

1.161.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1e
2t +C2te

2t +C3t
2e2t,

y = 2C1e2t +C2 (2t − 1)e2t +C3 (2t2 − 2t) e2t,
z = C1e

2t +C2 (t − 1)e2t +C3 (t2 − 2t + 2) e2t.

1.162.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1e−t −C2 cos t −C3 sin t,

x2 = −C1e−t +C2 sin t −C3 cos t,

x3 = C1e−t +C2 cos t +C3 sin t.

1.163.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1 +C2e
2t +C3e

t,

x2 = 1

2
C1 +C2e

2t + 7

9
C3e

t,

x3 = C2e2t + 4

9
C3et.

1.164.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1e2t +C2et +C3e−t,

x2 = C1e2t + 4

3
C2et − 2C3e−t,

x3 = C1e2t + 4C3e−t.

1.165.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 5C1e3t +C3e2t,

x2 = C1e
3t +C2e

−2t,
x3 = C1e3t − 4C2e−2t.

1.166.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1 +C2e2t +C3e−t,

x2 = −1
2
C1 − 2

3
C2e2t − 1

3
C3e−t,

x3 = 1

2
C1 − 1

6
C2e

2t + 2

3
C3e

−t.

1.167. {x = C1e
t +C2te

t +C3e
−t,

y = −2C1et −C2 (2t + 1)et − 4C3e−t.
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1.168.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1

2
C1e

2t + (C2 − tg t) sin t + (t −C3) cos t,
x2 = C1e2t + (C2 − tg t) cos t + (C3 − t) sin t,
x3 = 1

4
C1 (t) e2t + (tg t −C2) cos t + (t −C3) sin t.

1.169.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1 + 2 tg t +C2e2t +C3et,

x2 = tg t + C1

2
+C2e

2t + 7

9
C3e

t,

x3 = C2e2t + 4

9
C3et.

1.170.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = C1e2t +C2et + e−t arctg t +C3e−t,

x2 = C1e2t + 4

3
C2et − 2e−t arctg t − 2C3et,

x3 = C1e
2t + 4arctg t + 4C3e

−t.

1.171.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = (t ln ∣t∣ − t) e2t +C3e
2t + 5C1e

3t,

x2 = C1e3t +C2e−2t,
x3 = C1e

3t − 4C2e
−2t.

1.172. y = 1 − 3x2

2
+ x3

2
+ 55x4

216
+ . . . , ∣x∣ < ∞. 1.173. y = 2(x − 1

2
) − 1

6
(x − 1

2
)
3

− 1

2
(x −

− 1

2
)
4

− 19

48
(x − 1)5 + . . . , ∣x − 1

2
∣ < 1

2
. 1.174. y = −3 + 3x2

2
+ x4

8
− 13x6

240
+ . . . , ∣x∣ < ∞.

1.175. y = 1+ 3
4
(x− 1

2
)
2

− 13

12
(x− 1

2
)
3

+ 29
32
(x− 1

2
)
4

+ . . . , ∣x− 1

2
∣ < 1

2
. 1.176. y = 2x− 5x3

3
+

+x4

12
+ 23x5

40
+ . . . , ∣x∣ < 1. 1.177. y = 1

3
+ 1

3
(x−1)2− 2

9
(x−1)3+ 1

72
(x−1)4+ . . . , ∣x−1∣ < 1.

1.178. y = xex+1. 1.179. y = x ln(x + 1). 1.180. y = x2

x − 1
. 1.181. y = ex − x, y2 = ex.

1.182. y = √1 + x, y2 = 1 + x. 1.183. y = x, y2 = 1. 1.184. x1 = x10 cos t + x20 sin t, x0 =
= −x10 sin t + x20 cos t; решение x1 = 0, x2 = 0 устойчиво. 1.185. x1 = x10e

−2t, x2 =
= x20e

−2t; решение x1 = 0, x2 = 0 асимптотически устойчиво. 1.186. x1 = x10e
t, x2 =

= x20e
t; решение x1 = 0, x2 = 0 неустойчиво. 1.187. x1 = 0, x2 = 0 асимптотиче-

ски устойчиво; λ1,2 = −1. 1.188. x1 = 0, x2 = 0 неустойчиво; λ1,2 = 2. 1.189. x1 =
= 0, x2 = 0 асимптотически устойчиво; λ1,2 = −1 ± i. 1.190. x1 = 0, x2 = 0 неустой-
чиво; λ1 = 2, λ2 = 0. 1.191. x1 = 0, x2 = 0 устойчиво; λ1,2 = ±i. 1.192. x1 =
= 0, x2 = 0, x3 = 0 асимптотически устойчиво; λ1,2 = −2, λ3 = −3. 1.193. x1 =
= 0, x2 = 0, x3 = 0 неустойчиво; λ1,2 = 1, λ3 = −1. 1.194. Устойчиво. 1.195. Неустой-
чиво. 1.196. Неустойчиво. 1.197. Асимптотически устойчиво. 1.198. Неустойчи-
во. 1.199. Асимптотически устойчиво. 1.200. Устойчиво. 1.201. Асимптотически
устойчива, v = 7x2

1 + x2
2. 1.202. Устойчива, v = x2

1 + x2
2. 1.203. Неустойчива, v =

= x2
1 −x2

2. 1.204. Асимптотически устойчива, v = 1

2
(x2

1 +x4
2). 1.205. (0,0) неустойчи-

во, (1,2) устойчиво. 1.206. (1,2) и (2,1) неустойчивы. 1.207. (2πn,0) неустойчивы,
((2n+1)π,0) устойчивы. 1.208. Устойчивый узел. 1.209. Седло. 1.210. Устойчивый
фокус. 1.211. Центр. 1.212. (0,0) — седло, (1,1) — неустойчивый фокус, (2,0) —
седло. 1.213. (−1,0) и (1,0) неустойчивые фокусы.



Глава 2

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ

2.1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

Определение 2.1. Комплексное число — это упорядоченная
пара действительных чисел a и b с установленным порядком следо-
вания.

Рис. 2.1. Геометрическая
интерпретация комплексных чисел

В алгебраической форме ком-
плексное число записывается в виде
z = a + ib, где i — число, называемое
мнимой единицей; оно определяется
так, что i2 = −1. Комплексное число z,
таким образом, состоит из действи-
тельной части Re z = a и мнимой
части Im z = b. Комплексному чис-
лу z, записанному в алгебраической
форме, можно дать простую геомет-
рическую интерпретацию: ему соот-
ветствует точка на комплексной плос-

кости, декартовы координаты которой (a, b), при этом числу z = 0 со-
ответствует начало координат (рис. 2.1).

При переходе к полярной системе координат

ρ = √a2 + b2, tgϕ = b

a
,

a = ρ cosϕ, b = ρ sinϕ. (2.1)

Положение точки z на плоскости задается модулем комплексного чис-
ла ∣z∣ = ρ и аргументом Arg z = ϕ (см. рис. 2.1). При этом аргумент
определен с точностью до аддитивного числа 2πk:

Arg z = arg z + 2πk, k ∈ Z. (2.2)

Главным значением аргумента arg z будем называть число, удовлетво-
ряющее уравнению tg arg z = b /a и неравенству ϕ0 ⩽ arg z < ϕ0+2π, где
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ϕ0 – любое фиксированное число. Обычно главное значение задается
в интервале [−π,π) либо в интервале [0, 2π). Аргумент числа z = 0 не
определен.

Теперь можно ввеститригонометрическую форму записи комплекс-
ного числа:

z = ρ(cosϕ + i sinϕ). (2.3)

Воспользовавшись формулой Эйлера eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, получим так-
же показательную форму записи комплексного числа:

z = ρeiϕ. (2.4)

Равенство комплексных чисел
Два комплексных числа z1 = a1 + ib1 = ρ1eiϕ1 и z2 = a2 + ib2 = ρ2eiϕ2

равны тогда и только тогда, когда одновременно равны их веществен-
ные a1 = a2 и мнимые b1 = b2 части либо когда равны их модули ρ1 = ρ2,
а аргументы различаются на 2πk: ϕ1 = ϕ2 + 2πk, k ∈ Z.

Определение 2.2. Комплексное число z = a − ib = ρe−iϕ называ-
ется сопряженным числу z = a + ib = ρeiϕ.

Нетрудно увидеть, что точки, соответствующие сопряженным чис-
лам на комплексной плоскости, расположены симметрично относитель-
но действительной оси. Произведение сопряженных комплексных чи-
сел дает квадрат модуля: zz = ∣z∣2 ≡ a2 + b2.

Действия над комплексными числами

Рис. 2.2. Сложение комплексных
чисел, заданных в алгебраической

форме

Сложение и вычитание удобнее
производить с комплексными числами,
записанными в алгебраической форме
(здесь и далее мы будем использовать
обозначения z1 = a1 + ib1 = ρ1eiϕ1 и
z2 = a2 + ib2 = ρ2eiϕ2):

z1 ± z2 = (a1 ± a2) + i(b1 ± b2).
Сложение чисел, заданных в алгебра-
ической форме, сводится к сложению
векторов (рис. 2.2).

Отсюда следуют, в частности, неравенства треугольника:

∣z1 + z2∣ ⩽ ∣z1∣ + ∣z2∣, ∣z1 − z2∣ ⩾ ∣z1∣ − ∣z2∣. (2.5)
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Умножение комплексных чисел. Пусть z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2.
Перемножим эти выражения как обычные многочлены, учитывая, что
i2 = −1: z1z2 = (a1 + ib1) (a2 + ib2) = (a1a2 − b1b2) + i (a1b2 + a2b1). При
умножении комплексных чисел z1 = ρeiϕ1 и z2 = ρeiϕ2, записанных в
показательной форме, модули перемножаются, а аргументы складыва-
ются:

z1z2 = ρ1ρ2eϕ1+ϕ2.

Деление удобнее осуществлять с числами, заданными в тригоно-
метрической или показательной форме:

z1

z2
= ρ1
ρ2

eϕ1−ϕ2,

при этом z1 ≠ 0, z2 ≠ 0. Для деления чисел в алгебраической форме
следует домножить числитель и знаменатель дроби на выражение, со-
пряженное знаменателю:

z1

z2
= a1 + ib1

a2 + ib2
= (a1 + ib1) (a2 − ib2)

a22 + b22
= a1a2 + b1b1

a22 + b22
+ i

a2b1 − a1b2

a22 + b22
.

Возведение в степень (формула Муавра):

zn = ρn (cosnϕ + i sinnϕ) = ρneinϕ, n = 1, 2, 3, . . . .

Извлечение корня – операция, обратная возведению в степень: если
w = reiθ = n

√
z, то z = wn, при этом r = n

√
ρ и θ = ϕ/n. Поскольку

аргумент комплексного числа многозначен и определен с точностью
до слагаемого 2πk, существует n различных комплексных чисел

wk = n
√
ρ exp(ϕ

n
+ 2πk

n
), k = 0, n − 1, (2.6)

которые при возведении в n-ю степень дают комплексное число z.

Пример 2.1. Выполнить действия:
а) (2 − i)(2 + i)2 − (3 − 2i) + 7;

б) (
√
3

2
+ i

2
)
6

.

△ а) (2 − i)(2 + i)2 − (3 − 2i) + 7 = (2 − i)(4 + 4i − 1) − 3 + 2i + 7 =
= 8 − 4i + 4 − 2 + i − 3 + 2i + 7 = 7i + 14.

156



б) Первый способ. Вспомнив треугольник Паскаля, легко получить
биномиальные коэффициенты:

(
√
3

2
+ i

2
)
6

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(
√
3

2
+ i

2
)
3⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

=

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(
√
3

2
)
3

( i
2
)
0

+ 3(
√
3

2
)
2

( i
2
)
1

+ 3(
√
3

2
)
1

( i
2
)
2

+ (
√
3

2
)
0

( i
2
)
3⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

=

= (3
√
3

8
+ 9i

8
− 3

√
3

8
− i

8
)
2

= (8i
8
)
2

= −1.

Второй способ. Приведем число

√
3

2
+ i
2
к тригонометрической фор-

ме. Его модуль равен 1, аргумент — π/6, тогда по формуле Муавра
z6 = 16 [cosπ + i sinπ] = −1. ▲

Пример 2.2. Делится ли многочлен x4+2x2+4(1+ i) на многочлен
x − 1 + i = x − (1 − i)?

△ Если x4 + 2x2 + 4(1 + i) делится на x − (1 − i), то 1 − i – корень
многочлена и при подстановке обращает его в нуль.

Подставим 1 − i в многочлен x4 + 2x2 + 4(1 + i):
(1 + i)4 + 2(1 − i)2 + 4(1 + i) = −4 + 2(−2i) + 4 + 4i = 0.

Таким образом, x4 + 2x2 + 4(1 + i) делится на x − (1 − i). ▲
Пример 2.3. Найти частное комплексных чисел

(1
2
+ i

√
3

2
)/(1

2
− i

√
3

2
) .

△ Домножим числитель и знаменатель дроби на число, комплексно-
сопряженное знаменателю:

1

2
+ i

√
3

2

1

2
− i

√
3

2

=
1

2
+ i

√
3

2

1

2
− i

√
3

2

⋅
1

2
+ i

√
3

2

1

2
+ i

√
3

2

=
(1
2
+ i

√
3

2
)
2

1

4
+ 3

4

=

=
1

2
+ 2 ⋅ 1

2
⋅ i
√
3

2
− 3

4
1

= −1
2
+ i
√
3

2
. ▲
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Пример 2.4. Даны комплексные числа z1 = −2 + 5i; z2 = 3 − 4i.
Найти:

а) z2 + z1; б) z2 − z1; в) z2 ⋅ z1; г) z2

z1
;

д) представить z1 в тригонометрической и показательной формах;
е) вычислить

√
z1.

△ а) z2 + z1 = 1 + i;
б) z2 − z1 = 5 − 9i;
в) z2 ⋅ z1 = 14 + 23i;

г)
z2

z1
= −26

29
− i

7

29
;

д) Найдем модуль ∣z1∣ = √(−2)2 + 52 = √
29 и аргумент ϕ = π+

+arctg(−5
2
) = π − arctg

5

2
числа z1. Таким образом,

z1 = √29ei(π−arctg 5

2
) = √29cos(π − arctg

5

2
) + i

√
29 sin(π − arctg

5

2
).

Разумеется, последнее выражение можно переписать в виде

z1 = −√29cos arctg
5

2
+ i
√
29 sin arctg

5

2
,

но это уже не будет тригонометрической формой записи комплексного
числа, которая должна иметь вид ρ(cosϕ + i sinϕ);

e)
√
z1 = 4

√
29e

i
2
(ϕ+πk); k = 0, 1. ▲

Пример 2.5. Представить комплексные числа в показательной и
тригонометрической формах, извлечь корень 3-й степени: а) −3; б) −i;
в) −1 + i

√
3.

△ Для того чтобы представить комплексное число в показатель-
ной и тригонометрической формах, требуется вычислить его модуль и
аргумент.

а) Поскольку ρ = ∣ − 3∣ = 3, а ϕ = π, то
−3 = 3(cosπ + i sinπ) = 3eiπ.

Для того чтобы извлечь кубический корень, воспользуемся формулой
(2.6):

zk = 3
√
3ei

π+2πk
3 ; k = 0, 2.
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Если изобразить получившиеся корни на комплексной плоскости, то
окажется, что они располагаются в вершинах правильного треуголь-
ника (рис. 2.3).

Рис. 2.3. Точки, соответствующие 3
√−3, на комплексной плоскости

б) Аналогично предыдущему пункту ρ = ∣− i∣ = 1; ϕ = −π
2
.

−i = cos(−π
2
) + i sin(−π

2
) = e−iπ2 .

zk = e−i π
2
+2πk

3 ; k = 0, 2.

в) ρ = ∣ − 1 + i
√
3∣ = √1 + 3 = 2.

Аналогично предыдущему примеру точка −1 + i
√
3 находится во

второй четверти, tgϕ =
√
3

−1 ⇒ ϕ = π− π
3
= 2π

3
. Запись в тригонометри-

ческой и показательной формах корня:

−1 + i
√
3 = 2 [cos(−π

3
) + i sin(−π

3
)] = 2e−iπ3 ;

zk = 3
√
2e−iπ9 +i 2πk

3 ; k = 0, 2. ▲
Пример 2.6. Доказать тождество

(1 + i tgα

1 − i tgα
)
n

= 1 + i tgnα

1 − i tgnα
.
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△ Учтем, что tgα = sinα

cosα
, тогда

⎛⎜⎜⎝
1 + i

sinα

cosα

1 − i
sinα

cosα

⎞⎟⎟⎠

n

= (cosα + i sinα

cosα − i sinα
)
n

.

Используя формулу Муавра

[r(cosϕ + i sinϕ)]n = rn(cosnϕ + i sinnϕ)
и разделив числитель и знаменатель дроби на cosnα, получим

⎛⎜⎜⎝
1 + i

sinα

cosα

1 − i
sinα

cosα

⎞⎟⎟⎠

n

= cosnα + i sinnα

cosnα − i sinnα
= 1 + i tgnα

1 − i tgnα
,

что и требовалось доказать. ▲
Пример 2.7. Найти множество точек комплексной плоскости, удо-

влетворяющее условиям: a) ∣z − 5i∣ = 8; б) ∣z − 1 − i∣ ⩽ 4; в) 1 < ∣z + i∣ < 2,
π

4
< arg z < π

2
; г) 0 ⩽ Im z ⩽ 1.

△ а) Условие ∣z − 5i∣ = 8 на комплексной плоскости задает множе-
ство точек окружности радиусом 8, смещенных по мнимой оси на 5i

(рис. 2.4, 1 ).
б) Сгруппируем слагаемые следующим образом: ∣z − (1 + i)∣ ⩽ 4.

Тогда по аналогии с пунктом а условие задает круг (вместе с его гра-
ницей) радиусом 4, смещенный вдоль каждой из осей на 1 (т. е. вдоль
действительной оси на 1, а вдоль мнимой – на i; см. рис. 2.4, 2 ).

в) Рассмотрим отдельно каждое из двух неравенств: 1 < ∣z + i∣ и
∣z + i∣ < 2. Первое условие задает множество точек, располагающееся
вне смещенной вдоль мнимой оси окружности (радиус 1, смещено на i).
Второе условие задает внутренние точки смещенного вдоль мнимой оси
круга (радиус 2, смещено на i). Область пересечения этих множеств

соответствует кольцу. Неравенство
π

4
< arg z < π

2
вырезает из этого

кольца сектор (рис. 2.4, 3 ).
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Рис. 2.4. К примеру 2.7

г) Условие 0 ⩽ Im z ⩽ 1 задает множество точек горизонтальной
полосы шириной 1 (рис. 2.4, 4 ). ▲

2.2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
ПО КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Определение 2.3. Множество G называется областью, если
каждая точка этого множества является внутренней (т. е. имеет
ε-окрестность, все точки которой принадлежат тому же множе-
ству) и любые две точки множества можно соединить ломаной,
целиком принадлежащей G.

Определение 2.4. Точка называется внешней точкой обла-
сти G, если существует такая ее ε-окрестность, все точки которой
не принадлежат G.
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Определение 2.5. Точка называется граничной точкой обла-
сти G, если существует ее ε-окрестность, содержащая как точки,
которые принадлежат G, так и точки, которые не принадлежат G.
Множество, объединяющее область G и все ее граничные точки, на-
зывается замкнутой областью G.

Определение 2.6. Говорят, что в области G задана функция
комплексной переменной, если задан закон, ставящий в соответ-
ствие каждому значению z из области G комплексное число w = f(z)
(однозначная функция) или несколько комплексных чисел (многознач-
ная функция).

Определение 2.7. Функция f(z) называется однолистной в об-
ласти G, если в различных точках z этой области она принимает
различные значения. Отсюда следует, что обратная к ней функция

z = ψ(w) является однозначной и, таким образом, однолистная функ-
ция осуществляет взаимно однозначное отображение.

Введем понятие предела функции.

Определение 2.8. (по Гейне). Пусть функция f(z) определена
в некоторой области G. Рассмотрим различные последовательности
точек этой области zn, сходящиеся к некоторой точке z0 и состо-
ящие из точек zn ≠ z0, и соответствующие им последовательно-
сти значений функции f(zn). Если независимо от выбора последо-
вательности {zn} существует единственный предел lim

zn→z0 f(zn) = w0,

то этот предел называется предельным значением или пределом
функции f(z) в точке z0.

Определение 2.9. (по Коши). Число w0 называется предельным
значением функции f(z) в точке z0, если для любого ε > 0 можно
указать такое δ > 0, что для всех точек z ∈ G, удовлетворяющих
условию 0 < ∣z − z0∣ < δ, имеет место неравенство ∣f(z) −w0∣ < ε.

З ам е ч а н и е 2.1. Определения 2.8 и 2.9 равносильны.
Определение 2.10. Функция f(z), заданная в области G, назы-

вается непрерывной в точке z0 ∈ G, если предельное значение функ-
ции в точке z0 существует, конечно и совпадает со значением f(z0)
функции f(z) в точке z0, т. е. lim

z→z0 f(z) = f(z0).
Пусть в области G задана функция f(z). Если для точки z ∈ G

существует предел

f ′(z) = lim
Δz→0 f(z0 +Δz) − f(z0)

Δz
(2.7)
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и он не зависит от способа стремления Δz → 0, т. е. от способа прибли-
жения точки z = z0 +Δz к точке z0, то этот предел называется произ-
водной функции f(z) в точке z0, а функция — дифференцируемой в
точке z0.

Определение 2.11. Если функция f(z) дифференцируема во всех
точках некоторой области G, а ее производная непрерывна в этой об-
ласти, то функция f(z) называется аналитической (регулярной)
функцией в области G. Функция комплексной переменной, аналити-
ческая на всей комплексной плоскости (∣z∣ < ∞), называется целой
функцией.

Пусть z = x + iy, Re f(z) = u(x, y) и Im f(z) = v(x, y), т. е.
f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Если функция f(z) дифференцируема в точке z0 = x0 + iy0, то для ее
действительной и мнимой частей существуют частные производные по
обоим аргументам и выполняются условия Коши – Римана:

∂u(x0, y0)
∂x

= ∂v(x0, y0)
∂y

,
∂u(x0, y0)

∂y
= −∂v(x0, y0)

∂x
. (2.8)

Верно и обратное утверждение: если для дифференцируемых функций
u(x, y) и v(x, y) в точке z0 = x0 + y0 выполняются условия Коши –
Римана, то функция f(z) = u(x, y) + iv(x, y) дифференцируема в этой
точке.

Из (2.8) следует, что с точностью до постоянного слагаемого по
действительной части функции u(x, y) можно восстановить ее мни-
мую часть v(x, y) и наоборот. Кроме того, производную f(z) можно
записать любым из следующих способов:

f ′(z) = u′x(x, y) + iv′x(x, y) = v′y(x, y) + iv′x(x, y) =
= u′x(x, y) − iu′y(x, y) = v′y(x, y) − iu′y(x, y). (2.9)

Из условий Коши – Римана следует также то, что функции u(x, y) и
v(x, y), подчиняющиеся соотношениям (2.8), являются гармонически-
ми, т. е. удовлетворяют уравнению Лапласа:

∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0, ∂2v

∂x2
+ ∂2v

∂y2
= 0. (2.10)
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Условия Коши – Римана можно записать и в полярных координа-
тах. Выразив действительную и мнимую части аналитической функции
через комплексную переменную z = ρeiϕ, получим

f(z) = u(ρ,ϕ) + iv(ρ,ϕ),
откуда следует:

∂u

∂ρ
= 1

ρ

∂v

∂ϕ
,

1

ρ

∂u

∂ϕ
= −∂v

∂ρ
. (2.11)

Положив
f(z) = R(x, y)eiΦ(x,y),

получим связь между модулем и аргументом аналитической функции:

∂R

∂x
= R∂Φ

∂y
,

∂R

∂y
= −R∂Φ

∂x
. (2.12)

Пусть функция f(z) аналитична в области G. Проведем через про-
извольную точку z0 ∈ G такую, что f ′ (z0) ≠ 0, кривую γ1, целиком
лежащую в G.

Рис. 2.5. Геометрический смысл аргумента производной

Функция отображает область G комплексной плоскости z на об-
ласть G комплексной плоскости w, при этом z0 переходит в точку
w0 ∈ G: w0 = f (z0), а кривая γ1 — в кривую Γ1, целиком лежащую в G.
Запишем производную в показательной форме: f ′ (z0) = reiα, тогда ее
аргумент α = arg f ′ (z0) = Φ1−ϕ1, где Φ1 — угол наклона вектора, каса-
тельного к кривой Γ1 в точке w0, к оси u, а ϕ1 — угол наклона вектора,
касательного к кривой γ1 в точке z0, к оси x (рис. 2.5). Отсюда следует
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свойство сохранения углов: при отображении, осуществляемом анали-
тической функцией f(z), удовлетворяющей условию f ′ (z0) ≠ 0, угол
ϕ2 −ϕ1 между кривыми γ1 и γ2, пересекающимися в точке z0, равен
углу Φ2 −Φ1 между образами этих кривых Γ1 и Γ2, пересекающимися
в точке w0 = f (z0). При этом сохраняется не только величина, но и
направление отсчета угла.

Геометрический смысл модуля производной заключается в свой-
стве постоянства растяжения: ∣f ′ (z0)∣ ≠ 0 определяет коэффици-
ент подобия при отображении бесконечно малого линейного элемента,
осуществляемом аналитической функцией f(z).

Определение 2.12. Отображение окрестности точки z0 на ок-
рестность точки w0, осуществляемое аналитической функцией w =
f(z) и обладающее в точке z0 свойством сохранения углов и посто-
янством растяжений, называется конформным отображением.

Многозначные функции. Ветвление

Рассматривая многозначную функцию, имеющую в данной точке
несколько значений, удобно пользоваться понятием ветви аналити-
ческой функции .

Рассмотрим функцию f(z) = n
√
z. Полагая z = ρeiϕ, получим из

формулы (2.6)

f(z) = reiψ = n
√
ρ exp(iϕ + 2πk

n
) , k = 0, n − 1, (2.13)

где ϕ – одно из значений Arg z. Таким образом, в любой области D,
которая не содержит ни одной замкнутой кривой, обходящей точку
z = 0, можно выделить n непрерывных и однозначных функций, каж-
дая из которых принимает одно из значений n

√
z. Эти n функций и на-

зываются ветвями многозначной функции f(z). Каждая такая ветвь
осуществляет однолистное отображение области D и является анали-
тической функцией.

Пусть теперь областьD содержит хотя бы одну замкнутую кривую,
обходящую точку z = 0. В такой области ветви функции n

√
z уже нель-

зя отделить друг от друга. Если в окрестности некоторой точки z0 ≠ 0

из D выделить какую-либо ветвь, то, двигаясь по кривой, обходящей
z = 0, мы придем к другой ветви. Следовательно, в такой области мы не
можем рассматривать функцию n

√
z как совокупность отдельных (од-

нозначных) аналитических функций. Точка z = 0, в любой окрестности
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которой нельзя отделить n отдельных ветвей функции n
√
z (ветви как

бы соединяются в этой точке), называется точкой ветвления .

Пример 2.8. Выделить действительную и мнимую части функций

комплексной переменной: а) w = 2z + 1; б) w = e−z2; в) w = ez
2

.

△ а) Представим z в его алгебраической форме z = x + iy, тогда
несложными преобразованиями получим

w = 2z + 1 = 2(x + iy) + 1 = 2x + 1 + i ⋅ 2y.
Отсюда действительная часть u = 2x + 1, а мнимая – v = 2y.

б) По определению сопряженное комплексное число равно z = x−iy.
Тогда, воспользовавшись формулой Эйлера и учитывая, что косинус –
функция четная, а синус – нечетная, получим

w = ez
2 = e(x−iy)2 = ex

2−2xyi−y2 =
= ex

2−y2 [cos(−2xy) + i sin(−2xy)] =
= ex

2−y2 cos(2xy) − iex
2−y2 sin(2xy).

Отсюда получим выражения для действительной u = ex2−y2 cos(2xy)
и мнимой v = −ex2−y2 sin(2xy) частей. ▲

Пример 2.9. Решить уравнения:
а) z2 = 4i; б) ez + i = 0; в) ch z = i.

△ а) z2 = 4i⇒ z = √4i = 2
√
i.

Поскольку i = 1 ⋅ eiπ2 , то zk = 2ei(π4 + 2πk
2
), где k = 0, 1. Отсюда z0 =

= 2ei
π

4 = √2(1 + i), z1 = 2ei
5π

4 .
б) ez + i = 0⇒ ez = −i.
Логарифмируя обе части уравнения, получим z = Ln(−i). Главное

значение логарифма ln ∣ − i∣ = ln 1 = 0, аргумент arg(−i) = −π
2
, тогда

zk = i(−π
2
+ 2πk), k = 0,±1,±2, . . . .

в) Учтем выражение для гиперболического косинуса: ch z = ez + e−z
2

.

Тогда по условию задачи получим
ez + e−z

2
= i. Введя обозначение ez =

=X, придем к квадратному уравнению X2 − 2iX + 1 = 0, которое имеет
два мнимых корня: X1 = i(1 +√2) и X2 = i(1 −√2).

Возвратимся к исходной переменной z. Для первого корня X1 по-

лучим zk1 = Ln [i(1 +√2)] = ln(1 +√2) + i(π
2
+ 2πk). Аналогично для

корня X2: zk2 = ln(1 −√2) + i(π
2
+ 2πk). ▲
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Пример 2.10. Показать, что функция w = z2 непрерывна при лю-
бом значении z.

△ Возьмем произвольную точку z0 и воспользуемся определениями
2.9 и 2.10:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∶ ∀z ∶ ∣z − z0∣ < δ⇒ ∣z2 − z20 ∣ < ε.
Вычислим

∣z2 − z20 ∣ = ∣(z − z0)(z + z0)∣ = ∣z − z0∣ ⋅ ∣z + z0∣
и воспользуемся неравенством треугольника (2.5):

∣z − z0∣ ⋅ ∣z + z0∣ < (∣z∣ + ∣z0∣) ∣z − z0∣.
Первый множитель полученного выражения для z, близких к z0, огра-
ничен, поэтому можно выбрать δ(ε) = ε / (∣z∣ + ∣z0∣). Поскольку точка z0
выбрана произвольно, непрерывность функции z2 на всей комплексной
плоскости доказана. ▲

Пример 2.11. Исследовать на непрерывность функцию комплекс-
ной переменной

f(z) = 2z − 1

z2 + 1
.

△ Отношение двух функций f1(z) /f2(z) непрерывно в точке
z = a, если функции f1(z) и f2(z) непрерывны в этой точке и f2(a) ≠ 0.
Знаменатель функции f(z) обращается в нуль в точках z = ±i, таким
образом, функция f(z) непрерывна всюду на C, кроме точек z = ±i. ▲

Пример 2.12. Показать, что функция w(z) = ez является анали-
тической на всей комплексной плоскости.

△ Пусть z = x + iy, тогда w(x, y) = exeiy = ex(cosy + i sin y). Отсюда
u(x, y) = ex cosy; v(x, y) = ex siny.

Для проверки функции на дифференцируемость используем усло-
вия Коши – Римана. Вычислим необходимые производные:

∂u

∂x
= ex cosy;

∂v

∂y
= ex cosy;

∂u

∂y
= −ex siny; ∂v

∂x
= ex siny.

Условия Коши – Римана выполняются. Отсюда следует, что функция
аналитична. ▲
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Пример 2.13. Выяснить, является ли функция w = z ⋅z дифферен-
цируемой хотя бы в одной точке.

△ Поскольку z = x + iy, а z = x − iy, то w = (x + iy)(x − iy) = x2 + y2.
Тогда

u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) = 0.

Найдем частные производные:

∂u

∂x
= 2x;

∂v

∂y
= 0;

∂u

∂y
= 2y;

∂v

∂x
= 0.

Таким образом, условия Коши – Римана выполняются только в одной
точке x = 0; y = 0. Это означает, что в точке x = 0; y = 0 функция
является дифференцируемой, но не является аналитической, так как
аналитическая функция должна быть дифференцируемой не только в
точке, но и в ее некоторой окрестности. ▲

Пример 2.14. Исследовать следующие функции на дифференци-
руемость: а) w = z2z; б) w = zez; в) w = ez2.

△ а) Учитывая, что z = x + iy, z = x − iy и совершая несложные
алгебраические преобразования, получим

w = 2(x + iy)(x − iy) = x3 + xy2 + ix2y + iy3.

Выделим действительную и мнимую части функции u = x3 + xy2; v =
= x2y + y3 и вычислим частные производные:

∂u

∂x
= 3x2 + y2;

∂v

∂y
= x2 + 2y2;

∂u

∂y
= 2xy;

∂v

∂x
= 2xy.

Условия Коши – Римана выполняются только в точке x = 0; y = 0.
Следовательно, функция не аналитическая.

б) Действуя по аналогии с пунктом а, получим w = zez = (x +
+ iy)ex + iy = xex+iy + iyex+iy = xex(cosy + i siny) + iyex(cosy + i siny).
Тогда действительная и мнимая части будут равны соответственно
u(x, y) = xex cosy − yex siny и v(x, y) = xex sin y + yex cosy.
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Найдем частные производные:

∂u

∂x
= ex cosy + xex cosy − yex siny;

∂v

∂y
= xex cosy + ex cosy − yex siny;

∂u

∂y
= −xex siny − yex cosy − ex siny;

∂v

∂x
= ex siny + xex siny + yex cosy.

Условия Коши – Римана выполняются для любых x и y, следовательно,
функция w = zez аналитична во всей комплексной области.

в) Снова положим z = x + iy:

w = ez2 = e(x+iy)2 = ex
2+2ixy−y2.

Отделим часть экспоненты с i и преобразуем по формуле Эйлера:

w = ex
2−y2 [cos(2xy) + i sin(2xy)].

Выделяя действительную и мнимую части, получим:

u = ex
2−y2 cos(2xy); v = ex2−y2 sin(2xy).

Найдем частные производные:

∂u

∂x
= ex

2−y22x cos(2xy) − ex
2−y2 sin(2xy)2y;

∂v

∂y
= −ex2−y22y sin(2xy) + ex

2−y2 cos(2xy)2x;
∂u

∂y
= −ex2−y22y cos(2xy) − ex

2−y2 sin(2xy)2x;
∂v

∂y
= ex

2−y22x sin(2xy) + ex
2−y2 cos(2xy)2y.

Условия Коши – Римана выполняются, следовательно, функция ана-
литична. ▲

Пример 2.15. Вычислить угол, на который надо повернуть вектор
z⃗1 = 3

√
2 + i2

√
2, чтобы получить вектор z⃗2 = −5 + i.

△ Запишем скалярное произведение векторов z⃗1 и z⃗2:

z⃗1 ⋅ z⃗2 = ∣z⃗1∣ ∣z⃗2∣ cosΔϕ.
Отсюда

cosΔϕ = z⃗1 ⋅ z⃗2
∣z⃗1∣ ∣z⃗2∣ .
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С другой стороны, из условия получим z⃗1 ⋅ z⃗2 = 3
√
2 ⋅ (−5) + 2

√
2 ⋅ 1 =

= −13√2 и ∣z⃗1∣ = ∣z⃗2∣ = √26.

Таким образом, Δϕ = arccos(−
√
2

2
) = 3π

4
. ▲

Пример 2.16. Найти коэффициент растяжения и угол поворота
при отображениях: а) w = z2 в точке z0 = √2 + i

√
2; б) w = z3 в точке

z1 = 2 − i.

△ Коэффициент растяжения при отображении равен модулю про-
изводной комплексной функции, а угол поворота – ее аргументу.

а) Возьмем производную от комплексной функции w′(z) = 2z, а
затем вычислим ее в точке z0:

w′(z0) = 2(√2 + i
√
2) = 4(

√
2

2
+ i

√
2

2
).

Используя формулу Эйлера, получим: ρ = 4,ϕ = π
4
.

б) Действуем по аналогии с пунктом а:

w′(z) = 2z2, w′(z1) = 3(2 − i)2 = 9 − 12i.

Это выражение представляет собой алгебраическую форму записи

комплексного числа. Отсюда следует, что tgϕ = −12
9

= −4
3

или ϕ =
= arctg(−4

3
). Модуль ρ = √92 + 122 = 15. Таким образом, коэффициент

растяжения равен 15, а угол поворота составляет arcctg(−4
3
). ▲

2.3. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ
ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Многочлен

Определение 2.13. Многочленом степени n называется функ-

ция Pn(z) = n∑
k=0akzk, где an ≠ 0. Многочлен аналитичен на всей ком-

плексной плоскости и обращается в нуль не более чем в n точках; со-
ответствующие этим точкам комплексные числа называются корнями
многочлена.

Производная многочлена степени n P ′n(z) = Qn−1(z) также явля-

ется многочленом, но степени n − 1. Производная многочлена P
(m)
n (z)

порядка m > n тождественно равна нулю.
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Рациональная функция

Определение 2.14. Рациональной называется функция вида

R(z) = Pn(z)
Qm(z) , (2.14)

где Pn(z) и Qm(z) – многочлены степени n и m соответственно.
Будем полагать, что эти многочлены несократимы, иными словами,

многочлены Pn(z) иQm(z) не имеют общих нулей. Рациональная функ-
ция аналитична всюду, кроме нулей многочлена Qm(z), и обращается
в нуль там же, где и Pn(z).

Показательная функция (экспонента)

Определение 2.15. Показательную функцию комплексной
переменной z = x + iy введем соотношением

w = ez = ex+iy = ex (cosy + i siny). (2.15)

Таким образом, ∣ez ∣ = ex, arg ez = y, Re ez = ex cosy, Im ez = ex siny.
Эта функция аналитична на всей комплексной плоскости. Для нее

выполняются основные свойства соответствующей функции действи-
тельной переменной ex, в частности (ez)′ = ez.

Через arg f(z) мы обозначаем главное значение аргумента функ-
ции f(z), однако, как отмечено на странице 154, положение точки на
комплексной плоскости не изменяется при добавлении к ее аргумен-
ту слагаемого 2πk, k ∈ Z. Таким образом, в отличие от показательной
функции действительной переменной, функция ez ≡ ex+iy обладает пе-
риодичностью по y.

В дальнейшем будет показано, что показательную функцию можно
определить и заданием через степенной ряд (ряд Тейлора):

ez ≡ exp(z) = ∞∑
k=0

zk

k!
.

Логарифм

Определение 2.16. Логарифм определяется как функция, об-
ратная показательной:

eln z = z.

При этом (ln z)′ = 1 /z.
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Записав эту функцию в алгебраической форме ln z = u+ iv, получим
z = eu+iv = eueiv. Таким образом, u = ∣z∣, v = arg z и

u = ln ∣z∣, v = arg z. (2.16)

Аргумент комплексного числа определен (2.2) с точностью до адди-
тивного числа 2πk, k ∈ Z. Поэтому если действительная часть логариф-
ма определяется однозначно, то мнимая – с точностью до слагаемого,
кратного 2π:

Ln z = ln ∣z∣ + i(arg z + 2πk).
Функция Ln z является многозначной и содержит бесконечное множе-
ство ветвей, для каждой из которых аргумент изменяется в пределах
от ϕ0 до ϕ0 + 2π. Значение ϕ0 выбирается произвольно – обычно это 0

или −π. Каждая такая ветвь является аналитической функцией.
Ветви функции Ln z можно рассматривать по отдельности всюду на

комплексной плоскости, за исключением точки z = 0, в которой они как
бы сходятся. Эта точка называется точкой ветвления функции Ln z.

Тригонометрические и гиперболические функции

Тригонометрические и гиперболические синус и косинус задаются
через показательную функцию:

sin z = eiz − e−iz
2i

; cos z = eiz + e−iz
2

; (2.17)

sh z = ez − e−z
2

; ch z = ez + e−z
2

, (2.18)

откуда

sin z = −i sh iz; cos z = ch iz. (2.19)

Остальные тригонометрические и гиперболические функции (тан-
генс, котангенс, секанс и косеканс) обычным образом выражаются че-
рез синусы и косинусы. Эти функции уже не являются целыми: их
аналитичность нарушается в тех точках комплексной плоскости, где
знаменатели соответствующих выражений обращаются в нуль.

Для этих функций, как будет показано далее, выполняются многие
соотношения, «унаследованные» от функций действительной перемен-
ной: cos2 z + sin2 z = 1, ch2 z − sh2 z = 1, (cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z

и т. д. Вместе с тем при переходе к комплексной переменной поведение
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функций радикально изменяется. Например, если для вещественной
переменной ∣sinx∣ ⩽ 1, то ∣sin z∣ стремится к бесконечности при стрем-
лении z →∞ вдоль мнимой оси, т. е. при Re z = 0 и z = iy.

Поскольку тригонометрические и гиперболические функции выра-
жаются через показательную функцию, обратные тригонометрические
и обратные гиперболические функции можно выразить через логариф-
мы. Например, для функции w = Arccosz по определению имеет место
равенство

z = cosw = eiw + e−iw
2

,

откуда следует уравнение e2iw−2zeiw+1 = 0. Разрешив его относительно
eiw, получим eiw = z ±√z2 − 1 и

w = Arccosz = −iLn (z +√z2 − 1)
(знак «±» в формуле решения квадратного уравнения можно опустить
в силу двузначности функции

√
z).

Поскольку

z +√z2 − 1 = 1

z −√z2 − 1
,

изменение знака перед корнем сводится к изменению знака перед ло-
гарифмом, поэтому знак «–» в последней формуле можно не писать.
Окончательно

w = Arccosz = iLn (z +√z2 − 1) (2.20)

(корень по-прежнему имеет два знака).
Аналогично можно получить формулы и для других обратных функ-

ций (см. задание 17). Заметим, что все эти функции многозначны, так
как Ln в правой части приведенных в задании формул может обозна-
чать любое значение логарифма.

Пример 2.17. Решить уравнение 4 cos z + 5 = 0.
△ Используя замену cos z = eiz + e−iz

2
, получим

eiz + e−iz
2

= −5
4
, от-

куда e2iz + 1 = −5
2
eiz.

Введем обозначение eiz = w. Тогда w2+ 5
2
w+1 = 0. Корни этого урав-

нения: w = −2, w = −1
2
. Таким образом, eiz = −2; eiz = −1

2
. Логарифмируя
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и учитывая, что логарифм – функция многозначная, получим:

z = Ln(−2)
i

= −iLn(−2) = −i(ln 2 + i(π + 2πk)) = −i ⋅ ln 2 + (π + 2πk);

z =
Ln(−1

2
)

i
= iLn(−2) = i(ln 2 + i(π + 2πk)) = i ⋅ ln 2 − (π + 2πk),

где k = 0;±1;±2; . . . . ▲
Пример 2.18. Вычислить:

а) ii; б)(1 + i√
2
)
2i

.

△ а) ii = eLn(ii) = eiLn i. Поскольку Ln z = ln ∣z∣ + i(arg z+2πk), ln ∣i∣ =
= ln 1 = 0, а arg i = π

2
, получим ii = e−(π2+2πk).

б) Проделаем следующую цепочку преобразований:

(1 + i√
2
)
2i

= e
2iLn( 1+i√

2
) = e

2iLn( 1√
2
+ i√

2
)
.

Вычислив аргумент и модуль числа
1√
2
+ i√

2
, получим ρ = 1,ϕ = π

4
.

Тогда

exp(2iLn( 1√
2
+ i√

2
)) = e2i(ln1+iπ4 +2πki) = e−(4k+ 1

2
)π. ▲

2.4. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

2.4.1. Основные принципы теории
конформных отображений

Определение 2.17. Взаимно однозначное отображение обла-
сти D комплексной плоскости z на область G комплексной плоско-
сти w называется конформным, если во всех точках области D оно
обладает свойствами сохранения углов и постоянства растяжений.

Конформные отображения осуществляются только однолистными
аналитическими функциями w = f(z) с производной, отличной от нуля
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во всех точках области D. Для решения задачи отыскания конформно-
го отображения w = f(z) областиD на область G не существует общего
алгоритма. Большое значение при этом имеют общие принципы кон-
формных отображений.

Теорема 2.1 (теорема Римана). Всякую односвязную область D
плоскости z, граница которой состоит более чем из одной точки,
можно конформно отобразить на внутренность единичного круга
∣w∣ < 1 плоскости w.

Из теоремы следует возможность конформного отображения дан-
ной односвязной области D плоскости z на заданную односвязную об-
ласть G плоскости w. Условия, обеспечивающие единственность такого
отображения, называются условиями нормировки. Наиболее употреби-
тельны следующие три формы нормировки.

1. f(z0) = w0, arg f ′(z0) = α, где z0, w0 – внутренние точки областей
D и G соответственно, α – произвольное вещественное число.

2. f(z0) = w0, f(z1) = w1, где z0, w0 – внутренние, а z1, w1 – гранич-
ные точки областей D и G соответственно.

3. f(zk) = wk, k = 1, 2, 3, где zk, wk – граничные точкиD и G соответ-
ственно, пронумерованные в порядке положительного обхода границы.

Принцип соответствия границ. При конформном отображении
функция w = f(z) взаимно однозначно отображает границу односвяз-
ной области D на границу односвязной области G с сохранением ори-
ентации.

В теории и практике конформных отображений ставятся и реша-
ются две задачи: прямая и обратная. Прямая задача заключается в
нахождении образа данной линии или области при заданном отобра-
жении. Обратная задача – это нахождение функции, отображающей
заданную линию или область на другую заданную линию или область.
Для решения прямой задачи используют один из двух способов.

Первый способ
1. Записать уравнение границы заданной области.
2. Найти образ границы заданной области.
3. Найти образ произвольной внутренней точки заданной области.

Та область, которой принадлежит полученная точка, является иско-
мым образом заданной области.

Второй способ
1. Выразить z из соотношения w = f(z).
2. Подставить полученное выражение z = f−1(w) в неравенство,
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определяющее заданную область. Полученное соотношение – искомый
образ.

При решении обратной задачи используются свойства отображений
с помощью элементарных функций. Приведем некоторые свойства ос-
новных элементарных функций.

2.4.2. Дробно-линейная функция

Дробно-линейная функция

w = az + b

cz + d
, ∣a b

c d
∣ ≠ 0 (2.21)

конформно отображает всю расширенную комплексную плоскость z

на расширенную плоскость w. При c = 0 линейное отображение w =
= Az + B сводится к повороту плоскости z на угол argA, преобразо-
ванию подобия с коэффициентом подобия ∣A∣ и сдвигу плоскости на
вектор B. При c ≠ 0 отображение (2.21) запишем в виде

w = A + B

z − z0
,

где z0 = −d
c
; A = a

c
; B = bc − ad

c2
.

Следовательно, дробно-линейное отображение есть суперпозиция

трех отображений: w1 = z − z0, w2 = 1

w1

, w = A +Bw2.

Определение 2.18. Точки z и z∗ называются симметричны-
ми относительно окружности ∣z − z0∣ = R, если они лежат на
одном луче, выходящем из центра z0, а произведение их расстояний
от центра равно R2:

z∗ = z0 + R2

z − z0
.

Очевидно, что если точка лежит на указанной окружности, то z ≡ z∗,
а если z = z0, то z∗ = ∞.

Преобразование 1/z осуществляет двойную симметрию: относитель-
но единичной окружности и относительно действительной оси. Таким
образом, отображение дробно-линейной функцией геометрически сво-
дится к преобразованию подобия, повороту вокруг начала координат,
параллельному переносу и двойной симметрии: относительно единич-
ной окружности и относительно действительной оси.
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Круговое свойство дробно-линейного отображения
При дробно-линейном отображении (2.21) все прямые и окружно-

сти, проходящие через точку z0 = −d
c
, преобразуются в прямые, осталь-

ные окружности и прямые – в окружности.
Свойство сохранения симметрии
Дробно-линейное отображение переводит любые две точки, симмет-

ричные относительно окружности (прямой) на комплексной плоскости
z, в точки, симметричные относительно образа этой окружности (пря-
мой) на плоскости w.

Теорема 2.2. Существует единственное дробно-линейное отоб-
ражение, при котором три различные точки z1, z2, z3 переходят в
точки w1, w2, w3 соответственно. Это отображение определяется
формулой

w −w1

w −w2

⋅ w3 −w2

w3 −w1

= z − z1

z − z2
⋅ z3 − z2

z3 − z1
. (2.22)

Следствие 2.1. Функция w = f(z), определяемая формулой (2.22),
конформно отображает круг, граница которого проходит через точ-
ки zk (k = 1, 2, 3), на круг, граница которого проходит через точки wk(k = 1, 2, 3). Здесь под словом «круг» будем понимать область, лежа-

щую внутри или вне окружности, а также полуплоскость.

З ам е ч а н и е 2.2. Если в формуле (2.22) одна из точек zk или wk(k = 1, 2, 3) является бесконечно удаленной, то все разности, в которые
входит эта точка, следует заменить единицами.

Пример 2.19.Найти дробно-линейную функцию, конформно отоб-
ражающую круг ∣z∣ < 3 на верхнюю полуплоскость так, чтобы точки
z1 = 3, z2 = 3i и z3 = −3 переходили в точки w1 = ∞, w2 = 0, w3 = 3.

△ Поставленную задачу решаем с помощью формулы (2.22), заме-
няя w −w1 и w3 −w1 на единицы:

1

w
⋅ 3
1
= z − 3

z − 3i
⋅ −3 − 3i

−3 − 3
,

откуда получим w = 2(1 − i)z − 3i

z − 3
. ▲

2.4.3. Степенная функция

Степенная функция w = zn, n ∈ N, конформно отображает любой

сектор k
2π

n
< arg z < (k+1)2π

n
, k = 0, 1, 2, . . ., на плоскость w с разрезом
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по положительной части действительной оси. При этом лучу arg z =
= k

2π

n
соответствует верхний, а лучу arg z = (k + 1)2π

n
– нижний край

разреза. Это отображение увеличивает в n раз углы между любыми
двумя прямыми, проходящими через начало координат. В точке z = 0

конформность отображения нарушается.
Функция w = n

√
z, обратная к w = zn, является неоднозначной.

В плоскости с разрезом, соединяющим точки ветвления 0 и∞, функция
распадается на n однозначных ветвей, каждая из которых отображает
указанную область на один из секторов:

k
2π

n
< arg z < (k + 1)2π

n
, k = 0, n − 1.

При этом углы между любыми двумя прямыми, проходящими через
начало координат, уменьшаются в n раз.

2.4.4. Показательная функция (экспонента)

Показательная функция w = ez конформно отображает любую по-
лосу α < Im z < α+2π (α ∈ R) шириной 2π, параллельную действитель-
ной оси, на плоскость с разрезом по лучу argw = α. При этом прямая
Im z = c переходит в луч argw = c, а отрезок Re z = c, a ⩽ Im z ⩽ b, где
b − a ⩽ 2π, – в дугу окружности ∣w∣ = ec, a ⩽ argw ⩽ b (рис. 2.6).

Рис. 2.6 . Конформное отображение, заданное показательной функцией. Полоса
α < Im z < α + 2π отображается на плоскость с разрезом по лучу argw = α. Прямая
Im z = c переходит в луч argw = c (1). Отрезок Re z = c, α ⩽ Im z ⩽ α + 2π переходит

в окружность ∣w∣ = ec (2)
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2.4.5. Логарифмическая функция

Логарифмическая функция w = Ln z, обратная к w = ez, являет-
ся бесконечнозначной. Проводя разрез на плоскости z, соединяющий
точки ветвления z = 0 и z = ∞, можно выделить однозначные ветви
этой функции. В частности, функция Ln z = ln ∣z∣ + iarg z отобража-
ет плоскость z с разрезом arg z = α на полосу α < Im z < α + 2π на
плоскости w.

2.4.6. Функция Жуковского

Функция Жуковского

w = 1

2
(z + 1

z
)

однолистна в области в том и только в том случае, когда эта область
не содержит пар точек, которые получаются одна из другой двойной
симметрией: относительно единичной окружности и относительно дей-
ствительной оси. В частности, функция Жуковского конформно отоб-
ражает:

а) внешность единичного круга ∣z∣ > 1 и его внутренность z < 1 на
всю плоскость w с разрезом на отрезке [−1; 1];

б) верхнюю полуплоскость Im z > 0 и нижнюю Im z < 0 на всю
плоскость w с разрезами по лучам (−∞;−1] и [1;∞);

в) окружность ∣z∣ = ρ (ρ ≠ 1) в эллипс

u2

a2
+ v2

b2
= 1,

где a = ρ + 1

ρ
, b = ρ − 1

ρ
;

г) окружность ∣z∣ = 1 в отрезок [−1; 1], пробегаемый дважды;

д) лучи arg z = α, α ≠ πk
2
, в соответствующие ветви гиперболы

u2

cos2α
− v2

sin2α
= 1;

е) лучи arg z = πn в лучи (−∞,−1] и [1,+∞), пробегаемые дважды;

ж) лучи arg z = π
2
(2k + 1) в мнимую ось Rew = 0.
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2.4.7. Тригонометрические
и гиперболические функции

a) w = ch z = ez + e−z
2

. Отображение сводится к суперпозиции двух

отображений:
w1 = ez и w = w1 +w−11

2
;

б) w = cos z = eiz + e−iz
2

. Отображение сводится к суперпозиции трех

отображений:

w1 = iz, w2 = ew1 и w = w1 +w−11
2

;

в) w = sin z = cos(z − π
2
) = 1

2
(ei(z−π

2
) + e−i(z−π

2
)). Отображение сво-

дится к последовательному применению элементарных функций:

w1 = i(z − π
2
), w2 = ew1 и w = 1

2
(w2 + 1

w2

);

г) w = sh z = −i cos(iz − π
2
) = − i

2
(e−z− iπ

2 + ez+ iπ
2 ). Отображение сво-

дится к суперпозиции четырех отображений:

w1 = −z − iπ

2
, w2 = ew1 , w3 = 1

2
(w2 + 1

w2

) и w = −iw3;

д) w = tg z = sin z

cos z
= −ie2iz − 1

e2iz + 1
. Отображение сводится к суперпози-

ции трех отображений:

w1 = 2iz, w2 = ew1 и w = −iw2 − 1

w2 + 1
.

В следующих примерах требуется найти область плоскости w, на
которую функция w = f(z) отображает данную областьD плоскости z.

Пример 2.20. Найти область плоскости w, на которую функция

w = 1

z
отображает область D ∶ Re z > a, Im z > b (a, b — положительные

действительные числа), плоскости z.

△ Пусть z = x+ iy,w = u+ iv. Соотношение w = 1

z
приведем к z = 1

w
,

откуда

x = u

u2 + v2
, y = −v

u2 + v2
.
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Тогда в искомой области выполняется система неравенств

(u − 1

2a
)
2

+ v2 < 1

4a2
; u2 + (v + 1

2b
)
2

< 1

4b2
,

соответствующая области ∣w − 1

2a
∣ < 1

2a
, ∣w + i

2b
∣ < 1

2b
, заключенной

между двумя окружностями (рис. 2.7). ▲

Рис. 2.7. К примеру 2.20

Пример 2.21. D ∶ 0 < Re z < 1, w = f(z) — дробно-линейная функ-
ция, переводящая точки 1, 2,∞ в точки 0,∞, 1.

△ Воспользовавшись формулой (2.22), получим w = z − 1

z − 2
. Точ-

ка z = 2 не принадлежит границе области, следовательно, граничные
прямые Re z = 0 и Re z = 1, ортогональные оси Im z = 0, отобразят-
ся на окружности, ортогональные оси Imw = 0. Точки их пересечения

с осью найдем из условий: w(1) = 0; w(0) = 1

2
, w(∞) = 1. Сохраняя

положительную ориентацию границы, найдем образ области:

∣w − 1

2
∣ < 1

2
, ∣w − 3

4
∣ > 1

4
. ▲

Пример 2.22. D ∶ ∣z∣ < 1, w = z

z2 + 1
.

△ Функция w = z

z2 + 1
есть суперпозиция функций w1 = 1

2
(z + 1

z
),
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w2 = 2w1 и w = 1

w2

. В результате последовательного выполнения этих

отображений получим плоскость w с разрезами вдоль лучей v = 0,
u ⩾ 0, 5 и v = 0, u ⩽ −0, 5 (рис. 2.8). ▲

Рис. 2.8. К примеру 2.22

Пример 2.23. D ∶ ∣z∣ < 1 с разрезом [−1; 0] на вещественной оси,
w = ln z (главное значение).

△ Поскольку w = ln z – обратная функция к w = ez, то следует
образ: −π < Imw < π, Rew < 0 (рис. 2.9). ▲

182



Рис. 2.9 . К примеру 2.23

Пример 2.24. D ∶ единичный круг z < 1 с разрезом по отрезку

[a, 1], где −1 < a < 1; w = f(z) – функция Жуковского.

△ Пусть 0 < a < 1. Тогда функция Жуковского w = 1

2
(z + 1

z
) отоб-

ражает единичный круг на плоскость с разрезом по отрезку [−1, 1],
а отрезок [a, 1] – на отрезок вещественной оси [1, 1

2
(a + 1

a
)]. Следо-

вательно, искомый образ — вся плоскость w с разрезом по отрезку

[−1, 1
2
(a + 1

a
)] вещественной оси (рис. 2.10, 1 ).

Пусть −1 < a < 0. Функция Жуковского переводит единичный круг

в плоскость w с разрезом по отрезку [−1, 1], точку a в точку
1

2
(a + 1

a
) <

< −1. При z = x и x → −0 образ
1

2
(x + 1

x
) → −∞, а при x → +0

образ
1

2
(x + 1

x
) → +∞. Следовательно, искомый образ — вся плос-

кость w с разрезом по вещественной оси (−∞,
1

2
(a + 1

a
)]⋃[−1,+∞)

(рис. 2.10, 2 ). ▲
В следующих задачах требуется найти функцию w = f(z), кон-

формно отображающую указанную область D плоскости z на задан-
ную область E плоскости w.
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Рис. 2.10 . К примеру 2.24. 1) Случай 0 < a < 1. 2) Случай −1 < a < 0

Пример 2.25.D: равнобедренный прямоугольный треугольникABC

с вершинами в точках 3 + 2i, 7 + 2i, 5 + 4i; E: равнобедренный прямо-
угольный треугольник A′B′C ′ с вершинами в точках 0,−2i, 1 − i.

△ Поскольку △ABC подобен △A′B′C ′, отображение можно осу-
ществить линейной функцией: параллельный перенос w1 = z − (3 + 2i),
поворот вокруг начала координат w2 = e−πi

2 w1, преобразование подобия

w = 1

2
w2. Таким образом,

w = 1

2
e−πi

2 (z − (3 + 2i)) = −1
2
iz + 3

2
i − 1. ▲
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Пример 2.26. D: полуплоскость Im z > 0, E: круг ∣w∣ < 1; условия
нормировки: f(z1) = 0, arg f ′(z1) = α, где Im z1 > 0, α – произвольное
вещественное число.

△ Из w(z1) = 0 по принципу симметрии следует, что w(z̄1) = ∞,

тогда искомая функция принимает вид w = Az − z1

z − z̄1
. Согласно принци-

пу соответствия границ, образы действительных точек z = x должны
лежать на окружности ∣w∣ = 1. С другой стороны, при действительных

z ∣z−z1∣ = ∣z− z̄1∣, откуда ∣A∣ = 1 и w = eiϕ
z − z1

z − z̄1
. Из условия нормировки

argw′(z1) = α найдем ϕ = α + π
2
. Искомая функция:

w = ei(α+π

2
)z − z1

z − z̄1
. ▲

Пример 2.27. D: круг ∣z∣ < 1; E: плоскость w с разрезом по лучу
(−∞,−2]; условия нормировки: w(0) = 0, w′(0) ∈ R и w′(0) > 0.

△ Отображение верхней полуплоскости Imw1 > 0 на круг ∣z∣ < 1

имеет вид (см. пример 2.26) z(w1) = A
w1 − z1

w1 − z̄1
, где A = eiϕ; ϕ ∈ R;

Im z1 > 0. Отсюда получим обратное отображение круга ∣z∣ < 1 на по-

луплоскость Imw1 > 0 ∶ w1 = zz̄1 −Az1

z −A
. Искомым отображением бу-

дет w = −w2
1 − 2 = −(zz1 −Az1

z −A
)
2

− 2. Выполним условие нормировки

(w(0) = 0, Im z1 > 0 или z21 = −2, Im z1 > 0, z1 = √2i). Тогда

w = 8zA

(z −A)2 , w′(0) = 8

A2
= 8e−2iϕ.

Поскольку w′(0) ∈ R и w′(0) > 0, то ϕ = 0, A = 1. Окончательно

w = 8z

(z − 1)2 (рис. 2.11). ▲
Пример 2.28. D ∶ ∣z∣ > 1, ∣z − i∣ < 1; E ∶ Imw > 0 (рис. 2.12).

△ Функция w = 2z +√3 − i

2z −√3 − i
отображает двухугольник D на внут-

ренность угла величиной
π

3
: argw1 ∈ (−2π

3
,−π

3
). Далее применяем

w2 = ei
2π

3
w1 и получим w = (2z +

√
3 − i

2z −√3 − i
)
3

(рис. 2.12). ▲
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Рис. 2.11 . К примеру 2.27

Рис. 2.12 . К примеру 2.28
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Пример 2.29. D: полоса 0 < Re z < π; E: плоскость w с разрезами
−∞ < Rew ⩽ −1, Imw = 0 и 1 < Rew < +∞, Imw = 0.

△ Из свойств функции Жуковского известно, что она конформно
отображает полуплоскость Imw2 > 0 на плоскость w с указанными
разрезами. Поэтому вначале отобразим D на Imw2 > 0 ∶ w1 = iz, w2 =
= ew1, w = 1

2
(w2 + 1

w2

). Окончательно получим (рис. 2.13)

w = 1

2
(eiz + 1

eiz
) = cos z. ▲

Рис. 2.13 . К примеру 2.29
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Пример 2.30.D: полоса, ограниченная прямыми y = x, y = x+√2h;

E ∶ Imw > 0.

△ Отображение проведем в следующей последовательности (рис. 2.14):

w1 = exp(−π
4
i) z =

√
2

2
(1 − i)z;

w2 = π
h
w1;

w = exp (w2) = exp [π
h

√
2

2
(1 − i)z] . ▲

Рис. 2.14 . К примеру 2.30

Пример 2.31. D: полукруг ∣z∣ < 1, Im z > 0; E: верхняя полуплос-
кость Imw > 0. Условия нормировки:

a) w(−1) = 0, w(0) = 1, w(1) = ∞;
b) w(±1) = ∓1, w(0) = ∞.
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△ Из свойств функции Жуковского следует, что полукруг отобра-
зится на верхнюю полуплоскость Imw1 > 0 с помощью функции w1 =
−1
2
(z + 1

z
). Далее отобразим Imw1 > 0 на Imw > 0 дробно-линейной

функцией с действительными коэффициентами с учетом условий нор-
мировки. Составим таблицу нормировки:

а)
z −1 0 1

w1 1 ∞ −1
w 0 1 ∞

.

Тогда искомая функция: w = w1 − 1

w1 + 1
= (z + 1

z − 1
)
2

.

б)
z 1 −1 0

w1 −1 1 ∞
w −1 1 ∞

.

Искомая функция: w = w1 = −1
2
(z + 1

z
). ▲

Задачи для самостоятельной работы

2.1. Найти действительную и мнимую части следующих комплекс-
ных чисел:

а) ( i5 + 2

i19 + 1
)
4

; б)
(1 + i)5
(1 − i)3 .

2.2. Выполнить действие (1 + i)4.
2.3. Найти частное комплексных чисел: а)

1

i
; б)

1

1 + i
.

2.4. Представить число z = (1 + i) в показательной и тригономет-
рической форме, извлечь корень 3-й степени.

2.5. Изобразить на плоскости множество точек z, для которых вы-

полняются данные соотношения:

a) ∣Re z∣ < 1;
б) ∣Im z∣ < 1, 0 < Re z < 1;

в) 0 < arg z < π/4;
г) ∣π − arg z∣ < π/4;
д) 2 < ∣z − 1 + i∣ < 3;

е) Re z + Im z < 1;

ж) 1 < ∣z∣ < 4, π/6 < arg z < π/4;
з) Re [z(1 − i)] < √2;

и) ∣z − 1 − i∣ = ∣z − 2 − 3i∣;
к) Re(1/z) = 1/2.
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2.6. Решить уравнения:

а) z6 + 1 = 0; б) sh iz = −i.
2.7. Выделить действительную и мнимую части функции:

а) w = ez
2

; б) w = z3 − iz̄; в) w = z

z̄
.

2.8. Вычислить: а) 1i; б) i1/i.
2.9. Используя условия Коши – Римана, доказать аналитичность

функций:

а) f(z) = 1

z
, z ≠ 0;

б) f(z) = z3;
в) f(z) = ez;
г) f(z) = sin z.

2.10. Показать, что действительная и мнимая части аналитической
функции являются гармоническими функциями:

а) f(z) = 1 /z , z ≠ 0;

б) f(z) = ln z, Re z ≠ 0.

2.11. Задана одна из пары сопряженных гармонических функций
u или v (во всей плоскости). Найти вторую функцию пары:

а) u(x, y) = xy;

б) u(x, y) = x2 − y2 + xy;

в) u(x, y) = (x2 − y2)(x2 + y2)−2;
г) u(x, y) = x3 − 3xy2 + 2y;

д) v(x, y) = e2x (y cos 2y + y sin 2y);
е) v(x, y) = y cosy shx + x siny chx.

2.12. Построить аналитические функции f = u + iv по следующим
условиям:

а) u(x, y) = ln (x2 + y2);
б) u(x, y) = x2 − y2 + 2x;

в) u(x, y) = 2ex siny;

г) v(x, y) = − y

2 (x2 + y2) + x2 − y2 + 3;
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д) v(x, y) = y

(x2 + y2) , f(2) = 0;

е) u(x, y) = x2 − y2 + xy, f(0) = 0.

2.13. Доказать, что ни для каких значений z функция ez не обра-
щается в нуль.

2.14. Вычислить:

а) Ln(−1), ln(−1);
б) Ln i, ln i;

в) Ln
1 ± i

2
;

г) Ln(2 − 3i), Ln(−2 + 3i).
2.15. Пусть x = Re z, y = Im z. Исходя из определений (2.17) и (2.18),

доказать следующие соотношения:

а) cos(−z) = cos z;

б) sh(−z) = − sh z;
в) ch2 z − sh2 z = 1;

г) sin 2z = 2 sin z cos z;

д) sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2;

е) ch(z1 − z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2;

ж) cos z1 + cos z2 = 2 cos
z1 + z2

2
cos

z1 − z2

2
;

з) Re sin z = sinx chy;

и) Im sh z = chx − siny;

к) Retg z = sin 2x

cos 2x + ch2y
.

л) ∣sin z∣ = √ch2 y − cos2 x.

2.16. Решить уравнения:

а) sin z = 4i/3;
б) cos z = (3 + i)/4;

в) ctg z = −3i/5;
г) ch z = 1/2.

2.17. Доказать следующие соотношения:

а) arcsin z = π
2
− arccosz = π

2
− i ln(z +√z2 − 1);

б) arctg z = π
2
− arcctg z = 1

2i
ln

1 + iz

1 − iz
;

в) arsh z = ln(z +√z2 + 1);
г) archz = ln(z +√z2 − 1);
д) arthz = 1

2
ln

1 + z

1 − z
;

е) arcthz = 1

2
ln

z + 1

z − 1
.
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Найти область плоскости w, на которую функция w = f(z) отобра-
жает область D плоскости z.

2.18. D ∶ Im z > 3 +Re z, w = 1

z
.

2.19. D ∶ 1 < ∣z∣ < 2, 0 < arg z < π
4

(рис. 2.15), w = 1 + 1

z
.

Рис. 2.15 . К заданию 2.19

2.20. D ∶ 0 < arg z < π
4
, w = z

z − 1
.

2.21. D ∶ ∣Im z∣ < π
4
, w = th z.

2.22. D ∶ Im z > ∣Re z∣ с разрезом по лучу мнимой оси: Re z, Im z ⩾ 1,

w =
√

z4

z4 − 1
.

2.23. D ∶ полуполоса 0 < Re z < π
2
, Im z > 0, w = ch(2iz).

В следующих задачах требуется найти функцию w = f(z), кон-
формно отображающую указанную область D плоскости z на задан-
ную область E плоскости w.

2.24. D: круг ∣z − 1 − i∣ < 2; E: круг ∣w∣ < 1.
2.25. D: круг ∣z∣ < 1; E: плоскость w с разрезом по лучу [i,∞)

мнимой оси; условия нормировки: w(0) = 0, argw′(0) = −π
2
.

2.26. D ∶ ∣z∣ < 1, ∣z − i∣ < 1; E ∶ Imw > 0.
2.27. D ∶ ∣z∣ < 1, ∣z − i∣ > 1; E ∶ Imw > 0.
2.28. D ∶ ∣z∣ > 1, ∣z − i∣ > 1; E ∶ Imw > 0.

2.29. D ∶ ∣z∣ > 2, ∣z −√2∣ < √2; E ∶ Imw > 0.
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Ответы и указания

2.1. a) Re z = 7/4, Im z = −6; б) Re z = 2, Im z = 0. 2.2. −4. 2.3. а) −i, б) 1 − i

2
.

2.4. 1 + i = √
2(cos π

4
+ i sin

π

4
) = √

2ei
π
4 ; zk = 6

√
2ei

π
12
+i 2πk

3 ; k = 0,2. 2.5. Ответы к

задачам а) – з) см. на рис. 2.16; и) прямая, проходящая через середину отрезка,
соединяющего точки 1+ i и 2+3i, и перпендикулярная к этому отрезку; к) окруж-
ность, построенная на отрезке [0,2] как на диаметре.

Рис. 2.16 . Ответы на задание 2.5

2.6. а) zk = ei(
π
6
+ 2πk

6
), k = 0,5; б) z = i(π

2
+ + 2πk). 2.7. а) u = ex

2−y2 cos(2xy), v =
= ex

2−y2 sin(2xy); б) u = x3 − 3xy2 − y, v = 3x2y − x − y3; в) u = x2 − y2
x2 + y2 , v = 2xy

x2 + y2 .
2.8. а) e−2πk; б) e

π

2
+2πk. 2.11. а) v(x, y) = y2

2
− x2

2
+ C; б) v(x, y) = C − x2

2
+ 2xy +

+ y2

2
; в) u(x, y) = C +x shx cos y−y chx sin y; г) v(x, y) = C +3x2y−2x−y3e2x(y cos 2y+

+x sin 2y); д) u(x, y) = C + e2x(x cos 2y − y sin 2y); е) v(x, y) = C − 2xy

(x2 + y2)2 .
2.12. а) v(x, y) = C + 2arctg (y

x
); б) v(x, y) = C + (2x + 2)y; f(z) = z2 + 2z;

в) v(x, y) = C − 2ex cos(y); г) u(x, y) = C + x

2 (x2 + y2) − 2xy; д) u(x, y) = 1/2 −
− x

x2 + y2 , f(z) = −1
z
+ 1

2
; е) v(x, y) = C − x2

2
+ 2xy + y2

2
; f(z) = (1 − i/2)z2.

2.14. а) (2k+1)πi, πi; б) (2k + 1

2
)πi, πi

2
; в) (2k ± 1

4
)πi; г) 1

2
ln 13+(2kπ − arctg 3

2
) i,
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1

2
ln 13 + [(2k + 1)π − arctg 3

2
] i. 2.16. а) z = i(−1)k ln 3 + kπ, k ∈ Z; б) z = ±(− i

2
ln 2+

+ π

4
) + 2kπ, k ∈ Z; в) z = i ln 2 + π(k + 1

2
), k ∈ Z; г) z = ±iπ

3
+ 2kπi, k ∈ Z.

2.18. Внутренность круга ∣w + 1

6
+ 1

6
i∣ <

√
2

6
. 2.19. Область

1

2
< ∣w2 − 1∣ < 1,−π

4
<

< arg ∣w2 − 1∣ < 0 (см. рис. 2.17). 2.20. Область ∣w − 1

2
+ i

2
∣ > 1√

2
, Imw < 0 (рис. 2.18).

Рис. 2.17 . Ответ на задание 2.19

Рис. 2.18 . Ответ на задание 2.20

2.21. ∣w∣ < 1. 2.22. Imw > 0. 2.23. Imw > 0. 2.24. w = z − 1 − i

2
. 2.25. w = − 4iz

(z − 1)2 .

2.26. w = −(2z +
√
3 − i

2z −√3 − i)
3

2

. 2.27. w = −(2z +
√
3 − i

2z −√3 − i
)
3

. 2.28. w = i(2z +
√
3 − i

2z −√3 − i)
3

2

.

2.29. w = i(z −
√
2(1 − i)

z −√2(1 + i))
4

.



Глава 3

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА
И ЕГО ВЫЧИСЛЕНИЕ

Пусть на плоскости z задана гладкая кривая Γ, уравнение которой
имеет вид

z = z(t) = x(t) + iy(t), (α < t < β). (3.1)

Кривая Γ может быть как замкнутой, так и незамкнутой. Будем счи-
тать, что кривая ориентирована в направлении возрастания парамет-
ра t. Направление движения точки z вдоль кривой (3.1), соответству-
ющее возрастанию параметра t, называется положительным. Точка
A = z(α) называется началом кривой (3.1), а точка B = z(β) — ее
концом.

Пусть на кривой Γ определена функция f комплексной перемен-
ной z. Разобьем кривую точками A = z0, z1, z2, . . . , zn = B, располо-
женными последовательно в положительном направлении кривой, на n
частичных дуг и на каждой из них выберем точку ζk (k = 1, 2, . . . , n).
Составим интегральную сумму:

n

∑
k=1f(ζk) ⋅Δζk, где Δzk = zk − zk−1.

По определению полагаем

�

Γ

f(z)dz = lim
maxΔzk→0

n

∑
k=1f(ζk) ⋅Δzk (3.2)

при условии, что указанный предел существует и не зависит ни от
способа разбиения кривой на части, ни от выбора точек ζk. Если пре-
дел (3.2) существует, то функция f(z) называется интегрируемой по
кривой Γ (или по контуру Γ).
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Если Γ — кусочно-гладкая кривая, состоящая из гладких частей Γ1,

Γ2, . . . ,Γm, то интеграл по этой линии определяется равенством

�

Γ

f(z)dz = m

∑
i=1

�

Γi

f(z)dz.

Интеграл (3.2) существует для любой непрерывной функции f(z)
и любой гладкой кривой Γ.

В случае замкнутого контура Γ используют обозначение
�

Γ

f(z)dz.

Если f(z) = u(x, y) + iv(x, y) непрерывна на гладком контуре Γ,

то интеграл (3.2) сводится к двум криволинейным интегралам второго
типа от действительной функции по формуле

�

Γ

f(z)dz =
�

Γ

u(x, y)dx − v(x, y)dy + i
�

Γ

v(x, y)dx + u(x, y)dy. (3.3)

Поэтому все свойства криволинейных интегралов второго типа пе-
реносятся на интегралы (3.2).

Формуле (3.3) можно придать компактный вид:
�

Γ

f(z)dz =
�

Γ

(u + iv)(dx + idy). (3.4)

Если кривая Γ задана уравнением (3.1) или, что все равно, двумя
уравнениями:

x = x(t), y = y(t), α ⩽ t ⩽ β,
то, пользуясь равенствами (3.3) и (3.4), а также правилом вычисления
криволинейных интегралов, получим

�

Γ

f(z)dz =
β�

α

{u[x(t), y(t)] + iv[x(t), y(t)]} ⋅ [x′(t) + iy′(t)]dt. (3.5)

Формулу (3.5) можно переписать в виде

�

Γ

f(z)dz =
β�

α

f[z(t)] ⋅ z′(t)dt. (3.6)
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Пример 3.1. Вычислить
�

Γ

z̄dz, где Γ — часть окружности ∣z∣ = 2,

лежащей в полуплоскости Imz < 0 и пробегаемой от z1 = −2 до z2 = 2.

△ Уравнение кривой Γ в параметрической форме имеет вид

x = 2 cos t, y = 2 sin t, π ⩽ t ⩽ 2π.

Подынтегральная функция имеет вид f(z) = z̄ = x−iy, следователь-
но, u = x, v = −y. Тогда по формуле (3.5) имеем

�

Γ

z̄dz =
2π�

π

(2 cos t − i sin t)(−2 sin t + i2 cos t)dt = 4i

2π�

π

dt = 4πi.

Можно поступить иначе. Запишем уравнение кривой Γ в виде
z = 2eit (π ⩽ t ⩽ 2π). Тогда z′(t) = 2ieit, z̄ = 2e−it, и по формуле (3.6)
получим

�

Γ

z̄dz =
2π�

π

2e−it ⋅ 2ieitdt = 4i

2π�

π

dt = 4πi. ▲

Пример 3.2. Вычислить
�

AB

(x2+y2i)dz, где AB — прямолинейный

отрезок, соединяющий точки A(1 + i) и B(2 + 3i.).
△ По формуле (3.3) при u = x2, v = y2 будем иметь

�

AB

(x2 + iy2)dz =
�

AB

x2dx − y2dy + i
�

AB

y2dx + x2dy. (3.7)

Уравнение прямой, соединяющей точки (1, 1) и (2, 3), имеет вид
y = 2x − 1. Следовательно, приняв x за параметр, получим для вто-
рого интеграла правой части равенства (3.7) при dy = 2dx

�

AB

y2dx + x2dy =
2�

1

[(2x − 1)2 + 2x2]dx =

=
2�

1

(6x2 − 4x + 1)dx = (2x3 − 2x2 + x)∣2
1
= 10 − 1 = 0.

Первое слагаемое в выражении (3.7) можно вычислить аналогич-
ным образом. Однако мы поступим иначе, так как выражение
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x2dx − y2dy есть полный дифференциал функции d(x3

3
− y3

3
). Следо-

вательно, интеграл не зависит от пути интегрирования, и справедливо
равенство

�

AB

x2dx−y2dy = 1

3

�

AB

d(x3−y3) = (x3−y3)∣(2,3)(1,1) = 1

3
[(8−27)−(1−1)] = −19

3
.

Окончательно получим
�

AB

(x2 + iy2)dz = −19
3
+ 9i. ▲

Пример 3.3. Вычислить интеграл
�

C

zRe z dz,

где дугой является: а) прямолинейный отрезок, соединяющий точку 0 с
точкой 1+ i; б) ломаная, состоящая из прямолинейного отрезка, соеди-
няющего точку 0 с точкой 1, и прямолинейного отрезка, соединяющего
точку 1 с точкой 1 + i.

△ а) Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и 1 + i в парамет-
рической форме, имеет вид x = t, y = t, а в комплексной форме —
z = (1 + i)t, где действительная переменная t изменяется от 0 до 1.
Находим dz = (1 + i)dt и

�

C

zRe zdz =
1�

0

(1 + i)tRe[(1 + i)t](1 + i)dt =

= (1 + i)2
1�

0

t2dt = (1 + i)2t3
3

∣1
0
= 2i

3
.

б) Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и 1 в комплексной
форме z = t, где t изменяется от 0 до 1. Итак,

�

C

zRe z dz =
1�

0

tRe tdt +
1�

0

(1 + it)Re(1 + it)dt =

=
1�

0

t2dt +
1�

0

(1 + it)dt = t3

3
∣1
0
+ (t + i

t2

2
) ∣1

0
= 4

3
+ i

2
. ▲
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Пример 3.4. Вычислить интеграл
�

C

(i + 2z̄)dz

по параболе y = x2, соединяющей точки z1 = 0 и z2 = 2 + 4i.

△ Перепишем подынтегральную функцию в виде

i + 2z̄ = 2x + i(1 − 2y).
Здесь u = 2x, v = 1 − y.

Применяя формулу (3.4), получим
�

C

(i + 2z̄)dz =
�

C

2xdx − (1 − 2y)dy + i
�

C

(1 − 2y)dx + 2xdy.

Для параболы y = x2 имеем dy = 2xdx (0 ⩽ x ⩽ 2). Следовательно,
�

C

(i + 2z̄)dz =
2�

0

[2x − (1 − 2x2)2x]dx+

+ i

2�

0

[1 − 2x2 + 2x ⋅ 2x]dx = 16 + 22

3
i. ▲

3.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Из определения интеграла
�

Γ

f(z)dz от непрерывной функции сле-

дует, что его значение зависит, вообще говоря, не только от подынте-
гральной функции, но и от пути интегрирования Γ. Возникает вопрос:
каким условиям должна удовлетворять функция f(z), чтобы значение
интеграла не зависело от пути интегрирования, а определялось лишь
положением начальной и конечной точек этого пути? Как и для дей-
ствительного криволинейного интеграла, задача об условиях независи-
мости интеграла от пути интегрирования равносильна задаче нахож-
дения условий, при которых интеграл, взятый по любому замкнутому
контуру, равен нулю. Ответ на поставленный вопрос дает следующая
интегральная теорема Коши.
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Теорема 3.1 (интегральная теорема Коши для односвяз-
ной области). Пусть функция f(x) — аналитическая в односвязной
области D. Тогда интеграл от f(z) по любому замкнутому кусочно-
гладкому контуру Γ, лежащему в области D, равен нулю:

�

Γ

f(z)dz = 0.

Утверждение теоремы 3.1 остается в силе и для многосвязных об-
ластей.

Теорема 3.2 (интегральная теорема Коши для многосвяз-
ной области). Пусть граница Γ многосвязной области D состоит
из замкнутой кусочно-гладкой гривой Γ0 и попарно не пересекающих-
ся замкнутых кусочно-гладких кривых Γ1, Γ2, . . . ,Γn, расположенных
внутри Γ0, и пусть функция f(z) — аналитическая в замкнутой об-
ласти D. Тогда �

Γ0

f(z)dz + n

∑
k=1

�

Γk

f(z)dz = 0.

Кривые Γ0, Γ1, . . . ,Γn ориентированы так, что при обходе каждой из
этих кривых область D остается слева.

Из теоремы 3.1 следует, что интеграл от функции f(z), аналитиче-
ской в односвязной областиD, зависит только от начальной и конечной
точек пути интегрирования. Поэтому для интегралов вдоль произволь-
ной кривой Γ, соединяющей точки z0 и z1, можно пользоваться обозна-
чением

z1�

z0

f(z)dz,
при этом z0 и z1 называют соответственно нижним и верхним предела-
ми интегрирования.

Интеграл с переменным верхним пределом

z�

z0

f(ζ)dζ (z0 фиксиро-

вано) определяет функцию F (z) =
z�

z0

f(ζ)dζ.

Теорема 3.3. Интеграл F (z) = z�
z0

f(ζ)dζ от аналитической функ-

ции f(z), заданной в односвязной области D, является одной из пер-
вообразных для функции f(z) в области D, т. е. F ′(z) = f(z).
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Теорема 3.3 дает возможность распространить на аналитические
функции известную формулу Ньютона — Лейбница, сводящую вычис-
ление интеграла от f(z) к отысканию какой-либо первообразной этой
функции.

Теорема 3.4. Если функция f(z) аналитична в односвязной обла-
сти D, содержащей точки z1 и z2, то

z2�

z1

f(z)dz = F (z2) −F (z1) = F (z)∣z2
z1
,

где F (z) — какая-либо первообразная для f(z) в области D.

Заметим, что оказываются справедливыми и все примеры вычис-
ления интегралов от аналитических функций, основанные на формуле
Ньютона — Лейбница: замена переменной, интегрирование по частям.
Например, если функции f(z) и g(z) — аналитические в односвязной
областиD, а z1 и z2 — произвольные точки этой области, то имеет место
формула интегрирования по частям:

z2�

z1

f(z) ⋅ g′(z)dz = [f(z) ⋅ g(z)]∣z2
z1
−

z2�

z1

g(z) ⋅ f ′(z)dz.
Пример 3.5. Вычислить

�

Γ

zdz

z − 4
,

где Γ — эллипс x = 3 cos t, y = sin t.
△ Функция f(z) = z

z − 4
является аналитической в области D, огра-

ниченной данным эллипсом, поскольку точка z = 4 области D не при-
надлежит.

Следовательно,
�

Γ

z

z − 4
dz = 0. ▲

Пример 3.6. Вычислить интеграл
�

Γ

(3z2 + 2z + 1)dz,

где Γ — произвольная линия, соединяющая точки z = 0 и z = 1 + 2i.
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△ Поскольку функция f(z) = 3z2 + 2z + 1 аналитична на всей ком-
плексной плоскости, то интеграл не зависит от пути интегрирования,
и его можно записать в виде

�

Γ

(z2 + 2z + 1)dz =
1+2i�

0

(3z2 + 2z + 1)dz.

По формуле Ньютона — Лейбница находим

1+2i�

0

(3z2 + 2z + 1)dz = (z3 + z2 + z)∣1+2i
0
=

= (1 + 2i)3 + (1 + 2i)2 + (1 + 2i) = −13 + 4i. ▲
Пример 3.7. Вычислить интеграл

πi
2�

0

zezdz.

△Подынтегральная функция аналитична на всей комплексной плос-
кости, следовательно, интеграл не зависит от пути интегрирования.
Интегрируя по частям, находим

πi
2�

0

zezdz =
πi
2�

0

z(ez)′dz = zez∣
πi
2

0
−

πi
2�

0

ezdz = πi
2
e

πi
2 − ez∣

πi
2

0
=

= πi
2
i − e

πi
2 + 1 = −π

2
− i + 1. ▲

Пример 3.8. Вычислить интеграл

�

Γ

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz,

где Γ — окружность ∣z∣ = 2.

△ В круге ∣z∣ ⩽ 2 подынтегральная функция не будет аналитиче-
ской, так как имеет разрывы в точках z = 1 и z = i. Построим окруж-
ности Γ1 и Γ2 с центрами в точках разрыва и настолько малых радиу-
сов, чтобы эти окружности не пересекались и целиком лежали в круге
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Рис. 3.1

∣z∣ ⩽ 2 (рис. 3.1). В трехсвязной области, ограниченной окружностями
∣z∣ = 2, Γ1 и Γ2, подынтегральная функция будет аналитической.

По теореме Коши для многосвязной области (2)
�

Γ

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz =
�

Γ1

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz +
�

Γ2

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz,

причем обход контуров Γ1 и Γ2 происходит против часовой стрелки.
Поскольку

f(z) = z − 1 + z − i

(z − 1)(z − i) =
1

z − 1
+ 1

z − i
,

то �

Γ

f(z)dz =
�

Γ1

dz

z − i
+

�

Γ1

dz

z − 1
+

�

Γ2

dz

z − i

�

Γ2

dz

z − 1
.

Первое и четвертое слагаемые правой части равны нулю, так как подын-
тегральные функции являются аналитическими в соответствующих об-
ластях. Следовательно,

�

Γ

f(z)dz =
�

Γ1

dz

z − 1
+

�

Γ2

dz

z − i
.

Если обозначить через r1 и r2 радиусы окружностей Γ1 и Γ2 соответ-
ственно, то окружность Γ1 имеет уравнение z = 1 + r1eiϕ, а Γ2 — урав-
нение z = i + r2eiϕ (0 ⩽ 2π). Тогда

�

Γ

f(z)dz =
2π�

0

r1eiϕidϕ

r1eiϕ
+

2π�

0

r2eiϕidϕ

r2eiϕ
= 4πi. ▲

Другой способ решения примера 3.8 будет рассмотрен ниже.
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3.3. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ

Значения аналитической функции внутри замкнутой области од-
нозначно определяются ее значениями на контуре, ограничивающем
данную область. Сейчас мы приведем формулу, дающую возможность
вычислить значения аналитической функции в любой внутренней точ-
ке области по заданным ее значениям на границе области. Эта формула
называется интегральной формулой Коши.

Теорема 3.5. Пусть функция f(z) аналитична в односвязной
области D. Тогда для любой точки z0 ∈ D и для любого замкнутого
кусочно-гладкого контура Γ, целиком лежащего в области D и содер-
жащего точку z0 внутри себя, справедливо равенство

f(z0) = 1

2πi

� f(z)
z − z0

dz, (3.8)

где интегрирование производится в положительном направлении за-
мкнутого контура Γ.

Интегральная формула Коши имеет место и для многосвязной об-
ласти.

Рассматривая правую часть выражения (3.8) как интеграл, зави-
сящий от параметра z0, и дифференцируя по параметру под знаком
интеграла (законность такого дифференцирования можно обосновать),
получим

f (n)(z0) = n!

2πi

� f(z)
(z − z0)n+1dz, (3.9)

где n — любое натуральное число.
Формулы (3.8) и (3.9) позволяют легко вычислить некоторые инте-

гралы.

Пример 3.9. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить

�

Γ

ez cosπz

z2 + 2z
dz,

где Γ — окружность ∣z∣ = 1.

△ Внутри области, ограниченной окружностью ∣z∣ = 1, находится
одна точка z = 0, в которой знаменатель дроби обращается в нуль.
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Перепишем интеграл в виде

�

Γ

ez cosπz

z2 + 2z
dz =

�

Γ

ez cosπz

z + 2
z

dz.

Функция f(z) = ez cosπz

z + 2
является аналитической в данной области.

Следовательно, применив формулу Коши (3.8) при z0 = 0, получим
�

Γ

ez cosπz

z2 + 2z
dz = 2πi

ez cosπz

z + 2
∣
z=0 = πi. ▲

Пример 3.10. Пользуясь теоремой Коши для многосвязной обла-
сти и интегральной формулой Коши, вычислить

�

Γ

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz,

где Γ — окружность ∣z∣ = 2 (см. пример 3.8.).

△ Подынтегральная функция аналитична в круге ∣z∣ ⩽ 2 всюду,
кроме точек z = 1 и z = i. Построим окружности Γ1 и Γ2 с центрами
в точках z = 1 и z = i таких достаточно малых радиусов, чтобы эти
окружности не пересекались и целиком лежали в круге ∣z∣ ⩽ 2. Тогда в
трехсвязной области, ограниченной окружностями Γ, Γ1 и Γ2, подын-
тегральная функция аналитична. По теореме Коши для многосвязной
области

�

Γ

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz =
�

Γ1

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz +
�

Γ2

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz,

причем обход контуров Γ1 и Γ2 ведется в положительном направле-
нии. К каждому из интегралов правой части равенства применим ин-
тегральную формулу Коши. В результате получим

�

Γ

2z − 1 − i

(z − 1)(z − i)dz = 2πi
2z − 1 − i

z − 1
∣
z=i + 2πi

2z − 1 − i

z − i
∣
z=1 = 4πi. ▲

Пример 3.11. Вычислить интеграл
�

Γ

eiz

z2 + 5z − 6
dz,

если Γ — окружность ∣z + i∣ = 3.
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△ Внутри окружности ∣z + i∣ = 3 знаменатель дроби обращается в
нуль только в одной точке z0 = 1. Чтобы применить для вычисления
интеграла формулу (3.8), преобразуем интеграл следующим образом:

�

Γ

eiz

z2 + 5z − 6
dz =

�

Γ

eiz

(z − 1)(z + 6)dz =
�

Γ

eiz

(z + 6)
(z − 1) dz.

Функция
eiz

z + 6
аналитична в области, ограниченной контуром Γ,

поэтому, согласно формуле (3.8), имеем

�

Γ

eiz

z2 + 5z − 6
dz = 2πi ( eiz

z + 6
)∣

z=1 = −
2π

7
sin 1 + i

2π

7
cos 1. ▲

Продемонстрируем в работе формулу (3.9).

Пример 3.12. Вычислить

�

Γ

ezdz

z(z − 2)3 ,

если Γ — окружность ∣z − 2∣ = 1.

△ Подынтегральная функция аналитична в области ∣z−2∣ < 1 всюду,
за исключением точки z = 2. Для вычисления интеграла воспользуемся
формулой (3.9):

�

Γ

ez

z
(z − 2)3dz =

2πi

2!
(ez
z
)
′′
∣
z=2 = πi(

1

z
− 2

z2
+ 2

z3
) ez∣

z=2 = πi4 e2. ▲

Пример 3.13. Вычислить интеграл
�

Γ

cos z

(z − i)2dz,

где Γ — замкнутый контур, однократно обходящий точку i.

△ Применяя формулу (3.9) к функции f(z) = cos z, получим

�

Γ

cos zdz

(z − i)2 =
2πi

2!
(cos z)′′∣

z=i = −πi cos i = πie
−1 + e

2
. ▲
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Задачи для самостоятельной работы

Вычислить интегралы:

3.1.

1�

0

(1 + it)2dt. 3.2.

π�

0

e−itdt.
3.3.

�

Cρ

(z − a)ndz, где n — целое число; Cρ — окружность ∣z − a∣ = ρ,
ρ > 0, ориентированная против часовой стрелки.

3.4.

−1−i�

1+i (2z + 1)dz. 3.5.

i�

1

(3z4 − 2z3)dz.

3.6.
�

C

z Im z2dz, где C ∶ ∣z∣ = 1 (−π ⩽ arg z ⩽ 0).
3.7.

�

C

e∣z∣2 Re zdz, где C — прямая, соединяющая точки z1 = 0,

z2 = 1 + i.

3.8.

i�

1

z sin zdz.

3.9.

1+i�

0

sin z cos zdz.

3.10.

1+i�

1

dz

z
.

3.11.

1�

0

zezdz.

3.12.
�

C

dz

z̄
, где C — граница области (1 < ∣z∣ < 2).

3.13.
�

C

z3dz, где C — четверть окружности ∣z∣ = 1, 0 ⩽ arg ⩽ π
2
.

3.14.
�

C

(2x − 3iy)dz, где C — часть окружности ∣z∣ = 2, лежащей в

полуплоскости Im z ⩽ 0 и пробегаемой от точки z1 = −2 до точки z2 = 2.

3.15.
�

C

(y + xi)dz, где C — ломаная OAB с вершинами в точках

zO = 0, zA = i, zB = 1 + i.

3.16.
�

C

z10dz, где C — эллипс
x2

a2
+ y2

b2
= 1.
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3.17. Пусть функция f(z) регулярна в кольце r < ∣z − a∣ < R. До-

казать, что интеграл
�

∣z−a∣=ρ f(z)dz, r < ρ < R, не зависит от числа ρ

(окружность обходится против часовой стрелки).
3.18. Пусть функция f(z) регулярна в кольце z < ∣z∣ < R, а простая

кусочно-гладкая кривая C ограничивает область, содержащую круг
∣z∣ ⩽ r и лежащую в круге ∣z∣ < R, причем при движении по кривой C

область остается слева. Доказать, что интеграл
�

C

f(z)dz не зависит от

выбора кривой C (удовлетворяющей поставленным выше условиям).

Вычислить, используя интегральную формулу Коши.

3.19.
�

∣z+i∣=3 sin z
dz

z + i
.

3.20.
�

∣z∣=2
ez

z2 − 1
dz.

3.21.
�

∣z−2∣=2
2z3 + 1

(z − 1)4dz.

3.22.
�

∣z−1∣=2
sin zdz

z
;

3.23.
�

∣z∣=2
sin iz

z2 − 4z + 3
dz.

3.24.
�

∣z∣=4
dz

(z2 + 9)(z + 9) .

3.25. Вычислить
�

C

dz

z2 + 9
, если: а) точка 3i лежит внутри конту-

ра C, а точка −3i — вне его; б) точка −3i лежит внутри контура C, а
точка 3i — вне его.

3.26.
�

∣z−2∣=1
e1/z

(z2 + 4)2dz. 3.27.
�

∣z−1∣=1
2

eiz

(z2 − 1)2dz.

Ответы и указания

3.1.
2

3
+ i. 3.2. −2i. 3.3.

�

∣z−a∣=ρ
(z−a)ndz = {0, n ≠ −1;

2πi, n = −1. 3.4. −2(i+1). 3.5.
3

5
(i−1).

3.6. −π
2
. 3.7.

1

4
(e2−1)(1+i). 3.8. cos 1−sin 1−ie−1. 3.9.

1

4
(1−cos (2 + 2i)). 3.10.

1

2
ln 2+

+ π
4
i. 3.11. (1− cos 1− sin 1) + i(cos 1− sin 1). 3.12.

4

3
. 3.13. 0. 3.14. 10πi. 3.15.

1

2
+ i.

3.16. 0. 3.18. Указание: рассмотреть функцию f(z) в области, заключенной между

кривой C и окружностью ∣z∣ = r + ε, ε > 0. 3.19. 2π sh 1. 3.20. 2πi sh 1. 3.21. 4πi.

3.22. 0. 3.23. π sh 1. 3.24. − π
45

i. 3.25. а)
π

3
; б) −π

3
. 3.26. 0. 3.27. −1 + i

2
ei.



Глава 4

СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

4.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ
В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим числовой ряд

∞
∑
n=0 cn, (4.1)

члены которого являются комплексными числами cn = an + ibn.
Ряд (4.1) называется сходящимся, если существует конечный пре-

дел последовательности (Sn) его частичных сумм Sn =
n

∑
k=1 ck. Этот пре-

дел S = lim
n→∞Sn называется суммой ряда (4.1).

Для сходимости ряда (4.1) необходимо, чтобы lim
n→∞ cn = 0.

Очевидно, что ряд (4.1) сходится тогда и только тогда, когда схо-

дятся ряды с действительными членами
∞
∑
n=0an и

∞
∑
n=0 bn.

Ряд (4.1) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд из

абсолютных величин
∞
∑
n=0 ∣cn∣, где ∣cn∣ =

√
a2n + b2n. Поскольку это ряд с

неотрицательными членами, то для исследования его сходимости ис-
пользуют соответствующие признаки сходимости для числовых рядов

с действительными членами. Из сходимости ряда
∞
∑
n=0 ∣cn∣ следует сходи-

мость ряда (4.1). Если же ряд не является абсолютно сходящимся, то

приступают к исследованию рядов
∞
∑
n=0an и

∞
∑
n=0 bn, и если устанавлива-

ется их сходимость, то говорят, что ряд (4.1) сходится условно.

Пример 4.1. Исследовать сходимость следующих рядов:

а)
∞
∑
n=0

e2in

n2 + 1
, б)

∞
∑
n=0

sh(i 3
√
n)

sin(in) , в)
∞
∑
n=0(

(−1)n√
n

+ i
3

n2
) .
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△ а) Поскольку ∣cn∣ = 1

n2 + 1
, ряд

∞
∑
n=0

1

n2 + 1
сходится, то ряд

∞
∑
n=0

e2in

n2 + 1
сходится абсолютно.

б) Преобразуем общий член к виду cn = (ei 3
√
n − e−i 3

√
n)2i

2 (e−n − en) = sin 3
√
n

shn
.

Тогда, используя для ряда
∞
∑
n=0 ∣cn∣ признак сравнения, получим, что

∣cn∣ = ∣sin 3
√
n∣

shn
= ∣sin 3

√
n∣2en

e2n − 1
⩽ 2en

e2n − 1
, а ряд

∞
∑
n=1

2en

e2n − 1
сходится (на-

пример, по признаку Коши). Следовательно, ряд
∞
∑
n=0

sh (i 3
√
n)

sin (in) сходится

абсолютно.

в) Найдем ∣cn∣ =
√

1

n
+ 9

n4
=
√
n3 + 9

n2
> 1√

n
. Следуя признаку срав-

нения, делаем вывод, что абсолютной сходимости в этом случае нет.

Тогда рассмотрим сходимость рядов
∞
∑
n=0

(−1)n√
n

и
∞
∑
n=0

3

n2
. Первый из них

сходится лишь условно по признаку Лейбница, второй ряд сходится и

является положительным рядом. В итоге ряд
∞
∑
n=0(

(−1)n√
n

+ i
3

n2
) сходит-

ся условно. ▲

4.2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ
В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

Пусть в области D комплексной плоскости определена бесконечная
последовательность однозначных функций (un (z)). Составим функ-
циональный ряд ∞

∑
n=0un (z). (4.2)

Функциональный ряд (4.2) называется сходящимся в области D, если
при любом фиксированном z0 ∈ D сходится соответствующий числовой

ряд
∞
∑
n=0un (z0), при этом область D называется областью сходимости

ряда (4.2).
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В области сходимости функционального ряда определяется одно-
значная функция S(z), значения которой в любой точке области сов-
падают с суммой соответствующего числового ряда. Функцию S(z)
называют суммой ряда (4.2) и записывают

S(z) = ∞
∑
n=0un (z).

В краткой символической форме определение сходимости функ-
ционального ряда записывают следующим образом:

∀ z ∈ D ∀ε > 0 ∃N = N(ε, z) ∶ ∀n > N ⇒ ∣S(z) − n

∑
k=1uk(z)∣ < ε.

Функциональный ряд (4.2) равномерно сходится в области D, если
для любого положительного ε найдется такой номер N = N(ε), что
условие ∣S(z) − n

∑
k=1uk(z)∣ < ε выполняется для всех n > N и сразу для

всех z ∈ D. Или

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∶ ∀n > N, ∀ z ∈D⇒ ∣S(z) − n

∑
k=1uk(z)∣ < ε.

Теорема 4.1 (критерий Коши). Для того чтобы ряд (4.2) рав-
номерно сходился в области D, необходимо и достаточно, чтобы

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∶ ∀n > N, ∀p ∈ N ⇒ ∣
n+p
∑

k=n+1uk(z)∣ < ε.
Теорема 4.2 (признак Вейерштрасса). Если члены функцио-

нального ряда (4.2) удовлетворяют оценке ∣un(z)∣ ⩽ an, an ⩾ 0, для

всех z ∈ D и ∀n > N, числовой ряд
∞
∑
n=0an сходится, то функциональ-

ный ряд (4.2) сходится равномерно.

Теорема 4.3. Пусть функциональный ряд S(z) = ∞
∑
n=0un (z) схо-

дится равномерно в области D, а функция ϕ(z) ограничена в этой об-
ласти, т. е. ∃B > 0, такое что ∣ϕ(z)∣ ⩽ B, ∀z ∈ D. Тогда ряд∞
∑
n=0ϕ(z)un (z), полученный почленным умножением на функцию ϕ(z),
также будет равномерно сходиться в области D к сумме S(z)⋅ϕ(z).
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Пример 4.2. Исследовать ряд
∞
∑
n=0

1

n2
z−n на равномерную сходи-

мость на множестве ∣z∣ ⩾ 1.

△ Очевидно, что при ∣z∣ ⩾ 1 и ∀n ∈ N ∣un(z)∣ = 1

n2
∣z∣−n ⩽ 1

n2
. Ряд∞

∑
n=0

1

n2
сходится, и исходный функциональный ряд сходится на множе-

стве ∣z∣ ⩾ 1 равномерно по признаку Вейерштрасса. ▲
Свойства равномерно сходящихся функциональных рядов

1. Непрерывность суммы равномерно сходящегося ряда.

Теорема 4.4. Пусть члены функционального ряда (4.2) un(z) —
непрерывные функции на множестве D. Если ряд (4.2) равномерно
сходится на этом множестве, то сумма ряда S(z) также непре-
рывна на множестве D.

2. Почленное интегрирование равномерно сходящегося ряда.

Теорема 4.5. Пусть члены функционального ряда (4.2) un(z) —
непрерывные функции на множестве D. Если ряд (4.2) равномерно
сходится на этом множестве, то интеграл от суммы ряда S(z) по
любой кусочно-гладкой L, целиком лежащей в D, можно вычислить
путем почленного интегрирования ряда (4.2).

3. Почленное дифференцирование равномерно сходящегося ряда.

Теорема 4.6 (первая теорема Вейерштрасса). Пусть члены
функционального ряда (4.2) un(z) — аналитические функции в обла-
сти D, а ряд (4.2) равномерно сходится в любой замкнутой подобла-
сти D1 ⊂D. Тогда:

1) сумма ряда S(z) является аналитической функцией в обла-
сти D ;

2) для ∀ z ∈D и любого натурального числа k выполняется

S(k)(z) = ∞
∑
n=0u

(k)
n (z); (4.3)

3) ряд (4.3) равномерно сходится в любой замкнутой подобласти
D1 ⊂D.

З ам е ч а н и е 4.1. В условии 3) ошибочно было бы считать, что ряд

(4.3) будет равномерно сходится в области D. В самом деле ряд
∞
∑
n=0

zn

n2
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равномерно сходится в области D ∶ ∣z∣ ⩽ 1, так как мажорируется в

ней сходящимся числовым рядом
∞
∑
n=0

1

n2
. Но ряд, полученный из исход-

ного почленным дифференцированием, будет равномерно сходиться в
любой замкнутой области D ∶ ∣z∣ ⩽ r, r < 1, но не будет равномерно
сходиться в D ∶ ∣z∣ ⩽ 1.

4.3. КОМПЛЕКСНЫЕ СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Будем рассматривать функциональные ряды вида

c0 + c1 (z − z0) + c2 (z − z0)2 + ... + cn (z − z0)n + ... = ∞
∑
n=0 cn (z − z0)n , (4.4)

все члены которого суть аналитические функции на всей комплексной
плоскости.

Множество точек комплексной плоскости, в которых ряд (4.4) схо-
дится к своей сумме f(z), называется его областью сходимости. Оче-
видно, что точка z = z0 всегда принадлежит области сходимости сте-
пенного ряда (4.4).

Пример 4.3. Найти область сходимости следующих рядов:

а)
∞
∑
n=0n!zn; б)

∞
∑
n=0

(z − i)n
n!

.

△ а) Ряд
∞
∑
n=0n!zn = 1+ z + 2z2 + 3!z3 + ... безусловно сходится в точке

z = 0, и его сумма f(0) = 1. При любом фиксированном z0 ≠ 0 исследуем

числовой ряд
∞
∑
n=0n!zn0 на абсолютную сходимость. Согласно признаку

Даламбера,
(n + 1)! ∣z0∣n+1
(n)! ∣z0∣n = (n + 1) ∣z0∣ > 1, начиная с номера

n =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[ 1

∣z0∣ − 1] + 1,
1

∣z0∣ − 1 ⩾ 0,

1,
1

∣z0∣ − 1 < 0,

и поэтому ряд расходится при любом z0 ≠ 0. Следовательно, область

сходимости степенного ряда
∞
∑
n=0n!zn состоит из одной точки z = 0.
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б) При любом фиксированном z0 ≠ i (в точке z = i ряд сходится)

исследуем сходимость ряда
∞
∑
n=0

∣z0 − i∣n
n!

. Поскольку lim
n→∞ ∣z0 − i∣n+1

(n + 1)!
n!

∣z0∣n =
= ∣z0 − i∣ lim

n→∞ 1

n + 1
= 0, то степенной ряд

∞
∑
n=0

(z − i)n
n!

сходится на всей

комплексной плоскости. ▲
Приведем теорему Абеля, которая проясняет вопрос о структуре

области сходимости степенного ряда (4.4).

Теорема 4.7 (первая теорема Абеля). Если функциональный
ряд (4.4) сходится в некоторой точке z1 ≠ z0, то он абсолютно схо-
дится в круге ∣z − z0∣ < ∣z1 − z0∣, а в любом замкнутом круге ∣z − z0∣ ⩽ R,

где R < ∣z1 − z0∣ , этот ряд сходится равномерно.

Следствие 4.1. Если ряд (4.4) расходится в некоторой точке z = z2,
то он расходится на множестве ∣z − z0∣ > ∣z2 − z0∣.

Следствие 4.2. Для любого степенного ряда (4.4) существует от-
крытый круг ∣z − z0∣ < R, внутри которого ряд сходится абсолютно в
любой точке и расходится, если ∣z − z0∣ > R. Этот круг называют кругом
сходимости степенного ряда (4.4), а число R — радиусом сходимости.
Если ряд сходится лишь в одной точке z0, то полагают R = 0, а если
область сходимости — вся комплексная плоскость, то R = ∞. На гра-
нице круга сходимости — окружности ∣z − z0∣ = R — могут лежать как
точки сходимости, так и точки расходимости ряда.

Следствие 4.3. Радиус сходимости R степенного ряда определяет-

ся по формуле Коши – Адамара: R = 1

l
, где l — наибольший предел

последовательности ( n
√∣cn∣) ∶ l = lim

n→∞ n
√∣cn∣. Если существует конечный

предел l = lim
n→∞ ∣cn+1∣∣cn∣ , то радиус сходимости можно также искать по

формуле R = 1

l
.

Следствие 4.4. Внутри круга сходимости сумма степенного ряда
f(z) является аналитической функцией.

Следствие 4.5. Степенной ряд (4.4) внутри круга сходимости мож-
но почленно интегрировать и дифференцировать любое число раз. По-
лучимые при этом степенные ряды будут иметь тот же радиус сходи-
мости, что и ряд (4.4).
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Следствие 4.6. Коэффициенты степенного ряда (4.4), сходящегося
в круге ∣z − z0∣ < R, определяются по формулам

c0 = f(z0), cn = f (n)(z0)
n!

, n = 1, 2, . . . . (4.5)

Ряд вида
∞
∑
n=0 cn (f(z))

n
называют обобщенным степенным рядом.

Множество точек сходимости такого ряда определяется следующим
образом: {z ∶ f(z) ∈ D}, где D — область сходимости степенного ряда∞
∑
n=0 cntn, t = f(z).

Примеры нахождения радиуса сходимости и области схо-
димости степенных рядов

Пример 4.4.
∞
∑
n=0

(3 + 4i)n zn
n2

.

△ Найдем ∣cn∣ = ∣3 + 4i∣n
n2

= 5n

n2
и вычислим l = lim

n→∞ n
√∣cn∣ = lim

n→∞ 5
n
√
n2

=
= 5. Тогда радиус сходимости ряда R = 1

l
= 1

5
и круг сходимости ∣z∣ < 1

5
.

Исследуем сходимость ряда в точках окружности ∣z∣ = 1

5
. Поскольку

при этом ∣cnzn∣ = ∣3 + 4i∣n ∣z∣n
n2

=
5n ⋅ 1

5n

n2
= 1

n2
, а ряд

∞
∑
n=0

1

n2
сходится, то

степенной ряд
∞
∑
n=0

(3 + 4i)n zn
n2

сходится на границе своего круга сходи-

мости. ▲
Пример 4.5.

∞
∑
n=0(

2 − i

3
)
n2

(z + 2i)n.

△ ∣cn∣ = ∣(2 − i

3
)
n2

∣ = (
√
5

3
)
n2

. Вычислим l = lim
n→∞ n

√∣cn∣ = lim
n→∞(

√
5

3
)
n

=
= 0. В этом случае радиус сходимости ряда R = ∞, и ряд сходится на
всей комплексной плоскости. ▲

Пример 4.6.
∞
∑
n=0 cosn (

πi√
n
)(z − i)n.
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△ ∣cn∣ = ∣cosn ( πi√
n
)∣ = chn ( π√

n
), l = lim

n→∞ n
√∣cn∣ = lim

n→∞ ch
π√
n
= 1.

Тогда радиус сходимости ряда R = 1 и круг сходимости ∣z − i∣ < 1.
Исследуем сходимость ряда в точках окружности ∣z − i∣ = 1. Поскольку

при этом ∣cn(z − i)n∣ = chn ( π√
n
) и

lim
n→∞ ∣cn(z − i)n∣ = lim

n→∞ chn ( π√n
) =

= lim
n→∞(1 + (ch( π√n

) − 1))
n

= exp( lim
n→∞n(ch( π√n

) − 1)) =

= exp(2 lim
n→∞n sh2 ( π

2
√
n
)) = exp( lim

n→∞nπ
2

2n
) = exp(π2

2
) ≠ 0,

то в точках окружности ∣z − i∣ = 1 не выполняется необходимое условие
сходимости ряда, и ряд расходится. ▲

Пример 4.7.
∞
∑
n=0

(n!)2 zn
(2n + (n2 − 1) i)n .

△ ∣cn∣ = (n!)2
(n2 + 1)n . Для отыскания радиуса сходимости здесь удобнее

применить формулу R = 1

l
, где l = lim

n→∞ ∣cn+1∣∣cn∣ . Тогда получим

R = lim
n→∞ ((n + 1)2 + 1)n+1

(n + 1)2 (n2 + 1)n = lim
n→∞ (n + 1)2 + 1

(n + 1)2 (1 + 2n + 1

n2 + 1
)
n

= e2.

Ряд сходится в круге ∣z∣ < e2. Исследуем сходимость ряда в точках
окружности ∣z∣ = e2. При таком значении модуля z

∣cn+1∣ ∣z∣n+1
∣cn∣ ∣z∣n = (n + 1)2 (n2 + 1)n

((n + 1)2 + 1)n+1 e
2 =

= e2 (1 − 1

n2 + 2n + 2
)(1 − 2n + 1

n2 + 2n + 2
)
n

=

= e
2+ln(1− 2n+1

n2+2n+2) = (1 + o(1
n
)) e 3

n
+o( 1

n
) = 1 + 3

n
+ o(1

n
) .
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Это означает, что последовательность (∣cn∣ ∣z∣n) при ∣z∣ = e2 возрастает,
а поэтому не является бесконечно малой. Итак, для любого z, такого
что ∣z∣ = e2, не выполняется необходимое условие сходимости ряда, и
ряд расходится. ▲

Пример 4.8.
∞
∑
n=0

(3 + 4i)n zn
n
√
n2n + 1

.

△ ∣cn∣ = 5n

n
√
n2n + 1

. Найдем

l = lim
n→∞ n

√∣cn∣ = lim
n→∞ 5

n
√
n2 (1 + 1

n2n
)

1
n2

= 5.

Тогда R = 1

l
= 1

5
, и круг сходимости ∣z∣ < 1

5
. Исследуем сходимость ряда

в точках окружности ∣z∣ = 1

5
. Поскольку при n→∞ ∣cnzn∣ = 1

n
√
n2n + 1

∼
∼ 1

n2
и ряд

∞
∑
n=0

1

n2
сходится, то исследуемый степенной ряд абсолютно

сходится на границе своего круга сходимости. ▲
Пример 4.9.

∞
∑
n=0

(z + i)n
(z − i)n (5 + 6 (−1)n)n .

△ Данный ряд является обобщенным степенным рядом. Обозначим

t = z + i

z − i
и рассмотрим сходимость степенного ряда

∞
∑
n=0

tn

(5 + 6 (−1)n)n .
Учитывая, что

n
√∣cn∣ = 1

6 + (−1)n 5 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1

11
, n = 2k,

1, n = 2k + 1, k ∈ N,
то не существует обычного предела l = lim

n→∞ n
√∣cn∣. Поэтому, воспользо-

вавшись формулой Коши – Адамара, находим, что

l = lim
n→∞ n

√∣cn∣ = lim
n→∞ 1

6 + (−1)n 5 = 1.

Итак, ряд
∞
∑
n=0

tn

(5 + 6 (−1)n)n сходится в круге ∣t∣ < 1. Очевидно, что

на границе круга сходимости, т. е. в точках окружности ∣t∣ = 1, не
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выполняется необходимое условие сходимости ряда, так как последо-

вательность ∣cntn∣ = 1

(6 + (−1)n 5)n не является бесконечно малой и мно-

жество сходимости ряда
∞
∑
n=0

tn

(5 + 6 (−1)n)n совпадает с его кругом сходи-

мости. Исходный обобщенный степенной ряд
∞
∑
n=0

(z + i)n
(z − i)n (5 + 6 (−1)n)n

будет сходиться на множестве ∣z + i

z − i
∣ < 1, а это комплексная полуплос-

кость Im z < 0, лежащая ниже действительной оси. ▲

4.4. РЯД ТЕЙЛОРА

Теорема 4.8 (теорема Тейлора). Функция f(z), аналитическая
внутри круга ∣z − z0∣ < R, представляется в нем сходящимся степен-
ным рядом f(z) = ∞

∑
n=0 cn (z − z0)n, причем этот ряд определен одно-

значно.

Указанное разложение аналитической функции в степенной ряд на-
зывается разложением Тейлора, а сам степенной ряд при этом — рядом
Тейлора. Коэффициенты ряда cn определяются по формулам

cn = 1

2πi

�

∣z−z0∣=ρ
f(z)

(z − z0)n+1dz, 0 < ρ < R, n = 0, 1, 2, . . . . (4.6)

Либо, с учетом следствия 4.6, по формулам (4.5):

c0 = f(z0), cn = f (n)(z0)
n!

, n = 1, 2, . . . .

Теорема Тейлора устанавливает эквивалентность понятий функ-
ции, аналитической в некоторой окрестности точки, и функции, пред-
ставимой в этой окрестности сходящимся степенным рядом.

Точки z комплексной плоскости, в которых однозначная функция
f(z) является аналитической, называются правильными точками этой
функции, а точки, в которых функция f(z) не является аналитической
либо просто не определена, — особыми точками.

Следствие 4.7. Если функция f(z) является аналитической в неко-
торой области Dγ, z0 — внутренняя точка области, то в окрестности
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этой точки функция представима рядом Тейлора
∞
∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n,
причем радиус сходимости полученного ряда равен расстоянию от точ-
ки z0 до ближайшей особой точки f(z).

Для ряда Тейлора выполняются все следствия из теоремы Абеля
для степенных рядов.

Арифметические операции над степенными рядами

Пусть функции f(z) и g(z), аналитические в окрестности точки z0,
представляются сходящимися в круге ∣z − z0∣ < R степенными рядами
Тейлора:

f(z) = ∞
∑
n=0 cn (z − z0)n и g(z) = ∞

∑
n=0dn (z − z0)n .

Тогда в круге ∣z − z0∣ < R справедливы следующие разложения:

f(z) ± g(z) = ∞
∑
n=0 (cn ± dn) (z − z0)n,

f(z) ⋅ g(z) = ∞
∑
n=0(

n

∑
k=0 ck ⋅ dn−k)(z − z0)n.

Областью сходимости полученных рядов является по-прежнему круг
∣z − z0∣ < R.

Некоторые приемы разложения функций в ряд Тейлора

Непосредственно вычисляя производные от элементарных функций
в точке z = 0, можно получить следующие разложения:

ez = 1 + z + z2

2!
+ . . . + zn

n!
+ . . . = ∞

∑
n=0

zn

n!
; (4.7)

sin z = z − z3

3!
+ z5

5!
+ . . . + (−1)n z2n+1

(2n + 1)! + . . . = ∞
∑
n=0

(−1)nz2n+1
(2n + 1)! ; (4.8)

cos z = 1 − z2

2!
+ z4

4!
+ . . . + (−1)n z2n

(2n)! + . . . = ∞
∑
n=0

(−1)nz2n
(2n)! ; (4.9)

sh z = ez − e−z
2

= ∞
∑
n=0

z2n+1
(2n + 1)!; (4.10)

ch z = ez + e−z
2

= ∞
∑
n=0

z2n

(2n)!; (4.11)
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(1 + z)α = 1 + ∞
∑
n=1
α(α − 1)⋯(α − n + 1)

n!
zn; (4.12)

ln(1 + z) = z − z2

2
+ z3

3
+ . . . + (−1)n−1zn

n
+ . . . = ∞∑

n=1
(−1)n−1zn

n
; (4.13)

1

1 − z
= 1 + z + z2 + . . . + zn + . . . = ∞

∑
n=0 zn; (4.14)

1

1 + z
= 1 − z + z2 − . . . + (−1)nzn + . . . = ∞∑

n=0 (−1)
n
zn. (4.15)

Ряды (4.7)–(4.11) сходятся на всей комплексной плоскости, а ряды
(4.12)–(4.15) сходятся в круге ∣z∣ < 1. Ряды (4.14), (4.15) получают при

разложении в круге ∣z∣ < 1 функций
1

1 − z
,

1

1 + z
как сумм геометриче-

ских прогрессий со знаменателем q = ∣z∣ < 1.
Для нахождения коэффициентов cn ряда Тейлора формулы (4.5),

(4.6), как правило, не применяются. Эффективное вычисление cn свя-
зано с использованием разложений (4.7)–(4.15) и различных искус-
ственных приемов.

Примеры разложения функций в ряд Тейлора в окрестно-
сти точки z = z0

Пример 4.10. f(z) = 1

(1 − z)2 , z0 = 0.
△ Искомое разложение функции можно получить почленным диф-

ференцированием ряда (4.14):

1

(1 − z)2 = 1 + 2z + 3z2 + . . . + (n + 1)zn + . . . = ∞
∑
n=0(n + 1)zn.

Согласно следствию 4.5, полученный при дифференцировании ряд
будет сходиться в круге ∣z∣ < 1. ▲

Пример 4.11. f(z) = 1

(z2 − 1) (z2 + 4) , z0 = 0.

△ Представим заданную функцию в виде

f(z) = 1

(z2 − 1) (z2 + 4) = −
1

5(1 − z2) −
1

20(1 + z2

4
)
.
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Далее, поскольку при ∣z∣ < 1 каждую из полученных функций мож-
но рассматривать как сумму геометрической прогрессии, имеем

1

(z2 − 1) (z2 + 4) =
∞
∑
n=0

1

5
((−1)

n+1
4n+1 − 1) z2n.

Построенный таким образом ряд сходится в круге ∣z∣ < 1. ▲
Пример 4.12. f(z) = e2z sin 2z, z0 = 0.

△ Здесь удобнее представить функцию в виде

f(z) = e2z sin 2z = e2z e2zi − e−2zi
2i

= e2(1+i)z − e2(1−i)z
2i

,

а затем использовать разложение (4.7) с учетом арифметических опе-
раций над степенными рядами:

f(z) = e2(1+i)z − e2(1−i)z
2i

= ∞
∑
n=0

(2 + 2i)n zn
2in!

− ∞
∑
n=0

(2 − 2i)n zn
2in!

=

= ∞
∑
n=1

2nzn

2in!
((1 + i)n − (1 − i)n) = ∞

∑
n=1

2nz
3n
2

n!
(ei

π

4
n − e−iπ4 n
2i

) = ∞
∑
n=1

2
3n
2 sin πn

4

n!
zn.

Ряд сходится на всей комплексной плоскости. ▲
Пример 4.13. f(z) = z

z2 + i
, z0 = 0.

△ Особыми точками функции f(z) являются√−i = {e3πi
4 , e

−πi
4 }. Они

лежат на окружности ∣z∣ = 1, поэтому ряд Тейлора для данной функции
будет сходиться в круге ∣z∣ < 1:

f(z) = z

z2 + i
= z

1

i(1 + z2

i
)
= ∞
∑
n=0 in−1z2n+1. ▲

Пример 4.14. f(z) = 1

1 − sin z
, z0 = 0. Написать несколько членов

разложения.

△ Особые точки функции являются корнями уравнения sin z = 1.
Найдем их:

eiz − e−iz = 2i; eiz = i; zn = −i ⋅ Ln i = π
2
+ 2πn, n = 0,±1,±2, . . . .
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Ближайшие к точке z0 = 0 особые точки функции z = ±π
2

лежат на

окружности ∣z∣ = π
2
. Таким образом, функция в круге ∣z∣ < π

2
расклады-

вается в ряд Тейлора. Несколько членов этого ряда найдем, используя
для коэффициентов ряда формулы (4.5):

c0 = 1, c1 = f ′(0) = 1, c2 = f ′′(0)
2!

= 1, c3 = f ′′′(0)
3!

= 5

6
, . . . .

Тогда можно записать

f(z) = 1

1 − sin z
= 1 + z + z2 + 5

6
z3 + . . . . ▲

Пример 4.15. f(z) = ln (2 − z) , z0 = 0.

△ Поскольку особая точка z = 2 лежит на окружности ∣z∣ = 2, то в
круге ∣z∣ < 2 функция ln (2 − z) раскладывается в ряд Тейлора с цен-
тром в точке z0 = 0:

f(z) = ln(2(1 − z

2
)) = ln 2 + ln(1 + (−z

2
)) = ln 2 − ∞

∑
n=1

zn

2nn
.

Для разложения функции здесь была использована формула (4.13). ▲

4.5. РЯД ЛОРАНА

Ряд вида

∞
∑

n=−∞ cn (z − z0)n =
∞
∑
n=1

c−n
(z − z0)n +

∞
∑
n=0 cn (z − z0)n (4.16)

носит название ряда Лорана. Этот ряд сходится, если сходятся ря-

ды
∞
∑
n=0 cn (z − z0)n и

∞
∑
n=1

c−n
(z − z0)n и существует общая часть их обла-

стей сходимости. Сумма ряда (4.16) равна сумме этих рядов. Степен-

ной ряд
∞
∑
n=0 cn (z − z0)n называется правильной частью ряда Лорана.

В своем круге сходимости ∣z − z0∣ < R он сходится к аналитической

функции f1(z) = ∞
∑
n=0 cn (z − z0)n. Ряд

∞
∑
n=1

c−n
(z − z0)n , содержащий толь-

ко отрицательные степени (z − z0), называется главной частью ряда
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Лорана. Заменой t = 1

z − z0
он сводится к степенному ряду

∞
∑
n=1 c−ntn,

который в некотором круге ∣t∣ < R1 сходится к аналитической функ-

ции g(t) = ∞
∑
n=1 c−ntn. Возвращаясь к переменной z и полагая r = R1 и

f2(z) = g(t(z)), приходим к выводу, что ряд
∞
∑
n=1

c−n
(z − z0)n сходится на

множестве ∣z − z0∣ > r к аналитической функции f2(z) =
∞
∑
n=1

c−n
(z − z0)n .

Если справедливо неравенство r < R, то правильная и главная части
имеют общую область сходимости — кольцо r < ∣z − z0∣ < R, и ряд
Лорана (4.16) сходится в этом кольце к аналитической функции f(z) =
= f1(z) + f2(z).

В качестве вырожденных колец можно привести следующие:
а) 0 < ∣z − z0∣ < R — круг с выброшенным центром;
б) r < ∣z − z0∣ < ∞ — внешность круга радиуса r с центром в точке z0;
в) 0 < ∣z − z0∣ < ∞ — вся комплексная плоскость с выброшенной

точкой z0.
Подчеркнем, что, как и для ряда Тейлора, для ряда Лорана спра-

ведливы все следствия из теоремы Абеля для степенных рядов.

Примеры нахождения области сходимости ряда Лорана

Для вычисления радиусов R и r будем использовать формулы Ко-
ши – Адамара, представленные в следствии 4.5:

R = 1

l
, l = lim

n→∞ n
√∣cn∣, l = lim

n→∞ ∣cn+1∣∣cn∣
и

r = l, l = lim
n→∞ n

√∣c−n∣, l = lim
n→∞ ∣c−n−1∣∣c−n∣ .

Пример 4.16.
∞
∑
n=1

2 + i

nn (z − 1 + i)n +
∞
∑
n=0 (2 + in) (z − 1 + i)n.

△ Для ряда
∞
∑
n=0 (2 + in) (z − 1 + i)n найдем ∣cn∣ = ∣2 + in∣ = √

4 + n2,

l = lim
n→∞ n

√√
4 + n2 = 1, R = 1. Следовательно, он сходится в круге

∣z − 1 + i∣ < 1.
Исследуем сходимость ряда

∞
∑
n=1

2 + i

nn (z − 1 + i)n : ∣c−n∣ = ∣2 + i∣
nn

=
√
5

nn
,
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l = lim
n→∞ n

√∣c−n∣ = lim
n→∞

2n
√
5

n
= 0, r = 0. Ряд по отрицательным степеням

(z − 1 + i) сходится в области ∣z − 1 + i∣ > 0.
Тогда ряд Лорана сходится в кольце 0 < ∣z − 1 + i∣ < 1, т. е. в круге с

выброшенным центром. ▲
Пример 4.17.

∞
∑
n=1

cos 2in

(z − i)n +
∞
∑
n=0

(z − i)n
n!

.

△ Для ряда
∞
∑
n=0

(z − i)n
n!

имеем: ∣cn∣ = 1

n!
, l = lim

n→∞ ∣cn+1∣∣cn∣ = lim
n→∞ 1

n + 1
= 0.

В этом случае R = ∞ и ряд сходится на всей комплексной плоско-

сти. Найдем ∣c−n∣ = ∣cos 2in∣ = e2n + e−2n
2

= ch2n. Тогда l = lim
n→∞ n

√∣c−n∣ =
= lim

n→∞ n

√
e4n + 1

2e2n
= e2, r = e2 и ряд

∞
∑
n=1

cos 2in

(z − i)n сходится на множестве

∣z − i∣ > e2.
Таким образом, рассматриваемый ряд Лорана сходится на множе-

стве e2 < ∣z − i∣ < ∞. ▲.

Пример 4.18.
∞
∑
n=1

(3i + 2)2n
(z + 2i)n + ∞

∑
n=0

(z + 2i)n
(n + i)2n .

△ Найдем ∣cn∣ = 1

∣n + i∣ ⋅ 2n = 1√
n2 + 1 ⋅ 2n , l = lim

n→∞ n

√
1

2n
√
n2 + 1

=

= 1

2
, R = 2. Следовательно, ряд

∞
∑
n=0

(z + 2i)n
(n + i)2n сходится в круге ∣z + 2i∣ <

< 2. Далее определим ∣c−n∣ = ∣(3i + 2)2n∣ = 13n, l = lim
n→∞ n

√
13n = 13,

r = 13. Ряд
∞
∑
n=1

(3i + 2)2n
(z + 2i)n сходится на множестве ∣z + 2i∣ > 13. Таким

образом, r > R, и у правильной и главной частей ряда Лорана нет об-

щей области сходимости. В итоге ряд
∞
∑
n=1

(3i + 2)2n
(z + 2i)n +

∞
∑
n=0

(z + 2i)n
(n + i)2n всюду

расходится. ▲
Пример 4.19.

2i

3 (z − 4i) +
∞
∑
n=0 (−1)

n (z − 4i)n
(3 + i)n .

△ Главная часть ряда Лорана состоит из одной функции
2i

3 (z − 4i),
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аналитической всюду, кроме точки z = 4i. Для ряда
∞
∑
n=0 (−1)

n (z − 4i)n
(3 + i)n

найдем ∣cn∣ = 1

∣3 + i∣n =
1

(10)n
2

, l = lim
n→∞ n

√
1

10
n
2

= 1√
10

, R = √10. Исходный

ряд Лорана сходится в кольце 0 < ∣z − 4i∣ < √10. ▲

4.6. РАЗЛОЖЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ
ФУНКЦИИ В РЯД ЛОРАНА

Теорема 4.9. Функция f(z), аналитическая внутри кольца r <
< ∣z − z0∣ < R, представляется в нем сходящимся рядом Лорана∞
∑

n=−∞ cn (z − z0)n, причем этот ряд определен однозначно. Коэффици-

енты ряда cn определяются по формулам

cn = 1

2πi

�

Cρ

f(ξ)
(ξ − z0)n+1dξ, n = 0,±1,±2, . . . ,

где Cρ ∶ ∣z − z0∣ = ρ, r < ρ < R.

Следствие 4.8. Пусть функция f(z) аналитична и ограничена в
кольце r < ∣z − z0∣ < R, т. е. ∃M > 0 ∶ ∣f(z)∣ ⩽ M ∀z ∈ {r < ∣z − z0∣ < R}.
Тогда для коэффициентов ряда Лорана функции f(z) в этом кольце
справедливо неравенство Коши:

∣cn∣ =
CCCCCCCCCCCCC
1

2πi

�

Cρ

f(ξ)
(ξ − z0)n+1dξ

CCCCCCCCCCCCC
⩽ M

ρn
, r < ρ < R, n = 0,±1,±2, . . . .

При решении задачи о разложении функции в ряд Лорана зача-
стую рассматривают несколько вариантов колец с центром в точке z0,
в которых f(z) аналитична, а на граничных окружностях лежат осо-
бые точки функции f(z). В каждом таком кольце при вычислении
коэффициентов ряда Лорана выбирается свой контур интегрирования
Cρ ∶ ∣z − z0∣ = ρ, r < ρ < R, и поэтому каждому кольцу соответству-
ет свое разложение функции f(z), определенное в этом кольце одно-
значно. В частности, если в точке z0 функция аналитична, то круг
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∣z − z0∣ < R, где R — расстояние от точки z0 до ближайшей к ней осо-
бой точки f(z), также есть пример кольца, в котором функцию можно
разложить в ряд Лорана. При этом в лорановском разложении коэф-
фициенты главной части

c−n = 1

2πi

�

Cρ

f(ξ)
(ξ − z0)−n+1dξ, n = 1, 2, 3, . . .

будут равны нулю в силу аналитичности подынтегральной функции.
Следовательно, в разложении будет отсутствовать главная часть. Сте-
пенной ряд в правильной части, вследствие единственности его опре-
деления, будет совпадать с рядом Тейлора функции f(z) в указанном
круге. Таким образом, ряд Тейлора есть частный случай ряда Лорана.

В силу единственности разложения функции в заданном кольце в
ряд Лорана коэффициенты cn не зависят от того, каким способом по-
лучено разложение.

Примеры разложения функций в ряд Лорана

Пример 4.20. Разложить функцию f(z) = 3

(z + 1) (z − 2) в ряд

Лорана в следующих кольцах: а) ∣z∣ < 1; б) 1 < ∣z∣ < 2; в) 2 < ∣z∣ < ∞.

△ а) Представим функцию в виде

f(z) = 3

(z + 1) (z − 2) =
1

z − 2
− 1

z + 1
.

Оба слагаемых являются аналитическими функциями в круге ∣z∣ < 1

и раскладываются в нем в ряд Тейлора по правилу суммы геометри-
ческой прогрессии:

1

z − 2
= −1

2

1

1 − z/2 = −
∞
∑
n=0

zn

2n+1 , 1

1 + z
= ∞
∑
n=0 (−1)

n
zn.

Таким образом, получим искомое разложение:

3

(z + 1) (z − 2) =
∞
∑
n=0((−1)

n+1 − 1

2n+1) zn.
Итак, ряд Лорана содержит только правильную часть и является ря-
дом Тейлора.
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б) Поскольку в данном кольце при ∣z∣ < 2 функция получаем
1

z − 2

остается аналитической, то полученный для нее ряд
1

z − 2
= − ∞∑

n=0
zn

2n+1
сходится в кольце 1 < ∣z∣ < 2 и дает правильную часть ряда Лорана.

Разложение для функции
1

z + 1
при ∣z∣ > 1 дает главную часть ряда

Лорана:
1

1 + z
= 1

z

1

1 + 1/z =
∞
∑
n=1

(−1)n−1
zn

.

Окончательно получим

3

(z + 1) (z − 2) =
∞
∑
n=1

(−1)n−1
zn

− ∞
∑
n=0

zn

2n
.

в) При ∣z∣ > 2 разложение для функции
1

z + 1
сохраняется, а для

функции
1

z − 2
строим новое разложение:

1

z − 2
= 1

z

1

1 − 2/z =
∞
∑
n=1

2n−1
zn

.

В результате при ∣z∣ > 2 получим ряд Лорана, содержащий только
главную часть разложения:

3

(z + 1) (z − 2) =
∞
∑
n=1

(−1)n−1 + 2n−1
zn

. ▲

Пример 4.21. Разложить функцию f(z) = 3

(z + 1) (z − 2) в ряд

Лорана в кольцах: а) 1 < ∣z − 1∣ < 2; б) 1 < ∣z − 1∣ < 3.

△ а) Функция аналитична в кольце 1 < ∣z − 1∣ < 2, а на его границах
имеет особые точки. Как и в предыдущем примере, вначале представим
функцию в виде двух простых дробей и выделим в них разность (z − 1):

3

(z + 1) (z − 2) =
1

(z − 1) − 1
− 1

(z − 1) + 2
.
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Поскольку ∣z − 1∣ > 1, то первую функцию будем раскладывать по
отрицательным степеням разности (z − 1):

1

(z − 1) − 1
= 1

z − 1

1

1 − 1

z − 1

= ∞
∑
n=1

1

(z − 1)n .

Вторая функция аналитична в круге ∣z − 1∣ < 2, и ее разложение —
это ряд Тейлора:

1

(z − 1) + 2
= 1

2

1

1 + z − 1

2

= ∞
∑
n=0 (−1)

n (z − 1)n
2n+1 .

Искомое разложение имеет вид

3

(z + 1) (z − 2) =
∞
∑
n=1

1

(z − 1)n +
∞
∑
n=0 (−1)

n (z − 1)n
2n+1 .

б) Поскольку в кольце 1 < ∣z − 1∣ < 3 функция f(z) = 2

(z + 1) (z − 2)
имеет особую точку z = −1 и не является аналитической, то в ряд
Лорана в этом кольце она не раскладывается. ▲

Пример 4.22. Разложить функцию f(z) = 3z6

z2 − 4
в ряд Лорана в

области 2 < ∣z∣ < ∞.

△ Обе особые точки функции z = ±2 лежат на внутренней границе
области. Приведем функцию к виду

f(z) = 3z6

z2 − 4
= 3z6

1

z2
1

1 − 4

z2

,

а далее разложим дробь
1

1 − 4

z2

по правилу геометрической прогрессии

с учетом того, что ∣ 4
z2
∣ < 1:

1

1 − 4

z2

= ∞
∑
n=0

4n

z2n
.
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Следовательно, ряд Лорана для заданной функции имеет следующий
вид:

3z6

z2 − 4
= ∞
∑
n=1

3 ⋅ 4n
z2(n−1) = 3z4 + 12z2 + 48 + ∞

∑
n=1

3 ⋅ 4n+2
z2n

. ▲

Пример 4.23. Разложить функцию f(z) = 1

(z2 + 9)2 в ряд Лорана

в области 3 < ∣z∣ < ∞.

△ Функция f(z) имеет кратные особые точки z = ±3i на границе
∣z∣ = 3 и является аналитической в области 3 < ∣z∣ < ∞. Введем замену

t = z2 и функцию g(t) = 1

(t + 9)2 , где g(t(z)) = f(z), будем раскла-

дывать в ряд Лорана в кольце 9 < ∣t∣ < ∞. Мы можем рассматривать
функцию g(t) как производную функции, более простой для разложе-
ния в ряд:

g(t) = 1

(t + 1)2 = (−
1

1 + t
)
′

.

Воспользуемся тем, что ряд Лорана можно почленно дифференци-
ровать:

(− 1

t + 9
)
′

= (−1
t

1

1 + 9/t)
′

= (− ∞∑
n=1

(−1)n−1 9n−1
tn

)
′

= ∞
∑
n=1

(−1)n−1 n9n−1
tn+1 .

Возвращаясь к переменной z, получим разложение

1

(z2 + 9)2 =
∞
∑
n=1

(−1)n−1 n9n−1
z2(n+1) . ▲

Пример 4.24. Разложить функцию f(z) = 1

(z − i)2 sin
1

z − i
в ряд

Лорана в области 0 < ∣z − i∣ < ∞.

△ Для любого комплексного числа τ имеем разложение (4.8):

sinτ = ∞
∑
n=0(−1)n

τ2n+1
(2n + 1)!.

Полагая τ = 1

z − i
, получим искомое разложение

1

(z − i)2 sin
1

z − i
= ∞
∑
n=1

(−1)n−1
(z − i)2n+1 (2n − 1)!. ▲
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Пример 4.25. Разложить функцию f(z) = cos
z + i

z − i
в ряд Лорана

в окрестности точки z0 = i.

△ На множестве 0 < ∣z − i∣ < ∞ функция аналитична и раскладыва-
ется в ряд Лорана. Преобразуем функцию:

f(z) = cos(z + i

z − i
) = cos(1 + 2i

z − i
) = cos 1 ⋅ cos 2i

z − i
− sin 1 ⋅ sin 2i

z − i
.

Далее будем использовать разложения (4.8) и (4.9) для функций sinτ

и cosτ при τ = 2i

z − i
:

cos(z + i

z − i
) = cos 1(1 + ∞

∑
n=1

22n

(z − i)2n (2n)!)−i sin 1
∞
∑
n=1

22n−1
(z − i)2n−1 (2n − 1)! =

= cos 1 − i
2 sin 1

z − i
+ 22 cos 1

(z − i)2 2! − i
23 sin 1

(z − i)33! + . . . + 22n cos 1

(z − i)2n (2n)! −

− i sin 1
22n−1

(z − i)2n−1 (2n − 1)! + . . . . ▲

4.7. НУЛИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Пусть функция f(z) является аналитической в некоторой окрест-
ности точки z0. Если в этой точке

f(z0) = f ′(z0) = f ′′(z0) = . . . = f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) ≠ 0,

то такую точку называют нулем функции f(z) порядка n (при n = 1 —
простым нулем). Ряд Тейлора функции f(z) в окрестности такой точки
будет иметь вид

f(z) = ∞∑
k=0 cn+k (z − z0)n+k, (4.17)

поскольку коэффициенты ряда c0 = f(z0) = 0, ck = f (k)(z0)
k!

= 0,

k = 1, 2, . . . , n − 1. Перепишем разложение (4.17) в виде

f(z) = (z − z0)n
∞
∑
k=0 cn+k (z − z0)k
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или
f(z) = (z − z0)n ⋅ϕ (z), (4.18)

где ϕ (z) — аналитическая функция в окрестности точки z0 и ϕ (z0) =
= cn = f (n)(z0)

n!
≠ 0. Очевидно, что если для функции f(z) справедливо

представление (4.18), то z0 — нуль функции порядка n. Таким образом,
верна следующая теорема.

Теорема 4.10. Для того чтобы точка z0 была нулем функции
f(z) порядка n, необходимо и достаточно, чтобы в окрестности
этой точки имело место представление (4.18).

Пример 4.26. Найти нули функции f(z) = sin z3 и определить их
порядок.

△ Положим f(z) = sin z3 = 0, откуда получим нули функции z0 = 0,

z
(1)
n = 3

√
nπei

2πk
3 , z

(2)
n = 3

√
nπei

(π+2πk)
3 , n ∈ N, k = 0, 1, 2. Исследуем вначале

порядок нуля z0 = 0. В окрестности этой точки имеем разложение

sin z3 = z3 (1 − z6

3!
+ z12

5!
+ . . . + (−1)n z6n

(2n + 1)! + . . .) = z3 ⋅ϕ(z),
где ϕ(z) — аналитическая функция в окрестности z0 = 0 и ϕ(0) = 1.

Согласно теореме 4.10, функция sin z3 в точке z0 = 0 имеет нуль
порядка 3.

Поскольку f ′ (z(1)n ) = 3(−1)n (z(1)n )2 ≠ 0 и f ′ (z(2)n ) = 3(−1)n (z(2)n )2 ≠
≠ 0, то в этих точках функция sin z3 имеет простые нули, т. е. кратность
их равна 1. ▲

Пример 4.27. Найти порядок нуля z0 = 0 функции f(z) =
= iz3

1 + z − ez
.

△ Преобразуем функцию к виду

f(z) = iz3

1 + z − ez
= iz3 (−z2

2
− z3

3!
− . . . − zn

n!
− . . .)

−1
=

= −iz (1
2
+ z

3!
+ . . . + zn−2

n!
+ . . .)

−1
= zϕ(z),

где ϕ(z) = −i( 1
2!
+ z

3!
+ . . . + zn−2

n!
+)
−1

— аналитическая функция в

окрестности точки z0 = 0 и ϕ(0) = −2i. Таким образом, мы показа-
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ли, что порядок нуля z0 = 0 функции f(z) = iz3

1 + z − ez
равен 1, т. е. это

простой нуль. ▲
Пример 4.28. Найти нули функции f(z) = cos z ch z и определить

их порядок.

△ Положим f(z) = cos z ch z = 0, откуда получим нули функции:

z
(1)
n = π

2
+ πn, z

(2)
n = i(π

2
+ πn) , n = 0,±1,±2, . . . .

Поскольку

f ′ (z(1)n ) = (−1)n ch(π
2
+ πn) ≠ 0, f ′ (z(2)n ) = i (−1)n ch(π

2
+ πn) ≠ 0,

то все найденные нули функции — простые. ▲

4.8. ЕДИНСТВЕННОСТЬ
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ.
АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ

Теорема 4.11 (теорема единственности). Если значения ана-
литических в области D функций f(z) и g(z) совпадают на неко-
торой последовательности точек (zn), n = 1, 2, 3, . . . , сходящейся к
внутренней точке z0, zn ≠ z0, то эти функции тождественно совпа-
дают в области D.

Следствие 4.9. Если в области D лежит некоторая кривая L, то в
этой области существует единственная аналитическая функция, при-
нимающая на L заданные значения.

С теоремой единственности связано важное понятие аналитическо-
го продолжения. Пусть в некоторой области G задана аналитическая
функция f(z) и существует функция F (z), аналитическая в областиD,

содержащей область G. Если эти функции в области G тождественно
совпадают, то F (z) называют аналитическим продолжением f(z) с
области G на область D.

Ранее были введены функции ez, sin z, cos z, ch z, sh z, аналити-
ческие на всей комплексной плоскости. Их можно рассматривать как
аналитическое продолжение аналогичных функций действительной пе-
ременной с вещественной оси на всю комплексную плоскость, так как
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их значения при действительных значениях аргумента тождественно
совпадают.

Пример 4.29. Построить аналитическое продолжение функции

f (z) = ∞∑
k=0 (−1)

n+1 2n

3n+1 (z − 3)n.

△ Найдем круг сходимости и сумму степенного ряда. Частичная
сумма ряда:

Sn(z) = −1
3
+ 2

32
(z − 3) − 22

33
(z − 3)2 + . . . + (−1)n+1 2n

3n+1 (z − 3)n
и

f (z) = lim
n→∞Sn (z) = 1

3 − 2z
.

Особая точка функции f(z) — точка z = 3

2
. Расстояние от точки 3 как

центра разложения до особой точки определяет радиус сходимости дан-

ного ряда: R = 3− 3
2
= 3

2
. Итак, ряд сходится в области ∣z − 3∣ < 3

2
. В этой

области функция f (z) = 1

3 − 2z
как сумма степенного ряда определе-

на и является аналитической функцией. Но функция F (z) = 1

3 − 2z
,

аналитическая на всей комплексной плоскости с выброшенной точкой

z = 3

2
, тождественно совпадает с суммой степенного ряда f(z) в кру-

ге ∣z − 3∣ < 3

2
. Следовательно, функция F (z) является аналитическим

продолжением (единственным) функции f(z) с круга ∣z − 3∣ < 3

2
на всю

комплексную плоскость с выброшенной точкой z = 3

2
. ▲

Пример 4.30. Найти наиболее широкую область комплексной
плоскости, в которую можно аналитически продолжить с действитель-
ной оси функцию f (x) = e− tgx.

△ Рассмотрим функцию F (z) = e− tg z, аналитическую на всей ком-

плексной плоскости с выброшенными точками z = π
2
+ πn, n = 0,±1,

±2, . . . , лежащими на действительной оси. При действительных значе-
ниях переменной z = x функции f(z) и F (z) тождественно совпада-
ют. Таким образом, функция F (z) = e− tg z аналитически продолжает
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функцию f (x) = e− tg x с действительной оси на всю комплексную плос-

кость с выброшенными точками z = π
2
+ πn, n = 0,±1,±2, . . . .

Пример 4.31. Найти наиболее широкую область комплексной
плоскости, в которую можно аналитически продолжить с действитель-

ной положительной полуоси гамма-функцию Эйлера Γ (x) =
∞�
0

tx−1e−tdt.
△ Рассмотрим функцию F (z) =

∞�
0

tz−1e−tdt. Покажем, что эта функ-

ция является аналитической в правой полуплоскостиRe z > 0. Разобьем
интеграл F (z) на два:

F (z) =
1�

0

tz−1e−tdt + ∞�
1

tz−1e−tdt ≡ F1(z) +F2(z)

и докажем, что функции F1(z) и F2(z) имеют в правой полуплоско-
сти непрерывные производные. Поскольку эти функции представлены
несобственными интегралами, зависящие от параметра z, то нужно до-
казать равномерную сходимость продифференцированных по парамет-
ру интегралов.

Исследуем вначале функцию F1(z). С этой целью рассмотрим ин-

теграл I1 (z) =
1�

0

tz−1 ln te−tdt. Покажем, что он равномерно сходится

при Re z ⩾ s0. Для этого сделаем оценку

∣I1 (z)∣ =
CCCCCCCCCCCC

1�

0

tz−1 ln te−tdtCCCCCCCCCCCC ⩽
1�

0

∣tz−1∣ ∣e−t∣ ∣ln t∣dt ⩽

⩽
1�

0

ts0−1 ∣ln t∣dt < 1�

0

ts0−1−εdt,
где s0 и ε — любые положительные числа. При s0 − ε − 1 > −1 инте-

грал

1�

0

ts0−1−εdt сходится, а интеграл I1 сходится равномерно и F ′1(z) =
=

1�

0

tz−1 ln te−tdt. Производная F ′1(z) непрерывна по z, и функция F1(z)
является аналитической при Re z ⩾ s0. В силу произвольности s0 функ-
ция F1(z) аналитична в правой полуплоскости Re z > 0.
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Аналогично исследуем функцию F2(z). Оценим

∣I2 (z)∣ =
CCCCCCCCCCC
∞�
1

tz−1 ln te−tdtCCCCCCCCCCC ⩽

⩽
∞�
1

∣tz−1∣ e−t ln tdt = ∞�
1

tx−1 ln t
et

dt <
∞�
1

1

t1+εdt.
Интеграл I2(z) сходится равномерно на всей комплексной плоскости, и

F ′2(z) =
∞�
1

tz−1 ln te−tdt. Поскольку F ′2(z) непрерывна по z, то функция

F2(z) является аналитической на всей комплексной плоскости.

Итак, функция F (z) =
∞�
0

tz−1e−tdt является аналитической в правой

полуплоскости Re z > 0, а при действительных значениях z = x, x > 0

совпадает с функцией Эйлера Γ(x). Таким образом, функция F (z)
аналитически продолжает гамма-функцию Эйлера Γ(x) в правую по-
луплоскость Re z > 0. Покажем, что можно построить аналитическое
продолжение гамма-функции Эйлера и в левую полуплоскость. Функ-
ция F2(z) является аналитической на всей комплексной плоскости,
а функция F1(z) — в правой полуплоскости. Построим продолжение
F1(z) в левую полуплоскость. Для этого используем разложение e−t =
= ∞
∑
n=0

(−1)n
n!

tn. Этот ряд сходится равномерно при t ∈ [0, 1] и при умно-

жении его на функцию tz−1 (Re z ⩾ 1) будет также равномерно сходить-
ся при t ∈ [0, 1]. Тогда получим

F1(z) =
1�

0

tz−1 ( ∞∑
n=0

(−1)n
n!

tn)dt = ∞
∑
n=0

(−1)n
n!

1

z + n
, Re z > 1.

Члены полученного ряда аналитичны на всей комплексной плоско-
сти, за исключением точек z = 0,−1,−2, . . . . Рассмотрим в качестве об-
ласти D комплексную плоскость с выброшенными кругами ∣z + n∣ < ρ,
где ρ произвольно мало, n = 0, 1, 2, . . . . Поскольку ∣ 1

z + n
∣ ⩽ 1

ρ
при z ∈ D,

то ряд
∞
∑
n=0

(−1)n
n!

1

z + n
на основании признака Вейерштрасса сходится

равномерно в области D и сумма ряда F1(z) будет аналитической в
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этой области. В силу произвольности ρ > 0 делаем вывод: функция
F1(z) является аналитической во всей комплексной плоскости с вы-
брошенными точками z = 0,−1,−2, . . . . Тогда формула

F (z) = ∞
∑
n=0

(−1)n
n!

1

z + n
+
∞�
1

tz−1e−tdt
аналитически продолжает функцию Эйлера Γ (x) = �∞

0
tx−1e−tdt с дей-

ствительной положительной полуоси на всю комплексную плоскость с
выброшенными точками z = 0,−1,−2, . . . . ▲

Задачи для самостоятельной работы

Исследовать сходимость следующих числовых рядов:

4.1.
∞
∑
n=1(

1 − i

2
)
n

.

4.2.
∞
∑
n=1 cos(in).

4.3.
∞
∑
n=1

ei
π

n

2n + 1
.

4.4.
∞
∑
n=1

ln in

n3 + 1
.

4.5.
∞
∑
n=1

n!

(in)n .

4.6.
∞
∑
n=1

n sin (in)
3n

.

4.7.
∞
∑
n=1

lnn

sh(in) .

4.8.
∞
∑
n=1

n

tg(iπn) .
Найти радиусы сходимости следующих степенных рядов:

4.9.
∞
∑
n=1(

1

n2
+ in) (z − i)n.

4.10.
∞
∑
n=1 (3i)

n
cos in (z + i)n.

4.11.
∞
∑
n=1(

3 + 4i

8
)
n

(z − 2i)n.

4.12.
∞
∑
n=1(

3 + (−1)n
2

)
n

zn.

4.13
∞
∑
n=1

(z − 2 − i)n
lnn(2in)

4.14.
∞
∑
n=1

(2n)!
(n!)2 (z − i)n.

4.15.
∞
∑
n=1

n!

(1 + i)n (z − 1)n.

4.16.
∞
∑
n=1 ch

2i

n
(z − 2 − i)n.

4.17.
∞
∑
n=1 cosn (

πi√
n
)(z + i)n.
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Разложить функции в ряд Тейлора в окрестности указанных точек
и указать радиусы сходимости полученных рядов:

4.18. f(z) = sh2 z, z0 = 0.

4.19. f(z) = ln(z2+z−6), z0 = 0.

4.20. f(z) = sin(z2−2z), z0 = 1.

4.21. f(z)= 4z + 2 − 3i

(z − i)(z + 2) , z0=2.
4.22. f(z) = 2

(1 + z)3 , z0 = 0.

4.23. f(z) = ez ch z, z0 = 0.

4.24. f(z) = cos z ⋅ sh z, z0 = 0.

4.25. f(z) = cos3 z, z0 = 0.
4.26. f(z) = 3z + 2

z2 − 1
, z0 = 0.

4.27. f(z) = z

z4 − 3z2 − 4
, z0 = 0.

Найти области сходимости следующих рядов Лорана:

4.28.
∞
∑
n=1

5i

(n + 1)n (z + i)n +
∞
∑
n=0(1 − 3in) (z + i)n.

4.29.
∞
∑
n=1

(3i + 2)2n
(z + 2i)n + ∞

∑
n=0

(z + 2i)n
(n + i)2n .

4.30.
∞
∑
n=1

cos(2in)
nn (z − 1 + i)n +

∞
∑
n=0

(z − 1 + i)n
n!

.

4.31.
2i

3 (z − 4i) +
∞
∑
n=0 (−1)

n (z − 4i)n
(1 + cos i)n .

4.32.
∞
∑
n=1

sin(in)
(z − 1)n +

∞
∑
n=0

n (z − 1)n
(n3 + 2) .

4.33.
∞
∑
n=1

e2in

(z − i)n +
∞
∑
n=0

(z − i)n
2n

.

4.34.
∞
∑
n=1

3n + 1

(z + 2i)n +
∞
∑
n=0

(z + 2i)n
n + i

.

4.35.
∞
∑
n=1

(2i +√5)n
(z − 3i)n + ∞

∑
n=0

(z − 3i)n
(2n + 1)!!.

Разложить следующие функции в ряд Лорана в указанных обла-
стях:

4.36. f(z) = 2

z2 − z − 2
: а) 1 < ∣z∣ < 2; б) 0 < ∣z − 2∣ < 3.

4.37. f(z) = 2z2 + i(z − 1) + 1

(z2 + 1)(z − 1) : а) 0 < ∣z − 1∣ < √2; б) 1 < ∣z∣ < ∞.
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4.38. f(z) = 1

z(z − 3)2 , 1 < ∣z − 1∣ < √2.

4.39. f(z) = 3

z2 − 1
: а) 1 < ∣z + 2∣ < 3; б) 1 < ∣z∣ < ∞.

4.40. f(z) = z2 sin 1

z − 1
, 0 < ∣z − 1∣ < ∞.

Разложить функции в ряд Лорана в окрестности указанных точек
и определить область, в которой разложение имеет место:

4.41. f(z) = 1 + e−z
z8

, z0 = 0.

4.42. f(z) = 1 + cos 2z

z4
, z0 = 0.

4.43. f(z) = 1

(z2 + 1)2 ∶ a) z0 = 0; б) z0 = ∞.

4.44. f(z) = cos z2 − 2z

(z − 1)2 , z0 = 1.

4.45. f(z) = 1

z2 − 3iz − 2
, z0 = 2.

4.46. f(z) = eiz

(z + π)3 , z0 = −π.
Найти нули функции f(z) и определить их порядок:

4.47. f(z) = (z2 + 1)2 cos z.
4.48. f(z) = (eiz − 1)2.
4.49. f(z) = 1 + ch z.

4.50. f(z) = (z − πi)2(1 + e−z).
4.51. f(z) = z sin z.
4.52. f(z) = sin3 z.

Найти наиболее широкую область комплексной плоскости, в кото-
рую можно аналитически продолжить с действительной оси следую-
щие функции:

4.53. f(x) = sin(e2x + 1).
4.54. f(x) = cos(thx).
4.55. f(x) = e2x ⋅ ch−1 x.

4.56. f(x) = exp(secx).
4.57. f(x) = tg2 x.

4.58. f(x) = ctg(chx).
Построить аналитическое продолжение следующих функций:

4.59. f(z) = ∞
∑
n=0 (−1)

n+1 2n (z − 3)n
3n+1 .
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4.60. f(z) = 1

3
+ 2

∞
∑
n=0 (−1)

n+1 (z − 1)n
3n+1 .

4.61. f(z) = ln 2 + ∞
∑
n=1(−1)n−1

zn

n ⋅ 2n .

4.62. f(z) = ∞
∑
n=0 (z3n − z3n+1).

Ответы и указания

4.1. Сходится абсолютно. 4.2. Расходится. 4.3. Расходится. 4.4. Сходится аб-

солютно. 4.5. Сходится абсолютно. 4.6. Сходится абсолютно. 4.7. Расходится.

4.8. Расходится. 4.9. R = 1. 4.10. R = 1/e. 4.11. R = 1,6. 4.12. R = 0,5. 4.13. R = ∞.

4.14. R = 0,25. 4.15. R = 0. 4.16. R = 1. 4.17. R = 1. 4.18. f(z) = ∞
∑
n=1

22n−1

(2n)!z
2n, R = ∞.

4.19. f(z) = ln 6 + iπ + ∞
∑
n=1

zn

n
(−1)n ((−1)

3n

n−1
− 1

2n
) , R = 2. 4.20. f(z) = ∞

∑
n=0
(−1)n ×

×( cos 1

(2n + 1)! (z − 1)4n+2 − sin 1

(2n)! (z − 1)4n) , R = ∞. 4.21. f(z) = ∞
∑
n=0

(−1)n ((2 + i
5

)
n+1

+
+ 3

4n+1
)(z − 2)n, R = √5. 4.22. f(z) = ∞

∑
n=0

(−1)n (n + 1) (n + 2) zn, R = 1. 4.23. f(z) =

= 1

2
+ ∞
∑
n=0

2n−1

n!
zn, R = ∞. 4.24. f(z) = ∞

∑
n=0

2
2n+1

2 ⋅ cos(π
4
(2n + 1))

(2n + 1)! z2n+1, R = ∞.

4.25. f(z) = ∞
∑
n=1

(−1)n 32n + 3

4 (2n)!z
2n, R = ∞. 4.26. f(z) = ∞

∑
n=0

(−1)n − 5
2

zn, R = 1.

4.27. f(z) = −1
5

∞
∑
n=0

z2n+1 (4−n−1 + (−1)n) , R = 1. 4.28. 0 < ∣z + i∣ < 1. 4.29. Ряд расхо-

дится всюду. 4.30. 0 < ∣z − 1 + i∣ < ∞. 4.31. 0 < ∣z − 4i∣ < 1+ch 1. 4.32. Ряд расходится

всюду. 4.33. 1 < ∣z − i∣ < 2. 4.34. Ряд расходится всюду. 4.35. 3 < ∣z − 3i∣ < ∞.

4.36. а) f(z) = −1
3

∞
∑
n=0

zn

2n
− 2

3

∞
∑
n=1

(−1)n−1 1

zn
; б) f(z) = 2

3 (z − 2) − 2
∞
∑
n=0

(−1)n (z − 2)n
3n+2

.

4.37. а) f(z) = 2

z − 1
+ ∞
∑
n=0

(−1)n
i sin (π

4
(n + 1))

2
n−1
2

(z − 1)n; б) f(z) = 2
∞
∑
n=1

1

zn
+

+ 2i
2

3

∞
∑
n=0

(−1)n 1

z2n+2
. 4.38. f(z) = −1

9

∞
∑
n=0

(−1)n−1 1

(z − 1)n + ∞
∑
n=0

(5 + 3n)
18 ⋅ 2n+1 (z − 1)n.

4.39. а) f(z) = −1
2

∞
∑
n=0

1

3n
(z + 2)n − 3

2

∞
∑
n=1

1

(z + 2)n ; б) f(z) = 3
∞
∑
n=1

1

z2n
. 4.40. f(z) =

= 2+(z − 1)+ ∞∑
n=1

(−1)n−1
(2n + 1)! (

4n2 + 2n − 1

(z − 1)2n−1 − 2

(z − 1)2n). 4.41. f(z) = 2

z8
+ 7

∑
n=1
(−1)n 1

n!z8−n
+
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+ ∞
∑
n=0
(−1)n zn

(n + 8)! , 0 < ∣z∣ < ∞. 4.42. f(z) = 2

z4
− 2

z2
+ ∞∑

n=0
(−1)n 22n+4

(2n + 4)!z
2n, 0 < ∣z∣ < ∞.

4.43. а) f(z) = ∞
∑
n=0

(−1)n (n + 1)z2n, ∣z∣ < 1; б) f(z) = ∞
∑
n=1

(−1)n−1 n

z2n+2
, ∣z∣ > 1.

4.44. f(z) = ∞
∑
n=1
(−1)n−1 ( cos 1

(2n − 2)!
1

(z − 1)4n−4 +
sin 1

(2n − 1)!
1

(z − 1)4n−2) , 0 < ∣z − 1∣ < ∞.

4.45. f(z) = ∞
∑
n=0
(−1)ni((2 + i

5
)
n+1

− (1 + i

4
)
n+1

)(z − 2)n, ∣z − 2∣ < √
5. 4.46. f(z) =

= 1

(z + π)3 −
i

(z + π)2 +
1

2 (z + π) +
∞
∑
n=0

e
i
π

2
(n+1) (z + π)n

(n + 3)! , 0 < ∣z + π∣ < ∞. 4.47. z = ±i — ну-

ли второго порядка; z = π
2
+πn, n ∈ N, — простые нули. 4.48. z = 2πn, n ∈ N, — нули

второго порядка. 4.49. z = iπ(1+2n), n ∈ N, — нули второго порядка. 4.50. z = πi —
нуль третьего порядка; z = −iπ (1 + 2n) , n = 0,∞, — простые нули. 4.51. z = 0 —

нуль второго порядка; z = πn, n ∈ N/0, — простые нули. 4.52. z = πn, n ∈ N, —

нули третьего порядка. 4.53. Вся комплексная плоскость. 4.54. Вся комплексная

плоскость, кроме точек z = πi
2
(1 + 2n) n ∈ N. 4.55. Вся комплексная плоскость,

кроме точек z = πi
2
(1 + 2n), n ∈ N. 4.56. Вся комплексная плоскость, кроме то-

чек z = π

2
(1 + 2n), n ∈ N. 4.57. Вся комплексная плоскость, кроме точек z =

= π
2
(1 + 2n), n ∈ N. 4.58. Вся комплексная плоскость, кроме точек z = πi

2
(1 + 2n),

n ∈ N, z = ± ln(πn + √π2n2 − 1) + 2πim, n = 1,∞, m ∈ N. 4.59. F (z) = 1

3 − 2z ана-

литически продолжает f(z) с области ∣z∣ < 3

2
на всю комплексную плоскость с

выброшенной точкой z = 3

2
. 4.60. F (z) = z

z + 2 аналитически продолжает f(z) с

области ∣z − 1∣ < 3 на всю комплексную плоскость с выброшенной точкой z = −2.
4.61. F (z) = ln(z + 2) аналитически продолжает f(z) с области ∣z∣ < 2 на всю

комплексную плоскость с выброшенной точкой z = −2. 4.62. F (z) = 1

z2 + z + 1
ана-

литически продолжает f(z) с области ∣z∣ < 1 на всю комплексную плоскость с

выброшенными точками z = e± 2πi
3 .



Глава 5

ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ
ТОЧКИ И ВЫЧЕТЫ

5.1. ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Определение 5.1. Точка a расширенной комплексной плоскости
называется изолированной особой точкой однозначного харак-
тера функции f(z), если существует такая проколотая окрестность
этой точки (т. е. множество 0 < ∣z−a∣ < r, если точка конечна, или
множество R < ∣z∣ < ∞, если a = ∞), в которой функция f(z) явля-
ется аналитической, а точка a является особой точкой функции.

Различают три типа изолированных особых точек.

Определение 5.2. Изолированная особая точка однозначного ха-
рактера функции f(z) называется:

1) устранимой особой точкой, если существует конечный
предел: lim

z→a f(z) = A;

2) полюсом, если существует lim
z→a f(z) = ∞;

3) существенно особой точкой, если функция f(z) не имеет
ни конечного, ни бесконечного предела при z → a.

Основным аппаратом исследования поведения аналитической функ-
ции в окрестности изолированной особой точки однозначного характе-
ра является ее ряд Лорана.

Теорема 5.1. 1) Изолированная особая точка a функции f(z) яв-
ляется устранимой в том и только том случае, если лорановское
разложение f(z) в окрестности точки a не содержит главной ча-
сти:

f(z) = ∞
∑
n=0 cn(z − a)n.

2) Изолированная особая точка a функции f(z) является полюсом
в том и только том случае, если главная часть лорановского разло-
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жения f(z) в окрестности точки a содержит лишь конечное число
отличных от нуля членов:

f(z) = ∞
∑

n=−m cn(z − a)n, m ⩾ 1.

3) Изолированная особая точка a функции f(z) является суще-
ственно особой точкой в том и только том случае, если главная
часть лорановского разложения f(z) в окрестности точки a содер-
жит бесконечно много членов:

f(z) = ∞
∑

n=−∞ cn(z − a)n.
В окрестности устранимой особой точки функция f(z) ограничена

по модулю и может быть доопределена в этой точке значением lim
z→a f(z),

что устраняет особенность.
В окрестности полюса функция f(z) не ограничена по модулю.

Справедливо предложение: для того чтобы точка z = a была полю-
сом функции f(z), необходимо и достаточно, чтобы эта точка была
нулем функции

1

f(z) . Благодаря этому можно ввести понятие порядка

полюса функции f(z).
Определение 5.3. Точка z = a называется полюсом порядка m

функции f(z), если эта точка является нулем порядка m функции
1

f(z) . Если m = 1, то полюс называется простым, в противном

случае — кратным.

Теорема 5.2. Для того чтобы точка z = a была полюсом порядка
m функции f(z), необходимо и достаточно, чтобы функцию f(z) в
некоторой проколотой окрестности точки z = a можно было пред-

ставить в виде f(z) = ϕ(z)
(z − a)m , где функция ϕ(z) аналитична в точ-

ке z = a и ϕ(a) ≠ 0.

Поведение функции в окрестности существенно особой точки ха-
рактеризуется следующими теоремами.

Теорема 5.3 (Сохоцкого). Каково бы ни было комплексное чис-
ло A (конечное или бесконечное), существует такая последователь-
ность точек (zn), сходящаяся к существенно особой точке, что
lim
n→∞ f(zn) = A.
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Теорема 5.4 (Пикара). Если z = a — существенно особая точка
функции f(z), то для каждого конечного A, за исключением, может
быть, одного значения A = A0, существует бесконечная последова-
тельность A-точек функции f(z) (т. е. точек, в которых f(z) = A),
сходящаяся к a.

Пример 5.1. Найти особую точку функции f(z) и определить ее
характер:

a) f(z) = cos 2z − 1

z2
; б) f(z) = sh z

zm
, m ∈ Z;

в) f(z) = (1 − ch z) sh z
(1 − cos z) sin2 z ; г) f(z) = e1/(z−1).

△ а) Особая точка z = 0, так как в этой точке знаменатель обраща-
ется в нуль и функция не определена. Вычислим предел:

lim
z→0 cos 2z − 1

z2
= lim

z→0 1

z2
(1 − 22z2

2!
+ 24z4

4!
+ . . . − 1) =

= lim
z→0 (−2 + 2

3
z2 + . . .) = −2.

Поскольку предел конечен, то точка z = 0 является устранимой особой
точкой;

б) особая точка z = 0, m > 0. Разложим функцию в ряд Лорана в
окрестности нуля:

f(z) = sh z

zm
= 1

zm

∞
∑
k=0

z2k+1
(2k + 1)! =

∞
∑
k=0

z2k+1−m
(2k + 1)!.

Если m = 1, то ряд Лорана

f(z) = 1 + z2

3!
+ . . .

не содержит главной части и точка z = 0 является устранимой. В случае
m > 1 ряд Лорана

f(z) = 1

zm−1 + 1

3!zm−3 + . . .

имеет главную часть, содержащую конечное число слагаемых, причем
старшая степень 1/z равна m − 1. Следовательно, точка z = 0 — полюс
порядка m − 1;
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в) особая точка z = 0. Представим функцию в следующем виде:

f(z) = (1 − ch z) sh z
(1 − cos z) sin2 z =

(1 − 1 − z2

2!
− z4

4!
− . . .)(z + z3

3!
+ . . .)

(1 − 1 + z2

2!
− z4

4!
+ . . .)(z − z3

3!
+ . . .)

2
=

=
z2 ( 1

2!
− z2

4!
− . . .) ⋅ z (1 + z2

3!
+ . . .)

z2 ( 1
2!
− z2

4!
+ . . .) ⋅ z2 (1 − z2

3!
+ . . .)

2
= ϕ(z)

z
,

причем функция

ϕ(z) =
( 1
2!
− z2

4!
− . . .)(1 + z2

3!
+ . . .)

( 1
2!
− z2

4!
+ . . .)(1 − z2

3!
+ . . .)

2

аналитична в окрестности нуля и ϕ(0) = 1 ≠ 0. Следовательно, точка
z = 0 является простым полюсом;

г) особая точка z = 1. Разложим функцию в ряд Лорана по степеням
z − 1:

f(z) = e1/(z−1) = 1 + 1

z − 1
+ 1

2!

1

(z − 1)2 =
∞
∑
k=0

1

k!

1

(z − 1)k .

Поскольку главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число
членов, то точка z = 1 — существенно особая точка. С другой сторо-
ны, покажем, что предел данной функции в этой точке не существует.
Будем приближаться к единице вдоль действительной оси справа, т. е.
z = x → 1 + 0:

lim
x→1+0 e1/(x−1) = +∞.

Если двигаться к единице вдоль действительной оси слева, т. е.
z = x → 1 − 0, то

lim
x→1−0 e1/(x−1) = 0.

Поскольку значения этих пределов различны, предел функции f(z) в
точке z = 1 не существует. Следовательно, z = 1 — существенно особая
точка. ▲
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Особые точки производных и рациональных комбинаций аналити-
ческих функций:

1) если ϕ(z) и ψ(z) ≢ 0 — две функции, однозначные и аналитиче-

ские в области D, то функция f(z) = ϕ(z)
ψ(z) может иметь в области D

только полюсы в нулях функции ψ(z);
2) если ϕ(z) и ψ(z) — две однозначные функции, не имеющие в

областиD других особых точек, кроме полюсов, то их сумма, разность,
произведение и частное (в последнем случае знаменатель не должен
быть тождественным нулем) также не имеют других особых точек,
кроме полюсов;

3) еслиϕ(z) — однозначная функция, не имеющая в областиD дру-
гих особых точек, кроме полюсов, то ее производная не имеет других
особенностей, кроме полюсов. При этом если порядок полюса функции
ϕ(z) равен m, то порядок полюса ее производной составляет m + 1;

4) если функция ϕ(z) аналитична в точке z = a или точка a явля-
ется устранимой особой точкой или полюсом, а для функции ψ(z) ≢ 0

точка a— существенно особая точка, то для функций ϕ(z) ± ψ(z),
ϕ(z)ψ(z), ϕ(z)

ψ(z) точка a будет существенно особой точкой;

5) если для функции ϕ(z) точка z = a является существенно особой

точкой, то для функции
1

ϕ(z) она будет или существенно особой, или

неизолированной особой точкой (предельной точкой полюсов).

5.2. ВЫЧЕТ В КОНЕЧНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКЕ

Определение 5.4. Вычетом функции f(z) в конечной изолиро-
ванной особой точке a называется число

res
z=a f(z) = 1

2πi

�

γ

f(z)dz,

где γ—достаточно малая окружность ∣z−a∣ = r, проходимая против
часовой стрелки.

Из формул для коэффициентов ряда Лорана при n = −1 непосред-
ственно вытекает, что

res
z=a f(z) = c−1,
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где c−1 — коэффициент при минус первой степени в лорановском раз-
ложении f(z) в окрестности a.

Вычисление вычета.
1) В устранимой особой точке a

res
z=a f(z) = 0.

2) Если точка a — простой полюс, то

res
z=a f(z) = lim

z→a[(z − a)f(z)]. (5.1)

В окрестности простого полюса функцию f(z) можно представить
как частное двух аналитических функций

f(z) = ϕ(z)
ψ(z) ,

причем ϕ(a) ≠ 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) ≠ 0. В этом случае вычет можно
вычислить по формуле

res
z=a f(z) = ϕ(a)ψ′(a) . (5.2)

3) В полюсе порядка m вычет можно вычислить по формуле

res
z=a f(z) = 1

(m − 1)! limz→a dm−1
dzm−1 [(z − a)mf(z)]. (5.3)

Если в окрестности полюса представить функцию в виде

f(z) = ϕ(z)
(z − a)m , ϕ(a) ≠ 0,

то

res
z=a f(z) = ϕ

m−1(a)
(m − 1)! . (5.4)

Применение теории вычетов основывается главным образом на сле-
дующей теореме о вычетах.

Теорема 5.5 (Коши о вычетах). Пусть функция f(z) непрерыв-
на на границе Γ области D и аналитична внутри этой области всю-
ду, кроме конечного числа особых точек a1, a2, . . . , an. Тогда если Γ

246



обходится в положительном направлении относительно области D,
то �

Γ

f(z)dz = 2πi
n

∑
k=1 resz=ak f(z).

Пример 5.2. Вычислить

�

∣z−1−i∣=2
dz

(z − 1)2(z2 + 1) .

△ Для вычисления интеграла воспользуемся теоремой Коши о вы-
четах. По теореме 5.2 легко определить особые точки и их характер:
точки z = ±i являются простыми полюсами, а точка z = 1 — полюсом
второго порядка. Внутри круга ∣z − 1 − i∣ < 2 лежат только точки z1 = i

и z2 = 1. Вычет в простом полюсе вычислим по формуле (5.1):

res
z=i 1

(z − 1)2(z2 + 1) = lim
z→i 1

(z − 1)2(z − i)(z + i)(z − i) = 1

(i − 1)22i =
1

4
.

Для определения вычета в кратном полюсе z = 1 воспользуемся фор-
мулой (5.3) при m = 2:

res
z=1 1

(z − 1)2(z2 + 1) = lim
z→1 d

dz
[ 1

(z − 1)2(z2 + 1)(z − 1)2] =

= lim
z→1 d

dz
[ 1

(z2 + 1)] = − limz→1 2z

(z2 + 1)2 = −
1

2
.

Таким образом,

�

∣z−1−i∣=2
dz

(z − 1)2(z2 + 1) = 2πi(
1

4
− 1

2
) = −πi

2
. ▲

Пример 5.3. Вычислить

�

∣z+1∣=4
zdz

ez + 3
.

△ Особыми точками подынтегральной функции будут все корни
уравнения ez + 3 = 0:

zk = Ln(−3) = ln 3 + i(π + 2πk), k ∈ Z.
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Каждая точка zk является простым нулем функции ϕ(z) = ez + 3, так
как ϕ(zk) = 0, ϕ′(zk) = ezk ≠ 0. Поэтому точки zk суть простые полюсы
подынтегральной функции и вычислять вычеты можно по формулам
(5.1) или (5.2). В данном случае удобнее воспользоваться формулой
(5.2). Внутри круга ∣z + 1∣ < 4 лежат лишь особые точки z0 = ln 3 + iπ и
z−1 = ln 3 − iπ:

res
z=z0 z

ez + 3
= lim

z→ln 3+iπ z

ez
= ln 3 + iπ

eln 3+iπ = −ln 3 + iπ

3
,

res
z=z−1 z

ez + 3
= lim

z→ln 3−iπ z

ez
= ln 3 − iπ

eln 3−iπ = −ln 3 − iπ

3
.

Таким образом,

�

∣z+1∣=4
zdz

ez + 3
= 2πi(−ln 3 + iπ

3
− ln 3 − iπ

3
) = −4πi

3
ln 3. ▲

Пример 5.4. Вычислить

�

∣z∣=4 z
3 cos

1

z − 2
dz.

△ Точка z = 2 является существенно особой точкой и принадлежит
области ∣z∣ < 4. Чтобы вычислить вычет, найдем c−1 — коэффициент
при минус первой степени в лорановском разложении подынтегральной
функции по степеням (z − 2). Разложение косинуса имеет вид

cos
1

z − 2
= 1 − 1

2!(z − 2)2 +
1

4!(z − 2)4 + . . . . (5.5)

Для функции z3 получим

z3 = [2 + (z − 2)]3 = 8 + 12(z − 2) + 6(z − 2)2 + (z − 2)3. (5.6)

Для вычисления вычета нет необходимости перемножать ряды (5.5) и
(5.6), достаточно вычислить коэффициент при (z − 2)−1. Заметим, что
(z − 2)−1 получается при умножении второго и четвертого слагаемых
из (5.6) на второе и третье слагаемое из (5.5) соответственно. Поэтому

c−1 = −12
2!
+ 1

4!
= −143

24
.
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Таким образом,
�

∣z∣=4 z
3 cos

1

z − 2
dz = 2πi(−143

24
) = −143πi

12
. ▲

Пример 5.5. Вычислить
�

∣z∣=1/2
1

1 + z
cos

1

z
dz.

△ Особые точки: существенно особая точка z = 0 и простой полюс
z = 1. Внутри круга ∣z∣ < 1/2 лежит точка z = 0. Для вычисления
вычета разложим подынтегральную функцию по степеням z. Для этого
сначала запишем:

cos
1

z
= 1 − 1

2!z2
+ 1

4!z4
− 1

6!z6
+ . . . ,

1

1 + z
= 1 − z + z2 − z3 + z4 − z5 + . . . .

Перемножая эти разложения, выделим коэффициент при z−1:
c−1 = 1

2!
− 1

4!
+ 1

6!
+ . . . = ∞

∑
n=1

(−1)n
(2n)! = 1 − cos 1.

Значит, �

∣z∣=1/2
1

1 + z
cos

1

z
dz = 2πi(1 − cos 1). ▲

5.3. ВЫЧЕТ В БЕСКОНЕЧНО
УДАЛЕННОЙ ТОЧКЕ

Пусть функция f(z) является аналитической в проколотой окрест-
ности бесконечно удаленной точки, т. е. при R < ∣z∣ < ∞. Полагая
z = 1/ζ, можно заметить, что функция

ϕ(ζ) = f(1/ζ) = f(z)
определена и аналитична при ∣ζ∣ < 1/R, за исключением точки ζ = 0.
Следовательно, окрестности бесконечно удаленной точки плоскости z

соответствует окрестность нулевой точки плоскости ζ.

249



Отсюда естественно условиться называть бесконечно удаленную точ-
ку существенно особой точкой функции f(z), полюсом порядка m или
устранимой особой точкой в зависимости от того, будет ли точка ζ = 0
для функции ϕ(ζ) существенно особой точкой, полюсом порядка m

или устранимой особенностью.
Чтобы получить разложение Лорана для функции f(z) окрестно-

сти бесконечно удаленной точки, следует записать соответствующее
разложение для функции ϕ(ζ) в окрестности начала координат:

ϕ(ζ) = ∞
∑

n=−∞ bnζ
n = ∞

∑
n=−∞ cnz

n,

где положено cn = b−n (n = 0,±1,±2, . . .).
Таким образом, бесконечно удаленная точка является для функ-

ции f(z):
1) существенно особой точкой, если правильная часть ряда Лорана

содержит бесконечное множество слагаемых;
2) полюсом порядка m, m ⩾ 1, если правильная часть ряда Лорана

содержит конечное число слагаемых, причем cm — последний коэффи-
циент, отличный от нуля;

3) устранимой особой точкой, если лорановское разложение не со-
держит правильной части, кроме, возможно, c0.

Пример 5.6. Определить характер бесконечно удаленной точки
для следующих функций:

а)
z4 − 3z + 1

z3
; б) cos

1

z
; в)

ez

z2
.

△ а) Исследуемую функцию можно записать в виде z− 3

z2
+ 1

z3
, кото-

рый является рядом Лорана в окрестности бесконечности. Поскольку
правильная часть этого ряда содержит одно слагаемое z, то бесконеч-
ность является простым полюсом;

б) поскольку lim
z→∞ cos 1z = lim

ζ→0 cosζ = 1, то z = ∞ — устранимая особая

точка;
в) разложим функцию в ряд Лорана:

ez

z2
= 1

z2
+ 1

z
+ ∞∑

k=0
zk

(k + 2)!.

250



Правильная часть этого разложения содержит бесконечное число сла-
гаемых, следовательно, бесконечность – существенно особая точка. ▲

Определение 5.5. Вычетом функции f(z) в бесконечности на-
зывается число

res
z=∞ f(z) = 1

2πi

�

γ

f(z)dz,
где γ— достаточно большая окружность ∣z∣ = r, проходимая по часо-
вой стрелке.

Из определения следует, что вычет функции в бесконечности равен
коэффициенту при z−1 в ее лорановском разложении в окрестности
z = ∞, взятому с обратным знаком:

res
z=∞ f(z) = −c−1.

В случае когда бесконечно удаленная точка является устранимой
особой точкой,

res
z=∞ f(z) = − lim

z→∞ z[f(z) − f(∞)]. (5.7)

Если бесконечно удаленная точка является нулем порядка n > 1, то

res
z=∞ f(z) = 0.

Теорема 5.6. Если функция f(z) имеет в расширенной комплекс-
ной плоскости конечное число особых точек, то сумма всех ее выче-
тов, включая и вычет в бесконечности, равна нулю.

Пример 5.7. Вычислить

�

∣z∣=3
z2

(z − 1)(z − 2) sin
1

z
dz.

△ Обозначим f(z) = z2

(z − 1)(z − 2) sin
1

z
. Внутри круга ∣z∣ < 3 нахо-

дятся три особые точки функции f(z): z = 0, z = 1 и z = 2. За пре-
делами круга остается лишь одна особая точка: z = ∞. В этом случае
предпочтительней воспользоваться теоремой 5.6:

�

∣z∣=3 f(z)dz = 2πi(resz=0 f(z) + res
z=1 f(z) + res

z=2 f(z)) = −2πi resz=∞ f(z).
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Заметим, что sin
1

z
∼ 1

z
при z →∞, и

lim
z→∞ z2

(z − 1)(z − 2) sin
1

z
= lim

z→∞ z

(z − 1)(z − 2) = 0.

Поскольку бесконечность является устранимой особой точкой, а точ-
нее, простым нулем, то для вычисления вычета в бесконечно удаленной
точке воспользуемся формулой (5.7):

res
z=∞ f(z) = − lim

z→∞ z[f(z) − 0] = − lim
z→∞ z3

(z − 1)(z − 2) sin
1

z
=

= − lim
z→∞ z

(1 − 1/z)(1 − 2/z) sin
1

z
= −1.

Итак,
�
∣z∣=3 f(z)dz = −2πi resz=∞ f(z) = 2πi. ▲

Пример 5.8. Вычислить
�

∣z∣=3
1

z(z + 1)2(z + 2)(z + 4) sin
1

z
dz.

△Обозначим для краткости подынтегральное выражение f(z). Три
особых точки функции f(z) z = 0, z = −1 и z = −2 попадают в круг
∣z∣ < 3, а вне круга находятся лишь две — z = −4 и z = ∞. Поэтому,
следуя примеру 5.7, запишем

�

∣z∣=3 f(z)dz = −2πi( resz=−4 f(z) + res
z=∞ f(z)) .

Точка z = −4 является простым полюсом, следовательно,

res
z=−4 f(z) = lim

z→−4 1

z(z + 1)2(z + 2)(z + 4) sin
1

z
⋅ (z + 4) =

= lim
z→−4 1

z(z + 1)2(z + 2) sin
1

z
= − 1

72
sin

1

4
.

Бесконечно удаленная точка является нулем шестого порядка. Зна-
чит, res

z=∞ f(z) = 0.

Таким образом,
�

∣z∣=3 f(z)dz =
πi

36
sin

1

4
. ▲
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Пример 5.9. Вычислить

�

∣z∣=3
z3e1/z

(z2 + 4)2dz.

△ Все конечные особые точки функции f(z) = z3e1/z
(z2 + 4)2 : z = 0, z =

= ±2i, попадают внутрь круга ∣z∣ < 3, поэтому вычислять интеграл

будем через вычет в точке z = ∞. Поскольку e1/z = 1+ 1

z
+ 1

2!z2
+ . . . , то

z = ∞ является простым нулем функции f(z). Для вычисления вычета
воспользуемся формулой (5.7):

res
z=∞ f(z) = − lim

z→∞ z[f(z) − 0] = − lim
z→∞ z4e1/z

(z2 + 4)2 = −1.

Итак,
�

∣z∣=3 f(z)dz = 2πi. ▲

Пример 5.10. Вычислить

�

∣z∣=2
z2e1/z
1 + z

dz.

△ Чем считать два вычета в конечных точках, лучше вычислим
один в бесконечности. Бесконечность является полюсом, поэтому вы-
чет будем считать через разложение в ряд Лорана:

z2e1/z
1 + z

= ze1/z
1 + 1/z = z (1 + 1

z
+ 1

2!z2
+ . . .)(1 − 1

z
+ 1

z2
+ . . .).

Соберем коэффициенты при z−1:
c−1 = 1

2
− 1 + 1 = 1

2
.

Таким образом,

�

∣z∣=2
z2e1/z
1 + z

dz = −2πi res
z=∞ z2e1/z

1 + z
= 2πic−1 = πi. ▲
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5.4. ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРИИ ВЫЧЕТОВ
К ВЫЧИСЛЕНИЮ ОПРЕДЕЛЕННЫХ
ИНТЕГРАЛОВ

5.4.1. Вычисление интегралов
от рационально-тригонометрических функций

Рассмотрим интегралы вида

2π�

0

R(cosx, sinx)dx,

где R—рациональная функция cosx и sinx, конечная внутри проме-
жутка интегрирования.

Для вычисления данного типа интегралов проведем замену

eix = z, dx = dz

iz
.

Поскольку ∣z∣ = 1, 0 ⩽ x ⩽ 2π, то точки z лежат на единичной окружно-
сти с центром в начале координат. Подставляя

cosx = 1

2
(z + 1

z
) , sinx = 1

2i
(z − 1

z
) ,

получим интеграл

2π�

0

R(cosx, sinx)dx =
�

∣z∣=1 F (z)dz,
который вычисляем по теореме о вычетах 5.5.

Пример 5.11. Вычислить

2π�

0

dx

cosx − 2
.

△ Выполним замену переменной:

2π�

0

dx

cosx − 2
=

�

∣z∣=1
1

(z + z−1)/2 − 2

dz

iz
= 2

i

�

∣z∣=1
dz

z2 − 4z + 1
.
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Особыми точками подынтегральной функции являются корни уравне-
ния z2−4z+1, а именно z± = 2±√3. Однако только z− = 2−√3 попадает
внутрь круга ∣z∣ < 1. Поскольку точка z− — простой полюс, то

res
z=z− 1

z2 − 4z + 1
= lim

z→2−√3
z − 2 +√3

z2 − 4z + 1
= lim

z→2−√3
1

z − 2 −√3
= − 1

2
√
3
.

Таким образом,

2π�

0

dx

cosx − 2
= 2

i
2πi res

z=2−√3
1

z2 − 4z + 1
= − 2π√

3
. ▲

Пример 5.12. Вычислить интеграл Пуассона

I(p) =
2π�

0

dx

1 − 2p cosx + p2
, ∣p∣ ≠ 1.

△ Выполним замену переменной:

I(p) =
�

∣z∣=1
1

1 − p(z + z−1) + p2
dz

iz
= i

�

∣z∣=1
dz

pz2 − z(p2 + 1) + p
.

Знаменатель обращается в нуль в точках z1 = p, z2 = p−1. При любом
p, ∣p∣ ≠ 1, в единичный круг попадает только один корень, который
является простым полюсом. Если ∣p∣ < 1, то

I(p) = 2πi res
z=p i

pz2 − z(p2 + 1) + p
= −2π res

z=p 1

p(z − p)(z − p−1) =
= −2π

p

1

p − p−1 = 2π

1 − p2
.

Аналогично в случае ∣p∣ > 1 получим

I(p) = 2πi res
z=1/p i

pz2 − z(p2 + 1) + p
= 2π

p2 − 1
.

Итак

I(p) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2π

1 − p2
, ∣p∣ < 1,

2π

p2 − 1
, ∣p∣ > 1.

▲ .
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5.4.2. Вычисление интегралов вида
+∞�

−∞

f(x)dx

Для вычисления интегралов вида

+∞�
−∞ f(x)dx

рассмотрим интеграл от функции комплексной переменной f(z) по
контуру γ, состоящему из отрезка действительной оси [−R,R] и верх-
ней полуокружности CR ∶ ∣z∣ = R, R > 0, проходимого против часовой
стрелки. Пусть f(z) — аналитическая функция в верхней полуплос-
кости за исключением конечного числа точек zk, k = 1, n, Im zk > 0.
Выбирая значение R достаточно большим, чтобы внутри контура на-
ходились все особые точки zk функции f(z), получим

�

γ

f(z)dz =
+R�
−R f(x)dx +

�

CR

f(z)dz = 2πi n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk>0 f(z). (5.8)

Лемма 5.1. Если f(z) — аналитическая функция в верхней полу-
плоскости за исключением конечного числа точек zk, k = 1, n,
Im zk > 0, и существуют такие M, R0 и δ, что для любого z, ∣z∣ > R0,
выполняется

∣f(z)∣ ⩽ M

∣z∣δ+1 , δ > 0,
то

lim
R→∞

�

CR

f(z)dz = 0.

Применение леммы 5.1 к формуле (5.8) при R → ∞ дает формулу
для вычисления определенного интеграла:

+∞�
−∞ f(x)dx = 2πi

n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk>0 f(z).

З ам е ч а н и е 5.1. Если f(x) — рациональная функция, т. е. f(x) =
= Pm(x)
Qn(x) , где Pm(x) и Qn(x) — многочлены степеней m и n соответ-

ственно, то она удовлетворяет условиям леммы 5.1 когда n ⩾m + 2.
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З ам е ч а н и е 5.2. Интеграл

+∞�
−∞ f(x)dx можно вычислять интегри-

руя по нижней полуплоскости. В этом случае направление обхода будет
отрицательным и

+∞�
−∞ f(x)dx = −2πi n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk<0 f(z).

Пример 5.13. Вычислить

+∞�
−∞

dx

(x2 + 9)2 .

△ Функция f(z) = (z2 + 9)−2 удовлетворяет условиям леммы 5.1,
поскольку f(z) < z−4 при, например, ∣z∣ > 1. Поэтому для вычисления
интеграла необходимо найти вычеты в особых точках функции f(z),
лежащих в верхней полуплоскости. Из полюсов функции f(z): z = ±3i
в верхнюю полуплоскость попадает лишь z1 = 3i — полюс второго по-
рядка. Значит,

+∞�
−∞

dx

(x2 + 9)2 = 2πi res
z=3i 1

(z2 + 9) = 2πi lim
z→3i ddz (z − 3i)2

(z + 3i)2(z − 3i)2 =

= 2πi lim
z→3i ddz 1

(z + 3i)2 = − lim
z→3i 4πi

(z + 3i)3 =
π

54
. ▲

5.4.3. Вычисление интегралов вида
+∞�

−∞

eiλxf(x)dx

Метод вычисления интегралов вида

+∞�
−∞ eiλxf(x)dx

аналогичен методу, рассмотренному в предыдущем пункте, лишь функ-
ция f(z) должна удовлетворять условиям леммы Жордана.
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Лемма 5.2 (Жордана). Если функция f(z) непрерывна в обла-
сти ∣z∣ > R0, Im z > 0 и max

z∈CR

∣f(z)∣ → 0 при R → ∞, где CR — верхняя

полуокружность ∣z∣ = R, Im z > 0, то

lim
R→∞

�

cR

eiλzf(z)dz = 0, λ > 0.

В этом случае+∞�
−∞ eiλxf(x)dx = 2πi n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk>0 e

iλzf(z), λ > 0. (5.9)

Если λ < 0, то, выполняя интегрирование по нижней полуплоскости,
получим формулу+∞�

−∞ eiλxf(x)dx = −2πi n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk<0 e

iλzf(z), λ < 0.

Отделяя действительную и мнимую части в формуле (5.9), получим
при λ > 0:

+∞�
−∞ f(x) cosλxdx = −2π Im

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk>0 e

iλzf(z)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
; (5.10)

+∞�
−∞ f(x) sinλxdx = 2πRe

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
n

∑
k=1 res

z=zk,
Im zk>0 e

iλzf(z)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

З ам е ч а н и е 5.3. Интеграл
+∞�
−∞ eiλxf(x)dx является преобразовани-

ем Фурье функции f(x).
Пример 5.14. Вычислить+∞�

0

cosax

1 + x4
dx.

△ Учитывая четность подынтегральной функции и формулу (5.10),
получим

I =
+∞�
0

cosax

1 + x4
dx = 1

2

+∞�
−∞

cosax

1 + x4
dx = −π Im [ ∑

Im zk>0 resz=zk eiaz

1 + z4
].
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Особыми точками являются корни уравнения 1 + z4 = 0 ∶ zk = 4
√−1 =

= exp(iπ + 2πk

4
) , k = 0, 1, 2, 3. В верхней полуплоскости лежат лишь

две точки: z0 = eiπ/4 = 1 + i√
2

и zk = ei3π/4 = −1 + i√
2

. Поскольку особые

точки являются простыми полюсами, то для вычисления вычетов вос-
пользуемся формулой (5.2):

res
z=z0 eiaz

1 + z4
= eiaz0

4z30
= 1

4
eia(1+i)/√2e−i3π/4 = 1

4
√
2
ea(−1+i)/√2(−1 − i);

res
z=z1 eiaz

1 + z4
= eiaz1

4z31
= 1

4
eia(−1+i)/√2e−i9π/4 = 1

4
√
2
e−a(1+i)/√2(1 − i).

Таким образом,

I = −π Im [ 1

4
√
2
ea(−1+i)/√2(−1 + i) + 1

4
√
2
e−a(1+i)/√2(1 + i)] =

= −πe−a/
√
2

4
√
2

Im [(−1 − i)(cos a√
2
+ i sin

a√
2
)+

+(1 − i)(cos a√
2
− i sin

a√
2
)] =

= πe−a/
√
2

4
√
2

(sin a√
2
+ cos

a√
2
). ▲

Задачи для самостоятельной работы

5.1. Найти все конечные особые точки следующих функций и опре-
делить их характер:

a)
sh z

z(z − 1); д) ctg z − 1

z
;

б)
z

z5 + 2z4 + z3
; е) tg

π

z
;

в) z tg2 z; ж)
1

z2 − 1
cos

πz

z + 1
;

г)
ctgπz

πz
; з) cos

1

z
+ sin

2 − πz
2z

.
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5.2. Определить характер бесконечно удаленной особой точки сле-
дующих функций:

a)
z4 − 2z3 + 3

z2 + 1
;

б)
z4 + 1

z7 + 1
;

в) cosπ
z + 1

z
;

г)
sin z

z2
.

5.3. Найти вычеты следующих функций в указанных особых точ-
ках:

a)
z2

sin3 z
, z = 0;

б)
1

(z2 + 1)3 , z = i;

в)
1

sin z2
, z = 0;

г)
1

z4(z − 2) , z1 = 0, z2 = 2;

д)
1 + z10

z6(z2 + 4), z = 0;

е)
cos z

(z2 + 1)2 , z = i;

ж)
sin 2z

z3 + iz2 + z + i
, z = i;

з) zn exp
a

z
, n ∈ N, z = ∞;

и) (z + 1)3 exp 1

z − 1
, z = 1;

к) ez sin
1

z
, z = 0.

5.4. Вычислить следующие интегралы по замкнутой кривой (обход
по кривой осуществляется против часовой стрелки):

a)
�

∣z−i∣=3
ez

2 − 1

z3 − iz2
dz; е)

�

∣z−1∣=3
ctg z

z
dz;

б)
�

∣z−1−i∣=2
dz

(z − 1)2(z2 + 1) ; ж)
�

∣z∣=3 sin
z

z + 1
dz;

в)
�

∣z∣=2
zdz

cosπz + 1
; з)

�

∣z∣=2
z3

z + 1
exp

1

z
dz;

г)
�

∣z∣=2
z7dz

z8 − 2
; и)

�

∣z∣=2 ln
z + 1

z − 1
dz;

д)
�

∣z∣=4
dz

(z2 + 2z + 10)2 ; к)
�

∣z−1∣=1 z sin
z + 1

z − 1
dz.
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5.5. Вычислить следующие интегралы:

a)

2π�

0

dϕ

13 + 12 sinϕ
; д)

2π�

0

sin2ϕdϕ

1 − 2p cosϕ + p2
, ∣p∣ < 1;

б)

π�

0

cos4ϕdϕ

1 + sin2ϕ
; е)

2π�

0

cos2 2ϕdϕ

1 − 2p cos 2ϕ + p2
, ∣p∣ > 1;

в)

2π�

0

cos2ϕdϕ

13 + 12 cosϕ
; ж)

π�

0

cos2ϕdϕ

1 − a sin2ϕ
, 0 < a < 1;

г)

2π�

0

dϕ

a + b cos2ϕ
, 0 < b < a; з)

π�

0

ctg(ϕ − a)dϕ, Ima > 0.

5.6. Доказать, что если функция f(z) имеет конечное число полю-

сов в Im z ⩾ 0 и ∣f(z)∣ ⩽ 1

∣z∣δ+1 , δ > 0, при z →∞, то

v.p.

+∞�
−∞ f(x)dx = 2πi ∑

Im zk>0 resz=zk f(z) + πi ∑xk∈R res
z=xk

f(z).

5.7. Вычислить следующие интегралы:

a)

∞�
−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2) , a > 0, b > 0; г)

∞�
−∞

(2x + 1)2
(x2 + 2x + 10)3dx;

б)

∞�
−∞

dx

(x2 + a2)n+1 , n ∈ N, a > 0; д) v.p.

∞�
−∞

dx

x3 − 1
;

в)

∞�
−∞

x4 + 1

x6 + 1
dx; е) v.p.

∞�
−∞

x2 + 1

x4 − 1
dx.

5.8. Вычислить следующие интегралы:

a)
∞�
0

x sinxdx

(x2 + a2)2 , a > 0; г)
∞�
−∞

2x sinxdx

x2 − 2x + 5
;

б)
∞�
0

cosxdx

(x2 + a2)3 , a > 0; д)
∞�
−∞

x cosxdx

x2 − 2x + 10
;

в)
∞�
−∞

x sinaxdx

x2 + b2
, a > 0, b > 0; е)

∞�
0

cosaxdx

x4 + x2 + 1
, a > 0.
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Ответы и указания

5.1. а) z = 0 — устранимая особая точка, z = 1 — простой полюс; б) z = 0

и z = −1 — полюсы второго порядка; в) zk = π/2 + πk, k ∈ Z, — простые полюсы;

г) z0 = 0 — полюс 2-го порядка, zk = k, k ∈ Z/0 — простые полюсы; д) z0 = 0 — устра-

нимая особая точка, zk = πk, k ∈ Z/0 — простые полюсы; е) z = 0 — существенно

особая точка; ж) z = 1 — простой полюс, z = −1 — существенно особая точка;

з) z = 0 — устранимая особая точка. 5.2. а) полюс второго порядка; б) устранимая

особая точка (нуль третьего порядка); в) устранимая особая точка; г) существенно

особая точка. 5.3. а) 1; б) − 3i
16

; в) 0; г) z1 ∶ − 1

16
, z2 ∶ 1

16
; д) 0; е)

i

4
(sh 1 − ch 1);

ж) −ish 2
4

; з) − an+1

(n + 1)! ; и)
73

24
; к)

∞
∑
k=0

(−1)k
(2k)!(2k + 1)! . 5.4. а) 2πi

e − 1
e

; б) −πi
2
; в)

8i

π
;

г) 2πi; д) 0; е) 2i; ж) −2πi cos 1; з) −2πi
3

; и) 4πi; к) 4πi(cos 1 − sin 1). 5.5. а)
2π

5
;

б)
π(4√2 − 5)

2
; в)

13π

45
; г)

2π

b
√
a2 + ab

; д) π; е)
π

p2
p2 + 1
p2 − 1; ж) π

1 −√1 − a

a
; з) πi.

5.7. а)
π

ab(a + b) ; б)
π

4na2n+1
(2n)!
(n!)2 ; в)

4π

3
; г)

13π

648
; д) − π√

3
; е) 0. 5.8. а)

π

4a
e−a;

б)
π(a2 + 3a + 3)

16a5
e−a; в)

π

2
e−ab; г) πe−4(2 cos 2 + sin 2); д)

π

3e3
(cos 1 − 3 sin 1);

е)
π

6
exp(−

√
3a

2
)[3 sin a

2
+√3 cos

a

2
].



Глава 6

РЯДЫ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

6.1. РЯДЫ ФУРЬЕ

Рассмотрим произвольное бесконечномерное евклидово простран-
ство E со скалярным произведением (⋅, ⋅) [12].

Определение 6.1. Евклидовой нормой элемента f евклидова
пространства E называется действительное число ∥f∥, определяе-
мое равенством ∥f∥ = √(f, f).

Определение 6.2. Функция f(x) называется кусочно-непре-
рывной на [a, b], если она непрерывна всюду на этом отрезке, за
исключением, быть может, конечного числа точек разрыва первого
рода.

Одним из примеров евклидова пространства является множество
Q[a, b] всех кусочно-непрерывных на отрезке [a, b] функций, у которых

в точке разрыва x0 значение функции равно
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
, а на

концах отрезка [a, b] равно f(a + 0) + f(b − 0)
2

.

Для евклидова пространства Q[a, b] введем скалярное произведе-

ние (f, g) = b�
a

f(x)g(x)dx и определим норму ∥f∥ = ( b�
a

f 2(x)dx)
1
2

.

Определение 6.3. Система кусочно-непрерывных на [a, b] функ-
ций ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕk(x), . . . называется ортогональной на
отрезке [a, b], если

(ϕn,ϕm) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, n ≠m,

∥ϕn∥2 > 0, n =m.
(6.1)

Среди ортогональных систем функций часто используются орто-
нормированные системы. При этом условие ортогональности (6.1) за-
меняется условием

(ϕn,ϕm) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, n ≠m,

1, n =m.
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Всякую ортогональную систему {ϕk(x)} можно сделать ортонормиро-
ванной делением функций ϕk(x) на свою норму.

Определение 6.4. Рядом Фурье функции f(x) ∈ Q[a, b] по
ортогональной системе {ϕk(x)} называется ряд

c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + . . . + ckϕk(x) + . . . = ∞∑
k=1 ckϕk(x), (6.2)

где ck = (f,ϕk)
∥ϕk∥2 . Числа ck, k = 1, 2, . . . , называются коэффициента-

ми Фурье функции f(x) по системе {ϕk(x)}.
Приведем примеры ортогональных систем.
1) Ортонормированная тригонометрическая система в пространстве

Q[−π,π]:
1√
2π

,
cosx√
π
,
sinx√
π
, . . . ,

coskx√
π

,
sinkx√
π

, . . . . (6.3)

2) Основная ортогональная тригонометрическая система в про-
странстве Q[−l, l]:

1

2
, cos

πx

l
, sin

πx

l
, . . . , cos

kπx

l
, sin

kπx

l
, . . . . (6.4)

3) Ортогональная на отрезке [−l, l] система комплексных функций:

e

ikπx
l
, k = 0,±1,±2, . . . . (6.5)

Ряд Фурье (6.2) по ортонормированной тригонометрической систе-
ме функций (6.3) имеет вид

ã0√
2π

+ ∞∑
k=1(ãk

coskx√
π

+ b̃k
sinkx√
π
),

где коэффициенты Фурье ã0, ãk и b̃k определяются формулами

ã0 = 1√
2π

π�

−πf(x)dx, ãk = 1√
π

π�

−πf(x) coskxdx,

b̃k = 1√
π

π�

−πf(x) sinkxdx, k = 1, 2, . . . .
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Определение 6.5. Рядом Фурье функции f(x) ∈ Q[−l, l] по ос-
новной тригонометрической системе (6.4) называется тригономет-
рический ряд

a0

2
+ ∞∑

k=1(ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
), (6.6)

где

a0 = 1

l

l�

−l f(x)dx, ak = 1

l

l�

−l f(x) cos
kπx

l
dx, k = 1, 2, . . . , (6.7)

bk = 1

l

l�

−l f(x) sin
kπx

l
dx, k = 1, 2, . . . . (6.8)

Числа a0, ak и bk, k = 1, 2, . . . , называются коэффициентами Фурье
функции f(x) по системе (6.4).

В физических приложениях часто используется форма записи ряда
Фурье (6.6) в виде суперпозиции бесконечного числа гармоник (гармо-
нических колебаний):

a0

2
+ ∞∑

k=1Ak sin(ωkx +ψk),

где Ak = √a2
k
+ b2

k
— амплитуда колебаний; ωk = kπ

l
— частота колеба-

ний; ψk — начальная фаза, tgψk = ak

bk
.

Привлекая ортогональную систему функций (6.5), получим триго-
нометрический ряд Фурье функции f(x) в комплексной форме :

∞
∑

k=−∞ cke

ikπx
l
,

в котором коэффициенты Фурье ck вычисляются по формулам

ck = 1

2l

l�

−l f(x)e
− ikπx

l
dx, k = 0,±1,±2, . . . .

З ам е ч а н и е 6.1. Для 2l-периодической функции f(x) интеграл от
нее по любому отрезку длины 2l имеет одно и то же значение. Следо-
вательно, коэффициенты Фурье можно вычислять по формулам (6.7),
(6.8), интегрируя по любому такому отрезку.
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Определение 6.6. Функция f(x) называется кусочно-гладкой
на отрезке [a, b], если этот отрезок можно разбить конечным чис-
лом точек x0 = a, x1, . . . , xm−1, xm = b так, что на каждом отрезке
[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xm−1, xm] функции f(x) и f ′(x) непрерывны по-
сле соответствующего доопределения на концах отрезков разбиения.

Возникает вопрос, является ли ряд Фурье сходящимся в обычном
смысле (поточечно), и если является, то каким условиям удовлетворяет
функция f(x), породившая этот ряд.

Теорема 6.1. Пусть f(x) — кусочно-гладкая на отрезке [−l, l]
функция. Тогда ее ряд Фурье сходится и его сумма равна:

1) f(x) — в точках непрерывности;

2)
f(x + 0) + f(x − 0)

2
— в точках разрыва;

3)
f(−l + 0) + f(l − 0)

2
, если x = ± l.

Теорема 6.2. Пусть f(x) — 2l-периодическая на всей действи-
тельной оси кусочно-гладкая на отрезке [−l, l] функция. Тогда ее ряд
Фурье сходится в каждой точке x ∈ R, причем его сумма равна f(x)
в точках непрерывности функции и

f(x + 0) + f(x − 0)
2

в точках ее
разрыва.

Если функция f(x) четная, то все коэффициенты bk = 0, и ее ряд
Фурье имеет вид

f(x) = a0

2
+ ∞∑

k=1ak cos
kπx

l
, (6.9)

ak = 2

l

l�

0

f(x) cos kπx
l

dx, k = 0, 1, . . . . (6.10)

Если же функция f(x) нечетная, то все коэффициенты ak = 0, и
ряд Фурье f(x) принимает вид

f(x) = ∞∑
k=1 bk sin

kπx

l
, (6.11)

bk = 2

l

l�

0

f(x) sin kπx

l
dx, k = 1, 2, . . . . (6.12)
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При решении краевых задач математической физики (например,
при изучении колебательных или диффузионных процессов) часто при-
ходится иметь дело с кусочно-гладкими функциями, заданными на от-
резке [0, l]. Эти функции можно разложить как в ряд Фурье (6.9),
содержащий только косинусы, так и в ряд Фурье (6.11), содержащий
только синусы. В первом случае функцию f(x) необходимо продол-
жить четным образом на полуинтервал [−l, 0), при этом коэффициен-
ты Фурье будут вычисляться по формулам (6.10). Во втором случае
функцию f(x) необходимо продолжить нечетным образом на полуин-
тервал [−l, 0), при этом коэффициенты Фурье будут вычисляться по
формулам (6.12).

Определение 6.7.Среднеквадратичным отклонением функ-
ции f(x) от функции g(x) называется величина

δ2(f, g) =
b�

a

[f(x) − g(x)]2dx.

Теорема 6.3. При приближении функции f(x) ∈ Q[−l, l] тригоно-
метрическим многочленом

Sn(x) = α0

2
+ n

∑
k=1(αk cos

kπx

l
+βk sin

kπx

l
)

среднеквадратичное отклонение δ2(f, Sn) будет наименьшим, если в
качестве αk,βk выбраны коэффициенты Фурье функции f(x).

Теорема 6.4. Тригонометрическая система (6.4) является замк-
нутой, т. е. имеет место равенство Парсеваля

a20
2
+ ∞∑

k=1(a2k + b2k) = 1

l

l�

−l f
2(x)dx. (6.13)

Из теорем 6.3, 6.4 следует, что для каждой функции f(x) ∈ Q[−l, l]
ее тригонометрический ряд Фурье сходится в среднем на [−l, l], т. е.

lim
n→∞

l�

−l {f(x) − [
a0

2
+ n

∑
k=1(ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l
)]}

2

dx = 0.
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Теорема 6.5. Пусть функция f(x) непрерывная, кусочно-гладкая
на отрезке [−l, l] и удовлетворяет условию f(−l) = f(l). Тогда ее ряд
Фурье сходится равномерно к f(x) на [−l, l]:

a0

2
+ ∞∑

k=1(ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
) = f(x).

Пример 6.1. Разложить в ряд Фурье функцию

f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
A, 0 < x ⩽ l,
0, l ⩽ x < 2l,

где A — константа, в интервале (0, 2l). Построить графики функции
f(x) и суммы S(x) ее ряда Фурье.

△ Для вычисления коэффициентов ak и bk воспользуемся формула-
ми (6.7), (6.8), выбирая в качестве промежутка интегрирования отрезок
[0, 2l]. Имеем:

a0 = 1

l

2l�

0

f(x)dx = 1

l

l�

0

Adx = A, ak = 1

l

l�

0

A cos
kπx

l
dx =

= A

kπ
sin

kπx

l
∣
l

0

= 0, bk = 1

l

l�

0

A sin
kπx

l
dx =

= A

kπ
(− cos kπx

l
)∣

l

0

= A

kπ
[1 − (−1)k] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0, k = 2n,

2A

π(2n + 1), k = 2n + 1.

Таким образом, тригонометрический ряд Фурье функции f(x) в
интервале (0, 2l) имеет вид

f(x) = A

2
+ 2A

π

∞
∑
n=0

1

2n + 1
sin

(2n + 1)πx
l

.

Согласно теореме 6.1, для суммы ряда Фурье S(x) на концах от-
резка и в точке разрыва имеем:

S(0) = S(2l) = f(2l − 0) + f(0 + 0)
2

= 0 +A

2
= A

2
,

S(l) = f(l − 0) + f(l + 0)
2

= A + 0

2
= A

2
.
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Вне отрезка [0, 2l] S(x) имеет 2l-периодическое продолжение. Гра-
фики f(x) и S(x) приведены на рис. 6.1 и 6.2. ▲

�y

�
xO 2ll

f(x)
A

� �

Рис. 6.1

�y

�
xO l 2l−l

S(x)
A

� �� �

� �� � � �

� � � � � �

Рис. 6.2

Пример 6.2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = π − x

2
в ин-

тервале (0, 2π). Построить графики функции f(x) и суммы S(x) ее
ряда Фурье.

△ Для вычисления коэффициентов ak и bk воспользуемся форму-
лами (6.7), (6.8), полагая l = π и интегрируя по отрезку [0, 2π]:

a0 = 1

π

2π�

0

π − x

2
dx = 1

π
(π
2
x − x2

4
)∣

2π

0

= 0,

ak = 1

π

2π�

0

π − x

2
coskxdx = 1

2πk

2π�

0

(π − x)d(sinkx) = 0,

bk = 1

π

2π�

0

π − x

2
sinkxdx = − 1

2πk

2π�

0

(π − x)d(coskx) = 1

k
.

Следовательно, в интервале (0, 2π) имеет место разложение

π − x

2
= ∞∑

k=1
sinkx

k
.

Сумма ряда Фурье на концах отрезка будет равна

S(0) = S(2π) = f(0 + 0) + f(2π − 0)
2

= 1

2
(π
2
− π
2
) = 0.

Графики f(x) и S(x) приведены на рис. 6.3 и 6.4. ▲
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Рис. 6.3
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Рис. 6.4

Пример 6.3. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = eax, a ≠ 0, в
интервале (−π,π).

△ Полагая l = π, находим
a0 = 1

π

π�

−π e
axdx = 1

aπ
eax∣π−π = 2 shaπ

aπ
.

Для вычисления коэффициентов ak и bk используем формулы Эйлера

coskx = eikx + e−ikx
2

, sinkx = eikx − e−ikx
2i

и учтем, что e± ikπ = coskπ = (−1)k. Имеем:

ak = 1

π

π�

−π e
ax coskxdx = 1

2π

π�

−π[e
(a+ik)x + e(a−ik)x]dx =

= (−1)k
2π

[eaπ − e−aπ
a + ik

+ eaπ − e−aπ
a − ik

] = 2a(−1)k shaπ
π(a2 + k2) ,

bk = 1

π

π�

−π e
ax sinkxdx = 1

2πi

π�

−π[e
(a+ik)x − e(a−ik)x]dx =

= (−1)k
2πi

[eaπ − e−aπ
a + ik

− eaπ − e−aπ
a − ik

] = 2k(−1)k+1 shaπ
π(a2 + k2) .

В результате для функции f(x) = eax в интервале (−π,π) получим
разложение

f(x) = shaπ

aπ
+ 2 shaπ

π

∞
∑
k=1

(−1)k
a2 + k2

(a coskx − k sinkx).
В точках x = ±π ряд Фурье сходится к значению (eaπ + e−aπ)/2 = chaπ.▲
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Пример 6.4. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = cosax, где

a ≠ kπ

l
, на отрезке [−l, l].

△ Функция f(x) = cosax четная и непрерывная на отрезке [−l, l],
причем f(−l) = f(l). На основании теоремы 6.1 сумма ряда Фурье на
концах отрезка будет равна S(± l) = f(−l) = f(l) = cosal. Вычисляя
коэффициенты Фурье по формулам (6.10), получим:

a0 = 2

l

l�

0

cosaxdx = 2 sinal

al
, ak = 2

l

l�

0

cosax cos
kπx

l
dx =

= 1

l

l�

0

[cos(a + kπ

l
)x + cos(a − kπ

l
)x]dx =

= sin(al + kπ)
al + kπ

+ sin(al − kπ)
al − kπ

= 2al(−1)k sinal
(al)2 − (kπ)2 .

Согласно формуле (6.9), на отрезке [−l, l] имеет место равенство

cosax = sinal

al
+ 2al sinal

∞
∑
k=1

(−1)k
(al)2 − (kπ)2 cos

kπx

l
. ▲

Пример 6.5. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = sinax, где
a — не целое число, в интервале (−π,π).

△Функция f(x) = sinax нечетная и непрерывная на отрезке [−π,π],
поэтому сумма ряда Фурье на концах отрезка равна S(±π) = 0. В силу
нечетности f(x) коэффициенты Фурье будем вычислять по формулам
(6.12), полагая l = π. Имеем

bk = 2

π

π�

0

sinax sinkxdx = 1

π

π�

0

[cos(a − k)x − cos(a + k)x]dx =

= sin(aπ − kπ)
π(a − k) − sin(aπ + kπ)

π(a + k) = 2k(−1)k sinaπ
π(a2 − k2) .

Таким образом, согласно (6.11), разложение в ряд Фурье функции
f(x) = sinax в интервале (−π,π) имеет вид

sinax = 2 sinaπ

π

∞
∑
k=1(−1)k

k

a2 − k2
sinkx. ▲
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Пример 6.6. Функцию f(x) = x2 разложить в ряд Фурье:
1) по косинусам в интервале (0,π);
2) по синусам в интервале (0,π);
3) в интервале (0, 2π).
Используя эти разложения, найти суммы числовых рядов:

∞
∑
n=1

1

n2
,

∞
∑
n=1

(−1)n+1
n2

,
∞
∑
n=0

1

(2n + 1)2 . (6.14)

△ Продолжая функцию f(x) четным образом на интервал (−π, 0)
и применяя формулы (6.10), получим:

bk = 0, a0 = 2

π

π�

0

x2dx = 2

π

x3

3
∣
π

0

= 2π2

3
,

ak = 2

π

π�

0

x2 coskxdx = 2

kπ
(x2 sinkx∣π

0
−

π�

0

2x sinkxdx) =

= 4

k2π
(x coskx∣π

0
−

π�

0

coskxdx) = 4

k2π
π coskπ = 4(−1)k

k2
.

Следовательно, ряд Фурье имеет вид

x2 = π2
3
+ 4

∞
∑
k=1

(−1)k
k2

coskx, −π ⩽ x ⩽ π. (6.15)

Отметим, что в силу четности функции f(x) = x2 разложение (6.15)
справедливо не только в интервале (0,π), но и на всем отрезке [−π,π].
Вне промежутка [−π,π] сумма ряда Фурье дает функцию, получаю-
щуюся периодическим продолжением f(x).

Далее продолжим функцию f(x) нечетным образом на интервал
(−π, 0) и используем формулы (6.12). Имеем: ak = 0,

bk = 2

π

π�

0

x2 sinkxdx = − 2

kπ
(x2 coskx∣π

0
−

π�

0

2x coskxdx) =

= 2π(−1)k+1
k

+ 4

k2π
(x sinkx∣π

0
−

π�

0

sinkxdx) = 2π(−1)k+1
k

+
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+ 4

k3π
coskx∣π

0
= 2π(−1)k+1

k
− 4

k3π
[1 − (−1)k].

В результате получим разложение f(x) = x2 только при x ∈ [0,π):

x2 = 2π
∞
∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx − 8

π

∞
∑
n=0

sin(2n + 1)x
(2n + 1)3 , 0 ⩽ x < π. (6.16)

В интервале (−π, 0) сумма ряда в правой части (6.16) совпадает с
функцией (−x2), а вне интервала (−π,π) дает функцию, получающу-

юся периодическим продолжением f̃(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x2, −π < x ⩽ 0,

x2, 0 ⩽ x < π.
Разложим функцию f(x) в ряд Фурье в интервале (0, 2π). Вычис-

лим коэффициенты ak, bk, интегрируя по этому промежутку:

a0 = 1

π

2π�

0

x2dx = 1

π

x3

3
∣
2π

0

= 8π2

3
,

ak = 1

π

2π�

0

x2 coskxdx = 1

kπ
(x2 sinkx∣2π

0
−

2π�

0

2x sinkxdx) = 4

k2
,

bk = 1

π

2π�

0

x2 sinkxdx = − 1

kπ
(x2 coskx∣2π

0
−

2π�

0

2x coskxdx) = −4π
k
.

Таким образом, имеет место разложение

x2 = 4π2

3
+ 4

∞
∑
k=1

coskx

k2
− 4π

∞
∑
k=1

sinkx

k
, 0 < x < 2π. (6.17)

Вне промежутка (0, 2π) сумма ряда Фурье (6.17) дает функцию,
которая получается 2π-периодическим продолжением f(x).

Для нахождении сумм числовых рядов используем формулу (6.15),
последовательно полагая x = π и x = 0. Имеем:

π2 = π2
3
+ 4

∞
∑
k=1

1

k2
⇒ ∞

∑
k=1

1

k2
= π2

6
,

0 = π2
3
+ 4

∞
∑
k=1

(−1)k
k2

⇒ ∞
∑
k=1

(−1)k+1
k2

= π2
12

.

Тем самым найдены суммы первых двух из числовых рядов (6.14).
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Складывая полученные равенства, находим

π2

6
+ π2
12

= ∞∑
k=1

(−1)k+1 + 1

k2
= ∞
∑
n=0

2

(2n + 1)2 ,
откуда ∞

∑
n=0

1

(2n + 1)2 =
π2

8
,

т. е. найдена сумма последнего из числовых рядов (6.14). ▲
Пример 6.7. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = sgn(cosx).
△Функция f(x) кусочно-постоянная, периодическая с периодом 2π

и четная. Возьмем в качестве основного отрезок [−π,π] и воспользу-
емся формулами (6.10):

bk = 0, a0 = 2

π

π�

0

sgn(cosx)dx = 2

π

⎛
⎝

π
2�

0

dx −
π�

π
2

dx
⎞
⎠ = 0,

ak = 2

π

π�

0

sgn(cosx) coskxdx = 2

π

⎛
⎝

π
2�

0

coskxdx −
π�

π
2

coskxdx
⎞
⎠ =

= 4

kπ
sin

kπ

2
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0, k = 2n,

4(−1)n
π(2n + 1) , k = 2n + 1.

В точках разрыва x = π
2
+ mπ, m ∈ Z, сумма ряда равна 0. Таким

образом, имеет место равенство

4

π

∞
∑
n=0

(−1)n
2n + 1

cos(2n + 1)x =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

sgn(cosx), x ≠ π
2
+mπ,

0, x = π
2
+mπ, m ∈ Z. ▲

Пример 6.8. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = x − [x], где
[x] — целая часть числа x.

△ Рассмотрим f(x) на трех соседних промежутках:

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x + 1, −1 ⩽ x < 0,

x, 0 ⩽ x < 1,

x − 1, 1 ⩽ x < 2.
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Функция f(x) кусочно-гладкая на R и периодическая с периодом 1.

Выбирая в качестве основного отрезок [0, 1] и полагая l = 1

2
, получим:

a0 = 1
1
2

1�

0

xdx = 2
x2

2
∣
1

0

= 1, ak = 1
1
2

1�

0

x cos 2kπxdx =

= 1

kπ
(x sin2kπx∣1

0
−

1�

0

sin 2kπxdx) = 1

2(kπ)2 cos 2kπx∣
1

0
= 0,

bk = 1
1
2

1�

0

x sin 2kπxdx = − 1

kπ
x cos 2kπx∣1

0
= − 1

kπ
.

Согласно теореме 6.2, в точках разрыва x = m, m ∈ Z, сумма ряда

равна
1

2
. Окончательно приходим к равенству

1

2
− 1

π

∞
∑
k=1

sin 2kπx

k
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x − [x], x ≠m,

1

2
, x =m, m ∈ Z. ▲

Пример 6.9.С помощью равенства Парсеваля вычислить интеграл
π�

−π(cosx + cos 2x + . . . + cosnx)2dx.

△ Запишем равенство Парсеваля (6.13) для тригонометрического

многочлена f(x) = n

∑
k=1 coskx:

1

π

π�

−π(
n

∑
k=1 coskx)

2

dx = a20
2
+ ∞∑

k=1(a2k + b2k).

Поскольку ряд Фурье функции f(x) совпадает с самой функцией f(x),
то a0 = 0, ak = 1, k = 1, 2, . . . , n, ak = 0, k = n + 1, n + 2, . . . ; bk = 0,

k = 1, 2, . . . . Следовательно,
π�

−π(cosx + cos 2x + . . . + cosnx)2dx = πn. ▲
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Пример 6.10. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию

f(x) = 1 − a cosx

1 − 2a cosx + a2
, ∣a∣ < 1.

△ Функция f(x) является гладкой, периодической с периодом 2π и
четной. Однако вычисление коэффициентов Фурье по формулам (6.10)
здесь неэффективно. Используя известное разложение в степенной ряд

1

1 − x
= 1 + x + x2 + . . . + xk + . . . , ∣x∣ < 1,

в силу условий ∣eix∣ = 1, ∣a∣ < 1 получим

1

1 − aeix
= ∞∑

k=0akeikx. (6.18)

Умножим в левой части соотношения (6.18) числитель и знаменатель
на сопряженное выражение (1 − ae−ix):

1 − ae−ix
1 − 2a cosx + a2

= ∞∑
k=0ak(coskx + i sinkx).

Отделяя в этом равенстве действительные части, получим

1 − a cosx

1 − 2a cosx + a2
= ∞∑

k=0ak coskx. ▲

Пример 6.11. Установить, как следует продолжить непрерывную

функцию f(x) с интервала (0, π
2
) на (−π,π), чтобы ее разложение в

ряд Фурье имело вид

f(x) = ∞∑
k=0ak cos(2k + 1)x.

△ Поскольку функция f(x) разлагается в ряд по косинусам, оче-

видно, что f(−x) = f(x). Для x ∈ (π
2
,π) имеем

f(π − x) = ∞∑
k=0ak cos[(2k + 1)(π − x)] =

= ∞∑
k=0ak cos[π − (2k + 1)x] = − ∞∑

k=0ak cos(2k + 1)x = −f(x).
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Итак, функция f(x) должна быть продолжена формулами

f(π − x) = −f(x), f(−x) = f(x)
на интервал (π

2
,π) и нечетным образом на интервал (−π, 0).

6.2. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

Определение 6.8.Функция f(x) называется абсолютно инте-
грируемой на всей числовой прямой, если сходится интеграл

+∞�
−∞ ∣f(x)∣dx.

Теорема 6.6. Пусть f(x) — абсолютно интегрируемая на дей-
ствительной оси и кусочно-гладкая на каждом конечном отрезке функ-
ция. Тогда имеет место равенство

1

π

+∞�
0

dλ

+∞�
−∞f(t) cosλ(t − x)dt =

=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f(x) в точках непрерывности f(x);
f(x + 0) + f(x − 0)

2
в точках разрыва f(x). (6.19)

Формула (6.19) называется интегральной формулой Фурье, а сам
интеграл в левой части (6.19) — интегралом Фурье.

Вводя обозначения

a(λ) = 1

π

+∞�
−∞f(t) cosλtdt, b(λ) = 1

π

+∞�
−∞f(t) sinλtdt, (6.20)

интегральную формулу Фурье (6.19) в точках непрерывности функции
f(x) можно переписать в виде

f(x) =
+∞�
0

[a(λ) cosλx + b(λ) sinλx]dλ. (6.21)
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Выражения (6.20) аналогичны формулам (6.7), (6.8) для коэффи-
циентов Фурье разложения функции в тригонометрический ряд Фурье.
Соотношение (6.21) представляет разложение непериодической функ-
ции f(x) в бесконечном интервале (−∞,+∞) на гармонические коле-
бания с последовательностью частот λ, непрерывно меняющихся от 0

до +∞. Функции a(λ) и b(λ) дают закон распределения амплитуд и
начальных фаз в зависимости от частоты λ.

Соотношение вида

f(x) = 1

2π

+∞�
−∞dλ

+∞�
−∞f(t)e

−iλ(t−x)dt (6.22)

называется интегральной формулой Фурье в комплексной форме. Фор-
мулу (6.22) можно записать в виде двух преобразований: прямое пре-
образование Фурье

F (λ) = 1√
2π

+∞�
−∞f(t)e

−iλtdt (6.23)

и обратное преобразование Фурье

f(x) = 1√
2π

+∞�
−∞F (λ)e

iλxdλ. (6.24)

Интеграл в (6.24) следует понимать в смысле главного значения по
Коши, т. е.

+∞�
−∞F (λ)e

iλxdλ = lim
M→+∞

M�

−MF (λ)eiλxdλ.

Теорема 6.7. Пусть f(x) — абсолютно интегрируемая на дей-
ствительной оси и кусочно-гладкая на каждом конечном отрезке функ-
ция. Тогда существует преобразование Фурье (6.23), и во всех точках
непрерывности функции f(x) справедлива формула обращения (6.24),
где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.

Наряду с преобразованием Фурье, которое определено для функ-
ций, заданных на всей числовой прямой, в приложениях используется
также преобразование Фурье для функций, заданных на промежутке
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[0,+∞). Для четной функции f(x) формулы прямого и обратного пре-
образования Фурье (6.23), (6.24) принимают вид

F (λ) =
√

2

π

+∞�
0

f(t) cosλtdt, f(x) =
√

2

π

+∞�
0

F (λ) cosλxdλ, x ∈ R.

Для нечетной функции f(x) имеем:

F (λ) = −i
√

2

π

+∞�
0

f(t) sinλtdt, f(x) = i

√
2

π

+∞�
0

F (λ) sinλxdλ, x ∈ R.

Если функция f(x) является кусочно-гладкой и абсолютно инте-
грируемой только на полупрямой [0,∞), то ее можно продолжить на
промежуток (−∞, 0) четным или нечетным образом. Поэтому по анало-
гии с разложением в ряд Фурье по косинусам и синусам можно ввести
прямое и обратное косинус-преобразования Фурье :

Fc(λ) =
√

2

π

+∞�
0

f(t) cosλtdt, f(x) =
√

2

π

+∞�
0

Fc(λ) cosλxdλ, x > 0,

и прямое и обратное синус-преобразования Фурье :

Fs(λ) =
√

2

π

+∞�
0

f(t) sinλtdt, f(x) =
√

2

π

+∞�
0

Fs(λ) sinλxdλ, x > 0.

З ам е ч а н и е 6.2. Если функция f(x) непрерывна в точке x = 0, то
формула обращения для косинус-преобразования Фурье имеет место
также при x = 0. Формула обращения для синус-преобразования Фурье
справедлива при x = 0 только в том случае, если f(0) = 0.

Пример 6.12. Представить интегралом Фурье функцию

f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ∣x∣ ⩽ 1,

0, ∣x∣ > 1.

△ Функция f(x) является абсолютно интегрируемой на всей чис-
ловой прямой, кусочно-гладкой и четной. Поэтому

b(λ) = 0, a(λ) = 2

π

1�

0

cosλxdx = 2 sinλ

πλ
,
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и интеграл Фурье имеет вид

f(x) = 2

π

+∞�
0

sinλ

λ
cosλxdλ.

Согласно теореме 6.6, в точках разрыва x = ±1 интеграл Фурье равен

f(x + 0) + f(x − 0)
2

= 1

2
. Окончательно получим

2

π

+∞�
0

sinλ

λ
cosλxdλ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f(x), ∣x∣ ≠ 1,

1

2
, ∣x∣ = 1.

▲

Пример 6.13. Представить интегралом Фурье функцию

f(x) = x

a2 + x2
, a > 0.

△ Функция f(x) дифференцируема на всей числовой прямой, но не
является абсолютно интегрируемой. Однако она интегрируема на ин-
тервале (−∞,+∞) в смысле главного значения по Коши и может быть
представлена интегралом Фурье. Кроме того, функция f(x) нечетная,
следовательно, a(λ) = 0. Используя формулу теории вычетов (5.9) для

вычисления интегралов вида

+∞�
−∞e

iλxR(x)dx при λ > 0, получим

b(λ) = 2

π

+∞�
0

t sinλt

a2 + t2
dt = 1

π

+∞�
−∞

t sinλt

a2 + t2
dt = 1

π
Im

+∞�
−∞

teiλt

a2 + t2
dt =

= 1

π
Im(2πi res

t=ai teiλt

a2 + t2
) = 2 Im(i teiλt

t + ai
∣
t=ai) = Im(ie−aλ) = e−aλ.

Следовательно, искомое представление имеет вид

f(x) =
+∞�
0

e−aλ sinλxdλ. ▲

Пример 6.14. Найти преобразование Фурье функции

f(x) = e−a∣x∣, a > 0.
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△ В соответствии с формулой (6.23) имеем

F (λ) = 1√
2π

+∞�
−∞e

−a∣t∣ ⋅ e−iλtdt = 1√
2π

0�

−∞e
(a−iλ)tdt +

+ 1√
2π

+∞�
0

e(−a−iλ)tdt = 1√
2π

e(a−iλ)t
a − iλ

∣
0

−∞ +
1√
2π

e(−a−iλ)t
−a − iλ

∣
+∞
0

=

= 1√
2π

[ 1

a − iλ
+ 1

a + iλ
] = 1√

2π

2a

a2 + λ2 =
√

2

π

a

a2 + λ2 .

Таким образом, преобразование Фурье имеет вид

F (λ) =
√

2

π

a

λ2 + a2
. ▲

Пример 6.15. Найти преобразование Фурье функции f(x) = e
−x2/2

.

△ Применяя формулу (6.23), получим

F (λ) = 1√
2π

+∞�
−∞e

−t2/2
e−iλt dt = 2√

2π

+∞�
0

e
−t2/2

cosλtdt.

Обозначим через I(λ) =
+∞�
0

e
−t2/2

cosλtdt. Дифференцируя интеграл

I(λ) по параметру λ, получим

I ′(λ) = − +∞�
0

te
−t2/2

sinλtdt,

причем дифференцирование корректно в силу равномерной сходимо-
сти продифференцированного интеграла. Далее, интегрируя по частям,
находим

I ′(λ) = +∞�
0

sinλtd(e−t2/2) = −λ
+∞�
0

e
−t2/2

cosλtdt = −λI(λ).

Следовательно, функция I(λ) удовлетворяет линейному дифференци-
альному уравнению первого порядка

I ′(λ) + λI(λ) = 0,
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решая которое, получим I(λ) = Ce
−λ2/2

. Для определения константы C

положим λ = 0 и учтем, что

+∞�
−∞e

−x2/2
dx = √2π. Имеем

C = I(0) =
+∞�
0

e
−t2/2

dt = 1

2

+∞�
−∞e

−t2/2
dt =

√
π

2
.

Таким образом, для интеграла I(λ) справедливо равенство

+∞�
0

e
− t

2

2
cosλtdt =

√
π

2
e
−λ

2

2
,

а преобразование Фурье принимает вид

F (λ) = e
−λ2/2

.

Окончательно можно сделать вывод, что функция f(x) = e
−x2/2

пе-
реводится преобразованием Фурье сама в себя. ▲

Пример 6.16. Найти синус-преобразование Фурье функции

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 0 ⩽ x < b,

1

2
, x = b,

0, x > b.

△ Согласно определению синус-преобразования Фурье для функ-
ции f(x), имеем

Fs(λ) =
√

2

π

b�

0

sinλtdt =
√

2

π

1 − cos bλ

λ
. ▲

Задачи для самостоятельной работы

Разложить функцию f(x) в ряд Фурье на заданном промежутке:

6.1. f(x) = sgnx на (−l, l).
6.2. f(x) = x на (−π,π).
6.3. f(x) = x на (a, a + 2l).

6.4. f(x) = ∣x∣ на [−l, l].
6.5. f(x) = x2 на [−1, 1].
6.6. f(x) = l2 − x2 на [−l, l].
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6.7. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ax, −π < x ⩽ 0,

bx, 0 < x < π, a, b = const, на (−π,π).

6.8. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, −π < x ⩽ 0,

1 − x, 0 < x < π, на (−π,π).

6.9. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x, −1 < x ⩽ 0,

x + 1, 0 < x < 1,
на (−1, 1).

6.10. f(x) = x sinx на [−π,π].
6.11. f(x) = x cosx на [−π

2
,
π

2
].

Разложить функцию f(x) в ряд Фурье по косинусам на заданном
отрезке:

6.12. f(x) = sinx на [0, π
2
].

6.13. f(x) = x cosx на [0, π
2
].

6.14. f(x) = chax на [0,π].

Разложить функцию f(x) в ряд Фурье по синусам на заданном
отрезке:

6.15. f(x) = cosx на [0, π
2
].

6.16. f(x) = x sinx на [0, π
2
].

6.17. f(x) = shax на [0,π].

Разложить периодические функции в ряд Фурье:

6.18. f(x) = cos4 x.

6.19. f(x) = sin5 x.

6.20. f(x) = arcsin(cosx).

6.21. f(x) = arcsin(sinx).
6.22. f(x) = ∣ cosx∣.
6.23. f(x) = ∣ sinx∣.

6.24. f(x) = sgn(sinx).
6.25. f(x) = (x) — расстояние до ближайшего целого числа.

6.26. f(x) = ∞
∑
n=1αn sinnx

sinx
, ∣α∣ < 1.

6.27. Исходя из разложения

x = 2
∞
∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx, −π < x < π,
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почленным интегрированием получить разложения в ряд Фурье на ин-
тервале (−π,π) функций: а) x2 + 2x; б) x3 + x2; в) x4.

6.28. Используя разложение функции f(x) = sgnx, −π < x < π, в
ряд Фурье, найти сумму ряда

∞
∑
k=0

(−1)k
2k + 1

.

6.29. Используя разложение функции f(x) = x(x − π), 0 < x < π, в
ряд Фурье по синусам, найти сумму ряда

∞
∑
k=0

(−1)k
(2k + 1)3 .

6.30. Записать равенство Парсеваля для функции

f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ∣x∣ < α,
0, α < ∣x∣ < π.

Исходя из равенства Парсеваля, найти сумму ряда:

а)
∞
∑
k=1

sin2 kα

k2
; б)

∞
∑
k=1

cos2 kα

k2
.

6.31. Используя равенство Парсеваля для функции

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−π
4
, −π < x < 0,

π

4
, 0 < x < π,

найти сумму ряда
∞
∑
k=0

1

(2k + 1)2 .

Разложить в ряд Фурье функции, не прибегая к интегральному
вычислению коэффициентов:

6.32. f(x) = a sinx

1 − 2a cosx + a2
, ∣a∣ < 1.

6.33. f(x) = 1 − a2

1 − 2a cosx + a2
, ∣a∣ < 1.

6.34. f(x) = ln(1 − 2a cosx + a2), ∣a∣ < 1.

Разложить в ряд Фурье неограниченные периодические функции:

6.35. ln ∣ sin x

2
∣.

6.36. ln ∣ cos x
2
∣.

6.37. ln ∣ tg x
2
∣.
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6.38. Выяснить, как следует продолжить непрерывную функцию

f(x) с интервала (0, π
2
) на интервал (−π,π), чтобы ее разложение в

ряд Фурье имело вид

f(x) = ∞∑
k=0 bk sin(2k + 1)x.

6.39. Выяснить, какой особенностью обладает ряд Фурье функции
f(x) в интервале (−π,π), если f(x + π) = f(x).

Найти интеграл Фурье функции f(x):
6.40. f(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sgnx, ∣x∣ ⩽ 1,
0, ∣x∣ > 1.

6.41. f(x) = sgn(x − a) − sgn(x − b), b > a.

6.42. f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
h(1 − ∣x∣

a
), ∣x∣ ⩽ a,

0, ∣x∣ > a.
6.43. f(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ex, x ⩽ 0,

0, x > 0.

6.44. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sinx, ∣x∣ ⩽ π,
0, ∣x∣ > π.

6.45. f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

cosx, ∣x∣ ⩽ π
2
,

0, ∣x∣ > π
2
.

6.46. f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

A sinωx, ∣x∣ ⩽ 2πn

ω
,

0, ∣x∣ > 2πn

ω
,

n ∈ N.

6.47. f(x) = e−a∣x∣ cosωx, a > 0.

6.48. f(x) = e−a∣x∣ sinωx, a > 0.

6.49. Вычислить интегралы

+∞�
0

sin3 t

t
dt,

+∞�
0

sin3 t cos t

t
dt, используя

представление интегралом Фурье функции f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ∣x∣ ⩽ 1,
0, ∣x∣ > 1.
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Найти преобразование Фурье функции f(x):
6.50. f(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ∣x∣ ⩽ 1,
0, ∣x∣ > 1.

6.51. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 0 < x ⩽ 1,
0, −∞ < x ⩽ 0, 1 < x < +∞.

6.52. f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sgnx, ∣x∣ ⩽ 1,
0, ∣x∣ > 1.

6.53. f(x) = xe−a∣x∣, a > 0.

6.54. f(x) = xe−x2

.

6.55. f(x) = e
−x

2

2 cosωx.

6.56. f(x) = e−2∣x−1∣.
6.57. f(x) = x

(1 + x2)2 .

Найти косинус-преобразование Фурье функции f(x):
6.58. f(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cosx, 0 ⩽ x ⩽ π,
0, x > π.

6.59. f(x) = e−x2

.

6.60. f(x) = 1

a2 + x2
, a > 0.

Найти синус-преобразование Фурье функции f(x):
6.61. f(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sinx, 0 ⩽ x ⩽ π,
0, x > π.

6.62. f(x) = xe
−x

2

2 .

6.63. f(x) = e−x.

Ответы и указания

6.1.
4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1 sin
(2k + 1)πx

l
. 6.2. 2

∞∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx. 6.3. a + l + 2l

π

∞∑
k=1

1

k
sin

kπ(a − x)
l

.

6.4.
l

2
− 4l

π2

∞∑
k=0

1(2k + 1)2 cos (2k + 1)πxl
. 6.5.

1

3
+ 4

π2

∞∑
k=1

(−1)k
k2

coskπx. 6.6.
2l2

3
+ 4l2

π2

∞∑
k=1

(−1)k+1
k2

×
× cos kπx

l
. 6.7.

π

4
(b− a) − 2

π
(b− a) ∞∑

k=0

cos(2k + 1)x(2k + 1)2 + (b+ a) ∞∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx. 6.8.

∞∑
k=0

cos(2k + 1)x(2k + 1)2 −
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− ∞∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx+ 4 − π
4
+ 2
π
. 6.9.

1

2
+ 1
π

∞∑
k=1

1 + 3(−1)k+1
k

sinkπx. 6.10. 1− 1
2
cosx−2 ∞∑

k=2

(−1)k
k2 − 1 coskx.

6.11.
16

π

∞∑
k=1
(−1)k+1 k(4k2 − 1)2 sin 2kx. 6.12.

2

π
− 4

π

∞∑
k=1

cos2kx

4k2 − 1 . 6.13. − 1
π
+ π
2
cosx− 2

π

∞∑
k=1

4k2 + 1(4k2 − 1)2×
× cos2kx. 6.14.

shaπ

aπ
+ 2 shaπ

∞∑
k=1
(−1)k a

a2 + k2 coskx. 6.15.
8

π

∞∑
k=1

k

4k2 − 1 sin2kx. 6.16. −π
2
sinx−

− 8

π

∞∑
k=1

k(4k2 − 1)2 sin 2kx. 6.17.
2 shaπ

π

∞∑
k=1
(−1)k+1 k

a2 + k2 sinkx. 6.18.
3

8
+ 1

2
cos 2x + 1

8
cos 4x.

6.19.
5

8
sinx − 5

16
sin 3x + 1

16
sin5x. 6.20.

4

π

∞∑
k=0

cos(2k + 1)x(2k + 1)2 . 6.21.
4

π

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)2 sin(2k + 1)x.
6.22.

2

π
+ 4

π

∞∑
k=1

(−1)k+1
4k2 − 1 cos 2kx. 6.23.

2

π
− 4

π

∞∑
k=1

1

4k2 − 1 cos2kx. 6.24.
4

π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)x
2k + 1 . 6.25.

1

4
−

− 2

π2

∞∑
k=0

cos 2(2k + 1)πx(2k + 1)2 . 6.26.
α

1 −α2
+ 2

∞∑
k=1

αk+1

1 −α2
coskx. 6.27. а)

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k
k2

coskx +
+4 ∞∑

k=1

(−1)k+1
k

sinkx; б)
π2

3
+ 4 ∞∑

k=1

(−1)k
k2

coskx + 2π2 ∞∑
k=1

(−1)k+1
k

sinkx + 12 ∞∑
k=1

(−1)k
k3

sinkx; в)
π4

5
+

+8π2 ∞∑
k=1

(−1)k
k2

coskx+48 ∞∑
k=1

(−1)k+1
k4

coskx. 6.28.
π

4
. 6.29.

π3

32
. 6.30. а)

α(π −α)
2

; б)
π2 − 3απ + 3α2

6
.

6.31.
π2

8
. 6.32.

∞∑
k=1

ak sinkx. 6.33. 1 + 2 ∞∑
k=1

ak coskx. 6.34. −2 ∞∑
k=1

ak

k
coskx. 6.35. − ln 2 − ∞∑

k=1

coskx

k
.

6.36. − ln 2 + ∞∑
k=1

(−1)k+1
k

coskx. 6.37. −2 ∞∑
k=0

cos(2k + 1)x
2k + 1 . 6.38. f(−x) = −f(x), f(π − x) = f(x).

6.39. a2k+1 = b2k+1 = 0, k = 0,∞. 6.40.
2

π

+∞�

0

1 − cosλ
λ

sinλxdλ. 6.41.
2

π

+∞�

0

sinλ(x − a) − sinλ(x − b)
λ

dλ.

6.42.
2h

aπ

+∞�

0

1 − cosaλ
λ2

cosλxdλ. 6.43.
1

π

+∞�

0

cosλx − λ sinλx
1 + λ2 dλ. 6.44.

2

π

+∞�

0

sinλπ

1 − λ2 sinλxdλ. 6.45.
2

π
×

× +∞�
0

cos
λπ

2
1 − λ2 cosλxdλ. 6.46.

2Aω

π

+∞�

0

sin
2nλπ

ω
λ2 −ω2

sinλxdλ. 6.47.
a

π

+∞�

0

[ 1(λ −ω)2 + a2 + 1(λ +ω)2 + a2 ] ×
× cosλxdλ. 6.48.

4aω

π

+∞�

0

λ[(λ −ω)2 + a2][(λ +ω)2 + a2] sinλxdλ. 6.49.
π

4
;
π

16
. 6.50.

√
2

π

sinλ

λ
.

6.51.

√
2

π

1

λ
sin
λ

2
e
−

iλ
2 . 6.52. i

√
2

π

cosλ − 1
λ

. 6.53. −i√ 8

π

aλ(λ2 + a2)2 . 6.54. − iλ√
2
e
−

λ
2

4 . 6.55. e
−

λ
2+a2

2 ×
× chaλ. 6.56.

4
√
2π

λ2 + 4 e−iλ. 6.57. − i√2π
4

λe−λ. 6.58.

√
2

π

λ sinλπ

1 − λ2 . 6.59.
1√
2
e
−

λ
2

4 . 6.60.

√
2π

2a
e−aλ.

6.61.

√
2

π

sinλπ

1 − λ2 . 6.62. λe
−

λ
2

2 . 6.63.

√
2

π

1

1 + λ2 .



Глава 7

ОПЕРАЦИОННОЕ
ИСЧИСЛЕНИЕ

7.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА

Определение 7.1. Оригиналом будем называть комплексно-
значную функцию f(t) действительной переменной t, удовлетворяю-
щую следующим условиям:

1) f(t) = 0 при всех t < 0;
2) на любом отрезке [0, T ] функция f(t) имеет не более чем ко-

нечное число точек разрыва первого рода;
3) функция f(t) при t ⩾ 0 растет не быстрее показательной функ-

ции, т. е.
∣f(t)∣ ⩽Meαt, (7.1)

гдеM = const > 0, α = const ⩾ 0. Нижняя грань α0 тех значений α, для
которых справедливо неравенство (7.1), называется показателем
роста оригинала.

Определение 7.2. Преобразованием Лапласа оригинала f(t)
называется функция комплексной переменной p

F (p) =
∞�
0

e−ptf(t)dt, (7.2)

где интеграл берется по положительной полуоси.

Наряду с термином «преобразование Лапласа» употребляют тер-
мин «изображение». Связь между изображением и оригиналом будем
обозначать f(t) ≓ F (p) или F (p) ≓ f(t) и читать: функция f(t) имеет
своим изображением F (p) или функция F (p) есть изображение для
оригинала f(t).

Теорема 7.1. Для всякого оригинала f(t) изображение F (p) опре-
делено и является аналитической функцией в полуплоскости Re p >
> α0, где α0 — показатель роста функции f(t).
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Простейшим оригиналом является функция Хевисайда

θ(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, t < 0,

1, t ⩾ 0.

Пример 7.1. Найти изображение функции θ(t).
△ Функция F (p) = ∞�

0

e−pt dt определена в области Rep > 0 (интеграл

сходится) и F (p) = −(1/p)e−pt∣∞
0
= 1/p. Таким образом,

θ(t) ≓ 1

p
. ▲

Пример 7.2. Найти изображение функции f(t) = eλtθ(t).
△ Вычислим:

F (p) =
∞�
0

e−pteλtdt = ∞�
0

e−(p−λ)tdt = e−(p−λ)t
−(p − λ)∣

∞
0

= 1

p − λ .

Таким образом,

θ(t)eλt ≓ 1

p − λ , Rep > Reλ. ▲

З ам е ч а н и е 7.1. Если для функции f(t), удовлетворяющей усло-
виям 2) и 3) определения 7.1, не выполняется условие 1), то для функ-
ции

f(t)θ(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, t < 0,

f(t), t ⩾ 0,
условие 1) выполняется и, следовательно, эта функция является ори-
гиналом. В дальнейшем вместо f(t)θ(t) для простоты записи, как пра-
вило, будем писать f(t), полагая, что функция равна нулю для t < 0.

Перечислим свойства оригиналов и изображений в предположении,
что f(t) ≓ F (p), g(t) ≓ G(p).

1. Линейность. Для любых оригиналов f(t), g(t) и любых ком-
плексных чисел λ1,λ2 справедливо равенство

λ1f(t) + λ2g(t) ≓ λ1F (p) + λ2G(p). (7.3)
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Пример 7.3. Найти изображение функции f(t) = sinωt.

△ Воспользуемся формулой (7.3):

sinωt = 1

2i
(eiωt − e−iωt) ≓ 1

2i
( 1

p − iω
− 1

p + iω
) = ω

p2 +ω2
.

Таким образом, sinωt ≓ ω

p2 +ω2
. Аналогично cosωt ≓ p

p2 +ω2
.

Для гиперболических функций имеем

shωt = 1

2
(eωt − e−ωt) ≓ 1

2
( 1

p −ω − 1

p +ω) =
ω

p2 −ω2
,

т. е. shωt ≓ ω

p2 −ω2
. Аналогично получим chωt ≓ p

p2 −ω2
. ▲

2. Теорема подобия. Если f(t) – функция-оригинал, то для любого
действительного α > 0 функция f(αt) – тоже оригинал, и

f(αt) ≓ 1

α
F ( p

α
).

3. Дифференцирование оригинала. Если функции f ′(t), f ′′(t), . . .
. . . , f (n)(t) являются оригиналами, то справедливы формулы

f ′(t) ≓ pF (p) − f(0), (7.4)

f (n)(t) ≓ pnF (p) − n

∑
k=1pn−kf (k−1)(0). (7.5)

В этой формуле f(0) = f(+0), f ′(0) = f ′(+0), . . . , f (n−1)(0) =
= f (n−1)(+0) (предел слева у оригинала всегда равен нулю).

В случае когда f(0) = f ′(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0, формула (7.5)
существенно упрощается и принимает вид

f (n)(t) ≓ pnF (p).
Последнее соотношение означает, что дифференцирование оригинала
эквивалентно умножению изображения на p.

Пример 7.4. Найти изображение функции f(t) = sin2 t.

△ Согласно формуле (7.4), имеем f ′(t) ≓ pF (p) − f(0) или

2 sin t cos t ≓ pF (p).
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С другой стороны,

2 sin t cos t = sin 2t ≓ 2

p2 + 4
.

Отсюда, выражая F (p), получим F (p) = 2

p(p2 + 4). Следовательно,

sin2 t ≓ 2

p(p2 + 4) . ▲

4. Интегрирование оригинала. Справедлива формула

t�

0

f(τ)dτ ≓ F (p)
p

. (7.6)

Равенство (7.6) означает, что интегрирование оригинала эквива-
лентно делению изображения на p.

Пример 7.5. Найти изображение функции f(t) =
t�

0

cosωτdτ.

△ Поскольку для подынтегральной функции справедливо соотно-

шение cosωτ ≓ p

p2 +ω2
, то, применяя формулу (7.6), получим

t�

0

cosωτdτ ≓ 1

p2 +ω2
. ▲

5. Дифференцирование изображения. Для любого n имеет место
равенство

F (n)(p) ≓ (−t)nf(t). (7.7)

Пример 7.6. Найти изображение функции f(t) = t2et.

△ Имеем et ≓ 1

p − 1
. Применяя свойство дифференцирования изоб-

ражения, получим

( 1

p − 1
)
′
≓ −tet или

1

(p − 1)2 ≓ tet.
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Далее,

( 1

(p − 1)2)
′
≓ −t(tet) или

2

(p − 1)3 ≓ t2et.

Таким образом,

t2et ≓ 2

(p − 1)3 . ▲

6. Интегрирование изображения. Если функция
f(t)
t

— оригинал,
то справедливо равенство

f(t)
t

≓
∞�
p

F (q)dq, (7.8)

где интеграл следует понимать как lim
ReP→+∞

P�

p

.

Соотношение (7.8) означает, что интегрирование изображения эк-
вивалентно делению оригинала на t.

Пример 7.7. Найти изображение функции f(t) = sin t

t
.

△ В силу того, что sin t ≓ 1

p2 + 1
, в соответствии с формулой (7.8)

получим

sin t

t
≓
∞�
p

dq

q2 + 1
= arctg q∣∞

p
= π
2
− arctgp = arcctgp.

Следовательно,
sin t

t
≓ arcctgp. ▲

Пример 7.8. Найти изображение функций f(t) =
t�

0

sinτ

τ
dτ.

△ Применяя формулу интегрирования оригинала, с учетом преды-
дущего примера получим

t�

0

sinτ

τ
dτ ≓ arcctgp

p
. ▲
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7. Теорема смещения. Для любого комплексного числа λ имеет ме-
сто равенство

eλtf(t) ≓ F (p − λ), (7.9)

т. е. умножению оригинала на eλt соответствует смещение аргумента
изображения на λ.

Пример 7.9. Найти изображение функций

f(t) = eλt sinωt, g(t) = eλt cosωt.

△ Поскольку sinωt ≓ ω

p2 +ω2
, cosωt ≓ p

p2 +ω2
, то в соответствии

с формулой (7.9) получим:

eλt sinωt ≓ ω

(p − λ)2 +ω2
, eλt cosωt ≓ p − λ

(p − λ)2 +ω2
. ▲

Пример 7.10. Найти изображение функции f(t) = tet cos t.

△ Имеем cos t ≓ p

p2 + 1
. Используя свойство дифференцирования

изображения, получим

( p

p2 + 1
)′ ≓ −t cos t или

1 − p2

(p2 + 1)2 ≓ −t cos t.

Отсюда t cos t ≓ p2 − 1

(p2 + 1)2 . Согласно теореме смещения,

tet cos t ≓ (p − 1)2 − 1

[(p − 1)2 + 1]2 . ▲

8. Теорема запаздывания. Для любого положительного τ справед-
ливо соотношение

f(t − τ) ≓ e−τpF (p). (7.10)

Пример 7.11.Найти изображение функции f(t−1) = (t−1)2θ(t−1).
△ Для функции f(t) = 1 применим формулу (7.7):

1 ≓ 1

p
⇒ −t ≓ − 1

p2
⇒ t2 ≓ 2

p3
.
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По теореме запаздывания имеем

(t − 1)2 ≓ 2e−p
p3

. ▲
9. Изображение свертки. Свертке оригиналов

f ∗ g =
t�

0

f(τ)g(t − τ)dτ
соответствует произведение изображений, т. е.

f ∗ g ≓ F (p)G(p). (7.11)

Пример 7.12. Найти изображение функции f(t) =
t�

0

et−τ sinτdτ.
△ Имеем:

et ≓ 1

p − 1
, sin t ≓ 1

p2 + 1
.

В соответствии с формулой (7.11) получим

f(t) ≓ 1

p − 1

1

p2 + 1
. ▲

Пример 7.13. Найти изображение функции

f(t) = { 2t − t2, 0 < t < 2,

0, t > 2.

△ Представим эту функцию следующим образом:

f(t) = (2t − t2)[θ(t) − θ(t − 2)] =
= (2t − t2)θ(t) − (2t − t2)θ(t − 2).

Первое слагаемое имеет изображение

2t − t2 ≓ 2

p2
− 2

p3
.

Найдем изображение второго слагаемого:

(2t − t2)θ(t − 2) = [2((t − 2) + 2) − ((t − 2) + 2)2]θ(t − 2) =

= −(2(t − 2) + (t − 2)2)θ(t − 2) ≓ −e−2p ( 2

p2
+ 2

p3
).
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Таким образом,

f(t) ≓ 2

p2
− 2

p3
+ e−2p ( 2

p2
+ 2

p3
) =

= 2

p2
(1 + e−2p) − 2

p3
(1 − e−2p). ▲

Приведем таблицу изображений некоторых основных функций:

1 1 ≓ 1

p
6 cosωt ≓ p

p2 +ω2

2 tn ≓ n!

pn+1 7 shωt ≓ ω

p2 −ω2

3 eλt ≓ 1

p − λ 8 chωt ≓ p

p2 −ω2

4 tneλt ≓ n!

(p − λ)n+1 9 eλt sinωt ≓ ω

(p − λ)2 +ω2

5 sinωt ≓ ω

p2 +ω2
10 eλt cosωt ≓ p − λ

(p − λ)2 +ω2

7.2. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ЛАПЛАСА К РЕШЕНИЮ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Теорема 7.2 (теорема разложения). Всякая рациональная функ-

ция F (p) = Q(p)
R(p) , у которой степень числителя меньше степени зна-

менателя, является изображением, при этом

f(t) = n

∑
k=1 resp=pk F (p)ept, (7.12)

где p1, p2, . . . , pn — множество полюсов функции F (p).
Если вычислить вычеты в формуле (7.12), то она приобретает сле-

дующий вид:

f(t) = n

∑
k=1

1

(mk − 1)!
dmk−1
dpmk−1[F (p)ept(p − pk)mk]∣

p=pk, (7.13)
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где mk — кратность полюса pk функции F (p). Если все полюсы функ-
ции F (p) простые, то формула (7.13) принимает вид

f(t) = n

∑
k=1

Q(pk)
R′(pk) epkt. (7.14)

Пример 7.14. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = p + 8

p2 + p − 2
.

△ Поскольку функция F (p) имеет полюсы первого порядка p1 = 1,

p2 = −2, то по формуле (7.14) находим

f(t) = [ p + 8

2p + 1
ept]

p=1 + [
p + 8

2p + 1
ept]

p=−2 = 3et − 2e−2t.
Следовательно,

p + 8

p2 + p − 2
≓ 3et − 2e−2t. ▲

Пример 7.15. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = 1 + 2p2

(1 + p2)2 .
△ Функция F (p) имеет полюсы второго порядка p1 = i и p2 = −i.

Применяя формулу (7.13), получим

f(t) = [ 1 + 2p2

(p + i)2 e
pt]
′
p=i + [

1 + 2p2

(p − i)2 e
pt]
′
p=−i =

= ept [ 4pi − 2

(p + i)3 +
(1 + 2p2)t
(p + i)2 ]

p=i + ept [−4pi − 2

(p − i)3 +
(1 + 2p2)t
(p − i)2 ]

p=−i =

= 3

2

eip − e−ip
2i

+ t

2

eip + e−ip
2

= 3

2
sin t + 1

2
t cos t.

Таким образом, окончательно находим

1 + 2p2

(1 + p2)2 ≓
3

2
sin t + 1

2
t cos t. ▲
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Если изображение является правильной рациональной дробью, то
для восстановления оригинала можно использовать и другой способ,
основанный на разложении этой дроби в сумму простейших. При этом
возможны следующие варианты:

1) если знаменатель дроби разлагается на линейные множители
(вообще говоря, с комплексными коэффициентами), то разложение на

простейшие дроби будет содержать лишь простейшие первого
A

p − λ и

второго
A

(p − λ)k , k > 1, типов. В этом случае необходимо воспользо-

ваться свойством линейности преобразования Лапласа и формулами
1–4 таблицы изображений;

2) если знаменатель дроби разлагается на линейные и квадратич-
ные множители с действительными коэффициентами, причем все ком-
плексные корни знаменателя простые, то разложение на простейшие
дроби будет содержать простейшие первого, второго и третьего

Ap +B

(p − λ)2 +ω2
типов. Далее каждую простейшую третьего типа необхо-

димо представить в виде линейной комбинации изображений из фор-
мул 5–8 таблицы изображений и воспользоваться свойством линейно-
сти преобразования Лапласа.

Пример 7.16. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = 1

p3 + 2p2 + p
.

△ Разложим дробь в сумму простейших, применяя метод неопре-
деленных коэффициентов:

1

p3 + 2p2 + p
= 1

p(p + 1)2 =
1

p
− 1

p + 1
− 1

(p + 1)2 .
Используя теперь свойство линейности и формулы 1, 3 и 4 таблицы,
получим

1

p3 + 2p2 + p
≓ 1 − e−t − te−t. ▲

Пример 7.17. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = 4p2 − p

(p + 1)(p2 + 4) .
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△ Разложим дробь на простейшие в множестве действительных
чисел с помощью метода неопределенных коэффициентов:

4p2 − p

(p + 1)(p2 + 4) =
1

p + 1
+ 3p − 4

p2 + 4
= 1

p + 1
+ 3

p

p2 + 4
− 2

2

p2 + 4
.

Используем свойство линейности и формулы 3, 5 и 6 таблицы:

4p2 − p

(p + 1)(p2 + 4) ≓ e−t + 3 cos 2t − 2 sin 2t. ▲

Пример 7.18. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = p

p2 + 4p + 5
.

△ Преобразуем исходную дробь, выделяя в знаменателе полный
квадрат:

p

p2 + 4p + 5
= p + 2 − 2

(p + 2)2 + 1
= p + 2

(p + 2)2 + 1
− 2

1

(p + 2)2 + 1
.

Применяя свойство линейности и формулы 9 и 10 таблицы, получим

p

p2 + 4p + 5
≓ e−2t cos t − 2e−2t sin t. ▲

Отметим, что оригинал часто проще найти используя теорему об
изображении свертки.

Пример 7.19. Найти оригинал f(t) по его изображению

F (p) = 1

p2(p + 1).
△ Применяя теорему об изображении свертки и учитывая, что

1

p2
≓ t,

1

p + 1
≓ e−t,

получим

1

p2(p + 1) ≓
t�

0

τeτ−tdτ = t�

0

τd (eτ−t) = τeτ−t∣t
0
−

t�

0

eτ−tdτ =
= t − eτ−t∣t

0
= t − 1 + e−t. ▲
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Рассмотрим линейное обыкновенное дифференциальное уравнение
n-го порядка с постоянными коэффициентами:

a0x
(n)(t) + a1x

(n−1)(t) + . . . + an−1x′(t) + anx(t) = f(t). (7.15)

Поставим задачу Коши: найти решение уравнения (7.15), удовлетворя-
ющее начальным условиям

x(0) = x0, x′(0) = x1, . . . , x(n−1)(0) = xn−1, (7.16)

где x0, x1, . . . , xn−1 — заданные постоянные, a0 ≠ 0. Предполагая, что
f(t) — оригинал, будем искать решение x(t) задачи (7.15), (7.16) такое,
что x(t) = 0 при t < 0.

Пусть f(t) ≓ F (p), x(t) ≓ X(p). Применяя к обеим частям уравне-
ния (7.15) преобразование Лапласа и используя свойство дифференци-
рования оригинала, в силу условий (7.16) получим

An(p)X(p) −Bn−1(p) = F (p). (7.17)

Здесь An(p) = a0p
n + a1pn−1 + . . .+ an−1p+ an, а Bn−1(p) — известный ал-

гебраический многочлен степени не выше чем n−1. Решая операторное
уравнение (7.17), получим

X(p) = F (p) +Bn−1(p)
An(p) .

Для нахождения искомого решения x(t) задачи (7.15), (7.16) необхо-
димо восстановить по изображению X(p) его оригинал.

Пример 7.20. Найти решение задачи Коши

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x′′ − 4x = 4e2t,

x(0) = x′(0) = 0.

△ Пусть x(t) ≓ X(p). Тогда, согласно свойству дифференцирова-
ния оригинала, с учетом начальных условий получим:

x′(t) ≓ pX(p), x′′(t) ≓ p2X(p).
Кроме того, 4e2t ≓ 4

p − 2
. Переходя к изображениям в исходном уравне-

нии, приходим к операторному уравнению

p2X(p) − 4X(p) = 4

p − 2
.
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Отсюда X(p) = 4

(p + 2)(p − 2)2 . Разложим дробь на простейшие и вос-

становим оригинал с помощью свойства линейности и формул 3 и 4
таблицы изображений:

4

(p + 2)(p − 2)2 =
1

4(p + 2) −
1

4(p − 2) +
1

(p − 2)2 ≓
1

4
e−2t − 1

4
e2t + te2t.

Таким образом, искомое решение имеет вид

x(t) = 1

4
e−2t − 1

4
e2t + te2t. ▲

Пример 7.21. Найти решение задачи Коши

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x′′ − 2x′ + 5x = 0,
x(0) = 1, x′(0) = −3.

△ Пусть x(t) ≓X(p). Тогда
x′(t) ≓ pX(p) − x(0) = pX(p) − 1,

x′′(t) ≓ p(pX(p) − 1) − x′(0) = p2X(p) − p + 3.

Следовательно, операторное уравнение имеет вид

p2X(p) − p + 3 − 2(pX(p) − 1) + 5X(p) = 0,

откуда
X(p) = p − 5

p2 − 2p + 5
.

Для нахождения оригинала выделим в знаменателе дроби полный квад-
рат:

p − 5

p2 − 2p + 5
= p − 1 − 4

(p − 1)2 + 4
= p − 1

(p − 1)2 + 4
− 2

2

(p − 1)2 + 4
.

Используя формулы 9 и 10 таблицы, окончательно получим

x(t) = et cos 2t − 2et sin 2t = et(cos 2t − 2 sin 2t). ▲

Пример 7.22. Решить задачу Коши

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x′′(t) +ω2x(t) = a[θ(t) − θ(t − b)],
x(0) = x′(0) = 0.
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△ По теореме запаздывания найдем операторное уравнение

p2X(p) +ω2X(p) = a [1
p
− e−bp1

p
],

из которого выразим изображение

X(p) = a(1 − e−bp)
p(p2 +ω2) .

По теореме разложения найдем

a

p(p2 +ω2) ≓
a

ω2
− a

ω2
cosωt = 2a

ω2
sin2

ωt

2
,

а по теореме запаздывания —

ae−bp
p(p2 +ω2) ≓

2a

ω2
sin2

ω(t − b)
2

θ(t − b).
Окончательно

x(t) = 2a

ω2
[sin2 ωt

2
θ(t) − sin2

ω(t − b)
2

θ(t − b)]. ▲

Решение систем дифференциальных уравнений с помощью опера-
ционного исчисления производится по той же схеме, что и решение
одного уравнения. Рассмотрим задачу Коши для системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка:

n

∑
j=1(aij

d2xj

dt2
+ bij

dxj

dt
+ cijxj) = fi(t), i = 1, 2, . . . , (7.18)

xj(0) = αj, x′j(0) = βj , j = 1, 2, . . . , n. (7.19)

Обозначим через Xj(p) и Fi(p) изображения функций xj(t) и fi(t) и
от системы (7.18) с учетом (7.19) перейдем к операторной системе

n

∑
j=1(aijp2 + bijp + cij)Xj(p) =

= Fi(p) +
n

∑
j=1[(aijp + bij)αj + aijβj], i = 1, 2, . . . , n. (7.20)
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Решая (7.20) как систему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно Xj(p), находим изображения Xj(p), а затем их оригиналы
xj(t), j = 1, 2, . . . , n. Эти оригиналы и будут давать решение задачи
Коши (7.18), (7.19).

Пример 7.23. Найти решение задачи Коши

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x′′ − y′ = 0,

x − y′′ = 2 sin t,
x(0) = −1, x′(0) = y(0) = y′(0) = 1.

△ Пусть x(t) ≓ X(p), y(t) ≓ Y (p). Используя свойство дифферен-
цирования оригинала, с учетом начальных условий имеем:

x′′(t) ≓ p2X(p) + p − 1, y′(t) ≓ pY (p) − 1, y′′(t) ≓ p2Y (p) − p − 1.

Переходя к изображениям и учитывая, что 2 sin t ≓ 2

p2 + 1
, приходим к

операторной системе

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

p2X(p) + p − 1 − (pY (p) − 1) = 0,

X(p) − (p2Y (p) − p − 1) = 2

p2 + 1

или ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

pX(p) − Y (p) = −1,
X(p) − p2Y (p) = 1 − p − p2 − p3

p2 + 1
.

Решая эту систему относительно X(p) и Y (p), получим:
X(p) = 1 − p

p2 + 1
, Y (p) = 1 + p

p2 + 1
.

По формулам 5 и 6 таблицы изображений находим, что

x(t) = sin t − cos t, y(t) = sin t + cos t. ▲

Пример 7.24. Решить интегральное уравнение

t�

0

eτ−tx(τ)dτ = sin t.
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△ С учетом свойства изображения свертки имеем:

x(t) ≓X(p), e−t ≓ 1

p + 1
,

t�

0

eτ−tx(τ)dτ ≓ 1

p + 1
X(p).

Переходя к изображениям, приходим к операторному уравнению

1

p + 1
X(p) = 1

p2 + 1
,

из которого следует, что

X(p) = p + 1

p2 + 1
= p

p2 + 1
+ 1

p2 + 1
≓ cos t + sin t.

Окончательно получим

x(t) = cos t + sin t. ▲
Пример 7.25. Решить интегральное уравнение

x(t) = et − 2

t�

0

cos(t − τ)x(τ)dτ.
△ Имеем:

x(t) ≓X(p), et ≓ 1

p − 1
,

t�

0

cos(t − τ)x(τ)dτ ≓ p

p2 + 1
X(p).

Переходя к изображениям, приходим к операторному уравнению

X(p) = 1

p − 1
− 2p

p2 + 1
X(p) или X(p) = p2 + 1

(p − 1)(p + 1)2 .

Разложим дробь на простейшие и восстановим оригинал с помощью
формул 3 и 4 таблицы изображений:

p2 + 1

(p − 1)(p + 1)2 =
1

2(p − 1) +
1

2(p + 1) −
1

(p + 1)2 ≓

≓ 1

2
et + 1

2
e−t − te−t = ch t − te−t.

Таким образом, x(t) = ch t − te−t. ▲
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Рассмотрим применение операционного исчисления к решению кра-
евых задач для уравнений с частными производными.

Пример 7.26. Концы струны x = 0 и x = l закреплены жестко.

Начальное отклонение задано равенством u(x, 0) = A sin
πx

l
(0 ⩽ x ⩽ l).

Начальные скорости равны нулю. Найти отклонения u(x, t) при t > 0.
△ Процесс колебаний струны описывается следующим уравнением

с частными производными:

∂2u

∂x2
− 1

a2
∂2u

∂t2
= 0,

с начальными

u(x, 0) = A sin
πx

l
,

∂u(x, 0)
∂t

= 0

и краевыми условиями

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.
Изображение функции u(x, t) по переменной t обозначим U(x, p).
Переходя к изображениям в уравнении, будем иметь:

d2U

dx2
− p2

a2
U = −pA

a2
sin
πx

l
,

U ∣x=0 = U ∣x=l = 0.

Решая уравнение, получим

U(x, p) = C1e
px

a +C2e
−px

a + Ap

p2 + a2π2

l2

sin
πx

l
.

Учитывая краевые условия, найдем

U(x, p) = Ap

p2 + a2π2

l2

sin
πx

l
.

Оригиналом для U(x, p) является функция

u(x, t) = A cos
πat

l
sin
πx

l
,

которая и будет решением поставленной задачи. ▲
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Пример 7.27. Пользуясь формулой

1 − erf
x

2a
√
t
≓ 1

p
e−x

√
p

a ,

где

erf t = 2√
π

t�

0

e−x2

dx

является функцией Лапласа или функцией ошибок, найти операцион-
ным способом решение краевой задачи

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, x > 0, t > 0,

u∣x=0 = u0, u∣t=0 = 0.

△ Применим преобразование Лапласа по переменной t к решению
краевой задачи:

u(x, t) ≓ U(x, p), ∂u

∂t
≓ pU(x, p),

∂2u

∂x2
≓
∞�
0

∂2u

∂x2
e−ptdt = d2

dx2

∞�
0

u(x, t)e−ptdt = d2U

dx2
,

U ∣x=0 = U(0, p) =
∞�
0

u0e
−ptdt = u0

p

и придем к краевой задаче для обыкновенного дифференциального
уравнения второго порядка:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d2U(x, p)
dx2

− p

a2
U(x, p) = 0,

U(0, p) = u0

p
,

причем нужно искать ограниченное в окрестности точки p = ∞ реше-
ние. Таковым решением будет очевидно функция

u(x, p) = u0

p
e−x

√
p

a ≓ u0 (1 − erf
x

2a
√
t
). ▲
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7.3. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ЛАПЛАСА К РАСЧЕТУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
КОНТУРОВ

Рассмотрим интегро-дифференциальные уравнения, которые встре-
чаются при расчете электрических цепей. Вспомним известные в ка-
честве законов Ома соотношения между силой тока i(t), напряжением
на концах элемента цепи u(t) и активным омическим R и реактивны-
ми индуктивным и емкостным сопротивлениями. Соответственно будет
выполняться одно из равенств:

u(t) = Ri(t), u(t) = Ldi(t)
dt

, u(t) = 1

C

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
t�

0

i(τ)dτ + q0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
,

где q0 — начальный заряд на пластинах конденсатора; C — его емкость;
L — индуктивность катушки. Если в этих соотношениях перейти к
изображениям, то получим:

U(p) = RI(p), U(p) = LpI(p) −Li(0), U(p) = 1

Cp
[I(p) + q0].

Если предполагать, что q0 = i(0) = 0, как в случае задачи включения,
то последние формулы будут выглядеть следующим образом:

U(p) = RI(p), U(p) = LpI(p), U(p) = 1

Cp
I(p).

В этой связи говорят, что операторный закон Ома имеет стандартный
вид

U(p) = ZI(p), (7.21)

где Z — операторное сопротивление, которое равно соответственно R,
Lp, 1/(Cp) в случаях активного сопротивления на участке цепи, ка-
тушки индуктивности, конденсатора.

С помощью формулы (7.21) сразу устанавливаем, что при последо-
вательном соединении участков цепи в случае задач включения опера-
торные сопротивления складываются так, что

Z = Z1 +Z2 + . . . +Zn.

В свою очередь, при параллельном соединении элементов склады-
ваются обратные величины так, что

1

Z
= 1

Z1

+ 1

Z2

+ . . . + 1

Zn

.
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Рис. 7.1

Пример 7.28. Постоянная э.д.с. u0

включается в контур, состоящий из после-
довательно соединенных катушки индуктив-
ности L и конденсатора C , шунтированного
омическим сопротивлениемR (рис. 7.1). Най-
ти зависимость тока от времени.

△ Суммарное сопротивление всей цепи

Z = Lp + 1

Cp + 1

R

= LCRp2 +Lp +R

RCp + 1
,

следовательно, операторный ток

I(p) = u0(RCp + 1)
p(LCRp2 +Lp +R) .

Сила тока находится по теореме разложения. Функция имеет простые
полюсы в точках

p1 = 0, p2,3 = − 1

2CR
±
√

1

4R2C2
− 1

LC
.

Если L < 4R2C, то корни p2, p3 комплексно сопряжены и процесс будет
иметь колебательный характер. Сила тока примет вид

i(t) = u0

R
{1 − e−σt [cosωt + ( σ

ω
− R

ωL
) sinωt]},

где

σ = 1

2CR
, ω =

√
1

LC
− 1

4R2C2
.

��

u0

L2

C
L3

i1(t)
i2(t) i3(t)

�
��
��
��
�

�
��
��
��
�

Рис. 7.2

Пример 7.29. При включении ру-
бильника конденсатор C с начальным на-
пряжением u0 разряжается на две парал-
лельно включенные индуктивности L2 и L3

(рис. 7.2). Найти зависимости i1(t), i2(t),
i3(t).

△ Суммарное операторное сопротив-
ление всей цепи

Z = 1

Cp
+ L2L3p

L3 +L2

;
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следовательно, операторный ток I1(p) будет находиться по формуле

I1(p) = u0

1

C
+ L2L3p

2

L2 +L3

= u0

L(p2 +ω2) ;

соответственно сила тока

i1(t) = u0

Lω
sinωt.

Учитывая равенства

i1(t) = i2(t) + i3(t), i2(t)
i3(t) =

L3

L2

,

найдем:

i2(t) = u0

L2ω
sinωt, i3(t) = u0

L3ω
sinωt. ▲

Задачи для самостоятельной работы

Найти изображения по заданным оригиналам:

7.1. f(t) = t sin 5t.

7.2. f(t) = t2 cos 3t.

7.3. f(t) = sin2 t.

7.4. f(t) = e−tt3.
7.5. f(t) = (t + 1) sin 2t.
7.6. f(t) = e−4t sin 3t cos 2t.
7.7. f(t) = t sh 2t.

7.8. f(t) = cos3 t.

7.9. f(t) = tet cos t.

7.10. f(t) = e−t cos2 t.
7.11. f(t) = (t − 1)et.

7.12. f(t) = sin3 t.

7.13. f(t) = et cos t cos 2t.

7.14. f(t) = e−t sin t sin 3t.
7.15. f(t) = ch2 t.

7.16. f(t) = sh2 t.

7.17. f(t) = sin2 t

t
.

7.18. f(t) = sh t

t
.

7.19. f(t) = e−t − 1

t
.

7.20. f(t) =
t�

0

τ2 sinτdτ.
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7.21. f(t) =
t�

0

τ2e−2τdτ.
7.22. f(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
t2, t ⩾ 1,

0, t < 1.

7.23. f(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sin t, t ⩾ π,
0, t < π.

7.24. f(t) =
t�

0

sin(t − τ)eτdτ.

7.25. f(t) =
t�

0

(t − τ)3 cosτdτ.

7.26. f(t) =
t�

0

cos(t − τ) sh τdτ.

Найти оригиналы по заданным изображениям:

7.27. F (p) = 1

p(p − 1)(p − 2) .

7.28. F (p) = 1

p2 + 4p + 3
.

7.29. F (p) = p

(p2 + 1)2 .

7.30. F (p) = p

(p + 1)(p2 + 4) .

7.31. F (p) = 1

p2(p + 1) .

7.32. F (p) = p

(p2 + 1)(p2 + 9) .

7.33. F (p) = 4p + 3

(p − 1)(p2 + 2p + 5) .

7.34. F (p) = p2

(p2 + 1)(p2 + 4) .

7.35. F (p) = p

p3 + 1
.

7.36. F (p) = p

(p2 − 1)2 .

7.37. F (p) = p + 1

p2(p + 2).

7.38. F (p) = p + 2

p(p2 + 4).

7.39. F (p) = p − 1

p3 + 1
.

7.40. F (p) = p + 1

p3 − 1
.

7.41. F (p) = 1

(p2 + 4)2 .

7.42. F (p) = p2

(p2 + 4)(p − 1) .

7.43. F (p) = p

(p − 1)(p2 + 4) .

7.44. F (p) = 1

(p2 + 2p + 2)2 .

7.45. F (p) = 2p + 3

p3 + 4p2 + 5p
.

7.46. F (p) = e−3p
(p − 1)2 .

7.47. F (p) = e−p
(p − 1)(p − 2).

7.48. F (p) = e−p
p2 + 1

.

Решить задачи Коши для дифференциальных уравнений:

7.49. x′′ − 4x = 4, x(0) = −1, x′(0) = 0.
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7.50. x′′ + 4x = 2, x(0) = 0, x′(0) = 4.

7.51. x′′ − 5x′ + 6x = 2et, x(0) = x′(0) = 1.

7.52. x′′′ + x′ = et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

7.53. x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.
7.54. x′′ − x′ = tet, x(0) = x′(0) = 0.
7.55. x′′ + 2x′ − 3x = e−t, x(0) = x′(0) = 0.

7.56. x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = 1, x′′(0) = 0.

7.57. x′′ − x′ = tet, x(0) = x′(0) = 0.
7.58. x′′′ + x′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −2, x′′(0) = 0.

7.59. x′′ − 2x′ = e2t, x(0) = x′(0) = 0.

7.60. x′′ + 2x′ = t sin t, x(0) = x′(0) = 0.

7.61. x′′ + x = 2 sin t, x(0) = 1, x′(0) = −1.
7.62. x′′ − x′ = tet, x(0) = 1, x′(0) = 0.

7.63. x′′ − 2x′ + 10x = 10t2 + 18t + 6, x(0) = 1, x′(0) = 3,2.

7.64. x′′ + 2x′ + 5x = cos t, x(0) = x′(0) = 0.

7.65. x′′ + 3x′ + 2x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 2.

7.66. x′′ + x′ = t2 + 2t, x(0) = 4, x′(0) = −2.
7.67. x′′ − 4x = t − 1, x(0) = x′(0) = 0.

7.68. x′′ − x′ = t2, x(0) = x′(0) = 0.

7.69. x′′ + x′ − 2x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

7.70. x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.

7.71. x′′′ − 6x′′ + 11x′ − 6x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
7.72. x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = 1, x′′(0) = −2.
7.73. { x′′(t) + x(t) = f(t),

x(0) = x′(0) = 0,
где функция f(t) задана на рис. 7.3.

7.74. { x′′(t) + 4x(t) = f(t),
x(0) = x′(0) = 0,

где функция f(t) задана на рис. 7.4
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Рис. 7.4

Решить задачи Коши для систем дифференциальных уравнений:

7.75.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + y = 0,

y′ + x = 0,

x(0) = 1, y(0) = −1.

7.76.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + x′ = y + et,

y + y′ = x + et,

x(0) = y(0) = 1.

7.77.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = −y,
y′ = 2x + 2y,

x(0) = y(0) = 1.

7.78.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ − x − 2y = t,
y′ − y − 2x = t,

x(0) = 2, y(0) = 4.

7.79.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + y′ − y = et,

2x′ + y′ + 2y = cos t,

x(0) = y(0) = 0.

7.80.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + y′ = 0,

y′ − 2y − 2x = 0,

x(0) = 0, y(0) = 1.

7.81.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + x − y = et,

y′ + y − x = et,

x(0) = y(0) = 1.

7.82.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = 3y − x,

y′ = y + x + et,

x(0) = y(0) = 1.

7.83.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = x − y,

y′ = y + x,

x(0) = 1, y(0) = 0.

7.84.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = y − 4x,

y′ = −2x − y,

x(0) = 2, y(0) = 3.

7.85.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = −5x − 2y,

y′ = x − 7y,

x(0) = y(0) = 1.

7.86.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = y − 7x,

y′ = −2x − 5y,

x(0) = 2, y(0) = 0.

7.87.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = 3x + 4y,

y′ = 4x − 3y,

x(0) = 0, y(0) = 1.

7.88.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = y − 7x,

y′ = −2x − 5y,

x(0) = 0, y(0) = −4.
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7.89.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + y′ − y = et,

2x′ + y′ + 2y = cos t,

x(0) = y(0) = 0.

7.90.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x′ − x + y = 3

2
t2,

y′ + 4x + 2y = 4t + 1,

x(0) = y(0) = 0.

7.91.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ + 2x + 2y = 10e2t,

y′ − 2x + y = 7e2t,

x(0) = 1, y(0) = 3.

7.92.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′′ − 3x − 4y + 3 = 0,

y′′ + x + y + 5 = 0,

x(0) = x′(0) = 0,

y(0) = y′(0) = 0.

7.93.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′′ + y − 1 = 0,

y′′ + x = 0,
x(0) = x′(0) = 0,

y(0) = y′(0) = 0.

7.94.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′ = y + z,

y′ = x + z,

z′ = x + y,

x(0) = −1, y(0) = 1,
z(0) = 0.

7.95.
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x′ = y + z − x,

y′ = x + z − y,

z′ = x + y + z,

x(0) = 1,
y(0) = z(0) = 0.

7.96.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′ = x − 2y − 2z,

y′ = 2x + 7y + 5z,

z′ = −2x − 4y − 2z,

x(0) = 0, y(0) = 3,
z(0) = −2.

7.97.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′ = −x + y + z,

y′ = x − y + z,

z′ = x + y − z,

x(0) = y(0) = 2,

z(0) = −1.
Решить операционным методом следующие краевые задачи:

7.98.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, x > 0, t > 0,

u∣x=0 = 0, u∣t=0 = u1.

7.99.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 ⩽ x ⩽ l, t > 0,

u∣x=0 = 0, u∣x=l = 0,

u∣t=0 = 0, u′t∣t=0 = sin 2πx

l
.
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Глава 8

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

8.1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим специальные функции, являющиеся решениями обык-
новенного линейного дифференциального уравнения с переменными
коэффициентами

d

dx
(k(x)dy

dx
) − q(x)y + λρ(x)y = 0, a ⩽ x ⩽ b, (8.1)

где обычно предполагают, что функции k′(x), q(x), ρ(x) непрерывны
на [a, b] и k(x) ⩾ 0, ρ(x) ⩾ 0, q(x) ⩾ 0, x ∈ [a, b]. Общее решение данного
уравнения имеет вид

y(x) = C1y1(x) +C2y2(x), (8.2)

где y1(x) и y2(x) — два линейно независимых частных решения исход-
ного уравнения, C1, C2 — произвольные постоянные.

Теорема 8.1. Если k(x) = (x − a)αu(x), u(a) ≠ 0, α > 0, причем
функция u(x) непрерывна в точке a и в ее окрестности, и если одно
решение уравнения (8.1) ограничено в точке a, то любое другое ре-
шение уравнения (8.1), линейно независимое с y1(x), неограничено в
окрестности точки a.

Эта теорема имеет существенное значение при постановке краевой
задачи для уравнения (8.1), так называемой задачи Штурма – Ли-
увилля, которая формулируется так:

найти те значения параметра λ, при которых существует нетри-
виальное решение уравнения

(k(x)y′)′ − q(x)X + λρ(x)y = 0, a < x < b,
удовлетворяющее некоторым граничным условиям при x = a и x = b,
а также найти эти решения. Нетривиальные решения называются
собственными функциями, а соответствующие им значения λ — соб-
ственными значениями.
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Если, например, k(a) > 0, то граничные условия, как правило, име-

ют вид y∣
x=a = 0 или

dy

dx
∣
x=a = 0. Если же на границе коэффициент k(x)

обращается в нуль, то роль граничного условия играет ограниченность
решения (∣y(a)∣ < ∞). При этом не требуется, чтобы решение или его
производная имели заданное значение в x = a. Условие ограниченности
приводит к тому, что одну из произвольных постоянных, которая стоит
перед неограниченным решением в (8.2), следует положить равной 0.
Если k(a) = k(b) = 0, то условие ограниченности решения записывается
в виде ∣y(a)∣ < ∞, ∣y(b)∣ < ∞. В случае если a = −∞ и/или b = ∞, усло-
вие ограниченности заменяется более слабым требованием: решение на
бесконечности не должно возрастать быстрее, чем конечная степень x.

Собственные значения и собственные функции обладают следую-
щими свойствами.

1. Существует счетное множество собственных значений λ1 < λ2 << λ3 < . . . и соответственно счетное число собственных функций y1(x),
y2(x), y3, . . . .

2. При q ⩾ 0 все собственные значения неотрицательны.

3. Собственные функции ортогональны между собой на отрезке
[a, b] с весом ρ(x), т. е.

b�

a

ρ(x)ym(x)yn(x)dx = ∥yn∥2δmn.

4. Теорема разложимости. Произвольная функция f(x), имеющая
на интервале (a, b) непрерывную первую и кусочно-непрерывную вто-
рую производные, удовлетворяющая следующим граничным услови-
ям: если k(a) = 0, то ∣f(a)∣ < ∞ при 0 ⩽ q < ∞ и f(a) = 0, если
lim
x→a q(x) = ∞, — разлагается в равномерно и абсолютно сходящийся

ряд по собственным функциям yn(x):

f(x) = ∞
∑
n=1 fnyn(x),

fn = 1

∥yn∥2
b�

a

ρ(x)f(x)yn(x)dx.
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8.2. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Дифференциальное уравнение

При решении уравнений математической физики методом разделе-
ния переменных в цилиндрической системе координат часто получает-
ся задача Штурма – Лиувилля вида

1

r

d

dr
(rdR

dr
) + (λ − ν2

r2
)R = 0, 0 < r < b, (8.3)

∣R(0)∣ < ∞, R(b) = 0.

Один из двух параметров, содержащихся в уравнении (8.4), а именно

параметр λ, можно устранить маштабным преобразованием x = √λr.
Проведя замену переменных и положив w(x) = R(r), приходим к диф-
ференциальному уравнению Бесселя порядка ν:

1

x

d

dx
(xdw

dx
) + (1 − ν2

x2
)w = 0

или на комплексной плоскости z:

1

z

d

dz
(zdw

dz
) + (1 − ν2

z2
)w = 0. (8.4)

Любое решение уравнения (8.4) называется цилиндрической функ-
цией, среди которых выделяют следующие функции: Jν(z) — функция
Бесселя первого рода порядка ν, Yν(z) — функция Бесселя второго ро-

да, называемая еще функцией Неймана, H
(1)
ν (z) и H

(2)
ν (z) — функции

Бесселя третьего рода, или функции Ханкеля, причем линейно незави-
симую систему решений образуют следующие функции:

1) Jν(z) и J−ν(z), кроме случая, когда ν — целое;

2) Jν(z) и Yν(z) для всех значений ν;

3) H
(1)
ν (z) и H

(2)
ν (z) при любых ν.

Функции Бесселя первого рода

Функцией Бесселя первого рода порядка ν ограничена в начале
координат и имеет в окрестности точки z = 0 разложение в ряд

Jν(z) =
∞
∑
k=0

(−1)k
Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1) (

z

2
)
2k+ν

, (8.5)

который сходится при любом z.
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Функция Jν(z), как и остальные цилиндрические функции, являет-
ся аналитической функцией во всей комплексной плоскости, разрезан-
ной вдоль отрицательной части действительной оси, а при фиксиро-
ванном z, z ≠ 0, является аналитической функцией параметра ν. Если
ν = n, n ∈ Z, то Jn(z) не имеет особых точек и является аналитической
во всей комплексной плоскости.

Пример 8.1. Используя разложение (8.5), показать, что при нату-
ральных ν = n функции Jn(z) и J−n(z) являются линейно зависимыми.

△ Подставим в ряд (8.5) ν = −n:

J−n(z) = ∞∑
k=0

(−1)k
Γ(k + 1)Γ(k − n + 1) (

z

2
)
2k−n

.

Поскольку отрицательные целые числа являются полюсами гамма-функ-
ции Γ(z), то первые n коэффициентов в полученном ряде равны нулю.
Поэтому, сделав замену k = s + n, получим

J−n(z) = ∞
∑
k=n

(−1)k
Γ(k + 1)Γ(k − n + 1) (

z

2
)2k−n =

= ∞∑
s=0

(−1)s+n
Γ(s + n + 1)Γ(s + 1) (

z

2
)
2s+n

= (−1)nJn(z). ▲
Графики функций Jn(x) для различных n изображены на рис. 8.1.

Рис. 8.1

Функция Бесселя любого порядка имеет бесконечное число нулей:

Jν (μ(ν)i ) = 0, i = 1, 2, . . . .
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Граничное условие Jν(√λb) = 0 определяет бесконечное дискретное
множество параметров λi, выраженное через нули функции Бесселя:

λi = (μ(ν)i /b)2.
Сформулируем основные утверждения относительно нулей.

1. Нули всякой цилиндрической функции простые, кроме, может
быть, z = 0.

2. Все нули цилиндрических функций с индексами ν ⩾ 0 изолиро-
ванные.

3. Все нули функций Бесселя Jν(z) с вещественным индексом
ν > −1 вещественны.

4. Всякая цилиндрическая функция, принимающая вещественные
значения на вещественной оси, имеет бесконечное множество нулей.

5. Нули функций Jν(z), J ′ν(z) и zJ ′ν(z)+hJν(z) с положительным
порядком ν растут с ростом ν.

6. Функции Jν(z) и Jν+1(z) не имеют общих нулей, кроме, может
быть, z = 0.

Теорема 8.2.Система функций Jn
⎛
⎝
μ
(n)
m

b
r
⎞
⎠, где μ

(n)
m суть решения

одного из трех уравнений: Jn(x) = 0, J ′n(x) = 0, xJ ′n(x) + hJn(x) = 0,

ортогональна на отрезке [0, b] с весом r, т. е.

b�

0

Jn
⎛
⎝
μ
(n)
m1

b
r
⎞
⎠Jn

⎛
⎝
μ
(n)
m2

b
r
⎞
⎠ rdr = 0, m1 ≠m2.

∥Jn (μ
b
r)∥

2

= b2

2
([J ′n(μ)]2 + (1 − n2

μ2
) [Jn(μ)]2).

Если граничное условие Jn(μ) = 0, то

∥Jn (μ
b
r)∥

2

= b2

2
[J ′n(μ)]2;

если J ′n(μ) = 0, то

∥Jn (μ
b
r)∥

2

= b2

2
(1 − n2

μ2
) [Jn(μ)]2;
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если μJ ′n(μ) + hJn(μ) = 0, то

∥Jn (μ
b
r)∥2 = b2

2
(1 − n2 − h2

μ2
) [Jn(μ)]2.

Теорема 8.3. Пусть f(r) — произвольная функция, определенная
на отрезке [0, r0] и удовлетворяющая условиям:

1) f(r) — кусочно-непрерывна и имеет конечное число разрывов
первого рода;

2) интеграл
r0�

0

√
r∣f(r)∣dr

имеет конечное значение. Тогда ряд Фурье – Бесселя

∞
∑
k=1 ckJν

⎛
⎝
μ
(ν)
k

b
r
⎞
⎠ , ck = 2

b2J ′ν2(μ(ν)k )
b�

0

f(r)Jν⎛⎝
μ
(ν)
k

b
r
⎞
⎠ rdr,

сходится к 0,5(f(r + 0) + f(r − 0)).
Если же μk является корнем уравнения rJ ′ν(r) + hJν(r) = 0, то к

условиям теоремы добавляется h + ν > 0, и соответствующее разложе-
ние носит имя Дини.

Функция Бесселя второго рода

Функция Бесселя второго рода неограничена в начале координат и
определяется соотношением

Yν(z) = Jν(z) cosπν − J−ν(z)
sinπν

,

причем для целых значений ν

Yn(z) = lim
ν→n Jν(z) cosπν − J−ν(z)

sinπν
.

Раскрывая неопределенность 0/0 по правилу Лопиталя, получим

Yn(z) = 1

π

dJν(z)
dν

∣
ν=n −

(−1)n
π

dJ−ν(z)
dν

∣
ν=n.
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Подставив в эту формулу представление (8.5), имеем разложение

Yn(z) = 2

π
Jn(z) ln z

2
− 1

π

n−1
∑
k=0

(n − k − 1)!
k!

(z
2
)2k−n−

− 1

π

∞
∑
k=0

(−1)k
k!(k + n)! [

Γ′(k + 1)
Γ(k + 1) +

Γ′(n + k + 1)
Γ(n + k + 1) ](

z

2
)2k+n.

Графики функций Yn(x) для различных n изображены на рис. 8.2.

Рис. 8.2

Функции Ханкеля

Функции Бесселя третьего рода или функции Ханкеля определя-
ются соотношениями

H
(1)
ν (z) = Jν(z) + iYν(z), H

(2)
ν (z) = Jν(z) − iYν(z).

Рекуррентные соотношения

Цилиндрические функции удовлетворяют следующим рекуррент-
ным соотношениям:

Zν+1(z) + Zν−1(z) = 2ν

z
Zν(z), (8.6)

Zν+1(z) − Zν−1(z) = −2Z ′ν(z), (8.7)

где в качестве Z могут выступать функции J, Y, H(1), H(2).
Первое рекуррентное соотношение позволяет, в частности, зная функ-

ции Z0(z) и Z1(z), которые могут быть найдены суммированием рядов
(8.5), находить функции Бесселя любого целочисленного порядка про-
стыми алгебраическими операциями.
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Пример 8.2. Вычислить J ′0(z).
△ Из рекуррентного соотношения (8.6) при ν = 0 имеем

J ′0(z) = J−1(z) − J1(z)
2

= −J1(z).
Здесь использован результат примера 8.1, а именно J−1(z) = −J1(z).
Отметим, что для производной функций Бесселя более высокого по-
рядка такого простого соотношения нет. ▲

Пример 8.3.Найти одну из первообразных для функции zνJν−1(z).
△ Если вычесть из первого рекуррентного соотношения второе, то

можно получить
νJν(z) + zJ ′ν(z) = zJν−1(z).

Домножив это выражение на zν−1, имеем
d

dz
[zνJν(z)] = zνJν−1(z), (8.8)

откуда �
zνJν−1(z)dz = zνJν(z). ▲

Производящая функция

Функции Бесселя целого порядка можно получить, разложив про-

изводящую функцию Ψ(t, z) = exp
z

2
(t − 1

t
) в ряд Лорана в кольце

0 < ∣t∣ < ∞:

Ψ(t, z) = exp
z

2
(t − 1

t
) = ∞

∑
n=−∞ tnJn(z). (8.9)

Пример 8.4. С помощью производящей функции получить рекур-
рентные соотношения для Jn(z).

△ Продифференцируем формулу (8.9) по переменной t:

z

2
(1 + 1

t2
) exp z

2
(t − 1

t
) = ∞

∑
n=−∞ntn−1Jn(z).

Заменяя в получившемся выражении производящую функцию на
ряд (8.9) и умножая левую и правую части на t2, получим

z

2

∞
∑

n=−∞ tn+2Jn(z) +
z

2

∞
∑

n=−∞ tnJn(z) =
∞
∑

n=−∞ntn+1Jn(z).
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Проведем замену индекса суммирования в первой сумме n → n − 1, а
во второй — n→ n + 1:

z

2

∞
∑

n=−∞ tn+1Jn−1(z) +
z

2

∞
∑

n=−∞ tn+1Jn+1(z) = ∞
∑

n=−∞ntn+1Jn(z).
Приравнивая коэффициенты при tn+1, имеем

z

2
Jn−1(z) + z

2
Jn+1(z) = nJn(z).

Вторая рекуррентная формула получается аналогичным образом,
только формулу (8.9) следует продифференцировать по z. Все выклад-
ки предлагаем провести самостоятельно. ▲

Пример 8.5. Получить разложения

cos(z sinθ) = J0(z) + 2
∞
∑
n=1J2n(z) cos(2nθ),

sin(z sinθ) = 2
∞
∑
n=0J2n+1(z) cos[(2n + 1)θ].

△ Положим в производящей функции t = eiθ. Тогда

exp
z

2
(eiθ − e−iθ) = exp(iz sinθ) = ∞

∑
n=−∞ einθJn(z). (8.10)

Выделяя действительную часть, получим

cos(z sinθ) = ∞
∑

n=−∞ cosnθJn(z).
Разделяя сумму на три части: n < 0, n = 0, n > 0, заменим в первой n

на −n и учтем результат примера 8.1:

cos(z sinθ) = J0(z) +
∞
∑
n=1((−1)n + 1) cosnθJn(z).

Поскольку (−1)n + 1 равно 2 при четном n и обращается в нуль при
нечетном, то первое разложение установлено.

Второе разложение получается путем выделения мнимой части вы-
ражения (8.10) и проведения аналогичных преобразований. ▲
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Интегральные представления

Одно из наиболее простых интегральных представлений принадле-
жит Пуассону:

Jν(z) = (z/2)ν
Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)

1�

−1(1 − t2)ν−1/2 cos ztdt, Reν > −1
2
.

Другое интегральное представление, справедливое при Re z > 0 и
любом ν, имеет вид

Jν(z) = 1

π

π�

0

cos(z sinθ − νθ)dθ − sinνπ

π

∞�
0

e−z shα−ναdα.
В случае целого ν второе слагаемое равно нулю. Используя эту форму-
лу, можно получить интегральное представление для функции Бесселя
второго рода (Re z > 0):

Yν(z) = 1

π

π�

0

sin(z sinθ − νθ)dθ − 1

π

∞�
0

e−z shα(eνα + e−να cosνπ)dα
и функций Ханкеля:

H
(1)
ν (z) = 1

πi
eνπi/2 ∞�−∞ eiz chu−νudu, Im z > 0,

H
(2)
ν (z) = − 1

πi
eνπi/2 ∞�−∞ e−iz chu−νudu, Im z < 0.

Функции Бесселя полуцелого порядка

Если в ряд (8.5) подставить ν = ±2, то после несложных преобразо-
ваний получим:

J1/2(z) =
√

2

πz

∞
∑
k=0

(−1)k
(2k + 1)!z

2k+1 =
√

2

πz
sin z,

J−1/2(z) =
√

2

πz

∞
∑
k=0

(−1)k
(2k)! z

2k =
√

2

πz
cos z.
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Далее из рекуррентной формулы Jν+1(z) = −Jν−1(z)+ 2ν

z
Jν(z) следует:

J3/2(z) =
√

2

πz
[sin(z − π

2
) + 1

z
cos(z − π

2
)],

J5/2(z) =
√

2

πz
[sin(z − π)(1 − 3

z2
) + 3

z
cos (z − π)].

Многократное применение рекуррентной формулы позволяет получить

Jn+1/2(z) =
√

2

πz
[sin(z − πn

2
)Pn (1

z
) + cos(z − πn

2
)Qn (1

z
)] ,

где Pn (1
z
) — многочлен степени n относительно 1/z, а Qn (1

z
) — мно-

гочлен степени n − 1, причем Pn(0) = 1, Qn(0) = 0.
При решении задач математической физики в сферической системе

координат часто приходят к уравнению

1

z2
d

dz
(z2dw

dz
) + (1 − l(l + 1)

z2
) = 0, l ∈ Z.

Его частными решениями являются сферические функции Бесселя: пер-
вого рода —

jl(z) =
√
π

2z
Jl+ 1

2

(z);
второго рода —

yl(z) =
√
π

2z
Yl+ 1

2

(z);
третьего рода —

h
(1)
l
(z) = jl(z) + iyl(z) =

√
π

2z
H
(1)
l+ 1

2

(z),

h
(2)
l (z) = jl(z) − iyl(z) =

√
π

2z
H
(2)
l+ 1

2

(z).
Асимптотика

Все цилиндрические функции имеют общую асимптотику:

Zν(z) = γsin(z + δ)√
z

+O (z−3/2) , z →∞.
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В частности,

Jν(z) =
√

2π

z
cos(x − π

2
ν − π

4
) +O (z−3/2) , z →∞;

Yν(z) =
√

2π

z
sin(x − π

2
ν − π

4
) +O (z−3/2) , z →∞.

Модифицированные функции Бесселя

Часто в приложениях встречается уравнение

1

x

d

dx
(xdw

dx
) − (1 + ν2

x2
) y = 0. (8.11)

Оно получается, если в уравнении Бесселя перейти от переменной x

к ξ = ix. Решениями этого уравнения являются модифицированные
функции Бесселя

w(x) = C1In(x) +C2Kn(x).
Они связаны с функциями Бесселя следующим образом:

Iν(x) = i−νJν(ix),
Kν(x) = π

2
iν+1H(1)ν (ix).

Функции Kν(x) называются еще функциями Макдоналда. Функ-
ции Iν(x) не ограничены при x → 0, а функции Kν(x) — при x → ∞
(рис. 8.3).

Рис. 8.3
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Пример 8.6. Получить рекуррентные соотношения для модифи-
цированных функций Бесселя.

△ Возьмем соотношение (8.6) для функции Jν(ix):
Jν+1(ix) + Jν−1(ix) = 2ν

ix
Jν(ix).

Поскольку Jν(ix) = iνIν(x), то
iν+1Iν+1(x) + iν−1Iν−1(x) = 2ν

ix
iνIν(x).

Сокращая на iν−1, получим
Iν−1(x) − Iν+1(x) = 2ν

x
Iν(x).

Аналогично получаются соотношения

Iν−1(x) + Iν+1(x) = 2I ′ν(x)
и

Kν−1(x) −Kν+1(x) = −2ν
x
Kν(x),

Kν−1(x) +Kν+1(x) = −2K ′ν(x). ▲

8.3. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

8.3.1. Общие свойства ортогональных многочленов

Определение 8.1. Система многочленов fn(x), где n — степень
многочлена, называется ортогональной на отрезке [a, b] с весом ρ(x)
(ρ(x) ⩾ 0), если

b�

a

ρ(x)fn(x)fm(x)dx = 0, n ≠m; m,n = 0, 1, 2, . . . .

Системы ортогональных многочленов обладают рядом следующих
общих свойств.

1. Дифференциальное уравнение :

g2(x)f ′′n + g1(x)f ′n +αnfn = 0,

где функции g1(x) и g2(x) не зависят от n, а постоянная αn определя-
ется только значением n.
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2. Рекуррентная формула:

fn+1 = (an + xbn)fn − cnfn−1,
где

bn = kn+1
kn

, an = bn (k
′
n+1

kn+1 −
k′n
kn
) , cn = kn+1kn−1

k2n

∥fn∥2
∥fn−1∥2 ,

fn(x) = knx
n + k′nxn−1 + . . . , n = 0,∞;

∥fn∥2 =
b�

a

ρ(x)f 2
n(x)dx.

3. Формула Родрига:

fn(x) = 1

βnρ(x)
dn

dxn
[ρ(x)(g(x))n],

где g(x) — некоторый многочлен от x, не зависящий от n.

8.3.2. Многочлены Лежандра

Многочлены Лежандра Pn(x) удовлетворяют дифференциальному
уравнению Лежандра

(1 − x2)P ′′n − 2xP ′n + n(n + 1)Pn = 0
и являются собственными функциями задачи Штурма – Лиувилля:

d

dx
[(1 − x2)dPn

dx
] + λPn = 0, −1 < x < 1,

λ = n(n + 1),
∣Pn(−1)∣ < ∞, ∣Pn(1)∣ < ∞.

Второе линейно независимое решение уравнения Лежандра имеет ло-
гарифмическую особенность в точках x = ±1.

Все многочлены Лежандра можно вычислить, используя формулу
Родрига:

Pn(x) = 1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n].

Из формулы Родрига следует, что Pn(x) — многочлен степени n, со-
держащий только степени x той четности, что и n, поэтому Pn(−x) == (−1)nPn(x).
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Несколько первых многочленов Лежандра имеют вид (рис. 8.4)

Рис. 8.4

P0 = 1,

P1 = x,

P2 = 3x2 − 1

2
,

P3 = 5x3 − 3x

2
,

P4 = 35x4 − 30x2 + 3

8
,

P5 = 63x5 − 70x3 + 15x

8
.

Производящей функцией многочленов Лежандра является функ-
ция

Ψ(x, t) = (1 − 2xt + t2)−1/2 = ∞
∑
n=0Pn(x)tn. (8.12)

Свойства

1. Полином Лежандра Pn(x) имеет n нулей внутри интервала (−1, 1),
а его производная k-го порядка (k ⩽ n) имеет n − k нулей внутри ин-
тервала (−1, 1) и не обращается в нуль на его концах.

2. Рекуррентные формулы:

(n + 1)Pn+1(x) − x(2n + 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0,

P ′n+1(x) − 2xP ′n(x) +P ′n−1(x) = Pn(x).
3. Ортогональность и норма. Многочлены Лежандра ортогональ-

ны на отрезке [−1, 1] с весом ρ(x) ≡ 1:

1�

−1 Pn(x)Pn(x)dx = ∥Pn∥2δnm,
причем

∥Pn∥2 = 2

2n + 1
.

4. Интегральные представления. Интеграл Лапласа:

Pn(x) = 1

π

π�

0

[x +√x2 − 1 cosϕ]n dϕ.
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Формула Дирихле – Мелера:

Pn(cosθ) = 2

π

π�

0

cos(n + 1

2
)ψ

√
2 cosψ − 2 cosθ

dψ, 0 < θ < π.

5. Асимптотическое представление при больших n:

Pn(cosθ) ∼
n→∞

√
2

πn sinθ
sin [(n + 1

2
)θ + π

4
] , δ ⩽ θ ⩽ π − δ, δ > 0.

6. Разложение функций в ряды по многочленам Лежандра.

Теорема 8.4. Пусть F (x) — произвольная вещественная функ-
ция, кусочно-гладкая на интервале (−1, 1), причем интеграл
1�

−1 F
2(x)dx < ∞. Тогда ряд

∞
∑
k=0 ckPk(x), −1 < x < 1,

где коэффициенты

ck = 2k + 1

2

1�

−1 F (x)Pk(x)dx, k = 0,∞,

сходится к F (x) во всякой внутренней точке интервала (−1, 1), яв-
ляющейся точкой непрерывности этой функции.

Пример 8.7. Используя производящую функцию для многочленов
Лежандра, получить формулу Родрига.

△ Производящая функция Ψ(x, t) = (1− 2xt+ t2)−1/2 аналитична по
t в окрестности нуля, поэтому представима в виде ряда Тейлора:

Ψ(x, t) = ∞∑
n=0Pn(x)tn,

причем коэффициенты Pn(x) могут быть вычислены по формулам

Pn(x) = 1

n!

∂nΨ

∂tn
∣
t=0 = 1

2πi

�

C

Ψ(x, t)dt
tn+1 ,
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где C — любой контур в плоскости t, содержащий начало координат.
Для того чтобы вычислить интеграл, положим

√
1 − 2xt + t2 = 1 − ηt.

Тогда

t = 2 η − x

x2 − 1
, dt = 2

1 − ηt
x2 − 1

dη,

и

Pn(x) = 1

2πi

�

C1

(η2 − 1)ndη
2n(η − x)n+1 ,

где C1 — любой контур в плоскости η, охватывающий точку x. При-
меняя формулу n-й производной интеграла Коши, получим формулу
Родрига для многочленов Лежандра:

Pn(x) = 1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n]. ▲

Пример 8.8. Вычислить квадрат нормы многочленов Лежандра.

△ Воспользуемся рекуррентной формулой

(n + 1)Pn+1(x) − x(2n + 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0,

откуда заменой n→ n − 1 получим

nPn(x) − x(2n − 1)Pn−1(x) + n − 1Pn−2(x) = 0,

или

Pn(x) = x(2n − 1)
n

Pn−1(x) + n − 1

n
Pn−2(x).

Тогда

∥Pn∥2 =
1�

−1 PnPndx = 2n − 1

n

1�

−1 xPnPn−1dx + n − 1

n

1�

−1 PnPn−2dx =

= 2n − 1

n

1�

−1 xPnPn−1dx.
Выражая xPn из того же рекуррентного соотношения, получим

∥Pn∥2 = 2n − 1

2n + 1
∥Pn−1∥2 = 1

2n + 1
∥P0∥2 = 2

2n + 1
. ▲
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Пример 8.9. Найти потенциал электростатического поля систе-
мы N точечных зарядов qi, расположенных в точках с радиус-век-
торами r⃗i, вне области, занятой зарядами.

△ Пусть r⃗ — радиус-вектор точки наблюдения, r — его модуль и
Ri = ∣r⃗ − r⃗i∣, i = 1,N . Для вычисления потенциала найдем

1

Ri

= 1

∣r⃗ − r⃗i∣ =
1√

r2 − 2rri cosθi + r2i

=

= 1

r

1√
1 − 2(ri/r) cosθi + (ri/r)2 , (8.13)

где ri = ∣r⃗i∣, а cosθi — угол между радиус-векторами r⃗ и r⃗i. Если в фор-
муле (8.13) заменить ri/r на t, а cosθi на x, то получится производящая
функция (8.12). Поэтому можно записать

1

Ri

= 1

r

∞
∑
k=0(

ri

r
)
k

Pk(cosθi).

Таким образом, потенциал системы зарядов равен

ϕ = N

∑
i=1

qi

Ri

= N

∑
i=1
∞
∑
k=0

rki
rk+1Pk(cosθi) =

∞
∑
k=0

qik

rk+1 . (8.14)

Разложение (8.14) называют разложением по мультиполям, а коэф-

фициенты qik = N

∑
i=1 qirki Pk(cosθi) — мультипольными моментами. На

больших расстояниях, т. е. при r ≫ max
i=1,N ri, можно ограничиться

несколькими первыми членами разложения (8.14):

ϕ = q

r
+ 3

∑
α=1

pαlα

r2
+ 1

2

3

∑
α,β=1

Qαβlαlβ

r3
+ . . . ,

где l⃗ = r⃗

r
, q = N

∑
i=1 qi — полный заряд системы, вектор p⃗ = N

∑
i=1 qir⃗i — диполь-

ный момент, а тензор Qαβ =
N

∑
i=1 qi[3(r⃗i)α(r⃗i)β−r2i δαβ] — квадрупольный

момент системы зарядов. ▲
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Пример 8.10. Разложить в ряд по многочленам Лежандра функ-
цию f(x) = x3 + x2 + x + 1, −1 ⩽ x ⩽ 1.

△ Разложение полинома степени m в ряд по многочленам Лежанд-
ра, очевидно, будет содержать только те многочлены Лежандра, сте-
пень которых не превышаетm. При этом нет необходимости вычислять
коэффициенты разложения через интегралы. Достаточно в разложе-
нии записать явный вид многочленов Лежандра и приравнять коэф-
фициенты при одинаковых степенях x:

x3 + x2 + x + 1 = 3

∑
k=0 ckPk(x) = c0 ⋅ 1 + c1x + c2

3x2 − 1

2
+ c3

5x3 − 3x

2
;

5

2
c3 = 1,

3

2
c2 = 1, c1 − 3

2
c3 = 1, c0 − 1

2
c2 = 1;

c3 = 2

5
, c2 = 2

3
, c1 = 8

5
, c0 = 4

3
.

Итак,

x3 + x2 + x + 1 = 4

3
P0(x) + 8

5
P1(x) + 2

3
P2(x) + 2

5
P3(x). ▲

Пример 8.11. Разложить в ряд по многочленам Лежандра функ-

цию f(x) = 1√
1 − x

, −1 ⩽ x ⩽ 1.

△ Функция f(x) удовлетворяет условию теоремы 8.4, следователь-
но, ее можно разложить в ряд

1√
1 − x

= ∞∑
k=0 ckPk(x),

где

ck = 2k + 1

2

1�

−1
Pk(x)√
1 − x

dx, k = 0,∞.

Для вычисления интегралов воспользуемся следующим методом. Умно-

жим разложение (8.12) на
1√
1 − x

и проинтегрируем по x в пределах

от −1 до 1:
1�

−1
dx√

1 − x
√
1 − 2xt + t2

= ∞∑
k=0 tk

1�

−1
Pk(x)dx√

1 − x
. (8.15)
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Законность почленного интегрирования ряда в правой части выраже-
ния вытекает из его равномерной сходимости при −1 ⩽ x ⩽ 1. Интеграл
в левой части можно привести к виду

I = 1√
2t

1�

−1
dx√

1 − x
√
b − x

, где b = 1 + t2

2t
,

и применить подстановку Эйлера:

√
1 − x

√
b − x = √x2 − x(b + 1) + b = x + z.

Вычислив

x = b − z2

2z + b + 1
и dx = −2(z + 1)(b + z)

(b + 2z + 1)2 dz,

после несложных преобразований имеем

I = 2√
2t

1+√2√b+1�

−1
dz

2z + b + 1
= 1√

2t
ln[2z + b + 1]∣

1+√2√b+1
−1 .

Принимая во внимание значение b, окончательно получим

I =
√

2

t
[ln(1 + 2

√
t + t) − ln(1 − t)] .

Теперь разложим получившееся выражение в ряд по степеням t:

ln(1 − t) = − ∞∑
k=1

tk

k
,

ln(1 + 2
√
t + t) = 2 ln(1 +√t) = 2

∞
∑
k=1

(−1)k+1tk/2
k

.

Последний ряд разобьем на суммы по четному и нечетному индексу:

ln(1 + 2
√
t + t) = − ∞∑

k=1
tk

k
+ 2

∞
∑
k=0

tk+1/2
2k + 1

.

Таким образом,

I =
√

2

t
[− ∞∑

k=1
tk

k
+ 2

∞
∑
k=0

tk+1/2
2k + 1

+ ∞∑
k=1

tk

k
] = 2

√
2
∞
∑
k=0

tk

2k + 1
.
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Возвратимся к разложению (8.15):

2
√
2
∞
∑
k=0

tk

2k + 1
= ∞∑

k=0 tk
1�

−1
Pk(x)dx√

1 − x
.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t, получим что
1�

−1
Pk(x)dx√

1 − x
= 2

√
2

2k + 1

и
1√
1 − x

= √2
∞
∑
k=0Pk(x).

На рис. 8.5 можно увидеть, насколько быстро найденное разложение
сходится к функции f(x). ▲

Рис. 8.5

8.3.3. Многочлены Эрмита

Многочлены ЭрмитаHn(x) являются собственными функциями за-
дачи

d

dx
[e−x2dHn

dx
] + λe−x2

Hn = 0, −∞ < x < +∞, λ = 2n. (8.16)

При x = ±∞ вместо ограниченности требуется, чтобы решение возрас-
тало не быстрее некоторой степени x.
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Уравнение (8.16) можно переписать в эквивалентной форме:

H ′′n − 2xH ′n + 2nHn = 0. (8.17)

Все многочлены Эрмита могут быть записаны в виде компактной
формулы Родрига:

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2).

Из данной формулы видно, что Hn(x) — многочлен степени n, причем
Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Используя формулу Родрига, несложно получить несколько первых
многочленов Эрмита в явном виде (рис. 8.6):

Рис. 8.6

H0 = 1,

H1 = 2x,

H2 = x2 − 2,

H3 = 8x3 − 12x,

H4 = 16x4 − 48x2 + 12,

H5 = 32x5 − 160x3 + 120x.

Многочлены Эрмита являются коэффициентами в тейлоровском
разложении производящей функции

Ψ(x, t) = e2xt−t2 = ∞
∑
n=0Hn(x) t

n

n!
.

Свойства.
1. Рекуррентные формулы:

H ′n(x) = 2nHn−1(x),
Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0.

2. Ортогональность и норма.
Многочлены Hn ортогональны на всей числовой оси с весом e−x2

:

∞�
−∞ e−x2

Hn(x)Hm(x)dx = δnm∥Hn∥2,
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причем

∥Hn∥2 =
∞�
−∞ e−x2

H2
n(x)dx = 2nn!

√
π.

3. Интегральные представления:

Hn(x) = 2n(−i)nex2

√
π

∞�
−∞ e−t2+2txitndt, n = 0, 1, 2, . . . .

4. Асимптотическое представление при больших n:

Hn(x) ∼
n→∞2

n+1
2 n

n
2 e−n

2 e
x
2

2 cos(√2n + 1x − πn
2
).

5. Разложение функций в ряды по многочленам Эрмита.

Теорема 8.5. Пусть F (x) — произвольная вещественная функ-
ция, кусочно-гладкая на интервале (−∞,∞), причем интеграл∞�
−∞ e−x

2

2 F 2(x)dx < ∞. Тогда ряд
∞
∑
k=0 ckHk(x), −∞ < x < ∞,

где коэффициенты

ck = 1

2kk!
√
k

∞�
−∞ F (x)e−x

2

2 Hk(x)dx, k = 0,∞,

сходится к F (x) во всякой точке интервала x, являющейся точкой
непрерывности этой функции.

Пример 8.12. Исследовать одномерное движение квантовой ча-

стицы массы m во внешнем потенциальном поле U(x) = mω2x2

2
.

Постановка задачи приводит нас к такой физической системе, как
гармонический осциллятор. В квантовой механике стационарное со-
стояние частицы задается волновой функцией ψ(x), которая является
собственной функцией оператора Гамильтона системы:

Ĥψ = Eψ,

[− h̵2

2m

d2

dx2
+U(x)]ψ(x) = Eψ(x). (8.18)
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Величина ∣ψ(x)∣2dx представляет собой вероятность обнаружить ча-
стицу в промежутке [x, x + dx], поэтому волновая функция должна
быть нормирована: ∞�

−∞ ∣ψ(x)∣
2dx = 1.

В нашем случае потенциальная энергия имеет вид

U(x) = mω2x2

2
,

где ω — собственная частота колебаний классического гармонического
осциллятора.

Перепишем уравнение (8.18) в безразмерном виде. Для этого введем
следующие величины:

ξ = x

x0

, x0 =
√

h̵

mω
, λ = 2E

h̵ω
.

Тогда после несложных преобразований получим уравнение

d2ψ

dξ2
+ (λ − ξ2)ψ = 0, −∞ < ξ < +∞.

Данное уравнение заменой ψ(ξ) = e−ξ2/2h(ξ) можно привести к урав-
нению

h′′(ξ) − 2ξh′(ξ) + (λ − 1)h(ξ) = 0,

которое совпадает с уравнением (8.17) и решением которого являют-
ся полиномы Эрмита hn(ξ) = CnHn(ξ) в случае, если λ − 1 = 2n,
n = 0, 1, 2, . . . . Отсюда вытекает, что частица может иметь только дис-
кретный набор значений энергии:

En = h̵ω(n + 1

2
) , n = 0, 1, 2, . . . .

Константу Cn найдем из условий нормировки. Таким образом, волно-
вая функция, соответствующая уровню энергии En, имеет вид

ψn(x) = 1

x0

√
2nn!

√
π
e−x2/2x2

0Hn ( x

x0

). ▲
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8.3.4. Обобщенные многочлены Лагерра

Обобщенные многочлены Лагерра L
(α)
n (x) являются собственными

функциями задачи

d

dx

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
xα+1e−xdL(α)n

dx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ xαe−xλL(α)n = 0, 0 < x < +∞, λ = n,

∣L(α)n (0)∣ < +∞. (8.19)

При x = +∞ вместо ограниченности накладывается условие, чтобы ре-
шение возрастало не быстрее некоторой степени x.

Вычислив производную, уравнение (8.19) можно записать и следу-
ющим образом:

xL
(α)
n

′′ + (α + 1 − x)L(α)n

′ + nL
(α)
n = 0. (8.20)

Все многочлены Лагерра при α > −1 получаются из формулы Род-
рига:

L
(α)
n (x) = ex

x−α
n!

dn

dxn
(e−xxn+α) , n = 0, 1, 2, . . . .

Производящей функцией для обобщенных многочленов Лагерра яв-
ляется функция

Ψ(t, x) = (1 − t)−α−1e− xt
1−t , Ψ(t, x) = ∞

∑
n=0L

(α)
n (x)tn, ∣t∣ < 1.

Свойства

1. Рекуррентные формулы:

(n + 1)L(α)n+1(x) + (x −α − 2n − 1)L(α)n (x) + (n +α)L(α)n−1(x) = 0,
dL
(α)
n (x)
dx

− dL
(α)
n−1(x)
dx

+L
(α)
n−1(x) = 0, n = 1, 2, . . . .

2. Ортогональность и норма. Многочлены Лагерра ортогональны
на промежутке (0,∞) с весом e−xxα:

∞�
0

e−xxαL(α)n (x)L(α)m (x)dx = 0, m ≠ n,
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∥L(α)n ∥2 =
∞�
0

e−xxα [L(α)n (x)]2 dx = Γ(n +α + 1)
n!

.

3. Интегральные представления:

L
(α)
n (x) = exx−α/2

n!

∞�
0

tn+α/2Jα(2√xt)e−tdt, α > −1, n = 0, 1, 2 . . . .

4. Асимптотическое представление при больших n:

L
(α)
n (x) ∼

n→∞ 1√
π
ex/2nα/2−1/4x−α/2−1/4 cos(2√nx − απ

2
− π
4
) .

5. Разложение функций в ряды по многочленам Лежандра:

Теорема 8.6. Пусть F (x) — произвольная вещественная функ-
ция, кусочно-гладкая на интервале (0,∞), причем интеграл∞�
0

e−xxαF 2(x)dx < ∞. Тогда ряд
∞
∑
k=0 ckL

(α)
n (x), 0 < x < ∞,

где коэффициенты

ck = n!

Γ(n +α + 1)
∞�
0

F (x)e−xxαL(α)n (x)dx, k = 0,∞,

сходится к F (x) во всякой точке интервала x, являющейся точкой
непрерывности этой функции.

8.3.5. Таблицы

Помимо рассмотренных многочленов существует ряд других орто-
гональных многочленов, таких как многочлены Якоби, Чебышева (чи-
тается Чебышёв), Гегенбауэра, применение которых можно встретить в
различных задачах математической физики. В табл. 8.1–8.3 приведены
краткие сведения о виде и свойствах данных полиномов (для более по-
дробной информации следует обратится к дополнительной литературе
[1; 30]).
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Таблица 8.1

Классические многочлены

fn(x) Название Интервал ρ(x) ∥fn∥2

Pn(x) Лежандра (−1,1) 1
2

2n + 1

P
(α,β)
n (x) Якоби (−1,1) (1 − x)α ×

×(1 + x)β
Γ(n +α + 1)Γ(n +β + 1)

n!Γ(n +α +β + 1) ×

× 2α +β + 1
2n +α +β + 1

, α > −1, β > −1

Hn(x) Эрмита (−∞,∞) e−x2
√
π2nn!

L
(α)
n Обобщенный

Лагерра
(0,∞) e−xxα

Γ(α + n + 1)
n!

, α > −1

Tn(x) Чебышева
первого рода

(−1,1) (1 − x2)−1/2 {π/2, n ≠ 0,

π, n = 0

Un(x) Чебышева
второго рода

(−1,1) (1 − x2)1/2 π

2

C
(α)
n (x) Гегенбауэра (−1,1) (1 − x2)α−1/2 π21−2αΓ(n + 2α)

n!(n +α)[Γ(α)]2 , α ≠ 0, α > −
1

2

Таблица 8.2

Дифференциальное уравнение

fn(x) g2(x) g1(x) αn

Pn(x) 1 − x2 −2x n(n + 1)
P
(α,β)
n (x) 1 − x2 β −α − (α +β + 2)x n(n +α +β + 1)

Hn(x) 1 −2x 2n

L
(α)
n x α + 1 − x n

Tn(x) 1 − x2 −x n2

Un(x) 1 − x2 −3x n(n + 2)
C
(α)
n (x) 1 − x2 −(2α + 1)x n(n + 2α)
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Таблица 8.3

Формула Родрига

fn(x) βn ρ(x) g(x)
Pn(x) (−1)n2nn! 1 1 − x2

P
(α,β)
n (x) (−1)n2nn! (1 − x)α(1 + x)β 1 − x2

Hn(x) (−1)n e−x2

1

L
(α)
n n! e−xxα x

Tn(x) (−1)n2nΓ(n + 1/2)√
π

(1 − x2)−1/2 1 − x2

Un(x) (−1)n2n+1Γ(n + 3/2)
(n + 1)√π (1 − x2)1/2 1 − x2

C
(α)
n (x) (−1)n2nn!Γ(2α)Γ(α + n + 1/2)

Γ(α + 1/2)Γ(n + 2α) (1 − x2)α−1/2 1 − x2

В таблицах использованы обозначения подп. 8.3.1.

8.4. СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

8.4.1. Присоединенные функции Лежандра

Присоединенная функция Лежандра m-го порядка Pm
l
(x) является

собственной функцией задачи

d

dx
[(1 − x2)dw

dx
] + (λ − m2

1 − x2
)w = 0, −1 < x < 1, (8.21)

∣w(±1)∣ < ∞,

причем собственное значение λ = l(l + 1).
Свойства

1. Присоединенные функции Лежандра связаны с многочленами
Лежандра:

Pm
l (x) = (1 − x2)m/2dmPl(x)

dxm
.

Очевидно P 0
n(x) = Pn(x).
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2. Присоединенные функции Лежандра ортогональны на отрезке
[−1, 1] с весом 1:

1�

−1 P
m
l (x)P ′ml (x)dx = 0, l ≠ l′,

причем

∥Pm
n ∥2 =

1�

−1 [P
m
l (x)]2 dx = 2

2n + 1

(n +m)!
(n −m)! .

8.4.2. Сферические функции

Сферические функции Ylm(θ,ϕ) являются собственными функци-
ями задачи

Δθ,ϕY + λY = 1

sinθ

∂

∂θ
(sinθ∂Y

∂θ
) + 1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0. (8.22)

Y (θ,ϕ) = Y (θ,ϕ + 2π), ∣Y (0,ϕ)∣ < ∞, ∣Y (π,ϕ)∣ < ∞,

причем λ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . . .
Представим частное решение уравнения (8.22) в виде

Ylm(θ,ϕ) = Θm
l (θ)Φm(ϕ).

Функция Φm(ϕ) является собственной функцией задачи

Φ′′ + μ2Φ = 0, Φ(ϕ) = Φ(ϕ + 2π),
которая при μ = ±m, m = 0, 1, 2, . . . имеет следующие линейно незави-
симые решения:

Φm(ϕ) = 1√
2π

eimϕ и Φ−m(ϕ) = 1√
2π

e−imϕ.
Функции Φm, m ∈ Z, ортогональны на отрезке [0, 2π]:

2π�

0

Φm(ϕ)Φ∗m′(ϕ)dϕ = δmm′.

Функции Θm
l (θ) являются собственными функциями задачи

1

sinθ

d

dθ
(sinθdΘ

dθ
) + (λ − m2

sin2 θ
)Θ = 0,
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∣Θ(0)∣ < ∞, ∣Θ(π)∣ < ∞.

Данное уравнение заменой t = cosθ сводится к уравнению (8.21), по-
этому

Θm
l (θ) = ClmP

m
l (cosθ), λlm = l(l + 1).

Константа Clm обычно выбирается такой, чтобы Θm
l (θ) имела единич-

ную норму:

Θm
l (θ) = ((2l + 1)(l −m)!

2(l +m)! )
1/2

Pm
l (cosθ) =

= (−1)l
2ll!

((2l + 1)(l −m)!
2(l +m)! )

1/2
sinm θ

dl+m
dcosθl+m sin2l θ;

π�

0

Θm
l (θ)Θm

l′ (θ) sinθdθ = δll′.
Итак, сферические функции Ylm(θ,ϕ) имеют вид

Ylm(θ,ϕ) = 1√
2π

((2l + 1)(l −m)!
2(l +m)! )

1/2
Pm
l (cosθ)eimϕ,

причем
2π�

0

π�

0

Ylm(θ,ϕ)Yl′m′(θ,ϕ) sinθdθdϕ = δll′δmm′.

В квантовой механике сферические функции являются собственны-
ми функциями одновременно операторов квадрата момента импульса
ˆ⃗
L2 = −h̵2Δθ,ϕ и проекции момента импульса на ось Oz L̂z = −ih̵ ∂

∂ϕ
:

L̂2Ylm = h̵2l(l + 1)Ylm,

L̂zYlm = h̵mYlm.

Приведем несколько первых сферических функций в явном виде:

Y00 =
√

1

4π
;

Y10 =
√

3

4π
cosθ; Y1,±1 = ±

√
3

8π
cosθe±iϕ;
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Y20 =
√

5

16π
(3 cos2(θ) − 1) ; Y2,±1 = −

√
15

8π
cos(θ) sin(θ)e±iϕ;

Y2,±2 =
√

15

32π
sin2(θ)e±2iϕ.

Графики ∣Ylm(θ,ϕ)∣ в сферических координатах для различных зна-
чений l и m приведены на рис. 8.7.

Рис. 8.7

Пример 8.13. Исследовать квантовое движение электрона в поле
протона (атом водорода).

△ Рассмотрим электрон как бесспиновую частицу заряда e мас-

сы m, двигающуюся в центральном поле −e2
r
. Тогда волновая функ-
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ция электрона в стационарном состоянии ψ(r⃗) подчиняется уравнению
Шрёдингера

[− h̵

2m
Δ − e2

r
]ψ = Eψ. (8.23)

Перенесем все слагаемые в правую часть и запишем уравнение в
сферической системе координат:

1

r2
∂

∂r
(r2∂ψ

∂r
) + 1

r2
Δθ,ϕψ + 2m

e
(E + e2

r
) = 0, (8.24)

где

Δθ,ϕ = 1

sinθ

∂

∂θ
(sinθ ∂

∂θ
) + 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Если искать решение этого уравнения в виде

ψ(r,θ,ϕ) = R(r)Ylm(θ,ϕ), l = 0, 1, 2, . . . , m = 0,±1, . . . ,±l,
то, принимая во внимание (8.22), получим уравнение для функции
R(r):

d2R

dr2
+ 2

r

dR

dr
+ [2m

h̵2
(E + e2

r
) − l(l + 1)

r2
]R = 0.

Введем новые безразмерные переменные:

ε = E

E0

, ρ = r

a
, где a = h̵2

me2
; E0 = me4

h̵2
.

Тогда имеем уравнение

d2R

dρ2
+ 2

ρ

dR

dρ
+ [2ε + 2

ρ
− l(l + 1)

ρ2
]R = 0. (8.25)

Далее введем новую неизвестную функцию y(ρ) = √
ρR(ρ). Под-

становка в уравнение (8.25) дает

d2y

dρ2
+ 1

ρ

dy

dρ
+ [2ε + 2

ρ
− s2

4ρ2
] y = 0, (8.26)

где обозначено s = 2l + 1. Наконец, проведем окончательную замену
переменной и параметра

2ε = − 1

ν2
, ρ = ν

2
x
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и придем к уравнению

x
d2y

dx2
+ dy

dx
+ (ν − x

4
− s2

4x
) y = 0. (8.27)

Подстановка
y(x) = xs/2e−x/2f(x)

приводит к уравнению

xf ′′ + (1 − s − x)f ′ + (ν − s + 1

2
)f = 0,

которое является дифференциальным уравнением для обобщенных мно-
гочленов Лагерра (8.20). Нетривиальные решения этого уравнения су-
ществуют при

ν − s + 1

2
= nr, nr = 0, 1, 2, . . . ,

или при

ν = n = nr + s + 1

2
= nr + l + 1, n = 1, 2, . . . .

Таким образом, энергия электрона в атоме водорода принимает дис-
кретные значения

εn = − 1

2n2
или E = − me4

2h̵2n2
.

Функция y(x) принимает вид

ynr
(x) = xs/2e−x/2L(s)nr

(x),
и тогда радиальная функция равна

Rnl(ρ) = Cn (2ρ
n
)
l

e−ρ/nL(2l+1)
n−l−1 (2ρn ),

где коэффициент Cn выбирается так, чтобы волновая функция была
нормирована на 1:

2π�

0

dϕ

π�

0

sinθdθ

∞�
0

ψ(r,θ,ϕ)r2dr = 1.
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Учитывая нормировку сферических функций, окончательно получим

Rnl(ρ) = (2
n
)
3/2
((n − l − 1)!
2n(n + l)! )

1/2
(2ρ
n
)
l

e−ρ/nL(2l+1)
n−l−1 (2ρn ).

Таким образом, собственной функцией исходной задачи является

ψnlm(r,θ,ϕ) = Rnl (r
a
)Ylm(θ,ϕ),

n = 1, 2, . . . , l = 0, 1, . . . , n − 1, m = 0,±1, . . . ,±l.
Число n называется главным квантовым числом, l — орбитальным
квантовым числом, m — магнитным квантовым числом. Поскольку
энергия электрона зависит только от главного квантового числа, то
число собственных функций, соответствующих данному уровню энер-
гии, равно

n−1
∑
l=0

l

∑
m=−l 1 =

n−1
∑
l=0(2l + 1) = n2.

В этом случае говорят, что уровень энергии имеет вырождение крат-
ности n2.

Конечно, рассмотренная система является простейшей моделью ато-
ма водорода. При учете спина электрона и других явлений вырождение
с уровней энергии снимается. Также мы рассмотрели только случай,
когда E < 0. При E > 0 энергетический спректр является сплошным, и
в этом случае электрон уже не связан с протоном (подробности можно
найти в специальной литературе, например в [22; 23]). ▲

Материал данной главы, несомненно, является лишь верхушкой
айсберга специальных функций. В рамках данной книги нет возможно-
сти охватить все известные специальные функции, вывести различные
их свойства и представления, а также рассмотреть приложения. Поэто-
му желающим найти более подробную информацию предлагаем обра-
титься к специальной литературе, которой в настоящее время довольно
много [3–5; 8; 18; 30]. Найти приложение специальных функций к реше-
нию различных задач математической физики можно в [2; 18; 26; 27; 33].
Для справочной информации используйте [1; 39].
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Задачи для самостоятельной работы

8.1. Доказать равенство
d

dz
[z−νJν(z)] = −zνJν+1(z).

8.2. Вывести рекуррентную формулу

z�

0

tμJν(t)dt = zμJν+1(z) − (μ − ν − 1)
z�

0

tμ−1Jν+1(t)dt.

Получить следующие разложения:

8.3. cos(z cosθ) = J0(z) + 2
∞
∑
n=1(−1)nJ2n(z) cos(2nθ).

8.4. sin(z cosθ) = 2
∞
∑
n=0(−1)nJ2n+1(z) cos[(2n + 1)θ].

8.5. 1 = J0 + 2J2(z) + 2J4(z) + 2J6(z) + . . . .

8.6. cos z = J0 − 2J2(z) + 2J4(z) − 2J6(z) + . . . .

8.7. cos z = 2J1 − 2J3(z) + 2J5(z) − . . . .

8.8. Jn(2z) =
∞
∑

k=−∞Jk(z)Jn−k(z).
8.9. Найти общее решение дифференциального уравнения

x
d2y

dx2
+ dy

dx
+ y = 0.

8.10. Получить интегральное представление

Jn(z) = 1

2π

π�

−π e
i(nθ−z sinθ)dθ.

8.11. Получить интегральное представление

J2
n(z) = 1

π

π�

0

J2n(2z sinθ)dθ.

8.12. Показать, что все корни уравнения Pn(x) = 0 вещественны и
лежат в интервале (−1, 1).
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8.13. Показать, что все корни уравнения Hn(x) = 0 вещественны.

8.14. Доказать формулу Pn(x) =
[n
2
]

∑
k=0

(−1)k(2n − 2k)!
2nk!(n − k)!(n − 2k)!x

n−2k.

8.15. Доказать формулу Hn(x) =
[n
2
]

∑
k=0

(−1)k(n)!
k!(n − 2k)!(2x)

n−2k.
8.16. Доказать формулу L

(α)
n (x) = n

∑
k=0

Γ(n +α + 1)
Γ(k +α + 1)

(−x)k
k!(n − k)! .

8.17. Доказать неравенство

∣Pn(x)∣ < ( 2

πn
)
1/2
(1 − x2)−1/4, −1 ⩽ x ⩽ 1; n = 1, 2, . . . .

8.18. Доказать формулу

1√
1 − t2

exp(2x2t

1 + t
) = ∞

∑
n=0

H2
n(x)
2nn!

tn, ∣t∣ < 1.

8.19. Вычислить:

a)

∞�
−∞ e−x2

H2
n(x)dx; б)

∞�
−∞ e−x2

H2
n(x)x2dx; в)

∞�
−∞ e−2x2

H2
n(x)dx.

8.20. Доказать формулу Успенского

L
(α)
n (x) = (−1n)Γ(n +α + 1)

√
πΓ(α + 1

2
) (2n)!

1�

−1(1 − t2)α−1/2H2n(t√x)dt, α > −1
2
.

С помощью производящей функции получить разложения:

8.21. et
2

cos 2tx = ∑
n=0

(−1)nH2n(x)
(2n)! tn.

8.22. et
2

sin 2tx = ∑
n=0

(−1)nH2n+1(x)
(2n1+)! tn.

8.23. Hp(x cosα + y sinα) = p!
p

∑
n=0

Hn(x)
Hp−n(y)n!(p − n)! cosnα sinp−nα.
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8.24. L
(α+β+1)
p (x + y) =

p

∑
n=0L

(α)
n (x)L(β)p−n(y).

8.25. L
(0)
p (x2 + y2) = (−1)p

22p

p

∑
n=0

H2n(x)H2p−2n(y)
n!(p − n)! .

Ответы и указания

8.1. Указание: использовать рекуррентные соотношения. 8.2. Указание: вос-

пользоваться формулой (8.8) и проинтегрировать по частям. 8.9. C1J0(2√x) +
+C2Y0(2√x). Указание: ввести новую переменную r = √x. 8.10. Указание: умно-

жить соотношение (8.9) на t−n−1 и проинтегрировать по единичной окружности

с центром в начале координат на комплексной плоскости t в направлении про-

тив часовой стрелки. 8.11. Указание: воспользоваться результатом примера 8.10.

8.12. Указание: применить теорему Ролля. 8.17. Указание: простое доказательство

можно найти в [28]. 8.18. Указание: рассмотреть сумму
∞
∑
n=0

Hn(x)Hn(y)
2nn!

tn и вос-

пользоваться интегральным представлением. 8.19. а) 2nn!
√
π; б) 2nn!

√
π(n + 1

2
);

в) 2n−1/2Γ(n + 1

2
). Указание: воспользоваться результатом задачи 8.18 и методом

примера 8.11. 8.20. Указание: воспользоваться равенствами из примеров 8.15 и

8.16.



Глава 9

ОСНОВЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО
АНАЛИЗА

9.1. МНОЖЕСТВА И ФУНКЦИИ

Множество и функция считаются основными понятиями математи-
ки. Задать множество — это значит указать, из каких элементов оно
состоит. Если a является элементом множества A, то пишут a ∈ A.
Равенство множеств A и B означает, что они состоят из одних и тех
же элементов. Для этого достаточно показать, что каждый элемент
множестваA принадлежитB (A ⊂ B), и обратно, каждый элемент мно-
жества B принадлежит A (B ⊂ A).

Над множествами А и В можно производить следующие операции:
объединение (A⋃B), пересечение (A⋂B), разность (A/B). Объеди-
нение состоит из всех элементов, которые принадлежат хотя бы од-
ному из множеств. Пересечение состоит из всех элементов, которые
принадлежат каждому из множеств. Разность (A/B) состоит из всех
элементов множества А, которые не принадлежат множеству В.

Декартовым произведением множеств А и В называется множе-
ство всех пар (a, b), где a ∈ A; b ∈ B. Обозначение для такого про-
изведения: A × B. Например, произведение отрезков Π = [a, b] × [c, d]
является прямоугольником.

Пусть даны два множества: X и Y. Будем говорить, что задана
(однозначная) функция f с областью определения X, если каждому
элементу x множества X соответствует единственный элемент y мно-
жества Y. Множество X называется областью определения функции.
Обозначения для функции:

y = f(x), f ∶X → Y.

Напомним некоторые термины. Функция называется накрытием
(сюръекцией), если f(X) = Y. Функция называется вложением (инъ-
екцией), если x1 ≠ x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2). Функция f ∶ X → Y называет-
ся взаимно однозначной (биекцией), если она одновременно является
сюръекцией и инъекцией.
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Конечные множества часто задают перечислением элементов в фи-
гурных скобках. Такие множества можно сравнивать по количеству
элементов. Бесконечные множества можно сравнивать по мощности
(«размеру», «объему»).

Определение 9.1.ДвамножестваX иY называютсяравномощ-
ными (эквивалентными), если существует биекция f ∶X → Y.

Простейшее из бесконечных множеств — это множество N нату-
ральных чисел. Эквивалентные ему множества называются счетны-
ми. Счетные множества самые малые по мощности, что вытекает из
следующего результата.

Теорема 9.1. Всякое бесконечное множество A имеет счетное
подмножество.

Основные свойства счетных множеств

1. Объединение конечного множества счетных множеств счетно.

2. Объединение счетного множества счетных множеств счетно.

3. Объединение счетного множества непустых конечных множеств
счетно.

З ам е ч а н и е 9.1. Бесконечное множество может быть эквивалент-
но своей части. Например, множество натуральных чисел N эквива-
лентно множеству четных чисел (n↔ 2n).

З ам е ч а н и е 9.2. Для двух бесконечных множествA и B возможны
только три случая:

1) множества A и B являются эквивалентными;

2) множество A эквивалентно части множества B, а множество B

не эквивалентно никакой части множества A;

3) множество A эквивалентно части множества B, а также множе-
ство B эквивалентно части множества A.

В первом случае говорят, что множества A и B имеют одинако-
вую мощность (равномощны). Во втором случае говорят, что мощность
множества A меньше мощности множества B (мощность множества B

больше мощности множества A).
Интересно, что в третьем случае множества A и B равномощны,

ибо справедливо следующее утверждение.

Теорема 9.2 (Кантора – Бернштейна). Если множество экви-
валентно части множества B, а B эквивалентно части множест-
ва A, то оба этих множества равномощны.
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З ам е ч а н и е 9.3. Докажем, что множество точек отрезка [0, 1], а
тогда и множество действительных чисел несчетно. Предположим про-
тивное. Пусть все точки отрезка [0, 1] можно занумеровать. Тогда эти
точки образуют последовательность (xn)n∈N. Разделим отрезок [0, 1]
на три части: [0, 1

3
], [1

3
,
2

3
], [2

3
, 1]. Очевидно, что один из таких от-

резков не содержит точку x1. Обозначим этот отрезок через I1. Далее,
обозначим через I2 ту из трех равных частей отрезка I1, на которой
нет точки x2. Таким образом мы построим последовательность стяги-
вающихся отрезков I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . ., где xn ∉ In. Из теоремы о
стягивающихся отрезках следует, что существует точка y, принадлежа-
щая всем отрезкам (In)n∈N. Значит, точка y не совпадает ни с одной из
точек последовательности (xn). Итак, нельзя занумеровать все точки
отрезка [0, 1].

Определение 9.2.Мощность множества действительных чисел
называют мощностью континуума .

Мощность континуума имеют, например, следующие множества: от-
резок, интервал, множество точек плоскости.

Нам понадобится одно интересное числовое множество.

Канторово множество

Это множество является подмножеством отрезка [0, 1]. Оно строит-
ся следующим образом. Вначале из отрезка [0, 1] выбрасываем интер-

вал (1
3
,
2

3
) (среднюю часть из трех третей исходного отрезка). Затем

из двух оставшихся отрезков [0, 1
3
] и [2

3
, 1] выбрасывается средняя

третья часть, т. е. удаляем интервалы (1
9
,
2

9
) и (7

9
,
8

9
). Далее удаляем

среднюю третью часть из оставшихся отрезков [0, 1
9
], [2

9
,
1

3
], [2

3
,
7

9
],

[8
9
, 1]. Такой процесс удаления средней третьей части оставшихся от-

резков продолжается неограниченно. В результате получим замкнутое
множество, которое и называют канторовым множеством. Заметим,
что сумма длин выброшенных интервалов равна сумме бесконечной
геометрической прогрессии

1

3
+ 2

9
+ 4

27
+ . . . + 2n−1

3n
+ . . . = 1.
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З ам е ч а н и е 9.4. Если числа из отрезка [0, 1] записывать в тро-
ичной системе счисления (после запятой последовательность из нулей,
единиц и двоек), то элементы канторова множества не содержат еди-
ниц в троичной записи. Поскольку существует биекция канторова мно-
жества и множества чисел отрезка [0, 1] в двоичной записи (двойке
соответствует единица), то канторово множество имеет мощность кон-
тинуума.

Пример 9.1. Доказать, что существует взаимно однозначное соот-
ветствие между множеством N натуральных чисел и множеством всех
рациональных чисел отрезка [0, 1].

△ Рассмотрим несократимую дробь
p

q
из отрезка [0, 1]. Весом дро-

би назовем сумму p + q. Расположим рациональные числа в порядке
возрастании их веса; если одинаковый вес имеют несколько чисел, то
располагаем их в порядке возрастания. Получим следующую последо-
вательность:

0, 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
2

3
,
1

5
,
1

6
,
2

5
,
3

4
,
1

7
,
3

5
,
1

8
, . . . .

В этой последовательности содержатся все рациональные числа из от-

резка [0, 1]. Каждое число имеет номер n. Например, дробь
2

3
имеет

номер n = 6. Итак, нужное взаимно однозначное соответствие установ-
лено. ▲

Пример 9.2. Доказать, что открытый квадрат K = (0, 1) × (0, 1)
имеет мощность континуума.

△ Пусть точка (x, y) принадлежит квадрату K. Запишем коорди-
наты x, y в виде десятичных дробей, не имеющих девятки в периоде:

x = 0,m1m2m3 . . . ,

y = 0, n1n2n3 . . . .

Теперь поставим в соответствие этой паре координат точку

t = 0,m1n1m2n2m3n3 . . .

интервала (0, 1). Таким образом, установлено взаимно однозначное со-
ответствие между квадратом K и подмножеством интервала (0, 1).
Теперь легко найти взаимно однозначное соответствие между интерва-
лом (0, 1) и подмножеством квадрата K. Значит, по теореме Кантора –
Бернштейна интервал (0, 1) и квадрат K равномощны. ▲
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Пример 9.3. Докажем, что множество точек любого отрезка [a, b]
эквивалентно множеству точек отрезка [0, 1].

△ Рассмотрим функцию f(x) = a+ (b − a)x. Эта функция является
взаимно однозначным соответствием между отрезками [0, 1] и [a, b].
Значит, эти отрезки равномощны. ▲

З ам е ч а н и е 9.5. Аналогично можно показать, что любые два ин-
тервала эквивалентны. Тогда из теоремы Кантора — Бернштейна сле-
дует, что множества точек любого интервала и отрезка равномощны,
так как частью интервала является отрезок, а частью отрезка — ин-
тервал.

Пример 9.4. Доказать, что любой интервал равномощен множе-
ству R всех действительных чисел.

△ Функция y = ctgπx − a

b − a
устанавливает взаимно однозначное соот-

ветствие между интервалом (a, b) и множеством всех действительных
чисел. ▲

Пример 9.5.Докажем, что множество точек квадратаK = (−1, 1)×
×(−1, 1) эквивалентно множеству точек плоскости R2.

△ Пусть точка (x, y) ∈K, а точка (u, v) ∈ R2. Взаимно однозначное

соответствие установим следующим образом: u = tg
π

2
x, v = tg

π

2
y. ▲

9.2. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Термин «пространство» в математике встречается довольно часто.
Обычно это множество (чисел, функций) с дополнительной структу-
рой. Основными пространствами, которые нам нужны, будут метриче-
ские и нормированные пространства.

Определение 9.3.Множество X (точнее, пару (X,ρ)) будем на-
зывать метрическим пространством, если задана функция
ρ ∶X ×X → R, обладающая (∀xk ∈X) свойствами:

1. ρ(x1, x2) ⩾ 0, ρ(x1, x2) = 0⇔ x1 = x2;

2. ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1);
3. ρ(x1, x3) ⩽ ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3).
В этом случае элементы xk множества X называют точками,

а функцию ρ — расстоянием между точками или метрикой этого
пространства.
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Пространство Rm. Точками (векторами) арифметического евкли-
дова пространства Rm называют упорядоченные наборы m действи-
тельных чисел (x1, x2, . . . , xm) = x. Метрику в этом пространстве можно
вводить разными способами. Мы будем использовать в X = Rm следу-
ющие метрики:

1) ρ(x, y) =
√

m∑
k=1 (xk − yk)2 ≡ ∣x − y∣;

2) ρ1(x, y) = max
k=1...m ∣xk − yk∣;

3) ρ2(x, y) = m∑
k=1 ∣xk − yk∣.

Здесь y = (y1, y2, . . . , ym). Проверка условий, которым удовлетворяет
каждая метрика, предоставляется читателю. Понадобится только важ-
ное неравенство (неравенство Коши — Буняковского)

( m

∑
k=1akbk)

2

⩽ m

∑
k=1a2k

m

∑
k=1 b2k,

которое следует из тождества

( m

∑
k=1a2k)(

m

∑
k=1 b2k) − (

m

∑
k=1akbk)

2

≡ m

∑
i,j=1
i<j

(aibj − ajbi)2 ⩾ 0.

Пространство C[a,b]. Обозначим символом C[a, b] множество,
состоящее из всех непрерывных функций на отрезке [a, b] с метрикой

ρ(f1, f2) = max
x∈[a,b] ∣f1(x) − f2(x)∣.

Теперь множество непрерывных функций будет метрическим простран-
ством. Точками пространства C[a, b] являются непрерывные функции.

Приведем несколько определений, которые имеют отношение к мет-
рическим пространствам.

Определение 9.4. Множество всех точек x ∈ X, удовлетворяю-
щих неравенству ρ(x, a) < δ, называется шаром с центром в точ-
ке a и радиусом δ или δ-окрестностью точки a. Обозначение:
Uδ(a).

Определение 9.5.Точка a называется внутреннейточкой мно-
жества M, если найдется δ-окрестность точки a, принадлежащая
множеству M. Точку a называют внешней точкой множества M,
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если найдется δ-окрестность точки a, не принадлежащая множе-
ству M. Точка, которая не является ни внутренней, ни внешней,
называется граничной точкой множества.

Определение 9.6. Точка a называется предельной точкой мно-
жества M, если любая δ-окрестность точки a содержит
точку x ∈M,x ≠ a.

Определение 9.7. Множество M называется ограниченным,
если найдется шар, содержащий это множество.

Определение 9.8.МножествоM называется открытым, если
каждая точка этого множества является его внутренней точкой.

Определение 9.9. Множество называется замкнутым, если
оно содержит все свои граничные точки.

Определение 9.10. Множество M замкнуто тогда и только
тогда, когда оно содержит все свои предельные точки.

Определение 9.11. Множество M называется связным, если
при любом разбиении его на два непустых непересекающихся подмно-
жества M1,M2 они будут иметь общую граничную точку, принад-
лежащую M , которая является предельной для множеств M1 и M2.

Определение 9.12. Открытое связное множество называется
областью.

Определение 9.13. Замкнутое и ограниченное множество назы-
вается компактом.

Определение 9.14.Последовательность точек (xn) метрическо-
го пространства называется сходящейся к точке a, если для каж-
дого δ > 0 в окрестность Uδ(a) не попадает только конечное множе-
ство точек последовательности.

Определение 9.15.Последовательность точек (xn) метрическо-
го пространства называется фундаментальной, если ρ(xn, xm) → 0

при n,m→∞.
З ам е ч а н и е 9.6. Из неравенства треугольника следует, что всякая

сходящаяся последовательность будет фундаментальной. Есть метри-
ческие пространства, в которых обратное утверждение неверно.

Определение 9.16.Метрическое пространство называется пол-
ным, если всякая фундаментальная последовательность в нем схо-
дится к некоторой точке этого пространства.

З ам е ч а н и е 9.7. Пространства Rm и C[a, b] являются полными
метрическими пространствами, а пространство Q рациональных чисел
не полное.
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Пример 9.6. Является ли метрическим пространством множество
всех действительных чисел, если под расстоянием между числами x и
y принять

ρ(x, y) = sin2(x − y)?
△ Поскольку из равенства ρ(x, y) = sin2(x−y) = 0 следует не только

x = y, но и x = y + πk, то первое свойство метрического пространства
не имеет места. Значит, с данной метрикой R не будет метрическим
пространством. ▲

Пример 9.7. Является ли метрическим пространством множество
всех действительных чисел, если под расстоянием между числами x и
y принять

ρ(x, y) = ∣arctg(x − y)∣?
Будет ли это пространство полным?

△ Первое свойство метрического пространства выполняется, так
как равенство ∣arctg(x − y)∣ = 0 равносильно равенству x = y. Второе
свойство очевидно. Третье свойство имеет вид

∣arctg(x − y)∣ + ∣arctg(y − z)∣ ⩾ ∣arctg(x − z)∣.
Если обозначить x−y = u, y−z = v, то достаточно доказать неравенство

arctgu + arctg v ⩾ arctg(u + v), u ⩾ 0, v ⩾ 0.

Рассмотрим функцию

f(x) = arctg(x + a) − arctgx − arctga, x ⩾ 0, a ⩾ 0.

Осталось доказать, что функция f(x) убывает, ибо f(0) = 0. Поскольку

f ′(x) = 1

1 + (x + a)2 −
1

1 + x2
⩽ 0,

то третье свойство справедливо. Отметим, что данное пространство с
метрикой ρ(x, y) = ∣arctg(x − y)∣ будет полным пространством. ▲

9.3. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Понятие модуля (длины) вектора может быть обобщено на линей-
ные (векторные) пространства.
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Определение 9.17. Линейное пространство E называется нор-
мированным, если любому вектору x ∈ E поставлено в соответ-
ствие число ∥x∥, называемое нормой вектора x, причем выполняются
следующие аксиомы (истинные для всех x, y ∈ E и каждого числа α):

1) ∥x∥ > 0 при x ≠ 0, ∥0∥ = 0;

2) ∥αx∥ = ∣α∣ ⋅ ∥x∥;
3) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.
Норма порождает в линейном пространстве E метрику

ρ(x, y) = ∥x − y∥.
Поэтому нормированное пространство можно рассматривать как мет-
рическое, с указанной метрикой. Полные нормированные пространства
называются банаховыми пространствами.

Пространства Rm, m = 1, 2, . . . , с нормой ∥x∥ = ( m∑
k=1x2

k)
1/2

являются

банаховыми пространствами.
Примером банахова пространства будет пространство непрерывных

функций C[a, b] с нормой ∥f∥ = max
x∈[a,b] ∣f(x)∣.

Важный частный случай банахова пространства рассмотрен в сле-
дующем разделе.

9.4. ГИЛЬБЕРТОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Пространство Rn состоит из векторов (x1, . . . , xn) и имеет конеч-
ную размерность. Естественным обобщением таких пространств явля-
ется бесконечномерное пространство R∞, состоящее из векторов ви-
да x = (x1, x2, . . . , xn, . . .), имеющих бесконечное множество компонент.
Правда, такое широкое пространство будет не совсем удобным. Лучше
сузить это пространство и оставить в этом бесконечномерном простран-
стве только те векторы, длина которых ограничена, т. е. ряд

∞
∑
k=1x2

k = x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n + . . . =∶ ∥x∥2

должен сходиться. Множество (пространство) всех таких векторов обо-
значают символом l2. Это пространство является одним из двух глав-
ных примеров гильбертовых пространств (т. е. бесконечномерных ев-
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клидовых пространств). В этом пространстве есть скалярное произве-
дение двух векторов x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) и y = (y1, y2, . . . , yn, . . .). Оно
имеет вид

x ⋅ y ≡ ⟨x, y⟩ = x1y1 + . . . + xnyn + . . . .

Из неравенства ∣x ⋅ y∣ ⩽ ∥x∥ ∥y∥ следует, что скалярное произведение все-
гда определено в пространстве l2, и можно ввести косинус угла между
векторами этого пространства:

cos (x̂, y) = x ⋅ y
∥x∥ ∥y∥ .

Если скалярное произведение равно нулю, то векторы x и y называются
ортогональными.

Вторым важным примером гильбертова пространства является про-
странство функций, заданных на некотором отрезке [a, b].

Определение 9.18. Гильбертовым пространством L2 [a, b] на-
зывают множество функций, для которых существует интеграл
b�

a

f 2 (x)dx. При этом норма и скалярное произведение вводятся сле-

дующим образом:

∥f∥ = ⎛⎝
b�

a

f 2 (x)dx⎞⎠
1/2

, f ⋅ g ≡ ⟨f, g⟩ =
b�

a

f (x)g (x)dx.

Функции f и g называются ортогональными, если ⟨f, g⟩ = 0.

З ам е ч а н и е 9.8. Функции f0 (x) = 1, f1 (x) = x ортогональны на
отрезке [−1, 1], а функции f0 (x) = 1, f2 (x) = x2 не являются ортого-
нальными на этом отрезке.

9.5. ПРИНЦИП СЖИМАЮЩИХ
ОТОБРАЖЕНИЙ

Определение 9.19. Пусть M — полное метрическое простран-
ство. Отображение Φ пространства M в себя называется сжима-
ющим, если существует число 0 < q < 1 такое, что

ρ (Φ(x),Φ(y)) ⩽ qρ(x, y).
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Определение 9.20. Точка x0 называется неподвижной точ-
кой отображения Φ, если Φ(x0) = x0.

Справедлив следующий принцип сжимающих отображений.

Теорема 9.3. Если Φ ∶ M → M — сжимающее отображение, то
существует единственная неподвижная точка этого отображения.

З ам е ч а н и е 9.9. Пусть x1 — произвольная точка пространства M.

Точки x2 = Φ(x1), x3 = Φ(x2), . . . , xn+1 = Φ(xn) называются последо-
вательными приближениями. Неподвижная точка (x0 = Φ(x0)) может
быть найдена методом последовательных приближений, т. е.

lim
n→∞Φ(xn) = lim

n→∞xn+1 = x0.

Рассмотрим приложения принципа сжимающих отображений.

1. Задача Коши для дифференциального уравнения

dy

dx
= f(x, y) (9.1)

с начальным условием y(x0) = y0.
Предположим, что функция f определена и непрерывна в некото-

рой открытой плоской области D, причем точка (x0, y0) ∈ D. После
интегрирования уравнения (9.1) получим равносильное интегральное
уравнение

y(x) =
x�

x0

f(t, y(t))dt + y0. (9.2)

Пусть отрезок I = [x0 − δ, x0 + δ] является областью определения функ-
ции y(x). Из непрерывности функции f следует ее ограниченность
∣f(x, y)∣ ⩽ d. Предположим, что функция f удовлетворяет условию
Липшица по y:

∣f(x, y′) − f(x, y′′)∣ ⩽ c ∣y′ − y′′∣.
Выберем δ > 0 так, что cδ < 1. Рассмотрим пространство C[x0−δ, x0+δ].
Тогда для функций ϕ ∈ C [x0 − δ, x0 + δ] можно рассмотреть отображе-
ние ψ = Φ(ϕ), которое задано формулой

ψ(x) =
x�

x0

f(t,ϕ(t))dt + y0.
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При условиях, которые сформулированы выше, отображение ψ = Φ(ϕ)
будет сжимающим. Значит, уравнение (9.2) имеет единственное реше-
ние в пространстве C [x0 − δ, x0 + δ], которое можно найти методом по-
следовательных приближений.

2. Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго рода с
параметром

f(x) = λ
b�

a

K(x, y)f(y)dy + g(x). (9.3)

Здесь K(x, y) — ядро интегрального уравнения, g(x) является из-
вестной функцией, f(x) — неизвестная функция, а λ — произвольный
параметр.

Теорема 9.4. Пусть ядро K(x, y) непрерывно в квадрате

(x, y) ∈ [a, b]×[a, b] и ∣K(x, y)∣ ⩽ d. Если λ < 1

d (b − a), то отображение
ψ = Φ(ϕ) пространства C [a, b], задаваемое формулой

ψ(x) = λ
b�

a

K(x, y)ϕ(y)dy + g(x),
будет сжимающим, и интегральное уравнение (9.3) имеет единствен-
ное решение.

З ам е ч а н и е 9.10. Можно применять метод последовательных при-
ближений к решению системы алгебраических уравнений, которая мо-
жет быть записана в виде x⃗ = Ax⃗. Здесь

A =
⎛⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎟⎠
.

Отображение, задаваемое матрицей A, будет сжимающим, если выпол-
няется одно из трех условий:

1)max
i

n

∑
k=1 ∣aik∣ < 1;

2)max
k

n

∑
i=1 ∣aik ∣ < 1;

3) n

∑
k=1

n

∑
i=1 a2ik < 1.
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Пример 9.8. При каких значениях λ можно применить принцип
сжимающих отображений к интегральному уравнению

ϕ(x) = λ
1�

0

xyϕ(y)dy + 5

6
x?

△ В нашем случае ядро K(x, y) = xy. Поскольку

max(x,y)∈[0,1]×[0,1]K(x, y) = 1,

то при λ < 1 наше интегральное уравнение имеет единственное реше-

ние. Пусть λ = 1

2
и начальное приближение ϕ0(x) ≡ 0. Тогда первое

приближение ϕ1(x) = 5

6
x. Найдем второе приближение:

ϕ2(x) = 5

6
x + 1

2

1�

0

xyϕ1(y)dy = 5

6
x + 1

2

1�

0

xy
5

6
ydy = 35

36
x.

Аналогично находим третье приближение: ϕ3(x) = 215

216
x. Поскольку

ядро K(x, y) = xy является вырожденным, то можно найти точное
решение: ϕ(x) = x. Сравните его с функциями ϕ1(x) и ϕ2(x). ▲

Пример 9.9. Для решения задачи Коши

dy

dx
= x + y, y(0) = 1,

найти второе приближение, если нулевое приближение ϕ0(x) = 1.
△ Последовательные приближения находим по формуле

ϕn+1(x) = 1 +
x�

0

(s +ϕn(s))ds.

Тогда

ϕ1(x) = 1 +
x�

0

(s + 1)ds = 1 + x + x2

2
,

ϕ2(x) = 1 +
x�

0

(s + 1 + s + s2

2
)ds = 1 + x + x2 + x3

6
. ▲
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9.6. МЕРА

На числовой прямой (плоскости, пространстве) можно измерять ев-
клидово расстояние между точками.

Отрезок [a, b] и точка a (частный случай отрезка [a, a]) являются
замкнутыми множествами. Интервал (a, b) служит простейшим приме-
ром открытого множества. Числовая прямая R и пустое множество ∅
являются одновременно открытыми и замкнутыми множествами. Объ-
единение любой (пересечение конечной) совокупности открытых мно-
жеств будет открытым множеством. Пересечение любой (объединение
конечной) системы замкнутых множеств суть замкнутое множество.

Справедливы следующие две теоремы, которые показывают, как
устроены открытые и замкнутые множества на числовой прямой.

Теорема 9.5. Любое непустое ограниченное открытое множе-
ство G можно представить как объединение конечного или счетного
множества взаимно неналегающих интервалов Gk.

Теорема 9.6. Любое непустое ограниченное замкнутое множе-
ство F является либо отрезком, либо может быть получено уда-
лением из некоторого отрезка [a, b] конечного или счетного множе-
ства непересекающихся интервалов Ik, граничные точки которых
принадлежат исходному множеству.

Далее нам понадобится понятие меры Лебега, которое является
обобщением понятия длины. Обычно меру Лебега множества M обо-
значают μM или mesM.

Мера пустого множества равна по определению нулю (μ∅ = 0). Ме-
ра любого ограниченного промежутка равна его длине, т. е.

μ [a, b] = μ (a, b) = μ [a, b) = μ (a, b] = b − a.

Пусть G — открытое множество из теоремы 9.5, а Ik — соответ-
ствующие интервалы. Тогда по определению μG = ∑

k

μIk. Эта сумма

является числовым рядом, если интервалов счетное множество. Такой
ряд сходится, ибо его частичные суммы возрастают и ограничены.

Пусть F — замкнутое множество из теоремы 9.6, а Ik — соответ-
ствующие промежутки. Тогда μF = b − a −∑

k

μIk.

Итак, для ограниченных открытых и замкнутых множеств мы опре-
делили меру Лебега. Пусть теперь M ⊂ R — произвольное непустое
ограниченное числовое множество.
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Сначала определим внутреннюю и внешнюю меру Лебега непустого
ограниченного множества M. Такое множество имеет не менее одной
точки и содержится внутри некоторого интервала (a, b).

Точную нижнюю грань мер всех ограниченных открытых множеств,
содержащих множество M, будем называть внешней мерой Лебега и
обозначать символом μ∗M.

Точную верхнюю грань мер всех ограниченных замкнутых мно-
жеств, содержащихся в множестве M, будем называть внутренней ме-
рой Лебега и обозначать через μ∗M. Очевидно, что справедливо нера-
венство

μ∗M ⩽ μ∗M.

Определение 9.21. Если μ∗M = μ∗M , то множество M называ-
ется измеримым по Лебегу (далее просто измеримым), а его мера
μM равна общему значению внешней и внутренней мер, т. е.

μM = μ∗M = μ∗M.

Множество, мера которого равна нулю, называют множеством
меры нуль (нуль-множеством).

Пример 9.10. Рассмотрим счетное множество точек M = {x1, x2,

. . . , xn, . . .}, каждая из которых принадлежит отрезку [a, b]. Покажем,
что M является нуль-множеством.

△ Пусть число ε > 0. Точку xk можно поместить в интервал, длина
которого меньше, чем ε/2k, но тогда справедливо неравенство

μ∗M < ∞∑
k=1

ε

2k
= ε.

Поскольку 0 ⩽ μ∗M ⩽ μ∗M < ε, то μ∗M = μ∗M = μM = 0. ▲
Следствие 9.1. Множество точек отрезка [a, b] с рациональными

координатами является нуль-множеством.

Если далее встретится фраза «почти всюду», то она служит заме-
ной выражения «возможно, за исключением множества точек, имею-
щего меру нуль».

Свойства измеримых множеств

1. Пусть множества M1,M2 являются измеримыми. Тогда множе-
ства (M1⋃M2), (M1⋂M2), (M1/M2), (M2/M1) также измеримы.
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2. Пусть множества M1,M2 — измеримы. Если μ (M1⋂M2) = 0, то
μ (M1⋃M2) = μ (M1) + μ (M2).

3. Пусть множества M1,M2 — измеримы и M1 ⊂M2. Тогда

μ (M2/M1) = μM2 − μM1.

4. Пусть множества M1,M2, . . . ,Mk, . . . — измеримы и попарно не

пересекаются. Если их объединениеM = ∞⋃
k=1Mk является ограниченным

множеством, то оно измеримо и

μM = ∞∑
k=1μMk.

5. Пусть множества M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Mk ⊂ . . . , где Mk — измери-

мы. Если M = ∞⋃
k=1Mk является ограниченным множеством, то M —

измеримо и
μM = lim

k→∞μMk.

6. Пусть множества M1 ⊃M2 ⊃ . . . ⊃Mk ⊃ . . . , где Mk — измеримы.

Тогда M = ∞⋂
k=1Mk является измеримым множеством и

μM = lim
k→∞μMk.

7. Пусть множества M1,M2, . . . ,Mk, . . . — измеримы и их объедине-

ние M = ∞⋃
k=1Mk является ограниченным множеством. Тогда справедли-

во неравенство

μM ⩽ ∞∑
k=1μMk.

8. Пусть множества M1,M2, . . . ,Mk, . . . — измеримы, тогда их пере-

сечение M = ∞⋂
k=1Mk является измеримым множеством.

Мы рассмотрели меру Лебега и ее свойства на числовой прямой
R = R1. Можно распространить меру Лебега на плоскость R2, на про-
странство R3 и на Rn, n ∈ N. Мы покажем, как вводится мера Лебега на
плоскости. Все рассуждения легко переносятся на пространства боль-
ших размерностей.

Главный момент, который надо иметь в виду в пространствах Rn,

n > 1, – это тот факт, что аналоги теорем 9.5 и 9.6 уже не имеют места.
Однако справедливо следующее утверждение.
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Теорема 9.7. Любое непустое ограниченное открытое множе-
ство F на плоскости можно представить в виде объединения счет-
ного множества замкнутых квадратов, стороны которых параллель-
ны координатным осям и не имеют общих внутренних точек.

Следствие 9.2. Будем считать, что мера квадрата (без границы или
с границей) равна квадрату длины его стороны. Тогда меру открытого
множества можно определить как сумму мер квадратов из теоремы 9.7.

Любое ограниченное замкнутое множество F можно поместить в
открытый квадрат K со стороной d, тогда множество K/F будет от-
крытым. Значит, можно определить меру множества F следующим об-
разом:

μF = d2 − μ(K/F ).
Итак, ограниченные открытые и замкнутые множества на плоско-

сти будут измеримы. Легко определить, как обобщить теорему 9.7 и
следствие из нее на пространства размерности три и более.

Теперь можно (как и для числовой прямой) дать определение внеш-
ней и внутренней мер непустого ограниченного множества и подойти к
рассмотрению измеримого по Лебегу плоского множества. Все сказан-
ное справедливо и для пространств большей размерности.

9.7. ИЗМЕРИМЫЕ ФУНКЦИИ

Пусть на ограниченном измеримом множестве задана функция
f ∶ M → R. Будем обозначать далее множество всех x ∈ M, для ко-
торых f(x) < c символом M {f(x) < c}. Аналогичный смысл имеют
обозначения M {f(x) = c}, M {f(x) ⩽ c}, M {c1 < f(x) < c2} и т. п.

Определение 9.22. Функцию f(x) будем называть измеримой
на множестве M, если для всех c ∈ R множество M {f(x) < c}
измеримо.

З ам е ч а н и е 9.11. Если для всех c ∈ R множество M {f(x) < c}
измеримо, то для всех c1, c2 будут измеримы следующие множества:
M {c1 < f(x) < c2} и т. п.

Свойства измеримых функций

1. Если функции f(x) и g(x) — измеримы на множестве M, то
для любых действительных чисел α и β функция αf(x)+βg(x) будет
измеримой на множестве M.
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2. Если функции f(x) и g(x)— измеримы на множествеM, то функ-
ция f(x)g(x) будет измеримой на M. Когда f(x) ≠ 0 на множестве M,

тогда функция (f(x))−1 измерима на M.

3. Если функция f(x) измерима на множествеM, то функция ∣f(x)∣
также измерима на M.

4. Пусть M = n⋃
k=1Mk и M — ограниченное множество. Тогда из

измеримости функции f(x) на каждом из множеств Mk следует изме-
римость этой функции на M.

5. Пусть последовательность измеримых на множестве M функций
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . сходится почти всюду (т. е. для всех x из
множества M, кроме некоторого подмножества меры нуль) к функции
f(x). Тогда f(x) будет измеримой на M.

6. Пусть функция измерима на множестве M и измеримое множе-
ство E является подмножеством множества M (E ⊂M). Тогда функ-
ция f(x) измерима на E.

7. Функция, интегрируемая по Риману на отрезке, является изме-
римой по Лебегу.

З ам е ч а н и е 9.12. Все кусочно-непрерывные функции на отрезке
[a, b] измеримы на этом отрезке.

9.8. ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА

Пусть на ограниченном измеримом множестве M определена огра-
ниченная измеримая функция f(x), причем A ⩽ f(x) ⩽ B для всех
x ∈M . Рассмотрим разбиение отрезка [A,B] на оси Oy точками
A = y0 < y1 < y2 < . . . < yn = B. Обозначим это разбиение через d. Пусть
Mi = M {yi−1 ⩽ f(x) < yi} (см. обозначение в начале параграфа 9.7) и
мера множества Mj равна μMj. Построим для разбиения d следующие
суммы:

s(d) = n

∑
i=1 yi−1μMi, S(d) = n

∑
i=1 yiμMi. (9.4)

Эти суммы называются соответственно нижней и верхней суммами
Лебега.

Если рассмотреть все возможные разбиения d отрезка, то получим
два множества чисел: {s(d)} и {S(d)}. Справедлив следующий важный
результат.
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Теорема 9.8. Для каждой ограниченной измеримой функции точ-
ная верхняя грань множества нижних сумм Лебега равна точной
нижней грани множества верхних сумм Лебега, т. е.

sup{s(d)} = inf {S(d)}. (9.5)

Определение 9.23. Интегралом Лебега ограниченной измери-
мой функции f(x) по ограниченному измеримому множеству M на-
зывается общее значение чисел из формулы (9.5) и обозначается как

(L)
�

M

f (x)dx ≡
�

M

f (x)dx.

З ам е ч а н и е 9.13. Когда M = [a, b], то интеграл Римана обозначим

(R)
b�

a

f (x)dx, а интеграл Лебега — (L)
b�

a

f (x)dx.
Теорема 9.9. Если функция f(x) интегрируема по Риману на от-

резке [a, b], то эта функция измерима по Лебегу на отрезке [a, b] и
справедливо равенство

(R)
b�

a

f (x)dx = (L)
b�

a

f (x)dx.

Мы рассмотрели интеграл Лебега по ограниченному измеримому
множеству M от ограниченной измеримой функции f(x). Попробуем
избавиться от указанных ограничений в несколько этапов.

Сначала пусть функция f(x) неотрицательная и неограниченная
на ограниченном измеримом множествеM. Для действительных чисел
C > 0 зададим функцию («срезку»):

fC(x) = { f(x), f(x) ⩽ C,

C, f(x) > C.

Определим теперь интеграл от функции f(x) формулой
�

M

f (x)dx = lim
C→∞

�

M

fC (x)dx. (9.6)

Здесь возможны два случая: а) предел будет конечным; б) предел равен
+∞. В первом случае будем говорить, что интеграл сходится. Во втором

случае говорят, что интеграл расходится, и пишут
�

M

f (x)dx = +∞.
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Рассмотрим теперь произвольную неограниченную функцию f(x)
на ограниченном измеримом множестве M. Определим две неотрица-
тельные функции:

f−(x) = { −f(x), f(x) < 0,

0, f(x) ⩾ 0;

f+(x) = { f(x), f(x) ⩾ 0,

0, f(x) < 0.
Мы видим, что f(x) = f+(x)−f−(x) на множествеM. Функции f+(x)

и f−(x) неотрицательны и измеримы на множестве M. Согласно (9.6),
интегралы �

M

f+ (x)dx, �

M

f− (x)dx (9.7)

существуют, причем каждый интеграл может быть как конечным, так
и бесконечным.

Определение 9.24. Если оба интеграла (9.7) конечны, то функ-
цию будем называть суммируемой. В этом случае говорят, что

интеграл
�

M

f (x)dx сходится и определяется соотношением
�

M

f (x)dx =
�

M

f+ (x)dx − �

M

f− (x)dx.
Если первый интеграл в (9.7) бесконечен, а второй конечен, то пи-
шут �

M

f (x)dx = +∞
и говорят, что данный интеграл расходится. Если первый интеграл
в (9.7) конечен, а второй бесконечен, то пишут

�

M

f (x)dx = −∞

и говорят, что данный интеграл расходится. Если оба интеграла в

(9.7) равны бесконечности, то говорят, что интеграл
�

M

f (x)dx не
существует.
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Осталось рассмотреть случай, когда множество M есть неограни-

ченное множество. Пусть μM = +∞ и M = ∞⋃
k=1Mk, где Mk — множества

конечной меры. Последовательность (Ak) множеств конечной меры бу-

дем называть исчерпанием множества M, если Ak ⊂ Ak+1 и M = ∞⋃
k=1Ak.

Определение 9.25. Измеримая на множестве M (μM = +∞)
функция называется суммируемой на M, если она суммируема на
каждом подмножестве A ⊂ M конечной меры и если для любого ис-
черпания (Ak) существует конечный предел

lim
k→∞

�

Ak

f (x)dx,

который называется интегралом (Лебега) по множеству M и обо-
значается символом �

M

f (x)dx.

З ам е ч а н и е 9.14. Не всякая измеримая ограниченная функция
суммируема на множестве бесконечной меры. Например, нетривиаль-
ная постоянная функция не интегрируема на таком множестве.

Мера множеств рациональных и иррациональных чисел

Обозначим i = [0, 1] /Q множество иррациональных чисел единич-
ного отрезка, а r = [0, 1] /i — множество рациональных чисел этого же
отрезка. Поскольку множество r является счетным, то мера μr = 0, а
μi = 1.

Функция Дирихле. Рассмотрим функцию

D(x) = { 1, x ∈ r,
0, x ∈ i.

Эту функцию называют функцией Дирихле. Функция Дирихле изме-
рима, потому что множество r является счетным и его мера f(x),
а μi = 1 − μr = 1. Вычислим интеграл от функции Дирихле по отрезку
[0, 1]. Легко заметить, что для любого разбиения d (A = 0,B = 1) мно-
жества Mi из формулы (9.4) имеют следующий вид: M1 = i, Mk = ∅,
k = 2, n. Поэтому s(d) = 0, а S(d) = y1. Значит,

0 = sup{s(d)} = inf {S(d)} =
�

[0,1] D (x)dx.
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З ам е ч а н и е 9.15.
�

i

D (x)dx =
�

r

D (x)dx = 0. Кстати, можно рас-

сматривать аналогичную функцию на любом числовом промежутке.
Такую функцию будем также называть функцией Дирихле.

Свойства интеграла Лебега

1. Пусть функция f(x) является постоянной (f(x) ≡ c) на ограни-
ченном измеримом множестве M. Тогда

�

M

cdx = c ⋅ μM.

2. Если функция f(x) суммируема на множестве M и равна функ-
ции g(x) почти всюду, то функция g(x) суммируема на множестве M.

При этом �

M

f (x)dx =
�

M

g (x)dx.
3. Пусть функции f(x) и g(x) суммируемы на множествеM и почти

всюду f(x) ⩽ g(x). Тогда
�

M

f (x)dx ⩽
�

M

g (x)dx.

4. Если функции f(x) и g(x) суммируемы на множестве M и
α,β— действительные постоянные, то αf(x)+βg(x) будет суммируема
на множестве M и

�

M

(αf(x) +βg(x))dx = α
�

M

f(x)dx +β
�

M

g(x)dx.

5. Пусть M1 ⊂ M и функция f(x) суммируема на множестве M , а
множество M1 измеримо. Тогда функция f(x) суммируема на множе-
стве M1.

6. Если M1⋂M2 = ∅ и функция f(x) суммируема на множествах
M1 и M2, то f(x) суммируема на M1⋃M2 и

�

M1⋃M2

f(x)dx =
�

M1

f(x)dx +
�

M2

f(x)dx.

7. Пусть функции f(x) и g(x) измеримы на множестве M и почти
всюду справедливо неравенство 0 ⩽ g(x) ⩽ f(x). Тогда из суммируемо-
сти функции f(x) следует суммируемость функции g(x).
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8. Если функция f(x) суммируема на множестве M, тогда функ-
ция ∣f(x)∣ также суммируема. Если функция f(x) измерима на M, то
справедливо и обратное утверждение.

9. Пусть функция f(x) суммируема на множестве M, а функция
g(x) измеримая и ограниченная на множестве M. Тогда функция
f(x)g(x) будет суммируемой на M.

10. Если множествоM =m1⋃m2⋃ . . . является конечным или счет-
ным объединением непересекающихся измеримых множеств, то�

M

f (x)dx =
�

m1

f (x)dx +
�

m2

f (x)dx + . . . .

11. Если M0 является множеством меры нуль (μM0 = 0), то для
любой ограниченной на M0 функции f(x) справедлива формула�

M

f (x)dx = 0.
12. Если f(x) ⩾ 0 и

�

M

f (x)dx = 0, то функция f(x) почти всюду

равна нулю.

Рассмотрим несколько важных свойств интеграла, которые связаны
с предельным переходом. Эти свойства формулируются в виде следу-
ющих теорем.

Теорема 9.10 (Лебега). Пусть последовательность суммиру-
емых функций (fn(x)) сходится почти всюду на множестве M к
функции f(x) и почти всюду на M справедливо неравенство ∣fn(x)∣ ⩽⩽ g(x), где функция g(x) суммируема на M. Тогда f(x) суммируема
на M и

lim
n→∞

�

M

fn (x)dx =
�

M

f (x)dx.

Теорема 9.11 (Леви). Пусть последовательность положитель-
ных суммируемых функций (fn(x)) является монотонно возраста-
ющей на множестве M. Полагаем lim

n→∞ fn (x) = f (x) (допускаются

значения, равные +∞). Если интегралы
�
M
fn (x)dx ограничены в со-

вокупности, то функция f(x) суммируема и
lim
n→∞

�

M

fn (x)dx =
�

M

f (x)dx.

Если lim
n→∞

�

M

fn (x)dx = +∞, то функция f(x) не суммируема.
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Теорема 9.12 (Фату). Пусть последовательность положитель-
ных суммируемых функций (fn(x)) удовлетворяет условиям:

1)
�

M

fn (x)dx ⩽ C, ∀n ∈ N;
2) (fn (x)) → f(x), ∀x ∈M,

тогда f(x) будет суммируемой и
�

M

f (x)dx ⩽ C.

Теорема 9.13 (Фубини). Пусть функция f(x, y) суммируема
в прямоугольнике Π = {(x, y) ∶ a1 ⩽ x ⩽ b1, a2 ⩽ y ⩽ b2}. Тогда функция
f(x, y1) суммируема по x при почти всех значениях y1, интеграл

F (y) =
b1�

a1

f(x, y)dx

будет суммируемой функцией на отрезке [a2, b2] и имеет место ра-
венство

�

Π

f(x, y)dxdy =
b2�

a2

dy
⎛
⎝

b1�

a1

f(x, y)dx⎞⎠.

Естественно, можно поменять ролями x и y. Тогда

�

Π

f(x, y)dxdy =
b1�

a1

dx
⎛
⎝

b2�

a2

f(x, y)dy⎞⎠.

З ам е ч а н и е 9.16. Когда функция f(x, y) определена на измери-
мом множестве M (не на прямоугольнике), то надо поместить это мно-
жество в прямоугольник Π и рассмотреть функцию

f̃(x, y) = { f(x, y), (x, y) ∈M,

0, (x, y) ∈ Π/M.

Теперь для функции f̃(x, y) можно использовать теорему Фубини.

З ам е ч а н и е 9.17. Если функция f(x, y) неотрицательна, то дос-
таточно существования одного повторного интеграла, чтобы заключе-
ние теоремы Фубини было справедливым.
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З ам е ч а н и е 9.18. Если функция f(x, y) = ϕ(x)ψ(y), где функция
ϕ(x) суммируема на отрезке [a1, b1], а функция ψ(y) суммируема на
отрезке [a2, b2], то

�

Π

f(x, y)dxdy = ⎛⎝
b1�

a1

ϕ(x)dx⎞⎠
⎛
⎝

b2�

a2

ψ(y)dy⎞⎠.

Пример 9.11. Пусть D (x) — функция Дирихле. Вычислить инте-
грал �

[0,1] e
x cos (D(x))dx.

△ Поскольку функция Дирихле почти всюду равна нулю, то

�

[0,1] e
x cos (D(x))dx =

�

[0,1] e
x cos 0dx =

1�

0

exdx = ex∣
1

0

= e − 1. ▲

Пример 9.12. Пусть функция f(x) суммируема на отрезке [0, a].
Тогда функция f(nx), n ∈ N, суммируема на отрезке [0, a/n].

△ Функции f(x) и f(nx) имеют равные множества значений на
соответствующих отрезках. Значит, для двух одинаковых разбиений
множества их значений суммы Лебега функций f(x) и nf(nx) совпа-
дут. Поэтому обе функции суммируемы и справедливо равенство

�

[0,a] f (x)dx = n
�

[0,a/n] f (nx)dx. ▲

Пример 9.13. Доказать, что функция f(x) = 1

x
cos

2

x
не суммиру-

ема на отрезке [0, 1].
△ Предположим, что функция

1

x
cos

2

x
суммируема на указанном

отрезке. Тогда функция
1

x
cos

1

x
суммируема на отрезке [0, 1/2] (см. при-

мер 9.12). На отрезке [1
2
, 1]функция

1

x
cos

1

x
ограничена, поэтому функ-

ция
1

x
cos

1

x
должна быть суммируема на отрезке [0, 1]. Поскольку спра-
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ведливо неравенство

∣1
x
cos2

1

x
∣ ⩽ ∣1

x
cos

1

x
∣ ,

то и функция
1

x
cos2

1

x
будет суммируемой на отрезке [0, 1]. В силу

тождества
1

x
sin2

1

x
≡ 1

x
cos2

1

x
− 1

x
cos

2

x

получим, что и функция
1

x
sin2

1

x
суммируема. Но тогда из тождества

1

x
sin2

1

x
+ 1

x
cos2

1

x
≡ 1

x

следовала бы суммируемость неотрицательной функции
1

x
, а эта функ-

ция не суммируема на отрезке [0, 1]. Значит, предположение, что функ-

ция
1

x
cos

2

x
суммируема на отрезке [0, 1], привело к противоречию.

Кстати, тогда и функция
1

x
cos

1

x
не суммируема на отрезке [0, 1]. ▲

Пример 9.14. При каких значениях параметров a и b функция
f(x) = xa sinxb суммируема по Лебегу на интервале (0, 1)? При каких
значениях параметров a и b функция f(x) = xa sinxb интегрируема по
Риману на интервале (0, 1)?

△ Если b ⩾ 0, то интеграл Римана (R)
1�

0

xa sinxbdx = I может схо-

диться только абсолютно. Значит, интегралы (R)
1�

0

xa sinxbdx и

(L)
1�

0

xa sinxbdx существуют одновременно. После замены xb = t по-

лучим равенство

I =
1�

0

xa sinxbdx = 1

b

1�

0

t
a+1−b

b sin tdt.

Итак, интеграл I сходится при a + b + 1 > 0, если b ⩾ 0.
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Пусть b < 0. Теперь замена xb = t дает равенство

I =
1�

0

xa sinxbdx = 1

b

∞�
1

t
a+1−b

b sin tdt.

Значит, интеграл (R)
1�

0

xa sinxbdx сходится абсолютно при a + 1 > 0,

и тогда функция f(x) = xa sinxb суммируема по Лебегу на интервале

(0, 1). При b < a + 1 < 0 интеграл Римана (R)
1�

0

xa sinxbdx существу-

ет как несобственный, но функция f(x) = xa sinxb не суммируема по
Лебегу.

Ответ: { a + b > −1,
b ⩾ 0

и { a > −1,
b < 0 для интеграла Лебега; a+∣b∣ > −1 для

интеграла Римана. ▲

9.9. ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА

Определение 9.26. Введем обозначение (норму функции f(x))

∥f∥p = ⎛⎝
�

M

∣f(x)∣p dx⎞⎠
1/p

, p ⩾ 1.

Множество измеримых функций на M, у которых норма ∥f∥p будет
конечной, называют пространством Lp (M) (пространством Ле-
бега).

В таких пространствах функции, которые совпадают почти всюду,
обычно отождествляются. Наиболее важными примерами пространств
Лебега являются пространства L1 (M) ≡ L (M) и L2 (M).

Определение 9.27. Говорят, что последовательность функций
(fn(x)) сходится по норме пространства Lp (M) к функции f(x),
если

∥fn(x) − f(x)∥p = ⎛⎝
�

M

∣fn(x) − f(x)∣p dx⎞⎠
1/p

→ 0, n→∞.
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Определение 9.28. Сходимость по норме пространства L1 (M)
называют сходимостью в среднем (p = 1). Сходимость по норме
пространства L2 (M)называют сходимостью в среднем квадра-
тичном (p = 2).

В пространстве L2 (M) справедливы два важных неравенства: нера-
венство Коши – Буняковского —

�

M

∣f(x)g(x)∣dx ⩽ ⎛⎝
�

M

∣f(x)∣2 dx⎞⎠
1/2⎛
⎝
�

M

∣g(x)∣2 dx⎞⎠
1/2
,

и неравенство Минковского —

⎛
⎝
�

M

∣f(x) + g(x)∣2 dx⎞⎠
1/2

⩽ ⎛⎝
�

M

∣f(x)∣2 dx⎞⎠
1/2

+ ⎛⎝
�

M

∣g(x)∣2 dx⎞⎠
1/2
.

Последовательность функций (fn(x)) в пространстве Lp (M) удовле-
творяет условию Коши, если для каждого ε > 0 найдется N > 0 такое,
что для всех k,m > N справедливо неравенство

∥fk(x) − fm(x)∥p < ε.
Теорема 9.14 (Рисса – Фишера). Пусть последовательность

функций (fn(x)) удовлетворяет условию Коши в Lp (M). Тогда най-
дется функция f ∈ Lp (M), для которой

∥fn(x) − f(x)∥p → 0, n→∞.

9.10. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
И ФУНКЦИОНАЛЫ В БАНАХОВЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть E1 и E2 — банаховы пространства.

Определение 9.29. Отображение Φ ∶ E1 → E2 будем называть
линейным оператором, когда это отображение аддитивно:

Φ(x + y) = Φ(x) +Φ(y), ∀x, y ∈ E1,

и однородно:
Φ(αx) = αΦ(x), ∀x ∈ E1,∀α ∈ R.

379



З ам е ч а н и е 9.19. Если E1 = E2 = E, то Φ называют линейным
оператором в пространстве E.

Определение 9.30. Линейный оператор Φ будем называть огра-
ниченным, если существует γ > 0 такое, что для всех x ∈ E1 вы-
полняется неравенство

∥Φ(x)∥ ⩽ γ ∥x∥. (9.8)

Наименьшая из постоянных γ, удовлетворяющих неравенству (9.8),
называется нормой линейного оператора Φ и обозначается символом
∥Φ∥.

З ам е ч а н и е 9.20. Можно показать, что

∥Φ∥ = sup∥x∥⩽1 ∥Φ(x)∥ = sup∥x∥=1 ∥Φ(x)∥.
З ам е ч а н и е 9.21. Нетрудно заметить, что линейный оператор Φ

будет ограниченным, когда он преобразует любое ограниченное мно-
жество из E1 в ограниченное множество из E2.

Определение 9.31. Линейный оператор Φ называют непрерыв-
ным в точке a, если для любой последовательности (xn), сходящейся
к a, последовательность (Φ (xn)) сходится к Φ (a).

Теорема 9.15. Для того чтобы линейный оператор Φ был огра-
ниченным, необходимо и достаточно, чтобы он был непрерывным.

Важным частным случаем линейного оператора является линейный
функционал.

Определение 9.32.Линейный оператор Φ ∶ E1 → E2, когда E2 = R,
называется функционалом.

З ам е ч а н и е 9.22. Примером линейного функционала служит ин-

теграл Римана U1x(t) =
1�

0

x(t)dt, а неопределенный интеграл U2x(t) =
=

t�

0

x(τ)dτ является линейным оператором.

Пример 9.15. Найти норму оператора Φ ∶ C [0, 1] → C [0, 1], при-
чем Ux(t) = tx(t).
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△ Оценим норму оператора сверху. Поскольку ∥x∥ = max
t∈[0,1] ∣x(t)∣, то

∥Φ∥ = sup∥x∥⩽1 ∥Φx∥ = sup∥x∥⩽1(max
t∈[0,1] ∣tx(t)∣) ⩽ 1.

Далее для функции x0(t) ≡ 1 норма ∥Φx0∥ = 1, т. е. верхняя оценка
достигается. Значит,

∥Φ∥ = sup∥x∥⩽1 ∥Φx∥ = 1. ▲

Задачи для самостоятельной работы

Множества

9.1. Доказать, что существует взаимно однозначное соответствие
между множеством N натуральных чисел и множеством всех положи-
тельных рациональных чисел.

9.2. Доказать, что существует взаимно однозначное соответствие
между интервалом (0, 1) и числовой прямой R.

9.3. Доказать взаимно однозначное соответствие отрезка [a, b] и
числовой прямой.

9.4. Доказать взаимно однозначное соответствие между поверхно-
стью сферы с одной выколотой точкой и плоскостью.

9.5. Доказать эквивалентность всех открытых кругов x2 + y2 < R2

на плоскости.
9.6. Доказать эквивалентность замкнутого круга x2 + y2 ⩽ R2 и

открытого круга x2 + y2 < R2 (воспользоваться теоремой Кантора —
Бернштейна).

9.7.Доказать эквивалентность квадрата [0, 1]×[0, 1] и плоскостиR2

(воспользоваться теоремой Кантора — Бернштейна).
9.8. Доказать эквивалентность отрезка [0, 1] и плоскости R2 (вос-

пользоваться теоремой Кантора — Бернштейна).
9.9. Пусть Ak — некоторые подмножества множества X. Показать,

что справедливы законы двойственности:

1) X/ ( n⋃
k=1Ak) = n⋂

k=1 (X/Ak);
2) X/ ( n⋂

k=1Ak) = n⋃
k=1 (X/Ak).
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Метрические пространства

9.10. Обозначим символом C1[a, b] пространство, состоящее из всех
непрерывных функций на отрезке [a, b] c метрикой

ρ(f1, f2) =
b�

a

∣f1(x) − f2(x)∣dx.

Доказать, что C1[a, b] является метрическим пространством. Отметим,
что C[a, b] и C1[a, b] состоят из одинаковых функций, но как простран-
ства не совпадают!

9.11. Обозначим символом C2[a, b] пространство, состоящее из всех
непрерывных функций на отрезке [a, b] c метрикой

ρ(f1, f2) = ⎛⎝
b�

a

∣f1(x) − f2(x)∣2 dx⎞⎠
1/2
.

Доказать, что C2[a, b] является метрическим пространством.
9.12. Доказать, что множество последовательностей (an), n = 1,∞,

таких, что ряд
∞
∑
k=1 ∣ak ∣ сходится, будет метрическим пространством, если

расстояние между точками (последовательностями) (an), n = 1,∞, и
(bn), n = 1,∞, вычисляется по формуле

ρ((an), (bn)) =
∞
∑
k=1 ∣ak − bk∣.

9.13. Доказать, что множество последовательностей (an), n = 1,∞,

таких, что ряд
∞
∑
k=1a2k сходится, будет метрическим пространством, если

расстояние между точками (последовательностями) (an), n = 1,∞, и
(bn), n = 1,∞, вычисляется по формуле

ρ((an), (bn)) = (
∞
∑
k=1 (ak − bk)2)

1/2
.

9.14. Доказать, что множество всех действительных чисел, если
под расстоянием между числами x и y принять

ρ(x, y) = (x − y)2,
не является метрическим пространством.
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9.15. Доказать, что множество всех действительных чисел, если
под расстоянием между числами x и y принять

ρ(x, y) = √∣x − y∣,
является метрическим пространством.

9.16. Доказать, что множество всех точек плоскости, если рассто-
яние между точками M1(a1, b1) и M2(a2, b2) определить формулой

ρ(M1,M2) = ∣a1 − a2∣ + ∣b1 − b2∣,
является метрическим пространством.

9.17. Доказать, что множество всех точек плоскости, если рассто-
яние между точками M1(a1, b1) и M2(a2, b2) определить формулой

ρ(M1,M2) = 3∣a1 − a2∣ + 4∣b1 − b2∣,
является метрическим пространством.

9.18. Доказать, что множество всех действительных чисел, если
под расстоянием между числами x и y принять

ρ(x, y) = ∣arctgx − arctg y∣,
является метрическим пространством, но не полным.

9.19. Доказать, что множество всех действительных чисел, если
под расстоянием между числами x и y принять

ρ(x, y) = ∣ex − ey∣,
является метрическим пространством, но не полным.

9.20. Доказать, что множество всех действительных чисел, если
под расстоянием между числами x и y принять

ρ(x, y) = ∣x3 − y3∣,
является полным метрическим пространством.

Принцип сжимающих отображений

9.21. При каких λ можно применить принцип сжимающих отобра-
жений к интегральному уравнению

ϕ(x) = λ
1�

0

ϕ(y)dy + 1?
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Сравнить точное решение и приближенное после трех итераций для

λ = 1

2
и начального приближения ϕ0(x) ≡ 0.

9.22. Решить методом последовательных приближений уравнение

ϕ(x) =
1�

0

xy2ϕ(y)dy + 1.

9.23. При каких λ можно применить принцип сжимающих отобра-
жений к интегральному уравнению

ϕ(x) = λ
1�

0

ex−yϕ(y)dy + 1?

Поскольку это уравнение с вырожденным ядром, то можно сравнить

точное решение и приближенное после нескольких итераций для λ = 1

4
.

9.24. Для решения задачи Коши

dy

dx
= 1 − (1 + x)y + y2, y(0) = 1,

найти второе приближение, если нулевое приближение ϕ0(x) = 1.
Интеграл Лебега

9.25. Пусть функция f(x) равна четырем в точках канторова мно-
жества и в остальных точках отрезка [0, 1] равна двум. Доказать, что
эта функция суммируема, и вычислить интеграл Лебега от данной
функции по этому отрезку.

9.26. Пусть функция f(x) равна x2 в рациональных точках отрезка
[0, 1], а в иррациональных точках отрезка [0, 1] равна −x2. Доказать,
что эта функция суммируема и вычислить интеграл Лебега от данной
функции по отрезку [0, 1].

9.27. Пусть функция f(x) в рациональных точках x = m

n
отрезка

[0, 1] равна (−1)m
n

, в иррациональных точках отрезка [0, 1] равна ну-

лю, а f(0) = 1. Доказать, что эта функция суммируема и вычислить
интеграл Лебега от данной функции.
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9.28. Пусть функция f(x) равна x2 в точках канторова множества

и равна
1

2n
на тех смежных интервалах (смотрите определение канто-

рова множества), длина которых равна
1

3n
. Доказать, что эта функция

суммируема и вычислить интеграл Лебега от данной функции на от-
резке [0, 1].

9.29. Вычислить интеграл
�

[0,1] e
D(x)dx, где D(x) — функция Дири-

хле.
9.30. Вычислить интеграл

�

[0,π/2] cos (D(x))dx, гдеD(x) — функция

Дирихле.
9.31. Пусть функция f(x) в рациональных точках отрезка [0,π]

равна sinx, а в иррациональных точках этого отрезка равна cosx. Вы-
числить интеграл Лебега от этой функции по отрезку [0,π].

9.32.ОбозначимK — квадрат [−1, 1]×[−1, 1]. Рассмотрим функцию
f(x, y), которая равна единице, если xy иррационально, и равна нулю,

если xy рационально. Вычислить интеграл Лебега
�

K

f(x, y)dxdy.
9.33. Пусть K — квадрат [−1, 1] × [−1, 1]. Доказать, что функция

f(x, y) = xy

(x2 + y2)2 не суммируема по Лебегу. Вычислить повторные

интегралы от этой функции.
9.34. Пусть K — квадрат [−1, 1] × [−1, 1]. Вычислить интеграл Ле-

бега �

K

e(D(x)+D(y))dxdy.
9.35. Пусть K — квадрат [−1, 1] × [−1, 1]. Вычислить интеграл Ле-

бега �

K

(D (x) +D (y)) dxdy.
9.36. Найти норму оператора Φ ∶ C [0, 1] → C [0, 1], причем Φx(t) =

= x(√t).
9.37.Найти норму оператораΦ ∶ L2 [0, 1] → L2 [0, 1], причем Φx(t) =

= x(√t).
9.38.Найти норму оператораΦ ∶ L2 [0, 1] → L2 [0, 1], причем Φx(t) =

= t

1�

0

x(t)dt.
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9.39.Найти норму оператораΦ ∶ L4 [0, 1] → L2 [0, 1], причем Φx(t) =
= √tx(t).

Ответы и указания

9.21. λ < 1. 9.22. ϕ(x) = 4

9
x + 1. 9.23. λ < 1

e
. 9.24. ϕ2(x) = 1 + x − x3

6
− x4

8
+ x5

20
.

9.25. 2. 9.26. −1
3
. 9.27. 0. 9.28.

1

4
. 9.29. 1. 9.30.

π

2
. 9.31. 0. 9.32. 4. 9.33. Оба

повторных интеграла равны нулю. 9.34. 4. 9.35. 0. 9.36. 1. 9.37.
√
2. 9.38.

√
1

3
.

9.39.
4

√
1

3
.
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