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Рис.1. Расчетная схема задачи 

ПЛОСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 

Е. А. Гулидова 

На практике использование анизотропных материалов сопровождается 

введением ряда упрощающих гипотез относительно характера анизотро-

пии, усреднение упругих свойств на основе различных приемов и т. д. Это 

приводит к существенной недооценке влияния упругих свойств матери-

ала на реальное распределение напряжений в конструкциях. 

Этот факт ставит на повестку дня необходимость разработки методов 

решения задач теории упругости анизотропного тела. Разработка методов 

решения плоских задач теории упругости анизотропного тела впервые 

начата в фундаментальных работах Векуа И. Н. [1], Лехницкого С. Г. [2], 

Михлина С. Г.[3], Савина Г. Н. [4], Шермана Д. И. [5], в которых зало-

жены основы методов для решения граничных задач для плоскости, по-

луплоскости и канонических областей. Меньше всего решено задач для 

неканонических областей, таких как полоса [6], полуполоса [7], прямо-

угольник [8]. 

В настоящей работе ставилась цель расширить круг задач для орто-

тропного прямоугольника, в частности, произвести расчет неразрезной 

балки-стенки. 

Постановка задачи: требуется рассчитать очень высокую и узкую 

балку, так называемую балку-стенку, опирающуюся на колонны и пере-

крывающую несколько равных пролетов. Нагрузка распределена равно-

мерно по верху балки-стенки. Собственный вес последней учитывать не 

нужно. Для расчета необходимо принять, что балка-стенка имеет беско-

нечное число пролетов. 
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Для решения достаточно исследовать только один пролет, так как 

при предполагаемом бесконечно большом числе пролетов все они будут 

находиться в одинаковых условиях. Реакции опор будем считать сосредо-

точенными и приложенными по осям колонн. Каждый пролет примем 

равным 2𝑙. Высота балки-стенки ℎ. Толщина ее равна единице. Решение 

будем искать в виде тригонометрического ряда, заключающего только 

𝐶𝑜𝑠; решение с 𝑆𝑖𝑛, очевидно, не подходит, так как тогда нормальные 

напряжения также выражались бы через 𝑆𝑖𝑛. Но 𝑆𝑖𝑛 – обратно-симмет-

ричная функция, которая меняет знак при перемене знака у аргумента 𝑥, 

между тем 𝜎𝑥 и 𝜎𝑦 должны быть симметричными функциями по отноше-

нию к оси 𝑦. 

Уравнение совместности в функции напряжений: 

 𝑎22
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ (2𝑎12 + 𝑎66)

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝑎11

𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
= 0 (1) 

Общее решение данного уравнения ПРЕДСТАВЛЯЕТСЯ такими бесконеч-

ными рядами: 

𝑈(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥)(𝐶1𝑒
𝑎𝐴𝑦 + 𝐶2𝑒

−𝑎𝐴𝑦 + 𝐶3𝑒
𝑎𝐷𝑦 + 𝐶4𝑒

−𝑎𝐷𝑦)∞
𝑛=1 +

               +∑ 𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥)(𝐶5𝑒
𝑎𝐴𝑦 + 𝐶6𝑒

−𝑎𝐴𝑦 + 𝐶7𝑒
𝑎𝐷𝑦 + 𝐶8𝑒

−𝑎𝐷𝑦)∞
𝑛=1 . 

 

Оказывается, что одним тригонометрическим рядом ограничиться 

нельзя, так как не будут удовлетворены все условия на контуре; следует 

добавить еще полином 2-й степени. 

Итак, решение будем искать в виде: 

𝑈(𝑥, 𝑦) = ∑𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥)[𝐶1𝑒
𝑎𝐴𝑦 + 𝐶2𝑒

−𝑎𝐴𝑦 + 𝐶3𝑒
𝑎𝐷𝑦 + 𝐶4𝑒

−𝑎𝐷𝑦]

∞

𝑛=1

+ 

+𝐸1𝑥
2 + 𝐸2𝑥𝑦 + 𝐸3𝑦

2, 

где 𝑎 =
𝜋𝑛

𝑙
, где 𝑛 − целое число, равное порядковому номеру члена ряда; 

𝐴 = √
2𝑎12+𝑎66+√(2𝑎12+𝑎66)

2−4𝑎11𝑎22

2𝑎11
; 𝐷 = −√

2𝑎12+𝑎66−√(2𝑎12+𝑎66)
2−4𝑎11𝑎22

2𝑎11
; 

Коэффициенты 𝐸 -  постоянные, коэффициенты же 𝐶 зависят от поряд-

ковых номеров 𝑛 и, следовательно, от 𝑎; для каждого члена ряда коэффи-

циенты 𝐶 имеют свои значения. 

Функция 𝜏𝑥𝑦 должна быть обратно симметричной; при перемене знака 

у 𝑥 должен меняться и знак у 𝜏𝑥𝑦. Поэтому сразу заключаем,  

что 𝐸2 = 0. 

Краевые условия задачи имеют вид: 

1) При 𝑥 = 0 должно быть по условиям симметрии 𝜏𝑥𝑦 = 0. Оче-

видно, что это условие удовлетворяется. 

2) При 𝑥 = 𝑙 должно быть 𝜏𝑥𝑦 = 0. И это условие удовлетворяется. 
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3) Сумма вертикальных напряжений 𝜎𝑦 в пределах полупролета 

должна быть равна нагрузке в этих же пределах. Это делает условие 

∫ 𝜎𝑦
𝑙

0
𝑑𝑥 = −𝑞𝑙. 

4) При 𝑦 = 0 должно быть 𝜏𝑥𝑦 = 0. 

5) При 𝑦 = 0 должно быть 𝜎𝑦 = 0, кроме точки с координатой 𝑥 = 0, 

т.е. кроме опоры; здесь вообще 𝜎𝑦 = ∞, т.к. опорная реакция предпо-

лагается сосредоточенной. 

6) При  𝑦 = ℎ должно быть  𝜏𝑥𝑦 = 0. 

7) При  𝑦 = ℎ должно быть 𝜎𝑦 = −𝑞. 

Знак минус объясняется тем, что вверху напряжения сжимающие. 

8) Сумма горизонтальных нормальных напряжений в любом верти-

кальном сечении должна быть равна нулю, т. е. 

∫ 𝜎𝑥𝑑𝑦
ℎ

0
= 0. 

Решая систему линейных уравнений для нахождения коэффициентов, 

получаем выражения для напряжений:  
 

 𝜎𝑥 = ∑ 𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥)
2𝐴𝐷𝑞(𝐷𝐶ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)−𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))

(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
∞
𝑛=1  ; 2) 

 

 𝜎𝑦 = −∑ 𝑎2𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥)
2𝑞(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)−𝐷𝐶ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))

𝑎2(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
∞
𝑛=1 ; (3) 

 

 𝜏𝑥𝑦 = ∑ 𝑎𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥)
2𝐴𝐷𝑞(𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])−𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦]))

𝑎(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
∞
𝑛=1 ;  

 

Выражения для перемещений: 

 𝑢 =

∑ 𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥)
2𝑞(𝐴(𝐷2+𝜗𝑥𝑦)𝐶ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)−𝐷(𝐴

2+𝜗𝑥𝑦)𝐶ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))

𝑎𝐸𝑥𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ)))
∞
𝑛=1 ; 

 

 𝑣 = ∑
2𝑞

𝐸𝑦
{𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥) [

(−𝐷2(𝐸𝑥+𝐴
2𝐸𝑦𝜗𝑥𝑦)𝑆ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ)

𝐸𝑥𝑎𝐴(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
+∞

𝑛=1

      +
𝐴2(𝐸𝑥+𝐷

2𝐸𝑦𝜗𝑥𝑦)𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦]))

𝐸𝑥𝑎𝐴(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
] +

(𝐷2−𝐴2)𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑙)

𝑎𝐴𝐷(𝐴𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ))
}  

 

Также найдем коэффициент поперечного сдвига: 

 𝛾𝑥𝑦 = ∑ 𝑎𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥)
2𝐴𝐷𝑞(𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐴[ℎ−𝑦])−𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷[ℎ−𝑦]))

𝑎𝐺𝑥𝑦(𝐴𝐶ℎ(𝑎𝐷ℎ)−𝐷𝐶𝑡ℎ(𝑎𝐴ℎ)𝑆ℎ(𝑎𝐷ℎ))𝑆ℎ(𝑎𝐴ℎ)
∞
𝑛=1   

На основе полученных выражений для компонент напряжений, можно 

сделать вывод, что ортотропном случае эти выражения имеют более 
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сложную структуру, чем в изотропном. Это обусловлено тем фактом, что 

в ортотропном случае упругие модули имеют значительный градиент в 

отличие от изотропного случая. Изложенный здесь способ исследования 

напряженного состояния балки-стенки оказался очень удобным, так как 

пользуясь им, можно вводить достаточно произвольные нагрузки на 

длинных сторонах. 
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