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ОБРАТНАЯ  ЗАДАЧА  КОРРЕКТИРОВКИ  ПАРАМЕТРОВ  ОГРАНИЧЕНИЙ 
ДЛЯ  ОДНОЙ  ЛИНЕЙНОЙ  НЕОДНОРОДНОЙ  ЗАДАЧИ  

СЕТЕВОЙ  ОПТИМИЗАЦИИ

Л. А. ПИЛИПЧУК 1

1Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Рассмотрена линейная задача потокового программирования специального вида с неточными данными. Применены прин
ципы обратной оптимизации для корректировки параметров ограничений таким образом, чтобы частично допустимое реше
ние стало ее допустимым решением. Для изменения величин нижних (верхних) границ и значений преобразования дуговых 
потоков исследована математическая модель обратной задачи в соответствии с выбранной нормой. Получено оптимальное 
решение обратной задачи, которое определяет изменения параметров нижних и верхних границ и величин преобразования 
дуговых потоков. Для новых значений данных частично допустимое решение является допустимым решением прямой зада
чи. Приведен численный пример корректировки параметров нижних (верхних) границ и значений преобразования дуговых 
потоков в соответствии с выбранной нормой. Полученные результаты могут быть применены для построения допустимых 
решений сетевых задач линейной оптимизации.

Ключевые слова: линейная задача математического программирования; неточные данные; обратная оптимизация; па
раметры нижних и верхних границ; параметры преобразования дуговых потоков; недопустимое решение; допустимое ре
шение; норма.

THE  INVERSE  PROBLEM  OF  ADJUSTING  THE  PARAMETERS  
OF  CONSTRAINTS  FOR  A  LINEAR  INHOMOGENEOUS  PROBLEM  

OF  NETWORK  FLOW  OPTIMIZATION

L. A. PILIPCHUK  a

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

The article discusses the linear network flow programming problem of the a special form, the parameters of which are inexact data. 
We apply the principles of inverse optimization to adjust of parameters in a way that infeasible solution becomes a feasible solution. 
To change the parameters of the lower (upper) bounds and transformation parameters for the arc flows the mathematical model of the 
inverse problem in accordance with the selected norm is considered. An optimal solution of the inverse problem, which determines the 
change in the parameters of the lower and upper bounds and transformation parameters for the arc flows is received. For new parameter 
values infeasible solution is a feasible solution of the primal problem. A numerical example of adjusting the parameters of the lower 
(upper) bounds and the transformation parameters arc flows in accordance with the selected norm is considered. The results can be used 
to build feasible solutions of network problems of linear optimization.

Key words: linear  problem of mathematical  programming;  inexact  data;  inverse  optimization;  parameters  of  lower  and  upper 
bounds; transformation parameters for the arc flows; infeasible solution; feasible solution; norm.
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В  работах  [1–3]  представлены  математические  модели  и  конструктивные  методы  построения 
оптимальных  решений  неоднородных  задач  сетевой  оптимизации  для  известных  значений 
параметров. Если некоторые из них являются неточными данными, то применяются принципы об
ратной  оптимизации  для  изменения  параметров  ограничений  или  коэффициентов  целевой функ
ции для построения допустимых и оптимальных решений. В публикации [4] впервые рассмотрены 
принципы обратной оптимизации для исследования задачи кратчайшего пути. В работе [5] приме
нены принципы обратной оптимизации для однородных сетевых задач. Корректировка параметров 
целевой функции в соответствии с нормой l1 для транспортной задачи приведена в [6]. В настоящей 
работе построена математическая модель обратной задачи оптимизации в соответствии с нормой l1 
для  корректировки  величин  нижних  (верхних)  границ  и  значений  преобразования  дуговых  пото
ков. Оптимальное решение обратной задачи опреде ляет изменения (увеличения и уменьшения) па
раметров прямой  задачи. Для новых параметров частично допустимое решение  есть  допустимое 
решение линейной неоднородной задачи сетевой оптимизации с взаимосвязью и преобразованием 
дуговых потоков.

Математическая модель прямой задачи

Рассмотрим мультисеть G I U= ( ), , где множество мультидуг U определено на I I I U× < ∞ < ∞( ), . 

Мультисеть  G I U= ( ),   представим  в  виде  семейства  K   связных  сетей  G I U k Kk k k= ( ) = …, , , , .1  

Каждая сеть G I Uk k k= ( ),  соответствует некоторому типу потока k и имеет следующие характерис тики: 

xij
k  – дуговой поток kго типа по мультидуге  i j U, ;( ) ∈   cij

k  – стоимость перемещения еди ницы потока 

kго типа по мультидуге  i j U, .( ) ∈  Для каждой мультидуги  i j U,( ) ∈  определим множество типов пото ков 

K i j k K i j Uk k, : , ,( ) = ∈ ( ) ∈{ }  проходящих через мультидугу  i j, .( )  Пусть K i j K i j i j U1 , , , , .( ) ⊆ ( ) ( ) ∈  

Обозначим через  dij
k  пропускную способность дуги  i j k,( )  для kго типа потока,  k K i j∈ ( )1 , ,  и че

рез  dij
0   –  суммарную пропускную  способность мультидуги  i j i j U, , , ,( ) ( ) ∈ 0   где  U U0 ⊆ .   Для  каж

дой  мульти дуги  i j U,( ) ∈ 0   выполняется  неравенство:  K i j0 1, ,( ) >   где  K i j K i j K i j0 1, , \ , ,( ) = ( ) ( )  

i j U, .( ) ∈ 0   I U j I i j Ui
k k k k+ ( ) = ∈ ( ) ∈{ }: , ,   I U j I j i U ai

k k k k
i
k− ( ) = ∈ ( ) ∈{ }: , ;   –  интенсивность  узла  i 

для kго типа потока. Определим для каждого узла i множество типов потоков  K i k K i I k( ) = ∈ ∈{ }: ,  

проходящих через узел i ∈ I. 

На мультисети G I U= ( ),  рассмотрим математическую модель линейной неоднородной задачи по
токового программирования следующего вида:
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  0 < ≤ ∈ ( ) ( ) ∈x d k K i j i j Uij
k

i j
k , , , , ;   (5)

  x k K i j K i j i j U Uij
k ≥ ∈ ( ) ( ) ( ) ∈0 1 0, , \ , , , \ ,   (6)

где c a a d dij
k

i j
kp

p i
k

i j i j
k

i j
k, , , , , ,λ µ0  – известные параметры задачи (1) – (6). Определим множество Z векторов 

x x i j U k K i ji j
k= ( ) ∈ ∈ ( )( ), , , , ,  x ∈ Z, для которых выполняются ограничения (2) – (6) (множество допус

тимых решений задачи (1) – (6)). Для x ∈ Z дуговые потоки  x i j U k K i ji j
k , , , ,( ) ∈ ∈ ( )  различных типов 

являются  взаимосвязанными  (3)  и  зависимыми  (4),  поскольку  отдельные  типы  потоков  используют 
общие мощности мультидуг. Для известных значений параметров в [1–3] разработана конструктивная 
теория построения оптимальных решений экстремальной задачи (1) – (6), которая основана на принци
пах декомпозиции ограничений задачи. Применение методов декомпозиции к построению решений не
однородной задачи (1) – (6) направлено также на эффективное решение множества однородных сетевых 
задач с применением современных достижений в технологии построения их численных решений. Если 
для заданного вектора  x x i j U k K i ji j

k= ≥ ( ) ∈ ∈ ( )( )0, , , ,  не выполняются ограничения (2) – (5), x ∉ Z, 
то применяются принципы обратной оптимизации для корректировки параметров в соот ветствии с вы
бранной нормой.

Математическая модель обратной задачи

Пусть для заданного вектора  x x i j U k K i ji j
k= ( ) ∈ ∈ ( )( ), , , ,  не выполняются некоторые ограничения 

прямой задачи (1) – (6), x ∉ Z. Применим принципы обратной оптимизации для изменения параметров 
a a d di
k

p i j i j
k

i j
k, , , ,0 µ  в соответствии с нормой l1 суммы векторов:
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Параметры целевой функции (1) и элементы матрицы ограничений (3) не изменяются. Математи
ческая модель задачи для изменения параметров  a a d di

k
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k
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векторов имеет вид
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  0 0 0 1≤ ≤ + − ≥ ≥ ∈ ( ) ( ) ∈x d m n m n k K i j i j Uij
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i j
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i j
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  x k K i j K i j i j Uij
k ≥ ∈ ( ) ( ) ( ) ∈0 1, , \ , , , .    (12)

Новые параметры   
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k, , , ,0 µ  вычисляются следующим образом:
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В результате минимизации нормы l1 суммы векторов (7) при ограничениях (8) – (12) для формирова
ния новых параметров (13) получены следующие векторы, компонентами которых являются значения 
увеличений и уменьшений параметров:
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Значения увеличений и уменьшений (14) каждого параметра не могут быть положительными одно

временно. Вектор  x x i j U k K i ji j
k= ( ) ∈ ∈ ( )( ), , , ,  является допустимым решением задачи вида (1) – (6) 

для параметров (13), x ∈ Z. 
В  случае,  если  величины  преобразования  дуговых  потоков  не  изменяются,  т.  е.  θ γi j
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k= + − = ,   k K i j i j U∈ ( ) ( ) ∈, , , ,  решение экстремальной задачи минимизации нормы l1 

суммы векторов (7) при ограничениях (8) – (12) для определения новых параметров нижних и верхних 
границ очевидно и построение искомого оптимального решения обратной задачи осуществляется сле
дующим образом. По условию задачи нижеприведенные величины определены:
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Новые параметры нижних и верхних границ ограничений задачи (1) – (6) вычисляются следующим 
образом:






a a i I k K p l

d d d i j

i
k

i
k k

p p

i j i j i j

= ∈ ∈ = =

= { } ( ) ∈

, , ; , , ;

max , , ,

a a 1

0 0 0 UU d d d k K i j i j Uij
k

i j
k

i j
k

0 1; max , , , , , . = { } ∈ ( ) ( ) ∈
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Численный пример корректировки значений нижних (верхних) границ  
и параметров преобразования дуговых потоков

Рассмотрим  конечную  ориентированную  связную  мультисеть 
G I U= ( ),   (рисунок),  где  I  –  мно жество  узлов,  U  –  множество 
мультидуг.

Мультисеть G  представляет  собой объединение  связных обоб
щенных сетей G 1, G 2, G 3, G 4. Целевая функция вида (1) для мульти
сети G, которая изображена на рисунке, имеет вид

   

3 8 7 10 5 10

5
1 3
3

1 3
4

1 4
1

1 4
2

1 4
3

2 1
1

2 1
2

2 1
3

x x x x x x

x x
, , , , , ,

, ,

+ + + + + +

+ + +110 6 9

3 10 6
2 1
4

2 3
1

2 3
4

2 4
1

2 4
2

2 4
3

2 4
4

3 4
1

x x x x

x x x x
, , , ,

, , , ,

+ + + +

+ + + + + 66 3 4
4x , min.→

 

(15)

Для  мультисети  G,  изображенной  на  рисунке,  уравнения 
вида  (2)  для  обобщенных  сетей  G 1,  G 2 и  G 3, G 4  представлены  
соответственно  разреженными  системами  линейных  алгебраиче
ских уравнений:

 

x x

x x x

x x

1 4
1

2 1
1

2 1
1

2 3
1

2 4
1

3 4
1

2 3
1

2 0

15

9
10

16
5

3
5

, ,

, , ,

, ,

;

;

;

− =

+ + =

− =

− xx x x1 4
1

2 4
1

3 4
13

10
3
10

63
10, , , ;− − = −

         

x x

x x

x x

1 4
2

2 1
2

2 1
2

2 4
2

1 4
2

2 4
2

3
5

1
5

4

7
10

1
2

17
10

0

, ,

, ,

, ,

;

;

;

− = −

+ =

− − = −

< µµi j
k ki j≤ ( ) ∈ ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 3

1 4 2 4 3 4 2 1

1 1

1 1 1 2

, , , , , ,

, , , , , , , , 11 4 2 42 2, , , .( ) ( ) }

  (16)

 

x x x

x x

x

x

1 3
3

1 4
3

2 1
3

2 1
3

2 4
3

1 3
3

1
10

47
5

14

1
2

7
2

1
10

, , ,

, ,

,

;

;

;

+ − =

+ =

− = −

− 11 4
3

2 4
3 83

10, , ;− = −x

                      

x x

x x x

x x x

1 3
4

2 1
4

2 1
4

2 3
4

2 4
4

3 4
4

1 3
4

3
10

57
10
2

7
10

4
5

, ,

, , ,

, ,

;

;

− =

+ + =

− − 22 3
4

2 4
4

3 4
4

3

16
5

4
5

9
10

17
10

0 1 2 1

,

, ,

;

;

, , , ,

= −

− − = −

< ≤ ( ) ∈ ( )

x x

i ji j
k kµ 11 3 1 4

2 4 2 1 1 3 2 3 2 4 3 4

3 3

3 4 4 4 4 4

, , , ,

, , , , , , , , , , ,

( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }..

  (17)

Уравнения  системы  (3),  отражающие  взаимосвязи  дуговых  потоков  x i j U k K i ji j
k , , , ,( ) ∈ ∈ ( ),  для 

совокупности обобщенных сетей G k, k = 1, 2, 3, 4, имеют вид

 

3 4 8 5 3 4 61 3
3

1 3
4

1 4
1

2 1
1

2 1
2

2 1
3

2 1
4

2 3
1

2x x x x x x x x x, , , , , , , , ,+ + + + + + + + 33
4

2 4
1

2 4
2

2 4
3

2 4
4

3 4
1

3 4
4

1 3
3

9 2 9 2 234

8 8

+

+ + + + + + =

+

x x x x x x

x x
, , , , , ,

,

;

11 3
4

1 4
1

1 4
2

2 1
1

2 1
2

2 1
3

2 3
1

2 3
43 3 7 5 2 7 9

2
, , , , , , , ,+ + + + + + + +

+

x x x x x x x

x22 4
1

2 4
2

2 4
3

2 4
4

3 4
1

3 4
45 4 3 9 4 287, , , , , , .+ + + + + =x x x x x

 

(18)

Мультисеть G I U= ( ), :  

I I U K= { } = = =1 2 3 4 4 6 4, , , , , ,
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Система (18) является системой линейных алгебраических уравнений общего вида. Система нера
венств вида (4) – (6) для мультисети G, которая изображена на рисунке, имеет вид

 
x x x x

x x x x
2 1
3

2 1
4

2 1
3

2 1
4

2 4
1

2 4
2

2 4
1

2 4
2

8 0 0

15 0
, , , ,

, , , ,

, , ,

, ,

+ ≤ ≥ ≥

+ ≤ ≥ ≥≥ 0.
  (19)

 
0 7 0 10 0 11 0 3

0 7 0
1 3
3

1 4
1

2 1
1

2 1
2

2 3
1

2 4

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

x x x x

x x
, , , ,

, ,

, , , ,

, 33
2 4
4

3 4
412 0 7 0 8≤ ≤ ≤ ≤ ≤, , ., ,x x

  (20)

  x x x x x1 3
4

1 4
2

1 4
3

2 3
4

3 4
10 0 0 0 0, , , , ,, , , , .≥ ≥ ≥ ≥ ≥     (21)

В таблице представлены значения компонент вектора x x i j U k K i ji j
k= ( ) ∈ ∈ ( )( ), , , , ,  x ∉ Z, который не 

является допустимым мультипотоком экстремальной задачи потокового программирования (15) – (21), 
поскольку не выполняются некоторые ограничения. Для задачи (15) – (21) построим математическую 
модель обратной задачи в целях определения изменений параметров  a a d di

k
p i j i j

k, , ,0  нижних и верхних 
границ  и  значений  µi j

k k K i j i j U, , , , ,∈ ( ) ( ) ∈   преобразования  дуговых  потоков  для  разреженной  
части  матрицы  ограничений,  для  которых  вектор  x  (таблица)  является  допустимым  решением  для 
скорректированной прямой задачи (1) – (6) с новыми значениями параметров ограничений, x ∈ Z.

Компоненты вектора x =  x i j U k K i ji j
k , , , ,( ) ∈ ∈ ( )( ) ∈ x i j U k K i ji j
k , , , ,( ) ∈ ∈ ( )( ) ∈ x i j U k K i ji j
k , , , ,( ) ∈ ∈ ( )( )

Дуговой поток
i j,( )

1 3,( ) 1 4,( ) 2 1,( ) 2 3,( ) 2 4,( ) 3 4,( )

xi j
1 – 3 3 5 10 5

xi j
2 – 1 2 – 2 –

xi j
3 7 3 9 – 8 –

xi j
4 6 – 1 0 1 1

Представим  новые  параметры  нижних  и  верхних  границ  и  параметры  преобразования  дуговых 
потоков  задачи  (15) – (21)  в  следующем  виде:  a a i I k Ki

k
i
k

i
k

i
k k= + − ∈ ∈ = { }κ ψ , , , , , ,1 2 3 4   где  κ i

k ≥ 0   

и  ψ i
k ≥ 0  – увеличение и уменьшение параметра  ai

k;   a a ϕ δ ϕ δp p p p p p= + − ≥ ≥, , ,0 0 a a ϕ δ ϕ δp p p p p p= + − ≥ ≥, , ,0 0  p = 1, 2, где  

ϕp ≥ 0  и δp ≥ 0 – увеличение и уменьшение параметра a  p;  d d u hij i j i j i j
0 0= + − ,  где uij ≥ 0  и hij ≥ 0 – увели  

чение и уменьшение параметра dij
0,  i j U, , , , ;( ) ∈ = ( ) ( ){ }0 2 1 2 4   d d m nij

k
i j
k

i j
k

i j
k= + − , где mij

k ≥ 0 и nij
k ≥ 0 – уве

личение и уменьшение параметра d i ji j
k k, , , , , , , , , , , , , , ,( ) ∈ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 3 1 4 2 1 2 1 2 3 2 4 2 43 1 1 2 1 3 )) ( ){ }4 43 4, , ; 

µ µ θ γi j
k

i j
k

i j
k

i j
k= + − ,  где  θi j

k ≥ 0   и  γ i j
k ≥ 0   –  увеличение  и  уменьшение  каждого  параметра  µi j

k   преоб
разования дугового потока для дуг обобщенных сетей G k, k = 1, 2, 3, 4. Значения увеличения и умень
шения каждого параметра не могут быть одновременно положительными.

Математическая модель обратной задачи для нахождения изменений нижних и верхних границ и па
раметров преобразования дуговых потоков экстремальной задачи (15) – (21) имеет следующий вид:

  κ ψ κ ψ ϕ δi
k

i
k

ik K
i i

i
p p

p
+( ) + +( ) + +( )

=∈ = { } =
∑∑ ∑
1 2 3 41 3 4

2 2

1 2 4, , ,, , , , ==
∑ + +( ) + +( ) +

+ +( ) + +( )
1

2

2 1 2 1 2 4 2 4

1 3
3

1 3
3

1 4
1

1 4
1

u h u h

m n m n

, , , ,

, , , , ++ +( ) + +( ) +

+ +( ) + +
=
∑

m n m n

m n m nk k

k

k

2 3
1

2 3
1

3 4
4

3 4
4

2 1 2 1
1 2

2 4

, , , ,

, ,
,

, 22 4
3 4 1 2 3 4

,
, ,, , ,

min;k

k
i j
k

i j
k

i j Uk K k k

( ) + +( ) →
= ( ) ∈∈ = { }
∑ ∑∑ θ γ
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κ ψ κ ψ ϕ δi
k

i
k

ik K
i i

i
p p

p
+( ) + +( ) + +( )

=∈ = { } =
∑∑ ∑
1 2 3 41 3 4

2 2

1 2 4, , ,, , , , ==
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1

2

2 1 2 1 2 4 2 4
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k
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1
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4
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i j
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( ) + +( ) →
= ( ) ∈∈ = { }
∑ ∑∑ θ γ

 

(22)
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(29)

  x x x x x1 3
4

1 4
2

1 4
3

2 3
4

3 4
10 0 0 0 0, , , , ,, , , , ;≥ ≥ ≥ ≥ ≥   (30)

  0 1 1 2 3 4< + + ≤ ( ) ∈ ∈ = { }µ θ γi j
k

i j
k

i j
k k ki j U k K, , , , , , ,   (31)

где U k Kk, , , ,∈ = { }1 2 3 4 , – множества дуг связных обобщенных сетей G 1, G 2, G 3, G 4 (см. рисунок).
В  результате  решения  обратной  задачи  (22) – (31)  получены  значения  увеличений  и  уменьшений 

нижних  и  верхних  границ  и  величин  преобразования  дуговых  потоков  задачи  (15) – (21).  Приведем 
ненулевые значения изменений параметров:

  κ ψ ψ κ ϕ ϕ γ2
1

3
1

1
3

2
3

1 2 2 1 2 1
13 27

10
3
10

3 12 6 2 1= = = = = = = =, , , , , , , ., ,u   (32)

С учетом ненулевых значений изменений параметров  (32) вычислим значения новых параметров 
экстремальной задачи (15) – (21):

 
   a a a a a a a a2
1

2
1

2
1

3
1

3
1

3
1

1
3

1
3

1
3

2
3

2
318 1

2
91
10

= + = = − = = − = =κ ψ ψ, , , ++ =

= + = = + = = + =

κ

a a ϕ a a ϕ

2
3

1 1 1 2 2 2 2 1
0

2 1
0

2 1
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,

, , ,, , , 

d d u µ µ γ2 1
1

2 1
1

2 1
1 1, , , .= − =

  (33)

Остальные параметры экстремальной задачи (15) – (21) не изменяются. Если в задаче (15) – (21) за
менить параметры нижних и верхних границ и параметры преобразования дуговых потоков на новые 
значения (33), то вектор x (см. таблицу) является допустимым решением задачи (15) – (21), x ∈ Z.

Таким образом, в соответствии с нормой l1 построена математическая модель обратной задачи для на
хождения изменений величин нижних и верхних границ и параметров преобразования дуговых потоков 
в линейной неоднородной задаче сетевой оптимизации с взаимосвязью потоков различных типов. Получе
но оптимальное решение обратной задачи, которое определяет изменения параметров ограничений прямой 
задачи. В результате корректировки параметров нижних (верхних) границ и значений преобразования ду
говых потоков вектор  x x i j U k K i ji j

k= ( ) ∈ ∈ ( )( ), , , , , является допустимым решением  прямой задачи, x ∈ Z.
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