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А.С. САМСОНОВ 

ОДНОРОДНЫЕ Ф-ПРОСТРАНСТВА 
ПСЕВДООРТОГОНАЛЬНЫХ ГРУПП 0(2, k) 

Homogeneous Ф-spaces of pseudoorthogonal groups 0 (2 , k) (k 2) are considered. It is found which 
f-structures on the Ф-spaces are NKf-structures and which are not. The algebra of all invariant affinor structures 
coincides with the algebra of canonical affinor structures for the Ф-spaces in the case k 4. 

Геометрия однородных пространств в значительной степени характеризуется 

инвариантными аффинорными структурами, обра з ующими алгебру. Известно [1], 

что в случае однородных регулярных Ф-пространств эта алгебра содержит комму­

тативную подалгебру канонических аффинорных структур. Свойства указан­

ных объектов представляют интерес для Ф-пространств некомпактных групп Ли , в 

частности псевдоортогональной группы 0(р, q). 

Хорошо известно [2], что каноническая почти комплексная структура на естест­

венно редуктивном однородном Ф-пространстве порядка 3 является приближенно 

келеровой (NK-структурой) . Естественным продолжением этого факта стали ре­

зультаты о том, что каноническая f-структура на однородном Ф-пространстве по­

рядка 4 и обе канонические f-структуры на однородном Ф-пространстве порядка 5 

в случае естественно редуктивной метрики являются приближенно келеровыми 

f-структурами (NKf-структурами) [ 3 , 4 ] . 

В д анной работе рассматривается серия однородных Ф-пространств групп Ли 

0 ( 2 , k), k 2, порядка 6. Доказано, что для исследуемых Ф-пространств при k 4 

алгебра всех инвариантных аффинорных структур совпадает с алгеброй кано­

нических аффинорных структур. Установлено также, какие из возникающих инва­

риантных канонических f-структур принадлежат классу NKf, а ка­

кие не попадают в него . Заметим, что указанные NKf-структуры входят в число 

в ажных объектов обобщенной эрмитовой геометрии [5]. 

Предварительные сведения 

Пусть G - связная группа Ли с заданным автоморфизмом Ф, - подгруппа его 

неподвижных точек, — компонента единицы подгруппы Пространство GIH на­

зывается однородным Ф-пространством [6], если H- замкнутая подгруппа в G и с 

Пусть GIH - однородное Ф-пространство порядка = id), g и h - соответст­

вующие алгебры Ли, - автоморфизм алгебры g. Пространство GIH редук-

тивно [7] с каноническим редуктивным разложеним Обозначим 

Напомним , что аффинерной структурой на многообразии называется тензор­

ное поле типа ( 1 , 1). Для однородного многообразия GIH множество А всех инвари­

антных аффинорных структур является алгеброй над Пусть F - инвариантный 

аффинор на GIH. Тогда F полностью определяется значением в точке = Н, где 

структура инвариантна относительно Ad(H) (поэтому будем применять одни и 

те же обозначения для F и ). Инвариантная аффинорная структура F на регуляр­

ном Ф-пространстве GIH называется канонической [1], если ее значение - поли­

ном от . Легко видеть , что алгебра канонических аффинорных структур явля­

ется коммутативной подалгеброй в А. 

Классические примеры аффинорных структур: / с т р у к т у р ы 

/ с т р у к т у р ы гиперболического типа (или h-структуры, - h = 0, h 0). Час тными 

случаями являются почти комплексные структуры J = - 1) и структуры почти 

произведения P = 1) соответственно. 

Будем использовать обозначение в следующих теоре­

мах для нахождения f-структур. 
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Теорема 1 [1]. Пусть GIH- Ф-пространство порядка n (n 3). Все нетривиаль­
ные канонические f-структуры на GIH могут быть заданы операторами 

где { - 1 , 0 , 1 ) , j = 1 , 2, ...,u, причем среди чисел есть отличные от нуля. 

Теорема 2 [8]. Пусть GIH- Ф-пространство порядка n (n 2). Все канонические 

h-структуры на GIH могут быть заданы полиномами , где если: 

В данной работе также будет рассматриваться принадлежность f-структур сле­
дующему классу обобщенной эрмитовой геометрии: метрическая f-структура назы­
вается приближенно келеровой /структурой (или NKf-структурой - nearly Kahler 
f-structure) [3], если выполняется условие ( f ) fX = 0 для связности Леви-
Чивита (псевдо)риманова многообразия (М, g) и любого гладкого векторного по­
ля X на М. Заметим, что критерием принадлежности инвариантной метрической f-
структуры классу NKf (для естественно редуктивных однородных пространств) яв­
ляется условие (см. [3]): 

Пространства и канонические f-структуры 

Рассмотрим связную компоненту единицы (см. [9]) псевдоортого­

нальной группы 0(2, к), к 2, и внутренний автоморфизм группы G: 

Легко показать, что автоморфизм Ф имеет порядок 6. Тогда соответствующий 
автоморфизм алгебры Ли o(2, k) также имеет порядок 6, при этом 

Обозначим через однородное Ф-пространство 

порядка 6. 

Для дальнейших вычислений будем использовать запись элемента в 
блочном виде в соответствии со строением алгебры Ли (р, q) (см. [9]): 

Обозначим 

где - произвольная строка. 

Отображение каждому X ставит в соответствие 
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Определим вид подалгебры h неподвижных точек: Имеем: 

Вычислим теперь каноническое редуктивное дополнение (см. [7]) 

Пусть С учетом действия оператора (см. (3)) и полу­

ченного вида подпространства т запишем действие оператора 

где такое же, как и в (3), 

С помощью теоремы 1 запишем теперь формулы для всех канонических 
f-структур: 

Перейдем к однородным Ф-пространствам Возьмем 

где 

Запишем действие указанных структур на однородных Ф-пространствах 

Проверим условие (1) для каждой f-структуры: 

Аналогично получаем: 

Итак, имеем следующий результат. 

Теорема 3. Для псевдоримановых многообразий групп Ли 

2, с естественно редуктивной метрикой g канонические f-структуры яв­
ляются NKf-структурами, структура не принадлежит классу NKf. 

Алгебра канонических аффинерных структур для 
В качестве образующих алгебры можно взять (см. [10]) следующие струк­

туры: - уже рассмотренные/структуры, - h-струк-
туры, которые найдем по теореме 2, используя соответственно наборы (1,0, 0), 
(0,1,0), (0,0,1) в качестве коэффициентов Имеем: 
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Пусть подействуем структурами на Y: 

Найдем в явном виде структуры из подалгебры Имеем: 

Выберем в т следующий базис v: 

в котором = 1, остальные элементы нулевые, 

в котором = 1, остальные элементы нулевые, 

в котором = 1, остальные элементы нулевые, 

В результате действия оператором из (4) на каждый элемент базиса получаем: 

Таким образом, матрица L произвольного линейного оператора имеет вид: 

где. 

Итак, получена 
Теорема 4. Для всех k 2 алгебра канонических аффинорных структур од­

нородного Ф-пространства имеет вид (6), причем dim = 5. 
Замечание. Размерность алгебры видна после вычисления образующих f1 и 

f2, Поскольку обе f-структуры ненулевые и имеют нетривиальные ядра, то оператор 
имеет максимальный спектр. Следовательно (см. [10]), Тогда 

dim = 5. 

Алгебра инвариантных аффинорных структур А для 
Найдем подгруппу неподвижных точек относительно автомор­

физма (2) для группы Пусть 

Условие неподвижности = h дает 

- произ­

вольная. 

Из условия псевдоортогональности получаем 

Для клетки имеем 
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Поскольку (см. [9]), поэтому det = 1 . Тогда = 1 и 

= 1 или = -1 и = - 1 , причем 

Таким образом, подгруппа H состоит из матриц следующих типов : 

где ортогональная, 

det = 1 . 

Подействуем оператором AdQi) на элементы базиса (5). Получим матрицу опе­

ратора : 

Найд ем алгебру инвариантных аффинорных структур 

Пусть где i, j пробегают значения 1, 2, 3; - клетки 

размера 

Обозначим в равенстве (8). С учетом (9) для клеток , 

получим систему: 

Изменяя /, D, в системе (10) имеем: решения нужно искать при 

Анало гичным способом получаем, что клетки нулевые. Для клет­

ки при ортогональная, det = 1) справедливо равенство 

Найдем такие матрицы 

Если матрица имеет размер 1 1 (при к = 2) , то произвольная . 

Пусть матрица имеет размер 2 2 (при к = 3) . Любую матрицу можно 

представить в виде С учетом равенства (11) получим, что 

, где а,b — произвольные числа из 

Пусть матрица имеет размер (k - 1) (k - 1), k 4, и (k - 1) - нечетное (при 

че тном (k - 1) ситуация аналогичная) . Обозначим u = k/2. 

Случай 1. В качестве D0 возьмем канонические ортогональные матрицы вида 

Матрицу 

представим в виде: , где клетки имеют раз­

мер 2 1, остальные - размер 2 2. Имеем : 
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Тогда при (рассматриваем выполняются равенства 

Возьмем, например , . Для таких получаем, что 

. Аналогичным способом имеем : - нулевые клетки 

- произвольная . 

Для диа гональных элементов как и при k = 3, получим, что = 

, где - произвольные действительные числа. 

Случай 2. Теперь в качестве будем брать канонические ортогональные мат­

рицы вида 

Матрицу представим в виде: где клетки 

имеют размер остальные - размер 

Аналогично случаю 1 получаем, что - произвольная; - нулевые 

клетки - произвольные действитель­

ные числа. 

Объединим случаи 1 и 2. Получим, что 

Вернемся к клеткам Из системы (10) при cos t — 1 имеем: 

С учетом того (из равенства (7)), что D = аналогично нахождению 

легко видеть, из каких элементов состоят клетки 

Таким образом, алгебра инвариантных аффинорных структур А однородного 

пространства изоморфна алгебре, состоящей из матриц вида : 

где клетки имеют размер к к, клетка имеет размер (А:-1) ( & - 1 ) и 

а) при к = 2 клетки - произвольные; 

б) при к = 3 

вида 

в) при 
Итак, получена следующая 

Теорема 5. Для всех k 2 алгебра инвариантных аффинорных структур А однород­

ного пространства Ф-пространства имеет вид (12), причем 

при k 4 алгебра А совпадает с алгеброй канонических аффинорных структур 
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