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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РИСКА ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 
AR(1) ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ ПРИ НАЛИЧИИ ПРОПУЩЕННЫХ ДАННЫХ 

The problem of forecasting of autoregressi ve time series under presence of missing data is considered in the 
paper. The estimators of model parameters, constructed by method of moments, are used to construct the «plug-
in» forecasting statistic. The asymptotic expansion of the risk of the «plug-in» forecasting is found. 

Модель авторегрессии часто используется на практике для статистического 
анализа и моделирования динамических процессов, временных рядов в экономике, 
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медицине, защите окружающей среды и других областях [1, 2]. Наличие пропу­
щенных данных - часто встречающееся явление из-за несовершенства измеритель­
ных приборов или малой степени доверия к данным, которое значительно услож­
няет поиск и реализацию оптимальных алгоритмов оценивания и прогнозирования 
таких временных рядов [3,4]. 

В [5] для авторегрессионных временных рядов с «пропусками» построены про­
гнозы по методу максимального правдоподобия при известных модельных пара­
метрах и оценки модельных параметров по методу моментов. В настоящей статье 
для «подстановочного» («plug-in») прогнозирования, использующего оценки по 
методу моментов [5], строится асимптотическое разложение риска прогнозирова­
ния на основе методов робастного статистического анализа данных [6, 7]. 

Математическая модель и постановка задач 

Пусть наблюдаемый временной ряд описывается моделью авторегрессии 

первого порядка AR(1) [1]: 

где В - параметр авторегрессии, - независимые в совокупности 

нормально распределенные случайные величины: 

В наблюдениях имеются пропущенные данные, или «пропуски». Шабло­

ном «пропусков» назовем двоичную последовательность где если 

наблюдается, = 0, если не наблюдается, Обозначим минимальный и 

максимальный моменты времени с наблюдаемыми компонентами: 

без ограничения общности 

Задача состоит в построении статистического прогноза и нахождении рис­

ка прогнозирования. 

«Подстановочное» прогнозирование 

Сформулируем дополнительное предположение о шаблоне . При 

имеют место асимптотики 

- предельная частота наблюдения пары значений временного ряда в моменты 

времени, сдвинутые на - предельная частота наблюдения двух пар значе­

ний временного ряда в моменты времени, сдвинутые на и единиц вре­

мени от первой пары, где — символ Кронекера. Очевидно, 

что имеет место соотношение 

Обозначим ковариации (с учетом свойства стационарности [5]): 

Очевидно, 

что Назовем 

критическим временем наблюдения для заданного шаблона . Для опре­

делим предельные характеристики шаблона 

выборочные ковариации 
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и при статистики, основанные на выборочных ковариациях (2): 

При известном модельном параметре В [1] оптимальным в среднеквадратиче-
ском смысле для единичной глубины прогнозирования является прогноз 

который имеет риск прогнозирования 

Для неизвестных модельных параметров построим «подстановочный» прогноз, 
используя оценки (3): 

Качество прогнозирования будем также характеризовать среднеквадратическим 
риском прогнозирования: 

Асимптотическое разложение риска 
Докажем вспомогательные утверждения. 
Теорема 1. Для модели (1) выполняется 

где 

- математический объект (число, вектор, матрица), не зависящий от 

Дока з а т ел ь с т во . См. [5]. 
Лемма 1. Пусть последовательность а, (Г) ограничена и при сходится: 

и . Тогда при 

Доказательство. Соответствующую разность 

84 



Математика и информатика 

можно сделать сколь угодно малой, так как последние слагаемые можно умень­
шить выбором m, затем при фиксированном m первое - выбором Т. 

Лемма 2. Пусть случайная последовательность такова, что в некото­

рой -окрестности нуля для некоторой положительной константы С1 и для любых 

последовательных Т0 отсчетов существует совместная плотность распределения, 

не превосходящая этой константы: 

Тогда существует положительная константа С, такая, что для любых последова­

тельных отсчетов математическое ожидание случайной величины, обратной 

к выборочной дисперсии и возведенной в натуральную степень , не превос­

ходит этой константы: 

где 

Дока з а т ел ь с т во . Пусть Справедливо 

неравенство для функции под знаком математического ожидания: 

Не ограничивая общности, предположим, что . Для каждого слагаемо­

го имеем 

где использовалась сферическая замена: 
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Окончательно имеем 

Лемма 3. Пусть для модели (1) выполнено и имеет место одномерный слу­
чай d = 1. Тогда определитель ковариационной матрицы отсчетов в моменты вре­
мени 

Дока з а т е л ь с т во . Проводится очевидным образом по индукции. 
С использованием доказанных результатов построим асимптотическое разло­

жение риска (4). 
Теорема 2. Если для модели (1) выполнено то справедливо асимптотиче­

ское разложение среднеквадратического риска прогнозирования (4) 

Дока з а т е л ь с т во . Преобразуем риск прогнозирования: 

Воспользуемся формулой Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа: 

Вычислим все слагаемые разложения: 
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Получаем выражение для риска: , где 

Используя формулу для математического ожидания произведения компонент 

нормально распределенного случайного вектора 

предположение и лемму 1, получаем асимптотику : 
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Используя соотношение теорему 1, леммы 2 

и 3, получаем асимптотику 

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2 и количество пропусков огра­

ничено: что Тогда справедливо асимптотическое разло­

жение риска «подстановочного» прогнозирования 

Дока з а т ел ь с т во . Из теоремы 2 следует, что риск прогнозирования 

где С(В) - константа, зависящая от В. Используя условие об ограниченности про­

пусков и преобразовывая выражение для риска (5), находим, что С(В) = 1. 
Результаты этих исследований были частично поддержаны проектом ГКПНИ 

«Инфотех». 
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