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БАЗИСНЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В БИИЗОТРОПНЫХ 
ОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 

The systems of basis monochromatic electromagnetic fields that satisfy Maxwell's equations for biisotropic 
media with arbitrary complex parameters of media and fields were obtained. Equation's solutions are 
represented in Cartesian, cylindrical and spherical coordinate frames through special functions. 

В математической физике большое внимание уделяется исследованию электро
магнитных полей в композитных материалах и решению краевых задач дифракции 
для структур из этих материалов [1]. В ряде работ решаются краевые задачи в 
плоскослоистых областях из киральных и биизотропных материалов [2-5] с ис
пользованием плоских электромагнитных полей. Данная статья ставит своей целью 
построение базисных плоских, цилиндрических и сферических электромагнитных 
полей с произвольными комплексными параметрами среды и поля, что позволит 
формализовать аналитическое решение многих краевых задач дифракции, исполь
зуемых в приложениях. 

1. Уравнения Максвелла в биизотропной среде. Рассмотрим евклидово про
странство R3 с фиксированной декартовой системой координат Oxyz, заполненное 
однородной биизотропной средой, которая характеризуется постоянными диэлек
трической и магнитной проницаемостями и произвольными комплексными 
постоянными Z и G, которые в общем случае могут зависеть от круговой частоты 
поля Комплексные амплитуды Е,Н электромагнитного поля с зависимостью 

от времени вида в биизотропной среде удовлетворяют уравнениям Мак

свелла 

Рассмотрим уравнения в форме Борна - Федорова [1, с. 164; 6]: 

Разрешая систему (2) относительно роторов, придем к уравнениям вида (1), где 

, т. е. решение 
уравнений (2) сводится к решению уравнений (1). 

Из первого уравнения (1) найдем 

и подставим во второе из (1). Получим волновое уравнение для вектора электриче
ской напряженности 

где 
Таким образом, система уравнений (3), (4) эквивалентна (1). 
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Аналогично получим 

Заметим, что из уравнений (4), (5) следуют условия div E = 0, div H = 0. 

2. Решение волнового уравнения. Поставим задачу о нахождении плоских 
решений волнового уравнения (4), т. е. решений вида 

где А, В, С, - неизвестные постоянные, а - произвольные заданные 

комплексные числа, определяющие волновой вектор Воспользуемся 

методикой [7, с. 101], обобщив результаты на произвольные комплексные парамет
ры и получив дополнительные соотношения между коэффициентами полей. Под
ставим (6) в (4) и запишем уравнение покомпонентно в виде однородной системы 
скалярных уравнений относительно неизвестных коэффициентов А, В, С: 

где 

Приравнивая к нулю определитель линейной системы (7), получим дисперсион
ное уравнение для определения параметра : 

Найдем два решения уравнения (8): 

где 

Далее определим четыре значения параметра : 

где 

Найдем нетривиальные решения системы (7), которые существуют для значе

ний параметра (9). Первые два уравнения (7) линейно независимы, так как для мат

рицы при неизвестных А и В ее определитель при 

Величины (9) подставим в (6) и (7), положим и 

найдем коэффициенты А и В из первых двух уравнений (7). В результате опреде
лим четыре векторных поля (6), удовлетворяющих уравнению (4): 

где 

Из условия (3) определим поле, удовлетворяющее уравнению (5): 

где 
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Так как поля (10), (12) удовлетворяют одним и тем же уравнениям (4) и (5), то 
поле (12) совпадает с полем (10) с точностью до постоянного множителя. 

Лемма 1. Для коэффициентов (11), (13) имеют место соотношения 

где 

Дока з а т ел ь с т во . Докажем соотношения 

Соотношение (17) очевидно, а равенство (16) следует из соотношения (15) по
сле замены в нем на , а - на . Перейдем к доказательству тождества 
(15), подставив в его левую часть выражения (11). Тогда 

Если выполнено тождество или в силу (9) тождество 

то формула (15) справедлива. Воспользуемся тождеством , тогда 

Теперь из формул (15) — (17) и (13) следует утверждение (14). 
3. Базисные плоские электромагнитные поля. Обезразмерим поле (10), раз

делив на . С учетом (9), (11) получим базисные поля в декартовых коорди
натах, называемые плоскими полями в биизотропной среде: 

где 

Введем базисные плоские поля для обычной среды [10], положив 

тогда 

Лемма 2. Имеет место соотношение 

Дока з а т ельс тво . Воспользуемся формулами 

[10], формулой (18) и получим соотношение (20). 

58 



Математика и информатика 

Построим базисные плоские электромагнитные поля в биизотропной среде, ум
ножая (19) на амплитуду Е0 с физической размерностью электрического поля. 

С учетом (12) и (14) получим 

4. Базисные сферические электромагнитные поля. Обобщив предыдущий 
материал и результаты работ [8, 9], сформулируем следующую теорему. 

Теорема. Пусть поля удовлетворяют условиям 

тогда поля 

удовлетворяют волновому уравнению (4), а электромагнитные поля 

уравнениям Максвелла (1). 
Док а з а т е л ь с т во . Из (21) следуют соотношения 

= 0, s = l, 2, тогда 

Далее, после подстановки полей (22) в уравнение (4), а полей (23) - в (1) следу
ют утверждения теоремы. 

Воспользуемся теоремой и рассмотрим последовательность полей в сфериче
ских координатах , которые удовлетворяют условиям (21) [10]: 

Подставив предыдущее в (22), получим поля 

Аналогично, рассмотрев поля 

получим последовательность полей 

На основании формул (23) - (25) построим электромагнитные поля 

которые будем называть базисными сферическими электромагнитными полями в 
биизотропной среде. 

5. Базисные цилиндрические электромагнитные поля. Рассмотрим последо
вательность полей в цилиндрических координатах которые удовлетворя
ют условиям (21) [10]: 
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где m = 0, ± 1, ±2,. . . ; - произвольное комплексное число. 

Подставив (26) в формулу (22), получим решения уравнения (4) 

Аналогично 

где 

На основании этих полей строятся электромагнитные поля 

называемые базисными цилиндрическими электромагнитными полями в биизо-
тропной среде. Аналогично строится ряд других цилиндрических полей. 
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