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УДК 519.8 

С.Е. БУХТОЯРОВ 

О СИЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ КОМБИНАТОРНОЙ 
ЗАДАЧИ С МАЖОРИТАРНЫМ ПРИНЦИПОМ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

A vector linear combinatorial problem with majority principle of optimality is considered. Lower and 
upper attainable estimates of strong stability radius are obtained. 

Изучению различных аспектов устойчивости векторных дискретных задач с 
мажоритарным принципом оптимальности посвящен ряд публикаций [1-5]. 
Настоящая статья продолжает начатое в [6-10] исследование сильной устойчи
вости траекторных задач оптимизации при линейных частных критериях и рас
сматривает случай мажоритарного отношения доминирования на множестве 
траекторий. Получены нижняя и верхняя достижимые оценки радиуса сильной 
устойчивости такой задачи. 

Пусть на системе подмножеств (траекторий) конечного мно

жества задан векторный критерий 
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Краткие сообщения 

с частными критериями вида 

где - /-я строка матрицы 

. Будем полагать, что 

На множестве траекторий Т зададим мажоритарное отношение строгого 
предпочтения: 

где 

Тем самым траектория t' предпочтительнее траектории t по бинарному отно
шению в том и только в том случае, когда число компонент, по которым 

вектор «лучше» вектора f(t,A), больше числа компонент, по кото

рым f(t, А) «лучше» . Таким образом, бинарное отношение реали

зует известную процедуру принятия решений большинством голосов. 
Далее будем рассматривать векторную задачу поиска множества ма

жоритарно эффективных траекторий , которое определим следующим 
образом: 

где - отрицание отношения . Ясно, что в частном случае, когда число кри

териев w = l, множество мажоритарно эффективных траекторий становится 

множеством оптимальных траекторий а наша зада

ча - линейной скалярной траекторной задачей, в схему которой вкладываются 
многие задачи комбинаторной оптимизации. При п = 2 множество сов
падает с множеством Парето (множеством эффективных траекторий) и не пусто. 

Однако при бинарное отношение не всегда транзитивно, и поэтому 

множество может оказаться пустым. Этим можно объяснить известный 
парадокс голосования М. Кондорсе [11] (см. также [12,13]). 

В последующем будем считать, что , и использовать обозначе

ние , т. е. к - наименьшее целое число, большее либо равное . 

Свойство 1. Если траектории и матрица таковы, что 

Свойство 2. Если траектории и матрица таковы, что 

Для любого натурального числа q в пространстве зададим норму : 

Под нормой матрицы будем понимать норму вектора 
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Возмущения параметров задачи будем осуществлять путем сложения мат
рицы А с матрицами множества 

Матрицу будем называть возмущающей. 

По аналогии с [7-9] радиусом сильной устойчивости задачи назовем 
число 

где 

Таким образом, радиус сильной устойчивости задает предельный уровень 
независимых возмущений параметров задачи, для каждого из которых сущест
вует хотя бы одна траектория, сохраняющая мажоритарную эффективность. 

Положим 

где 

Свойство 3. Если то для всякой матрицы имеем 

Действительно, для любой матрицы легко выводим 

Отсюда с учетом линейности функции получаем 

Пусть Все числа , упорядочим 

следующим образом: 

т. е. 

Введем обозначения 

где Легко проверить, что 

Теорема. Для радиуса сильной устойчивости задачи 

справедливо неравенство , а в случае, когда 
Доказательство. Сначала докажем справедливость неравенства 

Будем предполагать, что (в случае = 0 неравен

ство очевидно). Согласно определению числа существует такая 

траектория , что для любой траектории справедливо не

равенство . Отсюда, воспользовавшись неравенствами (1), (2) 

и свойством 3, получим, что для любой матрицы верны неравенства 
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Краткие сообщения 

Поэтому Тогда, учитывая свойство 2, приходим к соот

ношению Резюмируя, заключаем, что существует такая траектория 

для любой матрицы . Следовательно, 

Теперь покажем справедливость верхней оценки числа в случае, ко

гда 

Из определения числа следует существование такой траектории 

что для любой траектории и любого индекса 

справедливо неравенство 

Пусть . Тогда, построив возмущающую матрицу 

по правилу 

и учитывая (3), получаем, что для всякого индекса верны 

соотношения 

которые дают неравенство . Поэтому в силу свойства 1 

будем иметь , и, следовательно, . Таким образом, для вся

кого числа существует такая матрица , что 

т. е. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Если , то для радиуса сильной устойчивости за

дачи справедлива формула 

Тем самым нижняя и верхняя оценки и радиуса сильной ус

тойчивости достижимы. 

Задачу назовем сильно устойчивой, если 

Обозначим 

Если то существует такая траектория что для всех 

Поэтому имеет место 

Следствие 2. Если то задача сильно устойчива. 

Обратное утверждение, вообще говоря, не верно, о чем свидетельствует 
следующий 
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Пример. Пусть 

тогда В то же время несложно убедиться, что 

, т. е. задача сильно устойчива. 
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