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Questo lavoro & dedicato alla teoria di controllabilita com-
pleta ad un sottospazio, per sistemi lineari ordinari e sistemi
lineari con ritardo sul controllo. Si danno alcuni risultati che

si possono usare per risolvere i problemi pratici.

1. Consideriamo i1 processo di controllo
x(t)=Ax(t) + Bu(t) , x(o)=x, , t> o0 , (1)

n r ..
dove: xeR* , ueR , A, B sono matrici nxn , nxr.

Definizione I.

I1T sistema (1) si dice completamente H-controllabile, quan-

sdo per ogni Xo,XoeRn, esistono t], o<t]<+m, e un controllo u(t),

teEo,t]), u(t)=o, t>t,, tali che x(0)=x,, Hx(t)=o0, tit], ove H

@ una matrice nxn.

Se x,=Lz, ZERn, L & una matrice nxn, allora il sistema (1)
si dice completamente HL-controllabile,

Sia u(t) Hx( ), t>o Da1 sistema (1) abbiamo che

u(i)( t)=HA " x( iy } Ty (1 J)(t), i=1,2,..., t2t, (2)

Se ¥Y(A)=o0 & il polinomio minimo per la matrice A

. k-1
¥(A)= I a. A =0, k<n, a,=1, (3)

allora usando (2) (3) si ha 1'equazione

K-i k=1 k=i .
(k=1)(4yS1 % 3 Had !

suli)(ty, t>t, (49
1 i=0 j=1

K
+ I a,n
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Dalle uguaglianze (2) e dalla definizione 1 segue che per t=t]
(u(t)zo,tit]) sono veri le seqguenti relazioni

Hx(t])=o,

HA'x (t.)=0, i=1,2,..., k-1 (5)

1

Scriviamo la soluzione del sistema (1) nella forma

t t A(t-s)Bu

x(t)=eMtx, + ste (s)ds.

Allora da (4),(5) si segue che il problema della H-controllabilit:

completa si riduce a determinate u(t), t>o, in modo tale che:

At t At

He "1x, + Sf,1 He =%

1 Bu(s)ds=o ,

i At

HA e "1x, + IE1 HA1eA(t

-s)

17>/Bu(s)ds=0, i=1,2,...,k-1



Queste relazioni si possono scrivere nella forma

=

H t H
HA eAtlxo v HA eA(t1—S)Bu(s)ds=o
HAk-] HAk—]

Vale dunque il seguente [13].

Teorema 1.

I1T sistema (1) & completamente H-controllabile se e solo se

rank (AA'B, i=0,1,...,k-1) = rank H, (6)
dove
1_ H Y
ﬁ _ HA _ HA
i=0,1, s k=1 k-1



Teorema 2,
Condizione necessaria e sufficiente per la HL-controllabilita

completa del processo (1) & che

i

rank (HA'B, i=0,1,...k-1) = rank (AL: AA'B, i=0,1,...k-1) (7)

<]
Consideriamo ora un sistema di controllo del tipo

m .
x(t)= Ax(t) + ¢ Biu(m—1)(t), x(0)=x4, t>0 , (8)
‘i:o v

n ; - .
dove xeR , uaRr, A, Bi’ i=0,1,...m, sono matrici costanti
nxn, nxr,

Una soluzione del sistema (1) ha la forma

m=-1 J ;
x(t)=eAtxo + z 4 Aj‘1B, u(m—]_j)(t) -

j=0 1i=0

3 5 4 e t } m _
£ A 1Biu(m 1=3) (o) + roePES) 5 A™Jpju(s)ds

0 J=0

Quindi usando i risultati (6) e (7) per il sistema (1) si ha i se-

guenti teoremi.

Teorema 3.

I1 sistema (8) & completamente H-controllabile se e solo se

rank (AA'B, i=0,1,...k-1) = rank A . (9)

Teorema 4.

I1 sistema (8) & completamente HL-controllabile se e solo se

B i=0,1,...k-1) = rank (HL, ﬁA1§, i=0,1,...k-T).



2. Supponiamo che a ogni t>o si misuri la uscita del sistema (1)

y(t)= Hx(t), t>0, yo=y(o). (11

Definizione 2C21.

IT sistema (1) si dice completamente controllabile alla usci

ta (11), quando per ogni n-vettore y,= Hz, ZERn, esistono t],

o<t]<+w, un controllo u(t), te[o,t]), u(t)=zo, tit] , tali che
y(o)=yo, y(t)zo, t>t..
E' chiaro che 1a uscita y(t) soddisfa all'equazione
k : k-1 k-1 . :
y(k)(t) + I a.y(k_1)(t) = I I a, . .HAJ-]Bu(1)(t). (12
; 1 " . k-1-]
i=1 izo  j=1
L'equazione (12) si pud scrivere cosi
k-1 .
Y(t)= AY(t) + ﬁiu(k—1_1)(t), t>o, (13
i=o0
-
0 1
nr
_ k-1 -1
dove B, = B .= L a, ., . HAY "B, i=0,1,..,k-1
i ! k=1-1 k=i-]
nr =1
B
L k'1"1
[0 E 0 0o |
n n n n
0 0 E 0 &
n n n n
o = '
0 0 0 E
n n n n
T T b L T R




)=ty (6),y ),y ey
A4
nk

0p € matrice pxp, ng € matrice pxk.

Si deduce facilmente, che il sistema (1) & completamente controlla-

bile alla uscita (11) se e solo se i1 sistema (13) & completamente

H [-contro]1ab11e, con

: bt I 0, . 0,

= CE 0 ....0 7, T= |HA o . o
ualk=1) g L 0

n n

Ossia, la condizione necessaria e sufficiente per la H C-control-

labilita completa del sistema (13) & che- _

rank (H A'B, 1=0,1,...,nk-1}=rank {H [, H A8, i=0,1,...,nk-1},

dove [ _
H=

o og B B of |
b
o1
n
=~
w8

"enk~-l

I

Trasformando questa condizione si ha
Teorema 5.

I1 sistema (1) & completamente controllabile alla uscita(11)
se e solo se ;

rank {AA'B, i=0,1,...k-1}= rank R (14)

Ossia questo risultato & equivalente al risultato (6).

3. Definizione 3,

Il sistema (1) si dice completamente H-controllabile allo sta-

i n :
to, quando per ogni X,, X.eR esistono t], o<t <+e, e un controllo

]
u(t), t>o, tali che la soluzione del sistema (1) relativa ad u(t)

realizzi le condizioni x(0)= xo, Hx(t)=o, t>t,



Ora scriviamo (12) alla forma

Z(t) = A]Z(t) + B]v(t), t>o0” (15)
dove Z(t) = {y(t),y' ey, oy D ey, wie)s WV (e, .2 ()
o\ My = wrey,

[0 E 0 0 1 0 i
n n n n | nr nr nr
% O b O : Onr nr nr
|
|
1 On On On En : Onr Onr 1 Onr
A = —akE -ak_]En a, _oE, -azEn' Bk-] B] , B =| B,
W= T v O g3 s T Ly ooy 5
|0Y‘ Or Or
:Or Or Or
|
10 E 0
O (k-1),nk » 0" E"
4 L Lo ro L Tr
k- .
Bk-]-i =ji] ak-i-j HA® "B, i=0,1,...,k-1,

E' chiaro che i1 sistema (1) & completamente H-controllabile allo
stato se e solo se il sistema (15) & completamente H]L]-controllabile

dove



L 0 o' 0 vesi c¢Bptd
L n ' “nr nr
HA 0 o | o ... O
n n o, nr nr
|
- |
mak"' 0 L. 0 o g
b n no, o nr nr
PR
g ¥ r
0r(k-1),nk '
b AR ¢
L . r . ro
E' ovvio che H]Z(t) =0 tit] (Z(0) = L]Z, ZeRnk+r(k-1)’

v(t) =o, pit]):$> Hx(t) =zo, t>t (x(o)=x;,x°eRn)

1

Quindi usando i1 risultato (7) si ha che il sistema (15) & comple-

tamente H]L1-contr011abi1e se e solo se

1,1

Bk (A (a"y8), 40,1, nkerik-1)-13= rankiiL) Al aly s’

~i=0,1,...,nk+r(k-1)-1},

Trasformando questa relazione si ha il seguente.

o
Teorema 6.

La condizione necessaria e sufficiente per la H-controllabi-

1ita completa allo stato del sistema (1) & che

rank (FA'B, i=0,1,...,k=1) = rank(f,H_,HA

B
dove [0 0 ... 0 0 ]

nr nr nr nr

0 0 .ol 0 HB
nr nr nr
o’ k-4 k-3
. HB ... HATT'B HA" "B
| HB HAB ... HAN"3B Ha%"%8| |



4. Adesso consideriamo il processo di controllo con ritardo sul

controllo
h
x(t) = Ax(t) + B]u(t) + Bzu(t—h) + fBg(s)u(t-s)ds, (16)
0

x(0) %o xoeRh, uo(.)=(ufs)=fgs), sel-h,01), t>o0,

con x(t)eRn, u(t)eRr, A,B sono matrici costanti,B3(s) €& una

B
1272
funzione a valori matrici.

Definizione 4.

I1 sistema (15) si dice completamente H-controllabile, quando
per ogni n-vettore x, e per ogni funzione f(t), tel-h,0l, esistono

tys ty<t=,e un controllo u(t), telo,t,-h1, u(t)=o, t>t,-h, tali che

1 1
la traiettoria del sistema (15) relativa ad u(t) realizzi le con-
dizioni x(o0)=x,, u(t)=f(t), tel-h,0], Hx(t)=o0, tit].
,51a

x(t)=p(t)+fh M(s)u(t-s)ds, t>o . (17)

Allora usando (15) si ha
dM(s)
ds

X(t)=p(t)+M(o)u(t)-M(h)u(t-h)+s u(t-s)ds=Ap(t)+/" AM(s)x
xu(t-s)ds+B]u(t)+Bzu(t—h)+fh B3(s)u(t-s)ds.

Quindi la funzione M(s), selo,hl soddisfa 1'equaziogne

Q%éil = AM(s) + 83(5), selo,hl,

con la condizione iniziale



Ora possiamo dedurre che la funzione p(t), t>0 soddisfa 1'equazione

p(t) = Ap(t) + (B]+e-AhBZ+Ih e-A§B3(s)ds)u(t), (18)

con la condizione iniziale

A(s-h)B 45 eA(s-r)B

2 h 3

Si deduce facilmente da (17) che il sistema (16) & completamente

p(°)=xo‘fh (=8 (t)dt) f(-s)ds.

H-controllabile se e solo se il-sistema (18) & completamente H-con
trollabile.
Possiamo quindi enunciare il seguente teorema.
‘Teorema 7.
I1 processo di controllo (16) & cohp]etamente H-controllabi

.}
le se e solo se

rank(ﬁA1Bh, i=0,1,...,k=-1) = rank H,
dove

_ -Ah h -As
Bh = B]+e 82+£ e B3(s)ds.

Deriva direttamente dalla condizione (6).
Se 83(5)50, sefo,hl, allora i1 sistema (16) completamente H-control

labile allo stato se e solo se

rank(HATBL, i=0,1,...,k=1) = rank(f,Hy ,H, ,HA BT, 1=0,1,... k1)
1 Pp
“ -Ah
Dove Bh—B]+e Bz’
[ 0 0 ... 0 ’
nr nr nr
0 ... HB.
nr nr 1
HB.= . . 2v G 3 - , i=1,2
b HB. ... HAY ’B,
nr 1 k—2 1
HB. HAB. ... HA"°B.
L 1 1 1 J
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