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Стандартным образом доказывается
Лемма 1 [2]. Если в H операторы A(t) самосопряжены, положительны и имеют в H

ограниченные обратные A−1(t) и множество D(L) плотно в H, то оператор L задачи
Гурса допускает замыкание (сильное расширение) L = {L(t), l1, l2} : E ⊃ D(L) → F.

Определение. Решения u ∈ D(L) операторного уравнения Lu = Φ, Φ ∈ F, называются
сильными решениями абстрактной задачи Гурса (1)–(4).

Сформулируем основную теорему об энергетическом неравенстве для оператора L.
Теорема 1. Пусть в H операторы A(t) удовлетворяют условиям леммы 1, ограниче-

ны линейные операторы Ai(t), A0(t)A−1/2(t) ∈ L∞(T, L(H, H)), i = 1, 2, где A−1/2(t) —
обратные к операторам A1/2(t), и существуют слабые частные производные первого поряд-
ка A′ti(t), i = 1, 2, по ti на D(A(t)) в смысле работы [3]. Если существует постоянная
c1 > 0 такая, что имеют место неравенства

〈A′ti(t)u, u〉(t) 6 c1|A1/2(t)u|2, ∀u ∈ D(A(t)), t ∈ T, i = 1, 2,

где 〈·, ·〉(t) — полуторалинейная форма двойственности между пространствами W−(t) и
W+(t), то для сильных решений абстрактной задачи Гурса (1) – (4) выполняется энерге-
тическое неравенство, т. е. существует не зависящая от u постоянная c0 > 0 такая,
что

‖u‖2
E 6 c0‖Lu‖2

F , ∀u ∈ D(L), c0 = exp{max{c1, 2}(T1 + T2)}.
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Найдены классические решения u ∈ C2(G) смешанной задачи:

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ G = [0, d]× [0,∞[, (1)

Γi(t)u ≡ [αi(t)∂tu + βi(t)∂xu + γi(t)u]|x=d(i−1) = µi(t), t > 0, i = 1, 2, (2)

u|t=0 = ϕ(x), ∂tu|t=0 = ψ(x), 0 6 x 6 d. (3)

Из гладкости решений u ∈ C2(G), уравнения (1) и условий (2), (3) выводим необходимые
требования (часть для f) гладкости

f ∈ C(G), µi ∈ C1[0,∞[, ϕ ∈ C2[0, d], ψ ∈ C1[0, d], i = 1, 2. (4)
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В граничных условиях (2) полагаем t = 0, вычисляем значения следов слагаемых последо-
вательно при x = 0 и x = d с помощью начальных условий (3) и уравнения (1) при t = 0
и выводим необходимые условия согласования

αi(0)ψ(d(i)) + βi(0)ϕ ′(d(i)) + γi(0)ϕ(d(i)) = µi(0),

αi(0)[f(d(i), 0)+(a2−a1)ψ′(d(i))+a2a1ϕ
′′(d(i))−(b2+b1)ψ(d(i))−(a1b2−a2b1)ϕ′(d(i))−b2b1ϕ(d(i))]+

+(α′i(0)+γi(0))ψ(d(i))+βi(0)ψ′(d(i))+β′i(0)ϕ′(d(i))+γ′i(0)ϕ(d(i))=µ′i(0), d(i) =d(i−1), i=1, 2.
(5)

Делим множество G на прямоугольники Gn = [0, d]× [dn, dn+1] и Gn на треугольники:

∆3n−2 = {{x, t} : x > a1tn, x + a2tn < d, x ∈]0, d[}, tn = t− dn,

∆3n−1 = {{x, t} : x 6 a1tn, x ∈ [0, a1d2]}, dn = (n− 1)d/(a1 + a2),

∆3n = {{x, t} : x + a2tn > d, x ∈ [a1d2, d]}, t ∈ [dn, dn+1], n = 1, 2, . . .

Пусть Ck(Ω) — множество всех k -раз непрерывно дифференцируемых функций на мно-
жестве Ω, C0(Ω) = C(Ω) — множество всех непрерывных функций на Ω, C(0,1)(Ω) —
множество всех непрерывных по x и непрерывно дифференцируемых по t функций на Ω
и C(1,0)(Ω) — множество всех непрерывно дифференцируемых по x и непрерывных по t
функций на Ω.

Теорема. Пусть αi, βi, γi ∈ C[0,∞[, aiαi 6= (−1)i+1βi, ai > 0, t ∈ [0,∞[, i = 1, 2. Для
смешанной задачи (1)–(3) существуют единственные классические решения u ∈ C2(G)
вида

u3n−2(x, t) =
1

a1 + a2

(
a1e

−b2tnϕn(x + a2tn) + a2e
−b1tnϕn(x− a1tn)+

+e−Atn

x+a2tn∫

x−a1tn

eB(x−s)[Aϕn(s) + ψn(s)] ds

)
+ F (1)

n (x, t),

u3n−1(x, t) = e−b1ta1

t−x/a1∫

dn

ea1

∫ t−x/a1
ρ E1(ν) dν+ρb1 P3n−1(ρ)

a1α1(ρ)− β1(ρ)
dρ + Φ3n−1(x, t) + F (1)

n (x, t),

u3n(x, t) = e−b2ta2

t−(d−x)/a2∫

dn

ea2

∫ t−(d−x)/a2
ρ E2(ν) dν+ρb2 P3n(ρ)

a2α2(ρ) + β2(ρ)
dρ + Φ3n(x, t) + F (2)

n (x, t),

где n = 1, 2, . . . , u3n−k — решения в треугольниках ∆3n−k, k = 0, 1, 2, ϕ1(x) = ϕ(x),
ψ1(x) = ψ(x), x ∈ [0, d], ϕn(x) = u3n+j−4|t=dn , ψn(x) = ∂tu3n+j−4|t=dn , x ∈ [ja1d2, (a1 +
+ ja2)d2], j = 0, 1, n = 2, 3, . . . ,

A =
a1b2 + a2b1

a1 + a2
, B =

b2 − b1

a1 + a2
, Ei(t) =

biαi(t)− γi(t)
aiαi(t) + (−1)iβi(t)

, pi(x) = d(i) − (−1)ix,

F (i)
n (x, t) =

1
a1 + a2

t∫

dn

eA(τ−t)

pi(x)+a3−i(t−τ)∫

pi(x)−ai(t−τ)

eB(x−pi(s))f (pi(|s|), τ) ds dτ,

Φ3n−j(x, t) =
e−b1+jtn

a1 + a2

{
a2−jϕn(x− (−1)jaj+1tn) + a1+je

B(x−(−1)jaj+1tn)ϕn(d− dj)+



Дифференциальные уравнения в частных производных 79

+(−1)j

d−dj∫

x−(−1)jaj+1tn

eB(x−(−1)jaj+1tn−s)[Aϕn(s) + ψn(s)]ds

}
,

P3n−2+i(t) = µi(t)− {Γi(t)(Φ3n−2+i(x, t) + F (i)
n (x, t))}|x=d(i) ,

тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования (5) и требования гладко-
сти (4) и интегралы

∫ t
dn

ebiτf(|d − |d − x − (−1)iai(t − τ)||, τ) dτ, i = 1, 2, принадлежат
множеству C(0,1)(Gn) или множеству C(1,0)(Gn) для всех n = 1, 2, 3, . . .

Впервые явные формулы классических решений и достаточные условия корректности
на начальные и граничное данные смешанной задачи для простейшего однородного уравне-
ния колебаний полуограниченной струны при нестационарной первой косой производной в
граничном условии получены в [1]. Эти результаты обобщены на простейшее неоднородное
уравнение и установлены еще необходимые условия корректности на правую часть, началь-
ные и граничное данные в [2]. Классические решения, необходимые и достаточные условия
корректности на правую часть, начальные и граничное данные смешанной задачи для неод-
нородного уравнения колебаний полуограниченной струны вида (1) при полунестационарной
второй косой производной в граничном условии выведены в [3].
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Выведены рекуррентные формулы классических решений задачи:

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ G = [0, d]× [0,∞[, (1)

∂xu
∣∣
x=d(i−1)

= µi(t), t > 0, i = 1, 2, u|t=0 = ϕ(x), ∂tu|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, d]. (2)

Множество G делим на прямоугольники G(n) = [0, d]× [dn, dn+1] и G(n) — на треуголь-
ники:

∆3n−2 = {{x, t} : x > a1tn, x + a2tn < d, x ∈]0, d[}, tn = t− dn,

∆3n−1 = {{x, t} : x 6 a1tn, x ∈ [0, a1d2]}, dn = (n− 1)d/(a1 + a2),

∆3n = {{x, t} : x + a2tn > d, x ∈ [a1d2, d]}, t ∈ [dn, dn+1], n = 1, 2, 3, . . .


