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УДК 517.958:537.8 

В.Т. ЕРОФЕЕНКО 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ НИЗКОЧАСТОТНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ  
И МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ НА ЭКРАНАХ ИЗ КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

Nonlocal boundary conditions linking low-frequency electrical and magnetic fields on two sides of biisotropic layer with 
arbitrary complex dielectric and magnetic permeabilities and with two complex parameters of chiral media are obtained. 

В последнее время в научной литературе значительное внимание уделяется исследованиям компо-
зитных материалов [1]. Для постановок краевых задач экранирования электромагнитных полей воз-
никает потребность в моделировании адекватных граничных условий на тонких экранах. Граничные
условия для низкочастотных электрических и магнитных полей в случае обычных сред приведены в 
[2]. В данной статье модели граничных условий для низких частот обобщаются на экраны из биизо-
тропных материалов. 

Рассмотрим евклидово пространство 

3R с фиксированной системой координат 0xyz. В простран-
стве с электрической и магнитной постоянными 0ε  и 0µ  размещен плоский слой ( )0 ,D z< < ∆  за-
полненный композитным материалом с физическими комплекснозначными параметрами ε, µ, , .G Z  
Из полупространства ( )1 0D z <  на слой D воздействует первичное поле 0 0, .E H  Обозначим поля: 

1 1,′ ′ −E H  отраженное поле в 1;D  , −E H поле в слое ;D 2 2, −E H поле в ( )2 ;D z > ∆  1 0 1,′= +E E E  

1 0 1′= + −H H H суммарное поле в 1.D  
Указанные поля удовлетворяют уравнениям Максвелла 

0rot ωµ ,j ji=E H  0rot ωεj ji= −H E  в ;jD                                         (1) 

( )rot ω µ ,i Z= +E H E  ( )rot ω εi G= − +H E H  в ,D                                  (2) 
где ω – круговая частота поля. 
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Для случая плоского первичного поля 0 0, ,E H  характеризуемого постоянными 

1 0 0 0α cosφ sin θ ,k=  2 0 0 0α sinφ sin θ ,k=  имеют место граничные условия, связывающие поля на 
плоскостях ( ) ( )1 20 ,z zΓ = Γ = ∆  [3, (11)]: 

( ) ( ) ( )2 2 11 1 1 12 1 1
ˆ ˆ ,M M MP Pτ τ τ= +E E H                                                    (3) 

( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 22 1 1
ˆ ˆ ,M M MP Pτ τ τ= +H E H                                                   (4) 

где ( )1 1, , 0 ,M x y= ∈Γ  ( )2 2, , ,M x y= ∆ ∈Γ  ;x x y yE Eτ = +E e e  матрицы ˆ
jsP  в базисе ,x ye e  выражаются 

через параметры ε, µ, , ,G Z ∆  слоя :D  

1 2 2 1 1 2 2 2 1 1
11

2 1 1 1 2 2 1 2 2 1
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= ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
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� � � � � �  

1 2 1 1 2 2
12

2 2 1 1 1 2

; θ θˆ ,
θ θ ;

C C S S
P p

S S C C
⎛ ⎞− −
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=�  ( )sh ,j jS ik= − ∆�  ( )ch ,j jC ik= − ∆�  

1 ,
µ ωj

i

igp Z
g

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
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1 2

1 ,p
p p

=
−

 21 ,
2j jk g a af= + +  

0 arg ,jk≤ < π  ( ) 01 ,j
jf f= −  2 2

0 ω εµ ,f b= −  00 arg ,f≤ < π  ( )1ω ,
2

b G Z= +  

( )2ω εµ ,g ZG= −  1 ,
2j jg f a= −  ( )ω ,a i G Z= −  0 0 0ω ε µk = . 

Граничные условия (3), (4) являются асимптотическим приближением точных граничных условий 

[3] при предположении, что 
2
0
2 0.
j

k
k

≈  Физически это означает, что коэффициенты преломления мате-

риального слоя D  значительно больше коэффициента преломления внешней среды. В результате 
следует, что граничные условия (3), (4) не зависят от структуры первичного поля. 

В случае низких частот ( )40 ω 10< <  величина 0ωµ 1.<<  Пренебрегая правой частью в первом 

уравнении (1), получим rot 0.j =E  Следует, что для низких частот может быть использовано потен-
циальное приближение поля 

grad ,j ju≈ −E                                                                    (5) 
где ju −  его электрический потенциал. 

Аналогично для магнитного поля 
grad ,j jv≈ −H                                                                   (6) 

где jv −  его магнитный потенциал. 
Построим следующие математические модели граничных условий для потенциалов на экране .D  
Модель 1. В случае низких частот выполнены нелокальные граничные условия сопряжения, свя-

зывающие потенциалы электрического поля  по обе стороны композитного слоя ,D  распространение 
поля  в котором описывается уравнениями (2): 

( ) ( ) ( )( )( )1

1 1 Е Е
0 11 1 12 2 2

ˆ ˆε , rot grad grad ,
M

M M
u

B u B uτ τ+
∂

=
∂

n
n

                           (7) 

( ) ( ) ( )( )( )1

2 2 Е Е
0 21 1 22 2 2

ˆ ˆε , rot grad grad ,
M

M M
u

B u B uτ τ+
∂

=
∂

n
n

                           (8) 
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где ,z=n e  Е 1
11 12 11

1ˆ ˆ ˆ ,
ω

B P P
i

−=  Е 1
12 12

ˆ ˆ ,
ω
iB P−=  ( )Е 1

21 21 22 12 11
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ω
iB P P P P−= −  Е 1

22 22 12
ˆ ˆ ˆ .

ω
iB P P−=  

Обоснование. Рассмотрим предельные значения уравнений (1) на плоскостях .jΓ  Умножая (1) ска-

лярно на единичную нормаль z=n e к слою ,D  получим 

( )( ) ( )( )0, rot ωµ , ,j j j jM Miτ =n E H n                                                (9) 

( )( ) ( )( )0, rot ωε , .j j j jM Miτ = −n H E n                                             (10) 

Из уравнения (3) определим 
( ) ( ) ( )1 1

1 1 12 2 2 12 11 1 1
ˆ ˆ ˆ .M M MP P P− −

τ τ τ= −H E E                                            (11) 
Подставим выражение (11) в (10) при 1,j =  тогда 

( )( ) ( ) ( )( )( )1

Е Е
0 1 1 11 1 12 2 2

ˆε , , rot .ˆM M MB Bτ τ+=E n n E E                                 (12) 

Далее выражение (11) подставим в соотношение (4), тогда 
( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 21 22 12 11 1 1 22 12 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .M M MP P P P P P− −

τ τ τ= − +H E E                               (13) 

Рассмотрим (10) при 2j =  и исключим 2H τ  с помощью формулы (13). В результате 

( )( ) ( ) ( )( )( )1

Е Е
0 2 2 21 1 22 2 2

ˆε , , rot .ˆM M MB Bτ τ+=E n n E E                               (14) 

В потенциальном приближении воспользуемся представлением (5). Тогда соотношения (12), (14) 
преобразуются в граничные условия (7), (8) для потенциалов .ju  При этом потенциалы удовлетворя-
ют уравнению Лапласа 0ju∆ =  в .jD  
Модель 2. В случае низких частот выполнены нелокальные граничные условия сопряжения, свя-

зывающие потенциалы магнитного поля по обе стороны композитного слоя ,D  распространение по-
ля в котором описывается уравнениями (2): 

( ) ( ) ( )( )( )1

1 1 M M
0 11 1 12 2 2

ˆµ , rot grad grad ,ˆM
M M

v
B v vBτ τ+

∂
=

∂
n

n
                             (15) 

( ) ( ) ( )( )( )1

2 2 M M
0 21 1 22 2 2

ˆµ , rot grad grad ,ˆM
M M

v
B v vBτ τ+

∂
=

∂
n

n
                            (16) 

где 
M 1

11 21 22
ˆ ˆ ˆ ,

ω
iB P P−=  M 1

12 21
1ˆ ˆ ,
ω

B P
i

−=  ( )M 1
21 12 11 21 22

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
ω

B P P P P
i

−= −  M 1
22 11 21

1ˆ ˆ ˆ .
ω

B P P
i

−=  

Условия (15), (16)  доказываются с помощью соотношений (4), (9), (6). 
Заметим, что если среда в областях jD  характеризуется диэлектрическими и магнитными прони-

цаемостями ε j  и µ ,j  тогда в граничном условии (7) 0ε  заменяется на 1ε ,  а в (8) 0ε −  на 2ε .  В гра-
ничном условии (15) 0µ  заменяется на 1µ ,  а в (16) 0µ − на 2µ .  

Граничные условия (7), (8), (15), (16) могут использоваться в локально плоском приближении для 
тонких оболочек произвольной формы и для источников с осевой симметрией [4]. 
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