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Рассмотрим линейную управляемую нестационарную систему

ẋ = A(t)x + B(t)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm, t > 0, (1)

у которой матрицы коэффициентов A и B локально интегрируемы и интегрально огра-
ничены. Построив по принципу линейной обратной связи управление u = U(t)x, где U —
измеримая и ограниченная (m× n) -матрица, перейдём от системы (1) к замкнутой системе

ẋ = (A(t) + B(t)U(t))x, x ∈ Rn, t > 0, (2)

с локально интегрируемыми и интегрально ограниченными коэффициентами.
Определение 1. [1, 2] Система (2) обладает свойством равномерной глобальной дости-

жимости, если найдется такое число σ > 0, для которого при любом r > 1 существует
величина d = d(r) > 0 такая, что для всякой (n× n) -матрицы H, удовлетворяющей нера-
венствам ‖H‖ 6 r и detH > 1/r > 0, и любого t0 > 0 найдется на отрезке [t0, t0 + σ]
такое измеримое и ограниченное управление U, удовлетворяющее условию ‖U(t)‖ 6 d для
всех t ∈ [t0, t0 + σ], при котором для матрицы Коши XU (t, s), t, s > 0, системы (2) с этим
управлением обеспечивается равенство XU (t0 + σ, t0) = H.

Замечание. В определении 1 под ‖ · ‖ понимается спектральная операторная норма
матриц, то есть матричная норма, индуцированная евклидовой нормой в Rn.

Известно, что задача о равномерной глобальной достижимости системы (2) является
обобщением задачи глобальной ляпуновской приводимости [3] этой системы. В свою очередь
последняя обобщает задачу о глобальном управлении показателями Ляпунова системы (2).
Решение вышеуказанных задач в основном производится в предположении равномерной пол-
ной управляемости системы (1).

Определение 2. [3] Cистема (1) называется равномерно вполне управляемой, если суще-
ствуют такие числа σ > 0 и γ > 0, что при любых t0 > 0 и x0 ∈ Rn на отрезке [t0, t0 + σ]
найдется измеримое и ограниченное управление u, при всех t ∈ [t0, t0 + σ] удовлетворя-
ющее неравенству ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖ и переводящее вектор начального состояния x(t0) = x0

системы (1) в ноль на этом отрезке.
Отдельные результаты по решению задачи равномерной глобальной достижимости были

получены в работах В.А. Зайцева [2], Е.К. Макарова и С.Н. Поповой [1]. Так, например, для
линейных нестационарных систем (2) с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффи-
циентами и кусочно равномерно непрерывной матрицей B в предположении равномерной
полной управляемости системы (1) доказана [1] равномерная глобальная достижимость для
случая размерности фазового пространства n = 2. Общее же решение (для произвольной
размерности n) данной задачи, даже для систем с кусочно непрерывными и ограниченными
коэффициентами, на сегодняшний день не найдено.

В настоящей работе дано обобщение статьи [2] на случай систем (2) с разрывными и
быстро осциллирующими коэффициентами, т. е. доказана

Теорема 1. Пусть n = 2, m ∈ {1, 2}. Если система (1) с локально интегрируемыми
и интегрально ограниченными коэффициентами σ -равномерно вполне управляема, то со-
ответствующая ей замкнутая система (2) обладает свойством равномерной глобальной
достижимости.
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Численное решение задач оптимального управления предполагает неоднократное инте-
грирование прямой и сопряженной систем. В сингулярно возмущенных задачах эти динами-
ческие системы являются жесткими, и, как следствие, при вычислениях возникают серьезные
трудности, выражающиеся в недопустимо большом времени счета и неизбежном накоплении
вычислительных ошибок. В связи с этим возрастает роль асимптотических методов, тем бо-
лее, что при их применении происходит декомпозиция исходной задачи на задачи меньшей
размерности.

В докладе рассматривается задача оптимизации переходного процесса в линейной сингу-
лярно возмущенной системе, имеющая вид

ẏ = A1(t)y + A2(t)z + B1(t)u, y(t∗) = y∗, (1)

µż = A3(t)y + A4(t)z + B2(t)u, z(t∗) = z∗, (2)

y(t∗) = 0, z(t∗) = 0, J(u) =
1
2

t∗∫

t∗

u′P (t)u dt → min, (3)

где µ — малый положительный параметр, t∗, t∗ — заданные моменты времени (t∗ < t∗), y —
вектор медленных переменных, z — вектор быстрых переменных, u — вектор управления,
P (t) — положительно определенная симметрическая матрица для всех t ∈ [t∗, t∗].

Предположение 1. Матрица A4(t), t ∈ [t∗, t∗], устойчивая, т. е. действительные части
всех ее собственных значений отрицательны.

Предположение 2. Элементы всех матриц, формирующих задачу, бесконечно диффе-
ренцируемы.

Определение 1. Управление u(N)(t, µ), t ∈ [t∗, t∗], с кусочно-непрерывными компонен-
тами назовем (программным) асимптотически субоптимальным управлением N -го порядка
(N = 0, 1, 2. . . ), если оно переводит динамическую систему (1) в состояние O(µN+1) и откло-
няется по критерию качества (3) от оптимального управления на величину того же порядка
малости.


