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Пусть A2 = a24x
4 + a23x

3 + a22x
2 + a21x + a20. Используя метод малого параметра [2, 3],

также было показано, что необходимо требовать a24 = a23 = 0.
В работах [1, 4] была изучена система (1) на предмет отсутствия подвижных многознач-

ных особенностей для случаев a22 = a21 = 0, a20 6= 0, и a22 = 0, a21 6= 0.
Сейчас исследуется система (1) для случая

a22 6= 0. (2)

Лемма 2. Для того, чтобы система (1) при дополнительных условиях (2) облада-
ла свойством Пенлеве, необходимо, чтобы она дробно-линейным преобразованием x, y и
аналитической заменой независимой переменной t приводилась к одному из видов:

x′2 = (y + a13x + a12)2(x2 + a21x + a20), y′2 = (b12y + b02)x2 + (b11y + b01)x + b10y + b00,

или

x′2 = (xy + a13x
2 + a21y + a12x + a11)2, y′2 = (b12y + b02)x2 + (b11y + b01)x + b10y + b00.
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Рассмотрена линейная неавтономная система уравнений в полных дифференциалах

dw =
m∑

j=1

(Uj(z) w + gj(z)) dzj , (1)

где точки w и z из пространств Cn и Cm соответственно, вектор dw = colon (dw1, . . . , dwn),
а элементы квадратных матриц Uj : z → Uj(z) ∀z ∈ G порядка n и векторных функций
gj : G → Cn, j = 1,m, голоморфны на односвязной области G ⊂ Cm.

В работе дано решение [1] задачи Дарбу о построении первых интегралов [2, 3] для трех
классов линейных систем уравнений в полных дифференциалах вида (1): треугольных, диа-
гонализуемых и систем Лаппо — Данилевского. Задача решена при условии, что дифферен-
циальная система (1) является вполне разрешимой на области G×Cn, т. е. для системы (1)
выполняются условия Фробениуса [4, с. 41; 5, с. 43–44].
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Треугольные системы. Любая линейная вполне разрешимая система уравнений в пол-
ных дифференциалах (1) с помощью унитарного преобразования может быть приведена [6,
с. 103] к линейной верхней треугольной дифференциальной системе

dwi =
m∑

j=1

( n∑

ξ=i

uj
iξ(z) wξ + gji(z)

)
dzj , i = 1, n. (2)

Построение интегрального базиса системы (2) основано на следующем утверждении.
Теорема 1. Первыми интегралами линейной треугольной вполне разрешимой системы

уравнений в полных дифференциалах (2) на области G× Cn будут скалярные функции

Wτ : (z, w) → wn+1−τϕn+1−τ (z)−
τ−1∑

ξ=1

Aτξ(z)Wξ(z, w)−Bτ (z), τ = 1, n,

где функции

Aτξ : z →
∫ m∑

j=1

( τ−ξ∑

k=1

uj
n+1−τ,n+1−τ+k(z)ψn+1−τ+k(z)Aτ−k,ξ(z)

)
ϕn+1−τ (z) dzj ,

ξ = 1, τ − 1, τ = 1, n,

Aζζ : z → 1, ζ = 1, n− 1, A10 : z → 0 ∀z ∈ G,

Bτ : z →
∫ m∑

j=1

(
gj,n+1−τ (z) +

τ−1∑

ξ=1

uj
n+1−τ,n+1−τ+ξ(z)ψn+1−τ+ξ(z)Bτ−ξ(z)

)
ϕn+1−τ (z) dzj ,

ϕτ : z → exp
(
−

∫ m∑

j=1

uj
ττ (z) dzj

)
, ψτ : z → exp

∫ m∑

j=1

uj
ττ (z) dzj ∀z ∈ G, τ = 1, n.

Диагонализуемые системы.Пусть у системы (1) матрицы Uj , j = 1,m, одновременно
диагонализуемы с помощью постоянной трансформирующей матрицы [6, с. 61]. Тогда для
построения базиса первых интегралов диагонализуемой системы (1) используется

Теорема 2. Пусть ν ∈ Cn есть общий собственный вектор матриц Vj : z → Vj(z)
∀z ∈ G, транспонированных к матрицам Uj : z → Uj(z) ∀z ∈ G соответственно, которо-
му соответствуют собственные функции λj : z → λj(z) ∀z ∈ G, j = 1, m. Тогда первым
интегралом на G× Cn вполне разрешимой диагонализуемой системы (1) будет функция

W : (z, w) → νw exp
(
−

∫ m∑

j=1

λj(z) dzj

)
−

∫ m∑

j=1

νgj(z) exp
(
−

∫ m∑

j=1

λj(z) dzj

)
dzj .

Система Лаппо — Данилевского. Пусть у системы (1) матрицы коэффициентов

Uj : z →
sj∑

k=1

αjk(z)Ujk ∀z ∈ G, sj ∈ N, (3)

где голоморфные функции αjk : G → C, k = 1, sj , линейно независимы на области G при
каждом индексе j = 1,m, постоянные матрицы n -го порядка Ujk, k = 1, sj , j = 1,m,
попарно перестановочны (случай Лаппо — Данилевского [5, с. 63]). Тогда, например, для
линейной однородной (gj(z) ≡ 0, j = 1,m) системы Лаппо — Данилевского (1) имеет место
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Теорема 3. Пусть выполняются условия:
1) ν0 — общий собственный вектор матриц Vjk, транспонированных к матрицам Ujk,

которому соответствуют собственные числа λjk, k = 1, sj , j = 1,m;
2) νl, l = 1,κ − 1, — присоединенные векторы матрицы Vξζ , соответствующие собст-

венному числу λξζ , ζ ∈ {1, . . . , sξ}, ξ ∈ {1, . . . , m}, геометрической кратности κ > 2;
3) обыкновенная дифференциальная система dw/dz = Uξζw не имеет первых интегра-

лов

Wjkl : w → xjkΨl(w) ∀w ∈ Ω, l = 1,κ − 1, k = 1, sj , j = 1,m (k 6= ζ при j = ξ).

Тогда первыми интегралами вполне разрешимой линейной однородной дифференциальной
системы (1) при условии (3) будут функции

Wl : (z, w) → Ψl(w)−
∫ m∑

j=1

sj∑

k=1

µjklαjk(z) dzj ∀(z, w) ∈ G× Ω, l = 1,κ − 1,

где операторы xjk(w) = Ujkw ∂w ∀w ∈ Cn, числа µjkl = xjkΨl(w), k = 1, sj , j = 1,m, а
функции Ψl : Ω → C находятся из функциональной системы

νlw =
l∑

δ=1

(
l − 1
δ − 1

)
Ψδ(w)νl−δw ∀w ∈ Ω, l = 1,κ − 1, Ω ⊂ {w : ν0w 6= 0}.

Работа поддержана БРФФИ, грант Ф11М–206.
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О МЕТОДЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОГО
УРАВНЕНИЯ РИККАТИ

Н.Я. Радыно
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Предлагается подход к решению уравнения Риккати в терминах непрерывных дробей.
Рассматриваемый подход основан на идеях Л. Эйлера [1] и А.А. Маркова [2].

Задача, о которой идет речь, состоит в следующем. Некоторая непрерывная дробь, пред-
ставляет решение задачи Коши

z′ =
az − z2 + x2

ax
, z(0) = a,

где a — вещественное число. Требуется указать простой алгоритм вычисления элементов
этой непрерывной дроби.


