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Рассмотрим дифференциальное уравнение с частными производными пятого порядка

yxxxxt = 2yyxxxt − aytyxxx − (20− a)yxyxxt + 20yxxyxt, a ∈ Z. (1)

Положим
y = u(φ), φ = φ(x, t), φx = 1. (2)

Тогда из (1) получим
uxxxxx = 2uuxxxx − 20uxuxxx + 20u2

xx. (3)

В [1] установлено, что уравнение (3) имеет подвижную особую линию.
Для уравнения (3) доказаны
Лемма 1. Ряд Дирихле

u = −1
2

+
∞∑

k=1

αkγ
ke−kφ (4)

представляет решение уравнения (3) в области Reφ > σ. Здесь γ — произвольная посто-
янная, α1 = 1, остальные коэффициенты αk, k = 2, 3, 4, . . . , определяются единственным
образом по рекуррентной формуле, σ — абсцисса абсолютной сходимости ряда (4).

Лемма 2. Уравнение (3) инвариантно при преобразовании переменных

u(φ) = f ′(φ)w(z) + 15µ(φ), z = f(φ),

где f — дробно-линейная функция от φ, причем f ′′ = 2f ′µ, µ′ = µ2.
С учетом (2) и лемм 1, 2, полагая f(φ) = h/φ− lnA, заключаем, что справедлива
Теорема. Ряд

y = −15
φ

+
h

2φ2
− h

φ2

∞∑

k=1

αkθ
ke−kh/φ, (5)

представляет решение уравнения (1) в области Re (h/φ) > η. Здесь φ, h, θ — произволь-
ные функции от t, α1 = 1, остальные коэффициенты αk, k = 2, 3, 4, . . . , определяются
единственным образом по рекуррентной формуле, η = σ + ln |A|. При этом особое много-
образие φ = 0 является существенно особым для компонент ряда (5).

Замечание 1. Уравнение (1) имеет рациональное относительно φ решение

y = −15
φ
− h1

φ2
− h2

φ3
,

где h1, h2 — произвольные постоянные.
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Замечание 2. Если a = 4, рациональное относительно φ решение уравнения (1) имеет
вид

y = −15
φ
− h1(t)

φ2
− h2

φ3
,

где h1(t) — произвольная функция, h2 — произвольная постоянная.
Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ (грант № Ф14М–148).
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Истоки структурного метода следует искать в работе [1], где указывалась структура по-
линомиальных решений уравнения Риккати и указывались условия, когда все полиномы ука-
занной структуры будут решениями одного и того же уравнения. Дальнейшие исследования
в этом нправлении проводились различными учеными по линии применения этого метода к
более общему классу уравнений. В работах [2, 3] разработан структурный метод построения
полиномиальных решений для алгебраического диференциального уравнения общего вида

N∑

i=1

Bi(z)
si∏

k=1

{w(lki)}νki = 0, (1)

где lki и νki (k = 1, 2, . . . , si, i = 1, 2, . . . , N) — целые неотрицательные числа, функция
Bi(z) (i = 1, 2, . . . , N) является полиномом комплексного переменного z. Все это система-
тизировано и изложено в монографии [4].

В дальнейшем была исследована взможность применения структурного метода к нахож-
дению рациональных решений. Для алгебраического дифференциального уравнения общего
вида (1) эти исследования изложенны в [5], где при различных возможных группировках чле-
нов уравнения (1) указывались возможные структуры рациональных решений. В частности,
часто в качестве структуры рационального решения получалась рациональныая функция

w(z) = εt
P (z)
Q(z)

+
P(z)
Q(z)

, t = 1, 2, . . . , δ, δ ∈ N, (2)

где P, Q, P и Q — полиномы косплексного переменного z, εt = εt — корни уравнения
εδ = 1, δ ∈ N. Следует отметить что как правило полиномы P, Q вполне конкретно
определяются видом уравнения (1), а полиномы P и Q имеют некоторый произвол.

Найдем условия, когда все рациональные функции (2) будут решениями уравнения (1).
Доказывается следующая

Теорема. Для того, чтобы все рациональные функции из семейства (2) были реше-
ниями алгебраического дифференциального уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы
рациональные функции P (z)/Q(z) и P(z)/Q(z) удовлетворяли системе тождеств

N∑

i=1

Bi(z)
γ1(λ)∑

τ1=0

γ2(λ)∑

τ2=0

· · ·
γsi(λ)∑

τsi=0

si∏

k=1

(
νki

λχkτk

){(
P (z)
Q(z)

)(lki)
}νki−λχkτk

{(
P(z)
Q(z)

)(lki)
}

λχkτk ≡ 0, (3)


