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Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных

uxxxxx − 30uuxxx − 30uxuxx + 180u2
x = ut + F,

F = Auxxxx + Buxxx + Cuuxx + Duxx + Eu2
x + Guux + Hux + Iu3 + Ku2 + Lu, (1)

где u = u(x, t), A, B, . . . , L — аналитические функции от x, t. Исследуем его на наличие
свойства Пенлеве [1].

Чтобы уравнение (1) имело свойство Пенлеве, необходимо, чтобы упрощенное для него
уравнение

uxxxxx − 30uuxxx − 30uxuxx + 180u2
x = ut (2)

обладало указанным свойством. Будем искать решение уравнения (2) в виде ряда

u =
∞∑

k=0

ukϕ
k−2, (3)

где ϕ = ϕ(x, t), ϕx = 1, uk = uk(t). Определим резонансную структуру уравнения (2):
u0 = 1, r = −1, 2, 3, 6, 10; u0 = 2, r = −1,−2, 5, 6, 12. Подставляя ряд (3) при u0 = 1 в
уравнение (2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ϕ, найдем
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Остальные коэффициенты определяются реруррентными формулами

(k−3)(k+1)(k+4)(k+5)(k+8)uk+7 = 360(k+1)u0u1uk+6−(30k3+240k2+630k−420)u1uk+6+

+180((k + 1)u2
1 + (2k + 5)u0u2)uk+5 + 180(2k + 3)(u0u3 + u1u2)uk+4 − 180(u0u4 + u1u3)uk+3−

−(k+1)uk+3ϕt−(uk+2)t−
k∑

s=0

(
30(s+1)(k−s+1)(k−s+2)us+3uk−s+4+30(k−s+1)(k−s+2)×

×(k − s + 3)us+2uk−s+5 + 360u0us+2uk−s+5 + 180u1us+2uk−s+4 − 360(s + 1)u0us+3uk−s+4−

−360(s + 1)u1us+3uk−s+3 −
s∑

l=0

180(k − s + 1)ul+2us−l+2uk−s+3

)
, k = 4, 5, . . . (5)
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Можно показать, резонансные условия с учетом (4) выполняются, значит коэффициенты
u2, u3, u6, u10 и функция ϕt действительно являются произвольными независимыми функци-
ями от t. При u0 = 2 произвольность резонансных коэффициентов u5, u6, u12 проверяется
аналогично.

Далее будем искать решение уравнения (2) в виде ряда (3), где ϕ = ϕ(x, t), ϕx 6= 1,
uk = uk(x, t). Первый коэффициент принимает значения u0 = ϕ2

x или u0 = 2ϕ2
x. При u0 =

= ϕ2
x найдем коэффициенты ряда:

u1 =−ϕxx, u4 =− 1
60ϕ4

x

(6ϕxϕxxxxx − 15ϕxxϕxxxx + 10ϕ2
xxx − ϕxϕt − 120ϕxϕxxxu2 + 90ϕ2

xxu2+

+180ϕ2
xu2

2 − 30ϕ2
x(u2)xx − 30ϕ2

xϕxxu3 − 60ϕ3
x(u3)x), . . .

Можно показать, что все резонансные условия выполнены и резонансные коэффициенты
произвольны.

Теорема 1. Для уравнения (2) выполнено необходимое условие наличия свойства Пен-
леве.

Введем теперь ограничения на коэффициенты ряда (3) и функцию ϕ . Пусть u2 = u3 =
= u6 = u10 = 0. Функцию ϕ выберем таким образом, чтобы коэффициенты u4, u5, u7, u8, u9

были равны нулю. Тогда все остальные коэфициенты таже будут равны нулю, и ряд (3)
примет вид u = ϕ2

x/ϕ2 − ϕxx/ϕ.
Теорема 2. Если функция ϕ удовлетворяет условиям ϕxxxxxϕx−3ϕxxxxϕxx+2ϕ2

xxx = 0,
ϕxxxxx = ϕt, то функция u = ϕ2

x/ϕ2 − ϕxx/ϕ является решением уравнения (2).
Далее применим метод резонансов к уравнению (1). Подберем коэффициенты так, чтобы

для уравнения (1) было выполнено необходимое условие наличия свойства Пенлеве.
Теорема 3. Для того, чтобы для уравнения (1) было выполнено необходимое условие

наличия свойства Пенлеве, необходимо, чтобы оно имело вид

uxxxxx − 30uxuxx − 30uuxxx + 180u2
x = ut − (αx + β)ux − 2αu, (6)

где α = α(t), β = β(t).
Найдем рациональные решения уравнения (6), отвечающие отрицательному резонансу

r = −2 согласно методике, описанной в [2].
Теорема 4. Уравнение (6) имеет решение u = 2/ϕ4, где ϕ = x+ γ(t), αγ− γt−β = 0.
Теорема 5. Уравнение (6) при α = 0 имеет решение u = 2(ϕ2 + h)/(ϕ2 − h)2, где

h = h(t), ϕ = x + γ(t), γt = −β.
Отметим, что ряд (3) с коэффициентами (4), (5) представляет лишь формальное решение

уравнения (2). Докажем его сходимость. Пусть T1 — область голоморфности коэффициентов
uk, k = 0, 1, 2, . . . Выберем δ так, чтобы выполнялись условия

γ <
1
4δ

, |uk| 6 δk

4
, k = 2, 3, 6, 10, (7)

при всех t ∈ T ⊂ T1, где T — замкнутый круг радиуса ρ, причем ρ > 1/δ5. Учитывая, что
при этом |ϕt| 6 δ4/4, из (4) получим |uk| 6 δk/4, k = 2, 10.

Методом математической индукции, используя (5), можно показать, что тогда |uk| 6
δk/4, ∀k = 2, 3, . . . Пусть

|ϕ| = |x + γ| 6 |x|+ |γ| < σ +
1
4δ

< M.

Тогда для ряда
∑∞

k=0 uk+2ϕ
k можно построить мажорантный ряд (δ2/4)

∑∞
k=0(δM)k кото-

рый сходится при M < δ−1.
Теорема 6. Ряд (3) с коэффициентами (4), (5) сходится при 0 6= |ϕ| < M < δ−1, где

δ определяется условиями (7), |x| < σ, σ + 1/(4δ) < M, а значит является решением
уравнения (2) в указанной области.
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Рассмотрим дифференциальное уравнение с частными производными пятого порядка

yxxxxt = 2yyxxxt − aytyxxx − (20− a)yxyxxt + 20yxxyxt, a ∈ Z. (1)

Положим
y = u(φ), φ = φ(x, t), φx = 1. (2)

Тогда из (1) получим
uxxxxx = 2uuxxxx − 20uxuxxx + 20u2

xx. (3)

В [1] установлено, что уравнение (3) имеет подвижную особую линию.
Для уравнения (3) доказаны
Лемма 1. Ряд Дирихле

u = −1
2

+
∞∑

k=1

αkγ
ke−kφ (4)

представляет решение уравнения (3) в области Reφ > σ. Здесь γ — произвольная посто-
янная, α1 = 1, остальные коэффициенты αk, k = 2, 3, 4, . . . , определяются единственным
образом по рекуррентной формуле, σ — абсцисса абсолютной сходимости ряда (4).

Лемма 2. Уравнение (3) инвариантно при преобразовании переменных

u(φ) = f ′(φ)w(z) + 15µ(φ), z = f(φ),

где f — дробно-линейная функция от φ, причем f ′′ = 2f ′µ, µ′ = µ2.
С учетом (2) и лемм 1, 2, полагая f(φ) = h/φ− lnA, заключаем, что справедлива
Теорема. Ряд

y = −15
φ

+
h

2φ2
− h

φ2

∞∑

k=1

αkθ
ke−kh/φ, (5)

представляет решение уравнения (1) в области Re (h/φ) > η. Здесь φ, h, θ — произволь-
ные функции от t, α1 = 1, остальные коэффициенты αk, k = 2, 3, 4, . . . , определяются
единственным образом по рекуррентной формуле, η = σ + ln |A|. При этом особое много-
образие φ = 0 является существенно особым для компонент ряда (5).

Замечание 1. Уравнение (1) имеет рациональное относительно φ решение

y = −15
φ
− h1

φ2
− h2

φ3
,

где h1, h2 — произвольные постоянные.


