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Нам понадобятся следующие определения [1].
Определение 1. Функция ω(σ) (0 6 σ 6 α) называется модулем непрерывности, если:
1) ω(0) = 0;
2) ω(σ) является неубывающей функцией;
3) ω(σ1 + σ2) 6 ω(σ1) + ω(σ2).
Определение 2. Пусть функция f(x) ограничена на отрезке [a, b]. Тогда

sup
|x1−x2|6σ
a6x1,x26b

|f(x1)− f(x2)| = ω(f, σ)

называется модулем непрерывности функции f(x).
Определение 3. Будем писать ω(σ) ∈ Φ, если:
1) ω(σ) является модулем непрерывности;
2) σ

∫ α
0 t−1(t + σ)−1ω(t) dt 6 Cω(σ);

3) ω′(σ) ∼ ω(σ)/σ.
Пусть задана функция K : D → R, где D = {(x, t) : a < x < b, a < t < b}. Для этой

функции определим следующие частные модули непрерывности:

ω(K, δ, 0) = sup
|x1−x2|6δ
a6x1,x26b

t∈[a,b]

|K(x1, t)−K(x2, t)|, ω(K, 0, δ) = sup
|t1−t2|6δ
a6t1,t26b

x∈[a,b]

|K(x, t1)−K(x, t2)|.

Определение 4. Будем писать f(x) ∈ H(ω), если

sup
06σ6b−a

ω(f, σ)
ω(σ)

= Hω(f) < ∞.

Отметим, что H(ω) будет банаховым пространством с нормой

‖f‖H(ω) = ‖f‖C[a,b] + Hω(f).

Рассмотрим сингулярный оператор

Su =

1∫

0

K(x, t)
ln |t− x|

t− x
u(t) dt.

Сформулируем основной результат.
Теорема. Если ω(σ), ω(σ) ln(e/t) ∈ Φ и выполняются условия:

sup
δ∈[0,1/2]

ω(K, δ, 0) ln2(1/δ)
ω(δ)

= a1, sup
δ∈[0,1/2]

1
ω(δ)

δ∫

0

ω(K, 0, δ)
t

ln
e

t
dt = a2,

sup
δ∈[0,1/2]

δ

ω(δ)

1/2∫

0

ω(K, 0, t)
t2

ln
e

t
dt = a3, K(0, 0) = K(1, 1) = 0,

то оператор S действует из пространства H(ω) в пространство H(ω) ограниченно.
Доказательство теоремы основано на идеях и результатах из [1, 2].
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Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных

uxxxxx − 30uuxxx − 30uxuxx + 180u2
x = ut + F,

F = Auxxxx + Buxxx + Cuuxx + Duxx + Eu2
x + Guux + Hux + Iu3 + Ku2 + Lu, (1)

где u = u(x, t), A, B, . . . , L — аналитические функции от x, t. Исследуем его на наличие
свойства Пенлеве [1].

Чтобы уравнение (1) имело свойство Пенлеве, необходимо, чтобы упрощенное для него
уравнение

uxxxxx − 30uuxxx − 30uxuxx + 180u2
x = ut (2)

обладало указанным свойством. Будем искать решение уравнения (2) в виде ряда

u =
∞∑

k=0

ukϕ
k−2, (3)

где ϕ = ϕ(x, t), ϕx = 1, uk = uk(t). Определим резонансную структуру уравнения (2):
u0 = 1, r = −1, 2, 3, 6, 10; u0 = 2, r = −1,−2, 5, 6, 12. Подставляя ряд (3) при u0 = 1 в
уравнение (2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ϕ, найдем

u1 = 0, u4 = −ϕt

60
+ 3u2

2, u5 = 2u2u3, u7 = −u3ϕt

80
+ 3u2

2u3 − u2t

480
,

u8 = u2u
2
3 +3u4

2−
u3t

1080
+

ϕ2
t

10800
− u2

2ϕt

30
, u9 = −3u2u3ϕt

140
+

24u3
2u3

7
− u2u2t

280
+

u3
3

7
+

ϕtt

75600
. (4)

Остальные коэффициенты определяются реруррентными формулами

(k−3)(k+1)(k+4)(k+5)(k+8)uk+7 = 360(k+1)u0u1uk+6−(30k3+240k2+630k−420)u1uk+6+

+180((k + 1)u2
1 + (2k + 5)u0u2)uk+5 + 180(2k + 3)(u0u3 + u1u2)uk+4 − 180(u0u4 + u1u3)uk+3−

−(k+1)uk+3ϕt−(uk+2)t−
k∑

s=0

(
30(s+1)(k−s+1)(k−s+2)us+3uk−s+4+30(k−s+1)(k−s+2)×

×(k − s + 3)us+2uk−s+5 + 360u0us+2uk−s+5 + 180u1us+2uk−s+4 − 360(s + 1)u0us+3uk−s+4−

−360(s + 1)u1us+3uk−s+3 −
s∑

l=0

180(k − s + 1)ul+2us−l+2uk−s+3

)
, k = 4, 5, . . . (5)


