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Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение

(w′ − w2)w′′′ = (1− 1/ν)w′′2 + b1ww′w′′ + b2w
′3 + b3w

3w′′ + b4w
2w′2, (1)

где ν ∈ N, w — комплекснозначная функция. Уравнением (1) может быть определена одна
из компонент квадратичной системы третьего порядка.

Уравнение (1) эквивалентно системе

w′ = uw2, (u− 1)u′′ = (1− 1/ν)u′2 − p(u)u′w − q(u)w2,

где p(u) = (2 + 4/ν)u2 − (b1 + 6)u− b3, q(u) = (2 + 4/ν)u4 − (2b1 + b2 + 6)u3 − (2b3 + b4)u2.
При p(1) = q(1) = 0 Пенлеве-анализ уравнения (1) проводился в [1, 2]; при ν = ∞, p(1) 6=

6= 0 — в [3, 4]; в [5] получены некоторые необходимые условия наличия свойства Пенлеве у
уравнения (1).

Решается задача нахождения необходимых и достаточных условий наличия свойства Пе-
нлеве у уравнения (1). Приведем результаты, полученные в случае p(1) 6= 0.

Справедлива
Лемма. Уравнение (1) при каждом наборе коэффициентов

ν = 3, b1 = 0, b2 = 30, b3 = 0, b4 = −54; (2)

ν = 4, b1 = 0, b2 = 12, b3 = 0, b4 = −24; (3)

ν ∈ N \ {2}, b1 = −2(1 + b3/ν), b2 = −b3, b4 = −b3(1 + b3/ν), b3 6= −2 (4)

удовлетворяет необходимым условиям наличия свойства Пенлеве.
В уравнении (1) с коэффициентами (2), (3) положим соответственно

y =
w′′ − 21ww′ + 27w3

3(w2 − w′)
, y =

w′′ − 12ww′ + 16w3

4(w′ − w2)
. (5)

Если w решение уравнения (1) с коэффициентами (2), (3), то, используя (5), соответственно
получим

w =
y′′ − 3yy′ + y3

9(y2 − y′)
, w =

y2 − y′

4y
, (6)

где y удовлетворяет уравнению y′′′ = 6y′2, которое обладает свойством Пенлеве. Из соотно-
шений (6) следует, что уравнение (1) с коэффициентами (2), (3) обладает этим же свойством.

Уравнение (1) с коэффициентами (4) представимо в виде
(

w′′ + b3ww′

w′ − w2

)′
+

1
ν

(
w′′ + b3ww′

w′ − w2

)2

= 0,
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где ν ∈ N \ {2}, b3 6= −2. Отсюда его первый интеграл имеет вид

w′′ = −b3ww′ +
ν

t− t0
(w′ − w2), (7)

где ν ∈ N \ {2}, b3 6= −2, t0 — произвольная постоянная. Согласно [6], решения уравнения
(7) не имеют подвижных критических особых точек, отличных от t0, только при b3 = 2ν.

Для установления характера особой точки t0 выполним замену

w =
1
ν

u′

u
+

ν + 1
2ν

1
t− t0

.

Интегрируя полученное уравнение, имеем линейное уравнение

u′′ −
(

s(s + 1)
(t− to)2

+
K

t− t0

)
u = 0,

где s = (ν + 1)/2, ν ∈ N \ {2}, K — произвольная постоянная. Его линейно независимые
решения в окрестности особой точки t0 представляются в виде

u1 =
∞∑

n=0

cn(t− t0)n+s+1,

где c0 — произвольная постоянная, cn = Kn−1(n + 2s + 1)−1cn−1, n = 1, 2, . . . ;

u2 =
∞∑

n=0

bn(t− t0)n−s + γu1 ln(t− t0),

где b0, b2s+1 — произвольные постоянные,

bn =
K

n(n− 2s− 1)
bn−1, n = 1, 2, . . . , 2s,

b2s+n =
Kb2s+n−1 − γcn−1(2n + 2s− 1)

(n + 2s)(n− 1)
, n = 2, 3, . . . , γ =

Kb2s

c0(2s + 1)
.

Таким образом, уравнение (1) с коэффициентами (4) не обладает свойством Пенлеве.
Следовательно, имеет место
Теорема. Уравнение (1) с коэффициентами (2), (3) обладает свойством Пенлеве.
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