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Теорема. Пусть вектор-функция q(t) представляет собой решение дифференциальной
системы ẋ = P (t)x, x ∈ Rn, t ∈ R, c непрерывной матрицей P (t). Тогда для любой
нечетной непрерывной скалярной функции α(t) решение дифференциальной системы ẋ =
= P (t)x+α(t)q(t) с начальным условием x(−ω) = 0 обладает свойством x(ω) = x(−ω) = 0,
каково бы ни было число ω. Если к тому же эта система 2ω -периодична, то всякое ее
решение x(t) с начальным условием x(kω) = 0, k ∈ N, будет 2k -периодическим.
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Основной результат доклада содержится в следующей теореме.
Расматривается система

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (1)

где P (x, y), Q(x, y) непрерывно дифференцируемые функции на всей плоскости.
Теорема. Пусть O(0, 0) является состоянием равновесия системы. Тогда система (1)

представима единственным образом в виде

ẋ =
δH

δy
(x, y) + xσ(x, y), ẏ = −δH

δx
(x, y) + yσ(x, y), (2)

где

H = sin ϕ

ρ∫

0

P (τ cosϕ, τ sinϕ) dϕ− cosϕ

ρ∫

0

Q(τ cosϕ, τ sinϕ) dϕ,

ρ2σ(x, y) =

ρ∫

0

τσ(τ cosϕ, τ sinϕ) dτ, σ(x, y) = div (P ; Q), σ(0, 0) =
σ(0, 0)

2
. (3)

Случай полиномиальной системы рассмотрен автором ранее (см [4]) с использованием
иного подхода. Подмеченные там закономерности и позволили перенести полученный там
результат на общий случай.
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Пусть в системе (1) P (x, y) Q(x, y) многочлены наибольшей степени n и M0(x0, y0)
произвольная точка. Представим P (x, y) и Q(x, y) в виде многочлена Тейлора по степеням
(x− x0) и (y − y0) :

P (x, y) = P (x0, y0) + Σn
k=1Pk(x, y), Q(x, y) = Q(x0, y0) + Σn

k=1Qk(x, y), n > 1,

Pk(x, y) =
1
k!

Σk
m=0C

m
k ak−m m(x− x0)k−m(y − y0)m,

Qk(x, y) =
1
k!

Σk
m=0C

m
k bk−m m(x− x0)k−m(y − y0)m,

где

ak−m m =
δkP (x0, y0))
δxk−mδym

, bk−m m =
δkQ(x0, y0))
δxk−mδym

.

Полагая u = x− x0, v = y − y0, система примет вид

u̇ = P (x0, y0) + Σn
k=1Pk(u, v), Pk(u, v) =

1
k!

Σk
m=0C

m
k ak−m muk−mvm,

v̇ = Q(x0, y0) + Σn
k=1Qk(u, v), Qk(u, v) =

1
k!

Σk
m=0C

m
k bk−m muk−mvm.

Используя равенства (3) находим

H(u, v) = vP (x0, y0)− uQ(x0, y0) + Σn
k=1Hk+1(u, v),

Hk+1(u, v) =
1

(k + 1)!
(a0kv

k+1 − bk0u
k+1 + Σk

m=1C
m−1
k

µk−m m−1

m
uk−m+1vm),

σk−1(u, v) = (
δPk(u, v)

δu
+

δQk(u, v)
δv

) =
1

(k − 1)!
Σk

m=1σk−m m−1u
k−mvm−1,

σk−1(u, v) =
1

k + 1
σk−1(u, v), µk−m m−1 = mak−m+1 m−1 − (k −m + 1)bk−m m,

σk−m m−1 = ak−m+1 m−1 + bk−m m, k = 1, n, m = 1, k.

Если M0(x0, y0) состояние равновесия, то линейные слагаемые в гамильтониане отсутствуют.
Учитывая, что гамильтониан определяется по правым частям однозначно (с точностью

до постоянного слагаемого), назовем его естественным гамильтонианом для системы (1).
Доказано, что вид системы (2) инвариантен относительно линейных преобразований.
В областях δH/δρ 6=0 система (2) приводится к уравнению δH/δϕ=−ρ2σ(ρ cosϕ, ρ sinϕ),

где ρ и H связаны соотношением H(ρ cosϕ, ρ sinϕ) = H, причем это равенство однозначно
разрешимо в этих облостях относительно rho, ρ = f(H, cosϕ, sinϕ).
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