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В теории нелинейных многочастотных колебаний возникают системы дифференциальных
уравнений вида

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, (1)

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm), x ∈ Rn, действительная вектор-функция a(ϕ) ∈ CLip(Tm), P (ϕ) — квад-
ратная матрица, элементы которой действительные, непрерывные 2π -периодические функ-
ции P (ϕ) ∈ C(Tm). Один из важных вопросов: при каких условиях на функции a(ϕ), P (ϕ)
система (1) будет иметь функцию Грина — Самойленко G0(τ, ϕ)?

Функцией Грина — Самойленко [1] называют функцию вида

G0(τ, ϕ) =

{
Ω0

τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), τ 6 0,

Ω0
τ (ϕ){C(ϕτ (ϕ))− In}, τ > 0,

где ϕt(ϕ) — решение задачи Коши dϕ/dt = a(ϕ), ϕ|t=0 = ϕ, Ωt
τ (ϕ) — фундаментальная

матрица решений линейной системы dx/dt=P (ϕt(ϕ))x, Ωt
τ (ϕ)|t=τ =In, C(ϕ) : ‖G0(τ, ϕ)‖6

6 K exp{−γ|τ |}, K, γ = const > 0.
В одних случаях эта матрица C(ϕ) существует единственная, тогда она обязательно

удовлетворяет тождеству C2(ϕ) ≡ C(ϕ), в других случаях таких матриц существует беско-
нечное множество и в третьих случаях таких матриц не существует.

В случае, когда система (1) имеет единственную функцию Грина — Самойленко ее на-
зывают регулярной, а в случае, когда таких функций существует много различных, систему
(1) называют слабо регулярной.

Известно [2], что вопрос регулярности системы (1) можно исследовать с помощью квадра-
тичной формы V = 〈S(ϕ)y, y〉, производная которой в силу сопряженной системы dϕ/dt =
= a(ϕ), dy/dt = −P T (ϕ)y будет знакоопределенной.
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Доказано [2] что, если система (1) есть слабо регулярной, то следующая система:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x,

dy

dt
= x− P T (ϕ)y (2)

будет регулярной. Причем производная невырожденной квадратичной формы Vp(ϕ, x, y) =
= p〈x, y〉 + 〈S(ϕ)y, y〉 в силу системы (2) при достаточно больших значениях параметра
p > 0 будет положительно определенной.

Одно из направлений обобщения метода расширения (2) привело к следующим утвер-
ждениям:

Теорема 1. Пусть существуют (n × n)-мерные симметричные матрицы Si(ϕ) ∈
∈ C ′(Tm; a), i = 1, k, удовлетворяющие неравенствам

〈[Ṡi(ϕ) + Si(ϕ)P (ϕ) + P T (ϕ)Si(ϕ)]Mi(ϕ)x,Mi(ϕ)x〉>‖(Mi(ϕ)−Mi+1(ϕ))x‖2, i=1, (k − 1),

〈[Ṡk(ϕ) + Sk(ϕ)P (ϕ) + P T (ϕ)Sk(ϕ)]Mk(ϕ)y, Mk(ϕ)y〉>‖Mk(ϕ)x‖2

с некоторыми матрицами Mi(ϕ) ∈ C0(Tm), i = 1, k и пусть матрицы S1(ϕ) ∈ C ′(Tm; a),
M1(ϕ) ∈ C0(Tm) — невырожденные. Тогда система (1) будет регулярной. Причем произ-
водная пучка квадратичных форм Vp = λ1〈S1(ϕ)x, x〉+ . . . + λk−1〈Sk−1(ϕ)x, x〉+ 〈Sk(ϕ)x, x〉
вдоль решений системы (1) будет положительно определенной при достаточно больших
значениях параметров λj > 0, j = 1, (k − 1).

Теорема 2. Пусть две системы уравнений dϕ/dt = a(ϕ), dx/dt = Pi(ϕ)x, i = 1, 2,
являются слабо регулярными, тогда следующая система уравнений:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dy1

dt
=

[
P2(ϕ) +

1
2
(P1(ϕ) + P T

1 (ϕ))− In

]
y1 + [P T

2 (ϕ) + P1(ϕ)]y2,

dy2

dt
=

[
− P2(ϕ) +

1
2
(P1(ϕ)− P T

1 (ϕ)) + In

]
y1 − P T

2 (ϕ)y2,

dy3

dt
=

[
P2(ϕ) +

1
2
(P1(ϕ)− P T

1 (ϕ)) + In

]
y1 − [P T

2 (ϕ) + P1(ϕ)]y2 − P T
1 (ϕ)y3, (3)

где yi ∈ Rn, будет регулярной. Причем производная невырожденной квадратичной формы
Vp = p2(〈y1, y2〉 + 〈y1, y3〉 + 〈y2, y3〉) + p〈S2(ϕ)y2, y2〉 + 〈S1(ϕ)y3, y3〉 в силу системы (3) при
достаточно больших значениях параметра p > 0 будет положительно определенной.
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Рассмотрим систему типа систем Льенара

yP0(x)y′ = −x + P2(x)y2 + P3(x)y3, (1)

где P0(x) = 1 +
∑6

k=1 ckx
k, P2(x) =

∑5
j=0 ajx

j , P3(x) =
∑7

i=0 bix
i.


