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Одним из наиболее эффективных и геометрически наглядных способов решения периоди-
ческой задачи для дифференциальных уравнений является метод направляющих функций,
общие принципы которого сформулировали еще в середине XXв. М.А. Красносельский и
А.И. Перов (см. [1]).

В восьмидесятые годы ХХв. классический метод направляющих функций был распро-
странен на случай дифференциальных включений и использован для исследования их пери-
одических решений (см., например, [2]).

В настоящей работе применяется метод интегральных направляющих функций к зада-
че о существовании периодических решений включений с каузальными мультиоператорами.
Заметим, что класс каузальных мультиоператоров достаточно широк. В него входит, на-
пример, мультиоператор суперпозиции выпуклозначного мультиотображения, удовлетворя-
ющего верхним условиям Каратеодори и условию локальной интегральной ограниченности, а
также мультиоператор суперпозиции мультиотображения, не обладающего свойством выпук-
лости значений, но удовлетворяющего условию почти полунепрерывности снизу и условию
локальной интегральной ограниченности (см. [3]).

Пусть T > 0 и σ — произвольные числа. Символами C([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) и
L1((kT, (k + 1)T );Rn), где k ∈ Z, обозначим соответственно пространство непрервных и
пространство суммируемых функций.

Для произвольного подмножества N ⊂ L1((kT, (k + 1)T );Rn) и τ ∈ (kT, (k + 1)T ) опре-
делим сужение N на (kT, τ) как

N|(kT,τ) = {f |(kT,τ) : f ∈ N}.
Определение 1. Если для каждого k ∈ Z мультиоператор

Q : C([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) ( L1((kT, (k + 1)T );Rn)
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обладает тем свойством, что для каждого τ ∈ (kT, (k + 1)T ) и для всех

u(·), v(·) ∈ C([kT − σ, (k + 1)T ];Rn)

из условия u|[kT−σ,τ ] = v|[kT−σ,τ ] следует, что Q(u)|(kT,τ) = Q(v)|(kT,τ), то мультиоператор Q

будем называть каузальным.
Обозначим символом CT пространство непрерывных T -периодических функций x :

R → Rn с нормой ‖x‖C = sup
t∈[0,T ]

‖x(t)‖. Символом ‖x‖2 будем обозначать норму функции

x в пространстве L2.
Для определения понятия периодического каузального мультиоператора рассмотрим для

k ∈ Z оператор jk : L1((kT, (k + 1)T );Rn) → L1((0, T );Rn) :

jk(f)(t) = f(t + kT ).

Определение 2. Каузальный мультиоператор Q называется T -периодическим, если
для каждого x ∈ CT и k ∈ Z выполнено равенство

jk(Q(x |[kT−τ,(k+1)T ])) = Q(x |[−τ,T ]).

Для определенного выше T -периодического каузального мультиоператора Q будем рас-
сматривать задачу существования решения следующего операторного включения:

x′ ∈ Q(x), (1)

где x ∈ CT — абсолютно непрерывная функция.
Обозначим символом L1

T пространство суммируемых T -периодических функций f :
R → Rn. Для τ > 0 обозначим символом C пространство C([−τ, 0];Rn) непрерывных
функций x : [−τ, 0] → Rn с нормой ‖x‖ = sup

t∈[−τ,0]
‖x(t)‖. Для функции x(·) ∈ C(R;Rn),

символом xt ∈ C обозначается функция, заданная как xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0].
Будем предполагать, что T -периодический каузальный мультиоператор Q имеет выпук-

лые значения и удовлетворяет следующим условиям:
(Q1) для любого непрерывного линейного оператора A : L1

T → E, где E — банахово
пространство, композиция A ◦ Q : CT → Cv(E) является замкнутым мультиотображением;

(Q2) существует положительная суммируемая T -периодическая функция α(t) такая,
что

‖Q(x)(t)‖ 6 α(t)(1 + ‖xt‖C) п.в. t ∈ R,

для каждого x ∈ CT .
Развивая понятие, введенное в [4, 5], дадим следующее определение.
Определение 3. Непрерывно дифференцируемая функция V : Rn → R называется

строгой интегральной направляющей функцией для включения (1), если найдется N > 0
такое, что

T∫

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds > 0 для всех f ∈ Q(x),

для любой абсолютно непрерывной функции x ∈ CT такой, что ‖x‖2 > N и ‖x′(t)‖ 6
6 ‖Q(x)(t)‖ п. в. t ∈ [0, T ].

Из определения вытекает, что на любом замкнутом шаре B
K̃
⊂ Rn с центром в нуле

радиуса K̃ > K определена топологическая степень deg(∇V ; B
K̃

) его градиента ∇V и,
кроме того, она не зависит от радиуса K̃ (см., например, [1]). Это общее значение степени
назовем индексом indV невырожденного потенциала V.
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Теорема. Пусть V : Rn → R — строгая интегральная направляющая функция для
включения (1) такая, что indV 6= 0. Тогда включение (1) имеет решение.

Заметим, что условия теоремы выполнены, если, например, функция V четна или

lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.
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Рассмотрим автономную дифференциальную систему на плоскости вида

ẋ = yp−1 ≡ P (x, y), ẏ = −x2q−1 + µyp+1(1− x2q)f(x) ≡ Q(x, y), X = (P,Q), (1)

зависящую от действительного параметра µ ∈ I ⊆ R, 0 ∈ I, где p — натуральное четное
число, q ∈ N и f(x) — непрерывно дифференцируемая функция.

Система (1), представляющая собой обобщение системы Ван Дер Поля, при µ = 0 яв-
ляется консервативной системой с первым интегралом вида x2q/(2q) + yp/p = c, где c —
некоторое положительное действительное число. При значениях параметра µ достаточно
близких к нулю, из некоторых замкнутых траекторий x2q/(2q) + yp/p = ci, ci > 0 могут
рождаться предельные циклы [1].

Для оценки числа и локализации предельных циклов в некоторой области Ω ⊆ R2 струк-
турно устойчивых систем на плоскости в работах [2–4] эффективно применялся обобщенный
подход Л.А. Черкаса [5] к признаку Дюлака, который основан на нахождении функции Дю-
лака — Черкаса Ψ(x, y, µ), удовлетворяющей неравенству

Φ(x, y, µ) = kΨdiv X +
∂Ψ
∂x

P +
∂Ψ
∂y

Q > 0 (6 0), ∀(x, y) ∈ Ω ⊂ R2, ∀µ ∈ I ⊆ R, (2)

где промежуток I не содержит бифуркационных значений параметра µ. При этом функция
Ψ(x, y, µ) предполагается непрерывной по всем аргументам и непрерывно дифференцируе-
мой по фазовым переменным x, y. В работах [6, 7] была получена глобальная оценка числа
предельных циклов для некоторых случаев обобщенных систем Куклеса с помощью построе-
ния функции Дюлака — Черкаса. Аналогичный подход теперь используем для исследования
предельных циклов системы (1).


