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В статье [1] для системы с кубической нелинейностью

ẋ = Ay3 + By + f(x), ẏ = g(x), A > 0, B > 0, (1)

найдены достаточные условия существования предельных циклов при нарушении на неко-
тором интервале первого неравенства обобщенных условий Гурвица

xf(x) < 0, xg(x) < 0 при x 6= 0, f(0) = g(0) = 0. (2)

В [2] доказана единственность устойчивого предельного цикла, охватывающего неустой-
чивый предельный цикл системы (1). В [3] анонсировались аналогичные результаты для
систем вида

ẋ = Ay4n−1 + By2n−1 + f(x), ẏ = g(x), A > 0, B > 0.

Рассмотрим системы дифференциальных уравнений

ẋ = Ay8n−1 + By4n−1 + f(x), ẏ = g(x), A > 0, B > 0, (3)

ẋ = Ay12n−1 + By4n−1 + f(x), ẏ = g(x), A > 0, B > 0, (4)

где функции f(x) и g(x) нечетные, определены и непрерывны на R и удовлетворяют усло-
виям:

I) ∃x1, x3, такие, что f(x) < 0 на (0;x1), f(x) > 0 на (x1; x3); g(x) < 0 на (0;∞);
f(0) = f(x1) = g(0) = 0;

II) G(x) =
∫ x
0 −g(s) ds → +∞ при x → +∞.

Введем функции V (x, y) для систем (3), (4) соответственно:

V (x, y) =
Ay8n

8n
+

By4n

4n
+ G(x), V (x, y) =

Ay12n

12n
+

By4n

4n
+ G(x).
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Лемма 1. Если выполнены условия (2) или условие I) и условие II), то кривые
V (x, y) = C замкнуты, окружают начало системы координат, симметричны относитель-
но оси абсцисс и кривая V (x, y) = C2 ограничивает область, внутри которой находится
кривая V (x, y) = C1, если C2 > C1.

Теорема 1. Если выполнены условия (2) и условие II), то системы (3), (4) не имеют
предельных циклов.

Пусть d — единственный действительный корень уравнения

Ay8n−1 + By4n−1 − γM = 0 или Ay12n−1 + By4n−1 − γM = 0,

где M = max
[0;x3]

|f(x)|; ϕ(x) =
∫ x
0 −g(s)f(s) ds.

Теорема 2. Если выполнены условия I), II), а также условие
III) ∃γ > 1, ∃x2 ∈ (x1, x3), такие что справедливы неравенства

ϕ(x2) > 2ϕ(x1)
1− γ

, G(x3)−G(x2) > Ad8n

8n
+

Bd4n

4n
+ 2Md, (5)

то система (3) имеет по крайней мере один неустойчивый предельный цикл, лежащий в
полосе −x3 6 x 6 x3.

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 2 и условие
IV ) lim

x→+∞
(−f(x)) > 0,

то система (3) имеет по крайней мере два предельных цикла.
Вместо выполнения условия III) теоремы 2 можно потребовать выполнения при γ > 1

неравенства

ϕ(x3) > 2ϕ(x2)
1− γ

+ (γ + 1)M
(

Ad8n

8n
+

Bd4n

4n

)
. (6)

Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 2 и неравенство (6), то система (3)
имеет по крайней мере один неустойчивый предельный цикл.

В этом случае предельный цикл может иметь точки вне полосы −x3 6 x 6 x3.

Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 3, где первое из неравенств (5) заменено
на неравенство

ϕ(x2) > −4γ
ϕ(x1)

(γ − 1)2
,

и f
′
(x) 6 0 при x > x2, то для системы (3) устойчивый предельный цикл, окружающий

по крайней мере один неустойчивый предельный цикл, является единственным.
Аналогичные результаты получены для системы (4).
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