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где Dα — дробная производная порядка α в смысле Капуто (если x(t) — гладкая функция,
то

Dαx(t) =
1

Γ(m− α)

t∫

0

(t− s)m−α−1x(m)(s) ds,

где α > 0 и m — целое, удовлетворяющее условию m−1 < α 6 m) в пространствах весовых
функций Cγ [0, T ] (γ∈C), определяемых как пространства функций g(t), заданных на [0, T ]
таких, что tγg(t)∈C[0, T ] :

Cγ [0, T ] = {g(t) : ‖g‖Cγ = ‖tγg(t)‖C < ∞}, C0[0, T ] = C[0, T ].

При этом устанавливается нелокальная теорема о единственной разрешимости задачи Коши
с 0 < α < 1.

Предполагается, что функция f(t, x) определена на [0, T ]×X (X — банахово простран-
ство); для каждого x функция f(t, x) — функция одной переменной t, f(t, x)∈Cγ [0, T ]
(т. е. справедливо ‖f‖Cγ = ‖tγf(t, x)‖C < ∞) и удовлетворяет условию Липшица по второй
переменной

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖X 6 k‖x1 − x2‖X, (3)

где k — некоторая константа.
Теорема 1. Если f(t, x) для каждого x принадлежит пространству функций Cγ [0, T ]

и удовлетворяет условию (3), то задача Коши (1), (2) имеет в Cγ [0, T ] единственное опре-
деленное на [0, T ] решение для всех γ < α.
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Теорема. Для того чтобы линейная неоднородная дифференциальная система

ẋ = A(t)x + f(t), t ∈ R, x ∈ Rn, (1)

где A(t) — непрерывная (n× n) -матрица, f(t) — непрерывная вектор-функция, была эк-
вивалентна в смысле совпадения отражающих функций [1] системе

ẋ = f(t),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1) функция A(t) являлась нечетной;
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2) для любого t ∈ R было справедливо равенство A(t)
∫ −t
t f(s) ds = 0.

При этом отражающей функцией этих систем является функция

F (t, x) = x +

−t∫

t

f(s) ds. (2)

Следствие. Пусть функция A(t) имеет период ω1, а функция f(t) — период ω2, при-
чем числа ω1 и ω2 — несоизмеримы. Для того чтобы система (1) имела ω2 -периодическую
по t отражающую функцию (2) достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) функция A(t) была нечетной;
2) A(t)

∫ −t
t f(s) ds ≡ 0;

3)
∫ ω2

0 f(s) ds = 0.
В качестве примера рассмотрим квазипериодическую систему с двухчастотным базисом

ẋ = 3x sin t− y sin t +
√

3 cos
√

3t, ẏ = 9x sin t− 3y sin t + 3
√

3 cos
√

3t.

Эта система эквивалентна 2π/
√

3 -периодической системе

ẋ =
√

3 cos
√

3t, ẏ = 3
√

3 cos
√

3t.

Отражающая функция этих систем имеет вид

F (t, x, y) = (x− 2 sin
√

3t, y − 6 sin
√

3t)>

и является 2π/
√

3 -периодической по t.
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В работе В.И. Мироненко [1], значительная часть которой посвящена теории отражаю-
щей функции, содержится ряд результатов, позволяющих в некоторых случаях давать ответ
на вопрос о существовании периодических решений у изучаемой дифференциальной систе-
мы. Один из таких результатов [1, с. 130] мы применяем [2] для исследования уравнения
Абеля. Другие результаты автора, относящиеся к уравнению Абеля и полученные с приме-
нением теории отражающей функции см. в [3, с. 44–79; 4].

Теорема. Пусть для уравнения Абеля

ẋ = a0(t) + a1(t)x + a2(t)x2 + a3(t)x3 (1)

с непрерывно дифференцируемыми 2ω -периодическими коэффициентами выполянется нера-
венство a3e(t) < 0 при t ∈ [0, ω], где a3e(t) ≡ (a3(t) + a3(−t))/2 — четная часть функции
a3(t). Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно 2ω -периодическое решение.


