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Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t > 0, (1)

порядка n > 2, матрица коэффициентов A(·) : [0, +∞) → EndRn которой кусочно-непре-
рывна и ограничена на временно́й полуоси t > 0. Через λ1(A) 6 . . . 6 λn(A) обозначим
показатели Ляпунова системы (1). Система (1) называется правильной [1, с. 38], если су-
ществует предел lim

t→+∞ t−1
∫ t
0 SpA(τ) dτ, где SpA(·) — след матрицы A(·), и имеет место

равенство

λ1(A) + . . . + λn(A) = lim
t→+∞

1
t1

t∫

0

SpA(τ) dτ.

Класс правильных систем (1) обозначим через Rn и, отождествляя систему (1) и ее матрицу
коэффициентов, принадлежность системы (1) классу правильных систем записываем как
A ∈ Rn.

Класс правильных систем введен А.М. Ляпуновым [1, с. 38] и является следующим после
класса приводимых систем классом систем с переменными коэффициентами, по своим свой-
ствам наиболее близким классу систем с постоянными коэффициентами. Так, правильные
системы сохраняют [1, с. 44–55] условную экспоненциальную устойчивость, а также размер-
ность экспоненциально устойчивого многообразия и показатель асимптотики его решений
при возмущениях высшего порядка малости. Поскольку правильные системы по своим свой-
ствам должны быть близки системам с постоянными коэффициентами, а для последних
показатели Ляпунова, как доказано К.П. Персидским, устойчивы при убывающих к нулю
возмущениях, то одно время предполагалось справедливой гипотеза о том, что убывающие
к нулю возмущения матрицы коэффициентов правильной системы не изменяют показателей
Ляпунова системы, т. е. если A ∈ Rn и кусочно-непрерывная n × n -матрица Q(·) такова,
что ‖Q(t)‖ → 0 при t → +∞, то показатели Ляпунова системы (1) и показатели Ляпунова
λ1(A + Q) 6 . . . 6 λn(A + Q) возмущенной системы

ẏ = (A(t) + Q(t))y, y ∈ Rn, t > 0,

совпадают: λk(A) = λk(A + Q) при всех k = 1, n. Справедливость этой гипотезы была под-
тверждена для некоторых подклассов класса правильных систем в работах Б.Ф. Былова и
И. Г. Малкина. Однако, в общем случае эта гипотеза оказалась неверной: первые контрпри-
меры к ней построены в работах Р.Э. Винограда [2, 3]. Позже В.М. Миллионщиков усилил
этот результат, доказав [4], что свойство неустойчивости показателей Ляпунова при убываю-
щих к нулю возмущениях имеет место и для введенного им класса статистически правильных
систем — специального подкласса класса правильных систем.

В работе [2] Р.Э. Виноградом построена такая система A ∈ R2 и такая кусочно-непре-
рывная (2 × 2) -матрица Q(·), удовлетворяющая при всех t > 0 оценке ‖Q(t)‖ 6 const ×
× exp(−√t), что λ2(A + Q) > λ2(A). Естественно возникает вопрос, сколь быстро может
убывать к нулю норма кусочно-непрерывной матрицы-возмущения, чтобы это возмущение
могло изменить показатели Ляпунова правильной системы. Результат в противоположном
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направлении — об устойчивости показателей Ляпунова правильных систем — хорошо изве-
стен и вытекает из теоремы Богданова — Гробмана [5, 6], вследствие которой если матрица-
возмущение Q(·) удовлетворяет условию lim

t→+∞ t−1 ln ‖Q(t)‖ < 0, то такое возмущение не
изменяет показателей Ляпунова правильной системы. Поэтому, чтобы матрица-возмущение
Q(·), норма которой убывает к нулю на бесконечности, могла изменять показатели Ляпунова
правильной системы, необходимо должно выполняться равенство lim

t→+∞ t−1ln‖Q(t)‖ = 0.

Это утверждение близко к достаточному, как показывает следующая
Теорема. Для любого n > 2, какова бы ни была положительная функция θ(t), t > 0,

монотонно возрастающая к +∞, для которой θ(t)/t → 0 при t → +∞, существуют
система A ∈ Rn и кусочно-непрерывная n× n -матрица Q(·), удовлетворяющая при всех
t > 0 оценке ‖Q(t)‖ 6 const exp(−θ(t)), такие, что справедливо неравенство

λn(A + Q) > λn(A).

В частности, взяв в этой теореме θ(t) ≡ √
t, получаем пример Р.Э. Винограда [2]. Дока-

зательство теоремы основывается на конструкции работ [2, 3] с использованием δ -характе-
ристической последовательности функции θ(·) [7].
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Рассматриваем линейную вполне интегрируемую [1, с. 14–24; 2, с. 16–26] систему Пфаффа

∂x

∂ti
= Ai(t)x, x ∈ Rn, t = (t1, t2, . . . , tm) ∈ R+

m, i = 1,m, (1)

с ограниченными непрерывно дифференцируемыми в R+
m = {t ∈ Rm | t > 0} матрицами

коэффициентов Ai(t). Нижний характеристический [3] p[x] = p векторы нетривиального
решения x : R+

m → Rn\{0} системы (1) будем определять условиями

lx(p) ≡ lim
t→∞

ln ‖x(t)‖ − (p, t)
‖t‖ = 0, lx(p + εei) < 0 ∀ε > 0, i = 1, . . . , m,


