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их характеристические показатели составляют множество Λ(A, f) = β, принимающее в
точках p = (p1, p2) ∈ R2 с целочисленными координатами свои предельные значения

Λp(A, f) =

{
β, если p1 ∈ Z и p2 = 0,

β ∩ [λ2, +∞), если p1 ∈ Z и p2 ∈ Z \ {0}.

Приведенные результаты получены при финансовой поддержке Белорусского республи-
канского (проект Ф14Р–011) и Российского (проект 14–01–90010 Бел-а) фондов фундамен-
тальных исследований.
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Рассматриваем исходные линейные дифференциальные системы

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, ‖A(t)‖ 6 a < +∞, t > 0, (1A)

с кусочно-непрерывными ограниченными коэффициентами. Наряду с системами (1A) рас-
смотрим и возмущенные системы (1A+Q) также с кусочно-непрерывными на полуоси
[0,+∞) возмущениями Q, удовлетворяющими либо условию

‖Q(t)‖ 6 CQe−σt, σ > 0, t > 0, (2)

либо более общему условию

λ[Q] ≡ lim
t→+∞ t−1 ln ‖Q(t)‖ 6 −σ < 0. (3)

Эти возмущения для σ = 0 как в случае (2), так и в случае (3) дополнительно считаем
исчезающими на бесконечности:

Q(t) → 0 при t → +∞. (4)

В нашей работе [1] введены непустые так называемые множества неприводимости N2(a, σ)
и N3(a, σ), σ ∈ (0, 2a], всех тех систем (1A) с матрицами коэффициентов A, имеющими на
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промежутке [0, +∞) величину нормы, не превосходящую a, для каждой из которых суще-
ствует неприводимая к ней система (1A+Q) с матрицей Q, удовлетворяющей соответственно
либо условию (2), либо более общему условию (3). Эти множества связаны очевидным вклю-
чением N2(a, σ) ⊂ N3(a, σ) при σ ∈ (0, 2a] и из результатов работы [2] следует, что эти
множества являются непустыми при σ ∈ (0, 2a] и пустыми при σ > 2a. Кроме того в работе
[3] для этих множеств Ni(a, σ), i = 2, 3, также связанных очевидным в силу их опреде-
ления включениями Ni(a, σ1) ⊇ Ni(a, σ2), 0 < σ1 < σ2 6 2a, i = 2, 3, доказано строгое
их сужение с возрастанием параметра σ ∈ (0, 2a], т. е. Ni(a, σ2) ⊂ Ni(a, σ1) ∀ 0 < σ1 <
< σ2 6 2a, i = 2, 3.

В работе [1] также определены множества R2(A) (множества R3(A)) всех тех значений
параметра σ > 0, для которых возмущенная система (1A+Q) с любым возмущением Q,
удовлетворяющим условию (2) (условию (3)), приводима к исходной системе (1A).

Непосредственно из определения множеств R2(A), R3(A) и множеств неприводимости
следуют

Теорема 1. Для того, чтобы система (1A) принадлежала множеству Ni(a, σ), a > 0,
σ > 0, необходимо и достаточно выполнение условий sup

t>0
‖A(t)‖ 6 a и σ /∈ Ri(A), i = 2, 3.

Теорема 2. Множества Ri(·), i = 2, 3, инвариантны относительно преобразований
Ляпунова, т. е. Ri(A) = Ri(B) для любых двух систем (1A) и (1B) приводимых друг к
другу некоторым преобразованием Ляпунова.

Поскольку при σ = 0 возмущения Q(t), удовлетворяющие (2) и (3), удовлетворяют, как
ранее было оговорено, также и (4), то множество возмущений, удовлетворяющих (2), совпа-
дает с множеством возмущений, удовлетворяющих (3). Следовательно, множества неприво-
димости N2(a, 0) и N3(a, 0) совпадают при всех a > 0. Кроме того имеет место

Теорема 3.Множества неприводимости N2(a, 0), N3(a, 0) совпадают со множеством
всех систем (1A) с кусочно-непрерывной матрицей коэффициентов A(t), sup

t>0
‖A(t)‖ 6 a

при всех a > 0.
Аналогично тому, как это было сделано в [3] для множеств неприводимости как функций

параметра σ, доказывается строгое сужение этих множеств при уменьшении параметра a.
Теорема 4. Для множеств неприводимости N2(a, σ) и N3(a, σ) линейных дифферен-

циальных n -мерных систем (1A) выполнены строгие включения

Ni(a1, σ) ⊂ Ni(a2, σ) ∀ 0 6 a1 < a2, ∀ σ ∈ [0, 2a2], i = 2, 3.

В работе [3] определены предельные множества неприводимости

Ni(σ) ≡ Lim
a→+∞Ni(a, σ), i = 2, 3.

Их свойства как функций параметра σ аналогичны свойствам множеств неприводимости
Ni(a, σ), i = 2, 3. В силу теоремы 4 предельные множества неприводимости определены
как объединение множеств неприводимости: Lim

a→+∞Ni(a, σ) =
⋃

a>0 Ni(a, σ), и в силу их

определения связаны включениями N2(σ) ⊆ N3(σ) при всех σ > 0.
Имеют место следующие утверждения [4].
Теорема 5. Предельные множества неприводимости N2(σ) и N3(σ) совпадают при

σ = 0 и не совпадают при всяком σ > 0, т. е. N3(σ) \N2(σ) 6= ∅ при всех σ > 0.
Теорема 6. Для предельных множеств неприводимости N2(σ) и N3(σ) линейных диф-

ференциальных n -мерных систем (1A) выполнены строгие включения

Ni(σ2) ⊂ Ni(σ1) ∀ 0 6 σ1 < σ2, i = 2, 3.

Теорема 7. Для предельных множеств неприводимости выполнены соотношения

Lim
σ→σ0+0

Ni(σ) ⊂ Ni(σ0) ∀ σ0 > 0, i = 2, 3,
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Lim
σ→σ0−0

N2(σ) ⊃ N2(σ0) ∀ σ0 > 0,

Lim
σ→σ0−0

N3(a, σ) = N3(a, σ0) ∀ σ0 > 0.

В заключение отметим, что предельные множества Ni(σ), в отличие от множеств непри-
водимости Ni(a, σ), являются инвариантными относительно преобразований Ляпунова.
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В работе [1] В.М. Миллионщиков доказал, что для показателя Ляпунова λi : B → R,
i = 1, n, семейства морфизмов n -мерного расслоения Миллионщикова (E, p, B) типично по
Бэру свойство полунепрерывности сверху, т. е., другими словами, множество точек полного
метрического пространства B, в которых показатель λi полунепрерывен сверху, содержит
плотное в B множество типа Gδ. В частности, это означает [2], что для семейства

ẋ = A(t, µ)x, x ∈ Rn, t > 0, (1)

линейных дифференциальных систем с непрерывной зависимостью решений от параметра µ,
принадлежащего полному метрическому пространству B, матрица A(·, ·) коэффициентов
которого при каждом фиксированном µ ∈ B кусочно-непрерывна и ограничена на вре-
менно́й полуоси t > 0, показатель Ляпунова λi(·), i = 1, n, его систем, рассматриваемый
как функция параметра, в типичной точке полунепрерывен сверху.

Напомним (см., например, [3, с. 104]), что точка x0 метрического пространства M назы-
вается точкой полунепрерывности сверху (полунепрерывности снизу) функции f : M→ R,
если для любой последовательности (xk)k∈N точек пространства M, сходящейся к точке
x0, справедливо неравенство f(x0) > lim

k→+∞
f(xk) (неравенство f(x0) 6 lim

k→+∞
f(xk)).

Естественно возникает вопрос, что́ представляют собой множество точек полунепрерыв-
ности сверху, а также множество точек полунепрерывности снизу показателя Ляпунова λi,
i = 1, n, семейства морфизмов n -мерного расслоения Миллионщикова и, в частности, семей-
ства (1). В докладе получен полный ответ на поставленный вопрос. Известно, что в отличие


