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В 30-х годах прошлого века в одном из ряда исследований параметрического возбуж-
дения, проводимых под общим руководством Л.И. Мандельштама и Н.Д. Папалекси, было
обнаружено весьма значительное отклонение реальных характеристик от расчетных. В част-
ности, скорость вращения электромотора оказалась не синхронна с частотой тока питания.
Как выяснилось, такое непривычное с точки зрения обычной электротехники явление обу-
словлено реакцией вращающейся механической системы на параметрически связанную с ней
электрическую колебательную систему. В результате анализа системы, состоящей из синусо-
идального источника напряжения, цепи питания с включенной в нее некоторой емкостью для
компенсации переменной индуктивности мотора, Л.И. Мандельштамом и Н.Д. Папалекси
[1], в отличие от обычного параметрического возбуждения, которое имело место только при
целочисленном отношении частот, была продемонстрирована новая своеобразная трансфор-
мации частот, находящихся практически в любом отношении с частотой изменения парамет-
ров системы.

Тем не менее при изучении периодических решений дифференциальных систем еще дол-
гое время предполагалось, что периоды самой системы и ее решений всегда находятся в
рациональном отношении. Только в 1950 г. Х.Массера показал возможность существования
иррационального отношения периодов решения и самой системы [2]. Такие периодические
решения и описываемые ими колебания названы сильно нерегулярными [3]. Условия проте-
кания процесса, когда колебания системы описываются сильно нерегулярными решениями,
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называют асинхронным режимом [4, 5]. Задача синтеза асинхронных режимов линейных
систем сформулирована в виде задачи управления спектром нерегулярных колебаний [6].

Будем рассматривать линейную систему управления

ẋ = A(t)x + Bu, t ∈ R, x ∈ Rn, n > 2, (1)

где A(t) — непрерывная ω -периодическая (n × n) -матрица, B — постоянная (n × n) -
матрица. Предположим, что управление задается в виде обратной связи, линейной по фазо-
вым переменным

u = U(t)x (2)

с непрерывной ω -периодической (n× n) -матрицей U(t).
Задачу выбора такой матрицы U(t) (коэффициента обратной связи) управления (2),

чтобы замкнутая система
ẋ = (A(t) + BU(t))x

имела сильно нерегулярные периодические решения с заданным спектром частот L (целе-
вым множеством) будем называть задачей управления асинхронным спектром с целевым
множеством L.

Условия разрешимости поставленной задачи для невырожденной матрицы B указаны в
[6]. Поэтому будем рассматривать случай, когда rankB = r < n (n − r = d), причем, без
ограничения общности можно считать, что первые d строк этой матрицы нулевые. Учитывая
такую структуру матрицы B, представим матрицу коэффициентов A(t) в блочном виде.
Пусть A

(11)
d, d(t), A

(21)
r, d(t) — ее левые верхний и нижний, а A

(12)
d, r (t), A

(22)
r, r (t) — правые верхний

и нижний блоки (нижние индексы указывают размерность блоков). Соответственно такому
представлению усредненную матрицу Â = ω−1

∫ ω
0 A(s) ds в свою очередь разобьем на такие

же четыре блока Â
(11)
d,d , Â

(21)
r,d , Â

(12)
d,r , Â

(22)
r,r аналогичных размерностей. Будем считать, что

матрица Â имеет нижнюю блочно-треугольную форму, т. е. Â
(12)
d,r = 0.

Пусть L = {λ 1, . . . , λr′} — целевое множество частот, элементы которого попарно раз-
личны, соизмеримы между собой и несоизмеримы с 2π/ω. В таком случае найдется наи-
большее положительное вещественное λ, которому будут кратны числа λ 1, . . . , λ r′ , т.е.
λj = kjλ (kj ∈ N ; j = 1, r′). Обозначим Ω = 2π/λ, при этом отношение чисел ω и Ω
иррационально.

Предположим, что верхние левый и правый блоки Ã
(11)
d,d , Ã

(12)
d,r матрицы Ã(t) = A(t)− Â

имеют неполный столбцовый ранг

rankcol Ã
(11)
d,d = r1 < d, rankcol Ã

(12)
d,r = r2 < r,

более того
rankcol {Ã(11)

d,d , Ã
(12)
d,r } = p < r1 + r2.

В силу первого условия найдется постоянная неособенная (d × d) -матрица Q1 такая, что
у матрицы Ã

(11)
d,d (t)Q1 первые d1 = d − r1 столбцов нулевые, в то время как остальные

r1 столбцов будут линейно независимыми. Аналогично из второго условия вытекает суще-
ствование постоянной неособенной (r × r) -матрицы Q2 такой, что у матрицы A

(11)
d,r (t)Q2

первые d2 = r− r2 столбцов нулевые, в то время как остальные r2 столбцов будут линейно
независимыми.

Согласно [3] для решения поставленной задачи необходимо, чтобы Ω -периодические ре-
шения имелись у блочной системы

v̇ = Ĉ(11)v, ẇ = Ĉ(21)v + Ĉ(22)w,
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где x[d] = col (x1, . . . , xd) = Q1v, x[r] = col (xd+1, . . . , xn) = Q2w, x = col (x[d], x[r]),

Ĉ(11) = Q−1
1 Â

(11)
d,d Q1, Ĉ(21) = Q−1

2 (Â(21)
r,d + Br,nÛn,d)Q1, Ĉ(22) = Q−1

2 (Â(22)
r,r + Br,nÛn,r)Q2,

Û = {Ûn,d, Ûn,r}.
Имеет место
Теорема. Если матрица Ĉ(11) не имеет чисто мнимых собственных чисел ± iλj λj ∈

∈ L и для мощности целевого множества имеет место оценка

|L| > [(r − r2)/2],

то задача управления асинхронным спектром для системы (1) не имеет решений.
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Рассматриваем двумерные линейные дифференциальные системы

ẋ = A(t)x, x ∈ R2, t > t0, (1)

с ограниченными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и отрицательными ха-
рактеристическими показателями λ1(A) 6 λ2(A) < 0, являющиеся линейным приближением
для нелинейных систем

ẏ = A(t)y + f(t, y), y ∈ R2, t > t0, (2)

с бесконечно дифференцируемым по своим аргументам m -возмущением

f : ‖f(t, y)‖ 6 Cf‖y‖m, y ∈ R2, t > t0 (3)

порядка m > 1 малости в окрестности начала координат y = 0 и возможного роста вне ее.
По известному (частичному) эффекту Перрона [1; 2, c. 50–51] смены значений характе-

ристических показателей существуют линейная система (1) с конкретными характеристи-
ческими показателями λ1 < λ2 < 0 и нелинейная система (2) с возмущением (3) второго


