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МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
С ОБОБЩЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

НЕАВТОНОМНЫЙ СЛУЧАЙ 

Н. В. Бедюк 

ВВЕДЕНИЕ 

При переходе от обычных дифференциальных уравнений к нелиней-
ным уравнениям с обобщенными коэффициентами возникают принципи-
ально неразрешимые трудности, связанные с невозможностью корректно-
го определения произведения обобщенных функций. Многими авторами 
предложены различные способы трактовки решений некоторых классов 
нелинейных дифференциальных уравнений. К сожалению, различные 
трактовки одного и того же нелинейного уравнения приводят к различным 
решениям, и предпочесть ту или иную интерпретацию можно только с 
помощью каких-либо соображений, используемых при моделировании 
решаемой практической задачи данным уравнением. В данной статье ог-
раничимся изучением следующего дифференциального уравнения: 
 ( ) ( , ( )) ( )x t f t x t L t= &&    (1) 

где )(tL&  � обобщенная производная функции ограниченной вариации. 
Рассмотрим некоторые подходы к решению данного уравнения. Первый 
подход связан с попытками формализации такой задачи в рамках теории 
обобщенных функций и упирается в проблему умножения разрывных 
функций на обобщенные, которая возникает в выражении )())(,( tLtxtf & . 
В [1, гл.1, §8 с. 41] вводится определение умножения, которое для глад-
ких функций совпадает с классической формулой для производной 
сложной функции. В [2] в рамках секвенциального подхода теории 
обобщенных функций вводится определение произведения разрывной 
функции на обобщенную, а затем ищется решение дифференциального 
уравнения. Решения, понимаемые в смысле работ [2], отличаются от ре-
шений, рассматриваемых в [1]. Второй подход предполагает формальный 
переход к интегральному уравнению: 

 ∫+=
t

t
dLxfxtx

0

)())(,()( 0 ξξξ  
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в котором интеграл понимается в смысле Лебега-Стилтьеса, Перрона-
Стилтьеса и т.д. [3],[4]. Однако при таком толковании скачки решения 
будут зависеть от определения интегрируемой функции в точках разрыва 
функции )(tL , что является недостатком данного подхода. Третий под-
ход восходит к работе [5] и опирается на идею аппроксимации искомого 
решения уравнения (1) классическими, порожденными гладкими при-
ближениями функции )(tL . Отметим, что решения, полученные в [1] с 
помощью первого и последнего подхода совпадают. 
В настоящее время активно разрабатывается подход, связанный с рас-

смотрением уравнения (1) в алгебре новых обобщенных функций. Отме-
тим в этом направлении работы [6],[7]. 
В данной работе уравнение (1) рассматривается как уравнение в диф-

ференциалах в алгебре новых обобщенных функций и показывается, что 
при некоторых условиях полученная в качестве решения новая обобщен-
ная функция ассоциирует обычной, которую естественно назвать реше-
нием (1). Также показывается, что решение (1) в смысле всех описанных 
выше подходов может быть получено из уравнения в дифференциалах в 
алгебре новых обобщенных функций. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Пусть функция RRTf →×: , где ],[ baT = , липшицева по обоим пе-
ременным: 
 2122112211 ),(),( xxCttCxtfxtf −+−<− ,  (2) 

и имеет ограниченный рост, то есть для Tt ∈∀  
 )1(),( 3 xCxtf +<   (3) 

где 1 2 3, ,C C C  � константы не зависящие от t  и x . 
Пусть функция RTL →:  � непрерывна справа и имеет ограниченную 

вариацию. 
Уравнению (1) в алгебре новых обобщенных функций соответствует 

уравнение в дифференциалах, которое на уровне представителей имеет 
вид: 

 0
[ , ]

( ) ( ) ( , ( ))( ( ) ( ))

( ) ( )
n

n n n n n n

n na a h

x t h x t f t x t L t h L t

x t x t+

+ − = + −
 =

  (4) 
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где 0nh > , dssstLtLtL n

n

nn )()())(*()(
1

0
ρρ ∫ +== , nρ � «шапочка», то есть 

1/

0

1( ), 0,supp [0, ], ( ) 1 
n

n n n nC R s ds
n

∞ρ ∈ ρ ≥ ρ ⊆ ρ =∫ , ( ) ( * )( )n nf t f t= ρ =%  

2[0,1/ ]

( , ) ( , )n
n

f t u x v u v d= + + ρ σ∫ % , а 2 2( ), 0,supp [0,1/ ] ,n n nC R n∞ρ ∈ ρ ≥ ρ ⊆% % %  

2[0,1/ ]

( , ) 1n
n

u v dρ σ =∫ % . 

Для любого t  справедливо следующее представление: ntt hmt +=τ , 
где Nmhaa tnt ∈+∈ ],,[τ . Тогда решение (4) может быть записано в яв-
ном виде: 

 
1

1
0

( ) ( ) ( , ( ))( ( ) ( ))
tm

n n t n k n k k k
k

x t x f t x t L t L t
−

+
=

= τ + −∑   (5) 

В данной работе исследуется предельное поведение решения nx  зада-
чи (4). 
Чтобы описать предел последовательности nx , рассмотрим инте-

гральное уравнение 

 ∑∫
≤<

−−−⋅∆++=
tsa

t

a

c sxsxsfsLsdLsxsfxtx ))()1),(),,()((()())(,()( 0 ϕ   (6) 

где cL  � непрерывная часть L , )()()( −−+=∆ sLsLsL  � величина скачка в 
точке s , а ϕ  � решение следующего интегрального уравнения: 

 ∫+=
),0[

)()),,((),,(
u

dvvxzzxuxz µϕϕ   (7) 

где )(dvµ  � вероятностная мера, определенная на борелевских подмно-
жествах отрезка [0,1], а интеграл понимается в смысле Лебега-Стилтьеса. 
В дальнейшем будем рассматривать меры, порожденные функциями 

:[0,1] [0,1]σ → такими, что найдется множество попарно непересекаю-
щихся интервалов ( , ] [0,1],i ia b i I⊂ ∈ , что  

 






∉
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=
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Обозначим через G множество всех функций такого вида. 

Введем в рассмотрение функцию ∫=→
n

x
nnn dssxFRF

/1
)()(],1,0[: ρ  и об-

ратную к ней })(:sup{)(1 uxFxuF nn ==− . 
Теорема Пусть функции f  и L  удовлетворяют условиям (2) и (3), 

0)( 00 →−∫
∈

dtxx
Tt

tn τ , )())(( 1 uhuFF nnn σδ →−−  при , 0nn h→ ∞ → , 

(0,1)∀δ∈  и ]1,0[∈∀u  � точки непрерывности функции σ . 
Тогда G∈σ  и  

 0)()( →−∫
∈

dttxtx
Tt

n  

при 0, →∞→ nhn , где nx  � решение (4), а x � решение (5) с мерой µ  по-
рожденной σ . 
Замечание Таким образом, выбирая различные «шапочки» nρ , мы по-

лучаем различные меры µ , в зависимости от которых получаются раз-
личные решения (1). В частности, при соответствующем выборе «шапоч-
ки» nρ  могут быть получены решения (1) в смысле всех описанных во 
введении подходов. 
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ЭФФЕКТ ОТРИЦАТЕЛЬНОГО 
КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

Т. А. Бракоренко 
Одной из актуальных задач современного материаловедения является 

создание принципиально новых материалов, способных проявлять про-
граммируемые, существенно нелинейные деформационные свойства, 
вплоть до получения адаптивной (приспособительной) реакции на внеш-
нее воздействие [1]. В частности, к таковым можно отнести материалы с 
отрицательным коэффициентом Пуассона ν, способные расширять-
ся/сужаться в направлении, перпендикулярном одноосному растяже-
нию/сжатию соответственно, иначе называемые ауксетичные или ауксе-
тики [2]. 
У большинства конструкционных материалов значения ν колеблются 

в пределах 0,2�0,4. Тем не менее, теоретические значения ν для изотроп-
ного материала лежат в пределах �1 ≤ ν ≤ 0,5. Что касается реализации 
программируемого деформационного поведения, ауксетики, в частности, 
позволяют в условиях стесненного деформирования достичь высокой не-
сущей способности фрикционных соединений [3], что делает их наибо-
лее предпочтительными для использования в крепежных изделиях. 
Целью работы является анализ механизмов, приводящих к отрица-

тельным значениям ν в твердых телах, и нахождение такого материала с 
ауксетичными и неауксетичными включениями, который на тепловое 
воздействие отвечает нулевым тепловым расширением. Это сделает бо-
лее широким дальнейшее использование ауксетиков в технике. 
На сегодняшний день известно немало случаев проявления отрица-

тельных значений ν в кристаллах и композиционных материалах. Уче-
ными было выделено три структурных уровня реализации данной анома-
лии деформационного поведения: макро-, мезо- и микроскопический. 
Также известны стержневые модели материалов с отрицательным коэф-
фициентом Пуассона [4]. Несмотря на то, что коэффициент Пуассона яв-
ляется структурно более чувствительной характеристикой по сравнению 
с модулем упругости, в литературе мало внимания уделяется изучению 
причин, ведущих к ауксетичному поведению на атомно-молекулярном 
уровне. Реализация отрицательных значений ν на атомно-молекулярном 
уровне позволит создавать конструкционные материалы с программи-
руемыми свойствами, а также избежать дефектности структуры и нару-
шения адгезионного контакта между компонентами. Однако, для реше-
ния задач по выявлению данного эффекта на уровне молекул и макромо-
лекул требуется решение сложных квантовомеханических задач. Про-
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стейший способ их решения � перенесение принципа сочетания жестких 
и податливых элементов, реализованного на макро- и мезоскопическом 
уровнях в композитных материалах и пенопластах, на молекулярный 
уровень. 
Помимо гипотетических структур [5], ауксетичное поведение на дан-

ном уровне проявляют жидкие кристаллы и многие монокристаллы ме-
таллов. Так, среди тригональных монокристаллов такими свойствами об-
ладают мышьяк и висмут. Среди гексагональных плотноупакованных 
фаз металлов � цинк и бериллий [6]. В большинстве случаев такие эф-
фекты проявляются в кубических кристаллах вдоль некоторых кристал-
лографических осей. 
В заключение анализа механизмов, приводящих к отрицательным 

значениям ν в твердых телах, отмечу, что существуют альтернативные 
подходы к созданию ауксетичных фаз, основанные на моделировании 
упругих свойств термодинамически стабильных изотропных систем, со-
стоящих из сферических частиц. Также был предложен механизм реали-
зации отрицательных значений ν в фрактальных средах [7].  
Таким образом, в данной работе были описаны некоторые примеры 

успешной реализации методов молекулярной динамики и молекулярного 
дизайна для решения макромеханических задач по созданию аномально 
упругих материалов нового типа, которые, возможно, в будущем смогут 
применяться в различных областях науки и техники. 
Выше было упомянуто о способности ауксетиков расширять-

ся/сужаться в направлении, перпендикулярном одноосному растяже-
нию/сжатию соответственно (рис. 1). Такое свойство делает оправдан-
ным предположение о существовании материала, состоящего из ауксе-
тичных и неауксетичных включений, который «не реагирует» на тепло-
вое воздействие. Формулировка проблемы в таком виде требует поясне-
ния. Понятно, что деформации будут присутствовать как в ауксетичных, 
так и в неауксетичных слоях, но предполагается, что ауксетичный слой 
поглотит деформации неауксетичного и тепловое расширение материала 
в целом будет нулевым или даже отрицательным. При такой постановке 
возникает немало вопросов. Какова скорость поглощения деформаций? 
Как соотносятся скорость появления деформаций в неауксетичном слое и 
скорость ее поглощения в ауксетичном? Возможно ли получить отрица-
тельный коэффициент линейного теплового расширения? На эти вопро-
сы сейчас пытаются ответить многие группы ученых по всему миру. 
Целью моей работы также является оптимизация геометрических па-

раметров, таких как толщина, число слоев, вид элементарной ячейки и 
т.д., для того, чтобы получить материал с нулевым или близким к нуле-
вому коэффициентом термического расширения. 
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Рис. 1. Реакция неауксетичного (слева) и ауксетичного (справа) материалов на одно-

осное растяжение 

Целью моей работы также является оптимизация геометрических па-
раметров, таких как толщина, число слоев, вид элементарной ячейки и 
т.д., для того, чтобы получить материал с нулевым или близким к нуле-
вому коэффициентом термического расширения. 
В процессе решения данной задачи были сделаны следующие выводы.  
Самой результативной оказалась слоистая схема укладки, т.е. чередо-

вание ауксетичного и неауксетичного слоев. Именно при таком способе 
укладки ауксетичных и неауксетичных слоев удалось достичь желаемых 
результатов. Слои в данной системе связаны без проскальзывания, тре-
ние между слоями не учитывается, т.е. слои свободно перемещаются 
друг относительно друга. За расчетный образец была взята система, со-
стоящая из двух слоев, один из которых имеет положительный коэффи-
циент Пуассона, а другой является ауксетиком. Были построены зависи-
мости двух типов: зависимость термических перемещений: 

•  от коэффициента Пуассона, 
• от толщины слоев системы.  
Данные для расчета слоя, состоящего из обычного материала, были 

взяты из технических источников, т.е. коэффициенты Пуассона брались 
для реально существующих материалов (дерево, сталь, керамика). Дан-
ные для расчета слоя, состоящего из ауксетичного материала, брались с 
обратным знаком. При этом предполагается существование таких мате-
риалов и возможность их получения. Работа осложнялась отсутствием 
сведений в научной литературе о поведении ауксетиков в температурном 
поле. Тем не менее, графически удалось показать компенсацию переме-
щений составной пластины в результате наложения перемещений проти-
воположного направления. Зависимость термических перемещений слоев 
от коэффициентов теплового расширения материалов, из которых дан-
ные слои состоят, показала, что перемещения тем меньше, чем устойчи-
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вее материал к температурному полю, т.е. при минимальном коэффици-
енте теплового расширения. При этом температура и толщина слоев не 
изменяются. Из зависимости термических перемещений слоев от их 
толщин, когда температура и коэффициенты теплового расширения ма-
териалов слоев постоянны, сделан вывод, что термические перемещения 
каждого отдельно взятого слоя не зависят от его толщины, что не проти-
воречит принятым в ходе решения задачи предположениям. Зависимость 
термических перемещений слоев от коэффициента теплового расшире-
ния ауксетичного материала, из которого состоит верхний слой, когда 
температура, толщина слоев и коэффициент теплового расширения не-
ауксетичного материала являются константами, демонстрирует то, что 
при определенных значениях коэффициента теплового расширения аук-
сетичного слоя возможно получение нулевых термических перемещений. 
Таким образом, цель работы была успешно достигнута. Были получе-

ны условия, при которых возможно получение материала с нулевым ко-
эффициентом теплового расширения. В процессе работы над решением 
данной проблемы возникли новые вопросы, поставлены новые цели, на 
достижение которых будет направлена наша дальнейшая деятельность. 
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СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ  
ОПРЕДЕЛЕНИЯ КУСОЧНО-СГЛАЖИВАЮЩИХСЯ  

ОПЕРАТОРНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

К. В. Василевский 
Дифференциально-операторные уравнения первого порядка с пере-

менными областями определения кусочно сглаживающихся операторов 
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изучались в [1] в классе сильных решений. В данной работе такие диф-
ференциально-операторные уравнения исследуются в классе слабых ре-
шений при несколько других предположениях и, в частности, при со-
пряженных вложениях областей определения соответствующих сопря-
женных операторов в точках разрывов. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В гильбертовом пространстве H  со скалярным произведением ( , )⋅ ⋅  и 
нормой | |⋅  рассмотрим задачу Коши для дифференциально-операторного 
уравнения: 

 ℒ ( ) ( ) , ]0, [dut u A t u f t T
dt

≡ + = ∈ ,  (1) 

с начальным условием 
 0(0)lu u u H≡ = ∈ ,  (2) 

где u  и f  � функции переменной t  со значениями в H  и 
( ),  [0, ],A t t T∈ � линейные неограниченные операторы в H с зависящими 

от t областями определения ( ( )).D A t  
Предполагаем, что ( )A t  удовлетворяют следующим условиям. 

.I  Операторы ( )A t  замкнуты в H  и при каждом [0, ]t T∈  выполняют-
ся неравенства: 
 2 2

( ) 0 1[ ] Re( ( ) , ) | | ( ( )),tu A t u c u u c u u D A t≡ + ≥ ∀ ∈   (3) 

 2 2
0 1 0 1( )

Re( *( ) , ) | | ( ( )),   0,   0,
t

v A t v c v v c v v D A t c c≡ + ≥ ∀ ∈ ≥ ≥   (4) 

где * ( )A t  � сопряженные операторы в H  к операторам ( )A t  и ( * ( ))D A t  
� их области определения.  

.II  На каждом частичном интервале 1[ , [, 0,i i iI t t i m+= = , разбиения 

0

[0, [ ,
m

i
i

T I
=

=C  где 0 10, ,mt t T+= =  существуют максимально диссипативные 

операторы ( )B t  в H  с зависящими от t  областями определения ( ( ))D B t  
такие, что при почти всех ]0, [t T∈  операторы * ( )A t  подчинены сопря-
женным операторам * ( )B t  операторов ( )B t  с областями определения 

( * ( ))D B t , т. е.  

 2, 2,| * ( ) | | * ( ) | ( * ( )), 0, 0, .i iA t v c B t v v D B t c i m≤ ∀ ∈ > =  



 12

При каждом it I∈  операторы ( )B t  имеют ограниченные обратные 
1( )B t− , у которых сопряженные операторы 1( ( ))*B t− ∈ ( ,iL I∞ Λ ( ))H  силь-

но непрерывны по t  в H  и при почти всех it I∈  имеют ограниченную 
сильную производную 1( ( )) * / ( ,id B t dt L I−

∞∈ Λ ( ))H  и пределы 

 
1 1

1
20

( ( )) *limRe , ( ) , 0 ( , ),
i

i

t

i t
t

d B tv B t v v dt v L I H
dt
ε

εε

+ −
− +

→

 
= ∀ ∈ 

 
∫   (5) 

 ( )
1 1

1 1 2
3, 20

limRe *( )( ( )) * ( ) , | | ( , ),
i i

i i

t t

i i t
t t

A t B t B t v v dt c v dt v L I Hε εε

+ +
− − +

→
− ≤ ∀ ∈∫ ∫   (6) 

где 3, 0ic ≥  и 1 1( ( ))* ( *( ))B t I B tε ε− −= −  � сопряженные сглаживающие опе-
раторы к сглаживающим операторам 1 1( ) ( ( )) , 0.B t I B tε ε ε− −= − >  

.III При всех it I∈  обратные 1( )A t−  операторов ( )A t  сильно непрерыв-
ны по t  в H , при почти всех it I∈  в H  имеют сильную производную 

1( ) / ( ,idA t dt L I−
∞∈ Λ ( )1( )),   ( ) ( ) / ( ,iH A t dA t dt L I−

∞∈ Λ ( , ))tH H+ , 

0, 1i m= - , и в точках разрыва it  операторов 1( )B tε
−  справедливы вло-

жения 

 ( * ( 0)) ( * ( 0)), 1, .i iD B t D A t i m+ ⊂ − =   
Докажем корректность поставленной задачи Коши (1), (2) в классе 

слабых решений. 

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ 

Сначала введем нужные пространства и дадим определение слабых 
решений задачи Коши (1), (2). Пусть tH −  и *

tH − � антидвойственные 
гильбертовы пространства к гильбертовым пространствам tH +  и *

tH + , ко-
торые получаются замыканием множеств ( ( ))D A t  и ( * ( ))D A t  по эрми-
товым нормам ( )[ ] t⋅ и 

( )t
⋅  из (3) и (4) соответственно. Обозначим про-

странства Η -
2 (]0, [, ),tL T H −= Η 2 (]0, [, ),L T H=  Η*- *

2 (]0, [, ).tL T H −=  
Определение 1. Функция u ∈Η называется слабым решением задачи 

Коши (1), (2) для f ∈Η*-  и 0u H∈ , если имеет место тождество 

 ( ) ( )0( )
0 0

( ), * ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) , (0)
T T

t
du t A t t u t dt f t t dt u
dt
ϕϕ ϕ ϕ  − = +  

  ∫ ∫  
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для всех {ϕ ϕ∈Φ = ∈Η: ( ) ( * ( )),  [0, ];t D A t t Tϕ ∈ ∈  слабая производная 
/ ,  * ( )d dt A tϕ ϕ ∈Η, ( ) 0Tϕ = }, где 

( )
,

t
⋅ ⋅  � полуторалинейные формы ан-

тидвойственности между *
tH +  и *

tH − .  
Верны следующие теоремы существования и единственности реше-

ний. 
Теорема 1. Если выполняется условие ,I  то для каждых f ОΗ*-  и 

0u HО  существует слабое решение u ОΗ задачи Коши (1), (2). 
Доказательство состоит в применении проекционной теоремы из [2] 

в пространствах F  с нормой 
1/ 2

2 2
( )

0

| | | | | | ( ) | (0) |
T

tt dtj j j
ж цчз чз= + чз чз чзи ш
т и 

F = Η к форме ( ) ( ){ }02 *

0

( , ) ( ), ( ) ( ) ( ),
T

c t dE u e u t A t t u t dt
dt
jj j= -т  и 

функционалу ( )0( )
0

( ) ( ), ( ) , (0)
T

tL f t t dt uj j j= +т . 

Теорема 2. Если выполняются условия I III- , то для каждых f О 
Η*-  и 0u HО  слабое решение u ∈Η задачи Коши (1), (2) единственно. 
Доказательство. Пусть u ОΗ � слабое решение задачи Коши (1), (2) 

при 0f =  и 0 0u = . Тогда справедливо тождество 

 ( ){ }*
0

( ( ), ( ) ( )) ( ), 0 .
T du t A t t u t dt

dt
jj j- = " О Fт   (7) 

Докажем, что 0u =  в Η. Для этого достаточно показать, что 0u =  
при почти всех t  на каждом интервале , 0,iI i m= . Сначала убедимся в 

том, что 0u =  почти всюду на 0 1[0, [I t= . В тождестве (7) можно поло-
жить 1 *( ( ))B t hej -=  для , /h dh dt" ОΗ 1, ( ) 0h t t t= " і . Из условия II  

вытекает, что j О F . В результате этой подстановки получаем равенство 

 ( ) ( )
1 1 1 *

1 * 1 *

0 0

( ( ))( ) ( ), ( ), ( )( ( )) ( ),
t t

dh d B tB t u t u t A t B t h u t h
dt dt

e
e e

-
- -й ж цщчзк ъ= - чз ччзк ъи шл ы

т т . (8) 

В нем интегрируем по t  один раз по частям, его распространяем пре-
дельным переходом на h ОΗ, полагаем ( ) 1( )c T th e B t ue

- -= , берем удво-
енную вещественную часть и имеем неравенство  
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( )

1 1

1

( ) 1 2 * 1 * 1

0 0

1 *
( ) 1

0

| ( ) | 2 Re ( ), ( )( ( )) ( )

( ( ))2 Re , ( ) .

t t
c T t

t
c T t

c e B t u dt u t A t B t B t u dt

d B te u B t u dt
dt

e e e

e
e

- - - -

-
- -

Ј - +

ж цчз+ чз ччзи ш

т т

т
 (9) 

В неравенстве (9) переходим к пределу при 0e ®  и ввиду предполо-

жений (5), (6) приходим к оценке 
1

( ) 2
3,0

0

( ) | | 0
t

c T tc c e u dt-- Јт . Отсюда 

при 3,0c c>  следует, что 0u =  почти всюду на 0I . 
Теперь убеждаемся в том, что 0u =  почти всюду на 1 2[ , [t t . Для этого 

в тождестве (7) полагаем 

 

0 1

1 *
1 2

2

( ), [0, [,

( ) ( ( )) , [ , [,

0, ,

u t t t

t B t h t t t

t t
ej -

м Опппп= Онппп іпо

$

  (10) 

где h  � любые функции из Η, для которых 
2 1 2/ (] , [, ), ( ) 0dh dt L t t H h tО =  при 1 2t t t< Ј , а 0 ( )u t$  � решение обрат-

ной задачи Коши : 

  0
0 0

* 1 *
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) 0, 0 ;   ( ) ( ( 0)) ( ).du t A t u t t t u t B t h t
dt e

-- = < < = +
$ $ $  

В силу условия III  принадлежность функций 0 ( )u t$  множеству глад-
ких решений доказывается с помощью теоремы гладкости из [1]. Таким 
образом, после подстановки функций j , определяемых формулой (10) в 
(7), получим равенство вида (8) с интегралами по 1 2[ , [t t  вместо 1[0, [t . Да-
лее теми же рассуждениями доказывается, что 0u =  почти всюду на 

1 2[ , [t t . Аналогично показывается, что 0u =  на каждом 
1[ , [, 2,i i iI t t i m+= = .  
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ УСТРОЙСТВ МОДУЛЯРНОЙ АРИФМЕТИКИ 

Д. А. Городецкий 
Из научно-технической литературы известно, что использование сис-

тем остаточных классов [1; 2] и модулярных систем счисления [3] позво-
ляет в ряде случаев ускорить процесс обработки информации за счет па-
раллельного процесса выполнения операций с малоразрядными остатка-
ми от деления числа на заранее выбранные натуральные основания [1; 2; 
3]. Кроме того, модулярные коды позволяют обнаруживать и исправлять 
ошибки как при хранении и передачи числовой информации, так и при 
выполнении (вычислении) арифметических операций [1; 2]. 
Основными функциональными узлами модулярных систем счисления 

являются сумматоры и умножители P , где 12 += nP  и число −n  нату-
ральное. Сумматоры и умножители по модулю P  могут использоваться 
не только в качестве самостоятельных устройств, выполняющих опера-
ции сложения или умножения по модулю P , но также служат основой 
для построения других (более сложных) вычислительных устройств по 
модулю P .  
Проектирование вычислительных устройств модулярной арифметики 

является весьма сложной задачей, кроме того, проектируя такие устрой-
ства необходимо минимизировать такие параметры, как 1) конструктив-
ная сложность (суммарное число входов логических элементов); 2) число 
уровней; 3) число внешних выводов (суммарное число входов и выходов 
схемы).  
Большинство известных схем вычислительных устройств унитарных 

кодов по модулю три имеют относительное небольшую конструктивную 
сложность и небольшое число уровней. В то же время при проектирова-
нии подобных устройств уделяется мало внимания на проблему миними-
зации числа внешних выводов.  
В работе предлагаются две логические схемы вычислительных уст-

ройств унитарных кодов по модулю три с минимальным числом внеш-
них выводов и одно устройство с управляющим входом. 

1. СУММАТОР УНИТАРНЫХ КОДОВ ПО МОДУЛЮ ТРИ, ориентиро-
ванный на реализацию операции )3(modSDCBA =+++ , логическая 
схема которого приведена на рис. 1. 
Сумматор унитарных кодов по модулю три работает следующим об-

разом. На входы сумматора поступают разряды «равно нулю» и «равно 
двум» унитарных кодов первого ( )A a a a= 0 1 2, , , второго ( )В b b b= 0 1 2, , , 
третьего ( )0 1 2, ,C c c c=  и четвертого ( )210 ,, dddD =  операндов, где 
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,,,,,,,, 11110000 dcbadcba { }1,0,,, 2222 ∈dcba . При этом 1=ka  ( 1=kb , 1=kc , 
1=kd ) тогда и только тогда, когда ( )3modkA =  (соответственно, , 
( )3modkC =  и ( )3modkD = ), где k = 0 1 2, , .  На выходах сумматора 

формируется унитарный код результата выполнения операции 
( )3modSDCBA =+++ , где ( )210 ,, sssS =  и { }1,0,, 210 ∈sss . Причем 

1=ks  тогда и только тогда, когда ( )3modkDCBA =+++  и k = 0 1 2, , .  
2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЕ УСТРОЙСТВО УНИТАРНЫХ КОДОВ ПО МО-

ДУЛЮ ТРИ, предназначенно для реализации операции 
( ) ( ) ( )3mod* SDCBA =++ . Логическая схема устройства приведена на 
рис. 2.  
Вычислительное устройство работает по аналогии с сумматором уни-

тарных кодов по модулю три, описанным выше, за тем лишь отличием, 
что на выходах устройства формируется унитарный двоичный код ре-
зультата выполнения операции ( ) ( ) ( )3mod* SDCBA =++ , где 

( )210 ,, sssS =  и { }1,0,, 210 ∈sss . Причем 1=ks  тогда и только тогда, когда 
( ) ( ) ( )3mod* kDCBA =++  и k = 0 1 2, , .  
Основным достоинством вышеприведенных вычислительных уст-

ройств унитарных кодов по модулю три является минимальное число 
внешних выводов. 

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЕ УСТРОЙСТВО УНИТАРНЫХ КОДОВ ПО МО-
ДУЛЮ ТРИ С УПРАВЛЯЮЩИМ ВХОДОМ, предназначенно для выполне-
ния операций ( )3modSBA =+  или ( )3modRBA =− . Логическая схема 
устройства приведена на рис. 3. 

 
Рис. 1.  Сумматор унитарных кодов по модулю три  
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Вычислительное устройство унитарных кодов по модулю три работа-
ет следующим образом. На информационные входы устройства посту-
пают значения разрядов «равно нулю» и «равно двум» унитарных кодов 
первого ( )A a a a= 0 1 2, ,  и второго ( )В b b b= 0 1 2, ,  операндов, где 

{ }1,0,,,,, 221100 ∈bababa . При этом 1=ka  ( 1=kb ) тогда и только тогда, 
когда ( )3modkA =  (соответственно, ( )3modkB = ), где k = 0 1 2, , .  На 
управляющий вход устройства поступает управляющий сигнал 0=u  или 

1=u . На выходах устройства формируется унитарный двоичный код ре-
зультата выполнения операции ( )3modSBA =+ , если 0=u , или опера-
ции ( )3modRBA =− , если 1=u . Здесь ( )210 ,, sssS =  и ( )210 ,, rrrR = , где 

{ }1,0,,,,, 221100 ∈rsrsrs . Причем 1=ks  ( 1=kr ) тогда и только тогда, когда 
( )3modkBA =+  (соответственно, ( ))3modkBA =−  и k = 0 1 2, , .  

Основным достоинством приведенного вычислительного устройства 
унитарных кодов по мо дулю три является минимальное число внешних 
выводов и возможность  
Кроме того, названные устройства имеют небольшую конструктивную 

сложность и небольшую глубину (относительно известных аналогов). 
Причем, на все три устройства к настоящему времени оформлены заявки 
на Патент Республики Беларусь.  

Рис. 2.  Вычислительное устройство унитарных кодов по модулю три
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УСТОЙЧИВОСТЬ  
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ РАЗБИЕНИЯ 

Е. Е. Гуревский 
При решении практических задач оптимизации приходиться учиты-

вать различные факторы неопределенности, такие как неточность вход-
ной информации, ошибки округления, погрешность вычислений, неадек-
ватность математических моделей реальным процессам и т.п. Это обу-
славливает внимание многих специалистов к изучению разнообразных 
аспектов теории некорректных задач, и в частности, к вопросам устойчи-

 
Рис. 3  Вычислительное устройство унитарных кодов по модулю три 

с  управляющим входом
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вости оптимизационных задач. В широком смысле под устойчивостью 
задачи (как скалярной, так и векторной) понимают существование такой 
окрестности начальных данных в пространстве параметров задачи, что 
по отношению к исходной всякая «возмущенная» задача обладает неко-
торым наперед заданным свойством инвариантности. 
В данном докладе рассматривается многокритериальный вариант 

классической комбинаторной задачи разбиения множества чисел. Ска-
лярная (однокритериальная) задача разбиения может быть интерпрети-
рована, как задача теории расписаний: распределить независимые рабо-
ты по двум идентичным процессорам так, чтобы время, когда заканчива-
ется последняя выполненная работа, было минимальным (см., например, 
[1�3]). Исследуется радиус устойчивости векторной задачи разбиения, т. 
е. предельный уровень возмущений параметров частных критериев, не 
приводящих к появлению новых парето-оптимальных решений. Получе-
ны нижняя и верхняя достижимые оценки радиуса устойчивости. 
Пусть 1 2= ( , , , ) , = { 1,1}, 2,T n

nx x x x Q Q n∈ − ≥K  iC  � i -ая строка мат-
рицы = [ ]ij m nC c × ∈ ,m n×R  1, = {1,2, , }.mm i N m≥ ∈ K  
Под m - критериальной (векторной) задачей разбиения  

 ( ) : min{ ( , ) : },m nZ C f x C x Q∈  

где  
 1 2( , ) = (| |,| |, ,| |),mf x C C x C x C xK  
будем понимать задачу поиска множества эффективных решений (мно-
жества Парето)  
 ( ) = { : ( , ) = },m nP C x Q x C∈ π ∅  

где  
 ( , ) = { : ( , ) ( , ) & ( , ) ( , )}.x C x X f x C f x C f x C f x C′ ′ ′π ∈ ≥ ≠  

В силу конечности nQ  множество ( )mP C  не пусто при любой матрице 
.m nC ×∈R  Кроме того, легко видеть, что множество Парето этой задачи 

всегда имеет четное число решений, так как из 0 ( )mx P C∈  следует 
0 ( )mx P C− ∈ . 
Устойчивость множество Парето будем исследовать путем прибавле-

ния к матрице C  возмущающих матриц множества  
 ( ) = { :|| || < }, > 0,m nC C×

∞
′ ′Ω ε ∈ ε εR  

где || || = max{| |: ( , ) }ij m nC c i j N N∞
′ ′ ∈ × . 
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Следуя [4�6], задачу ( ), ,mZ C m∈N  назовем устойчивой (по функцио-
налу), если множество  
 ( ) = { > 0 : ( ) ( ( ) ( ))} .m mC C P C C P C′ ′Ξ ε ∀ ∈Ω ε + ⊆ ≠∅  

Очевидно, что свойство устойчивости задачи эквивалентно свойству 
полунепрерывности сверху по Хаусдорфу [5] в точке m nC ×∈R  оптималь-
ного отображения  

 : 2 ,
nm m n QP × →R  

т. е. точечно-множественного (многозначного) отображения, которое 
каждому набору параметров векторного критерия из метрического про-
странства m n×R  ставит в соответствие множество Парето. 
В связи с выше изложенным радиусом устойчивости ( )m Cρ  задачи 
( ), 1,mZ C m ≥  назовем предельный уровень возмущений элементов мат-

рицы C  в пространстве m n×R  с метрикой ,l∞  которые не приводят к появ-
лению новых эффективных решений, т. е.  

 
sup ( ), ( ) ,

( ) =
0, ( ) = .

m C если C
C

если C
Ξ Ξ ≠∅

ρ  Ξ ∅
 

Если ( ) = ,m nP C Q  то естественно считать, что радиус равен бесконеч-
ности. Задачу ( )mZ C  будем называть нетривиальной, если 

( ) := \ ( ) .
m n mP C Q P C ≠∅  
Положим  

 
( , )( ) 1

| ( ) |( ) = .maxmin min min || ||
m i

m i N q Qx x Cx P C m

C x qxC
x qx′ ∈ ∈∈π∈

′+
ϕ

′+
 

Здесь 1|| ||⋅  � метрика 1l  в .nR  
Теорема 1. Для радиуса устойчивости ( )m Cρ  нетривиальной задачи 
( ), ,mZ C m∈N  справедливы достижимые оценки  

 ( ) ( ) min{|| || , }.m m
i mC C C i N∞ϕ ≤ ρ ≤ ∈  

Причем  
 ( ) = ( ),m mC Cρ ϕ  

если | ( ) |= 2mP C . 
Теорема 2. Нетривиальная задача ( ), 1mZ C m ≥  устойчива тогда и 

только тогда, когда множество Парето ( )mP C  совпадает с множеством 
Слейтера  
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 ( ) = { : (| | | |)}.m n n
m i iSl C x Q x Q i N C x C x′ ′∈ ∀ ∈ ∃ ∈ ≤  

Поскольку 1 1( ) = ( ),P C Sl C  то теорема 2 влечет следующее утвержде-
ние: задача разбиения 1( )Z C  устойчива при любом векторе nC∈R . 
Работа поддержана Межвузовской программой Республики Беларусь 

«Фундаментальные и прикладные исследования» (грант 492/28). 
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПОДХОДЫ  
ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ  

В МЕХАНИКЕ РАЗРУШЕНИЯ 

М. А. Журавков, Н. Г. Чумак 

1. ОБЩАЯ ФОРМУЛИРОВКА МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

Рассмотрим твердое деформируемое двумерное тело, занимающее об-
ласть V и находящееся под воздействием внешнего нагружения. Пусть 
поведение материала можно описать как хрупкое или квазихрупкое, и 
пусть в теле имеется макротрещина длиной l. Трещина предполагается 
прямолинейной и малой по сравнению с характерным размером L тела, 
т.е. l<<L. Рассмотрим ситуацию, когда положение трещины, угол накло-
на по отношению к оси оХ в глобальной системе координат, длина тре-
щины или совокупность всех или некоторых из этих параметров являют-
ся неизвестными заранее. Поэтому для выполнения полного анализа 
НДС деформируемого тела необходимо рассмотреть различные случаи 
расположения трещины и значений ее основных параметров. 
Решив соответствующую задачу теории упругости для тела с трещи-

ной и определив НДС в таком теле, можно выполнить оценку коэффици-
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ентов интенсивности напряжений Кi .Как известно, условия, при выпол-
нении которых трещина не распространяется, могут быть представлены в 
следующем виде: 

 ( ), 1,2i iCK K i≤ =  и 
2 2

1 2
C

K K G
E
+

≤   (1.1) 

для случаев трещины отрыва (i=1), трещины сдвига (i=2), и для случаев 
сложно-напряженного состояния. Величины KiC и GC являются заданны-
ми прочностными характеристиками материала [1]. 
В дальнейшем будем решать задачу с учетом следующего обстоя-

тельства: будем рассматривать один из параметров трещины как слу-
чайную переменную ξ с известной функцией плотности распределения 
f(ξ), в то время как другие параметры трещины будут считаться задан-
ными. Предположим, что форма деформируемого тела описывается 
функцией h пространственных координат, которая принимается как не-
известная проектируемая переменная. Введем малый положительный па-
раметр ε и в соответствии с этим параметром преобразуем значение ко-
эффициента интенсивности напряжений следующим образом: 

1 1CK Kε ε= − , 0ε ≥  [2,3]. Тогда в терминах механики разрушения можно 
записать ( ),i iK h K εξ = . 
В общем случае коэффициент интенсивности ( ),iK hξ  зависит (через 

зависимость параметров трещины и решение уравнений теорий упруго-
сти) от случайной переменной ξ . Возможная функция плотности рас-
пределения переменной ξ  позволяет определить моменты случайной ве-
личины Ki, в частности, математическое ожидание и дисперсию. Это в 
свою очередь позволяет проконтролировать возможные нарушения ис-
комой величины (1.1) и решить оптимизационную задачу, состоящую в 
определении функции h, удовлетворяющей системе неравенств: 

 ( ) ( ) ( ) 1
� ,i i iK K K h f d K εξ ξ ξ

+∞

−∞

= Ε = ≤∫ ,  (1.2)  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2� �,i i iD K K K K h K f dξ ξ ξ δ

+∞

−∞

= Ε − = − ≤∫ ,  (1.3) 

и минимизирующей функционал V(h) (объем или вес структурного эле-
мента), т.е.: 

 ( ) minhV V h dγ
Ω

= = Ω→∫ .  (1.4) 
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В выражениях (1.2) и (1.3) 
Е и D обозначают соответст-
венно математическое ожи-
дание и дисперсию для слу-
чайной переменной, а δ  обо-
значает достаточно малое 

число, которое считается заданным.  

2. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ 

2.1. Определение толщины слоя в случае, когда длина трещины 
рассматривается как случайная переменная 

Рассмотрим слой (балку), длиной L=100 м, шириной b=1.5 м и высо-
той h(x), находящийся под воздействием распределенной нагрузки 
q=1000 Н/м, сосредоточенной силы F=2000 H и момента M=3000 Hм.  
Высоту такой балки необходимо определить при условии, что имею-

щаяся в кровле макротрещина, не выйдет на ее поверхность. Предполо-
жим, что h(x) изменяется по нормальному закону распределения случай-

ной величины с плотностью распределения 
21 0.1

2 0.351( )
0.35 2

f e
ξ

ξ
π

− −  
 = . В 

результате численных расчетов были получены графики зависимости 
толщины слоя (высоты балки) ( ) ( ) ( )min , , Dh x h x h xε  от местоположения 
трещины, представленные на рис.2. 
Как следует из рис.2, для того, чтобы макротрещина, имеющаяся в 

слое, не распространялась 
при любом ее расположе-
нии по длине слоя, необ-
ходимо, чтобы высота 
слоя была не менее 
h(x)=0.29 м. 

2.2. Оптимизация 
слоя-балки в случае, ко-
гда расположение тре-
щины является случай-
ной величиной 

Предположим, что по-
роды, составляющие слой, 
обладают низким значе-
нием коэффициента 

Рис.1 . Приложенная к балке нагрузка

qF
 

M

20 40 60 80 100
L

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

h

Рис. 2. Графики ( ) ( ) ( )min , , Dh x h x h xε  для 
закона нормального распределения 

случайной величины - длины трещины. 
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интенсивности срезываю-
щих напряжений К2С.=105. 
Трещина расположена на 
нейтральной оси слоя и 
координата ее центра ξ 
считается случайной пере-
менной, распределенной 
по нормальному закону с 
функцией плотности рас-

пределения 
21 50

2 301( )
30 2

f e
ξ

ξ
π

− −  
 = . 

Будем считать, что длина 
трещины, которая может 

появиться в слое, является заданной l=0.1 м. В результате расчетов, ре-
шение оптимизационной задачи имеет вид:  

2.3. Определение толщины слоя в случае монотонной зависимости 
коэффициента интенсивности напряжений от случайной переменной 

Предполагаем, что случайная величина ξ  (длина трещины) изменяет-
ся по закону равномерного распределения на отрезке [0, 0.2]. По резуль-
татам вычислений график допустимых значений распределения высоты 

слоя (балки) по длине 
имеет вид:  
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Рис. 3. График ( )h x  для закона нормального 
распределения случайной величины - 
положения трещины (по срезывающим 

усилиям) 
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Рис.4. График функции h(х) при законе рав-
номерного распределения плотности слу-
чайной величины � длины трещины 
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МНОГООБРАЗИЕ ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ МАТРИЦ 

А. А. Литовко 

Пусть F  � алгебраически замкнутое поле. Рассмотрим множество 

 ( ) ( ) ( ){ }1
, , , | , , 1,m

n n i j j i
C m n A A M F A A A A i j n= ∈ = =K ,  (1) 

где 2, ≥nm . 
( )nmC ,  является замкнутым в топологии Зарисского подмножеством 

2mnА  и называется многообразием m  перестановочных матриц порядка 
n . Естественными являются следующие вопросы: 1) является ли ( ),C m n  
неприводимым многообразием; 2) если ( ),C m n  приводимо, то сколько 
оно имеет неприводимых компонент, и какова их размерность. 
В [1] доказано, что ( )2,C n  неприводимо и ( ) 2dim 2,C n n n= + . В [2] 

проведено первое систематическое исследование многообразий переста-
новочных матриц. В частности, доказано, что ( ),2C m  и ( ),3C m  непри-
водимые многообразия размерностей 2 2m +  и 3 6m +  соответственно. В 
этой же работе доказано, что ( ),C m n  приводимо, если , 4m n ≥ . В [3] до-
казано, что ( )3,C n  приводимо при 32n ≥ . Таким образом, вопрос о не-
приводимости ( ),C m n  остается открытым лишь в случае, когда 3m = , а 
4 31n≤ ≤ . Отметим, что в случае приводимости ( ),C m n  вопрос о числе 
неприводимых компонент и об их размерности также остается открытым. 
В [2] Герстенхабер доказал, что если ( ),C m n  неприводимо, то любая 

подалгебра ( )n
M F , порожденная m  перестановочными матрицами, имеет 

размерность не более n . Для доказательства приводимости ( ),C m n  при 
, 4m n ≥  в [2] явно строится подалгебра ( )n

M F , порожденная m  переста-
новочными матрицами и имеющая размерность больше n . Поэтому естест-
венно возникает еще один вопрос: какова максимальная размерность по-
далгебры ( )n

M F , порожденной ( )2m m >  перестановочными матрицами? 
В частности, существует ли подалгебра ( )n

M F , порожденная тремя по-
парно перестановочными матрицами, размерности больше n ? 
В данной работе доказывается следующая теорема. 
Теорема. Многообразие ( )3,C n  приводимо при 29n ≥ . 
Доказательство теоремы использует методы, развитые Гуральником в 

[2], и, по существу, является модификацией доказательства Гуральника. 
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В начале напомним некоторые необходимые понятия и факты. 
Матрица ( )n

A M F∈  называется регулярной, если ( )dimC A n= , где 

( )C A  � централизатор матрицы A , и в этом случае  

 ( ) { }1
0 1 1 0 1 1
α α α | α ,α , ,αn

n n
C A E A A F−

− −
= + + + ∈K K .  (2) 

Множество всех регулярных матриц ( )рег n
U M F⊂  является откры-

тым по Зарисскому подмножеством [4]. Определим морфизм 

 ( ) ( ) ( )1: ,m n
n

f M F C m n−× →Α   (3) 

по правилу 

( ) ( )1 1
11 1 11 1 11 1,α , ,α ,α α , ,α αn n

m n n m m nf X X E X E X− −
− − −= + + + +K K K K . 

В [2] доказано, что замыкание Im f W=  является неприводимой ком-
понентой ( ),C m n  и ( )2 1dim W n m n= + − . Кроме того, если 
( ) ( )1, , ,mA A C m n∈K , и хотя бы одна из матриц iA  регулярна, то 
( )1, , mA A W∈K . 

В случае 3m =  имеем 2dim 2W n n= + . Для доказательства теоремы 
нам достаточно найти в ( )nC ,3  замкнутое неприводимое подмножество 
Z W≠  такое, что 2dim 2Z n n≥ + . 
Для ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

2 , |nA M F C A X Y C A X Y Y X∈ = ∈ = . 

Пусть 

 
0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

s s s s s t s s

s s s s s t s s

t s t s t t t s

s s s s s t s s

E
E

A

× × × ×

× × × ×

× × × ×

× × × ×

 
 
 =
 
  
 

,  (4) 

где s sE ×  � единичная матрица порядка s , ts×0  � нулевая матрица порядка 
s t× . 
Лемма. 
1) ( ) 2 2dim 3 2C A s st t= + + . 
2) ( ) 2

2dim 3 4 2C A s st= + + . 
Доказательство. 1) Пусть ( )X C A∈ . Тогда непосредственное вычис-

ление показывает, что 
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1 2 3 4

1 2

5 6

1

0 0
0 0
0 0 0

X X X X
X X

X
X X

X

 
 
 =
 
  
 

,  (5) 

где ( )1 2 4, , sX X X M F∈ , ( )5 tX M F∈ , ( )3 s tX M F×∈ , ( )6 t sX M F×∈ . 

Поэтому ( ) 2 2dim 3 2C A s s t t= + + . 
2) Пусть K � множество всех матриц ( )B C A∈  вида 

 

1 2 3

1

4

0
0 0 0

α
0 0 0
0 0 0 0

Y Y Y
Y

B E
Y

 
 
 = +
 
 
 

,  (6) 

где α F∈ . 
Ясно, что 2dim 2 2 1K s s t= + + . Так как условие, что две матрицы из 

K перестановочны, задается 2s  уравнениями, то 
( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2dim dim 2 2 2 1 3 4 2C A K C A s st s s st≥ ∩ ≥ + + − = + + .  

Доказательство теоремы. Пусть A � матрица, определенная в (4), 
3 , 0n s t k k= + + ≥ . Определим морфизм  

 ( ) ( ) ( )3 1
2: 3,k

nf GL F C A A C n+× × →   (7) 

по правилу 

( ) ( )1 1 1
0 1 1 1 1 1 1, , ,α ,α , ,α ,β , ,β ,γ , ,γ , ,k k kf X B C XA X XB X XC X− − −=K K K ,  

где ( )1 0 1α ,α , ,αkA diag E A= + K , ( )1 1,β , ,βkB diag B= K , ( )1 1,γ , ,γkC diag C= K . 

Пусть ImT f= . Найдем размерность T. 
Пусть ( )π : nT M F→  � проекция на первую координату, т. е. 
( )π , ,X Y Z X= . Тогда ( ) ( )1π T Cl A= U , где ( )1Cl A  � класс сопряженности 

1A , а объединение берется по всем 0 1α ,α , ,αk F∈K . 
Определим морфизм ( ) ( )1φ : πk

nF GL F T+ × →  по правилу 

( ) 1
0 1 1φ α ,α , ,α ,k U UAU −=K . Очевидно, что φ  сюръективное отображе-

ние. Если iα  попарно различны, то ( ) ( ) ( ){ }1101
1 |,,,, ACUUA k ∈=− αααφ K , 

и в силу леммы ( ) ( ) ( ) 2 2
1 1φ dim dim 3 2-1dim A C A  C A k s st t k= = + = + + + . 
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Если αi  не попарно различны, то ( )1φ-1dim A  будет не меньше, чем в 
предыдущем случае. Таким образом, по теореме о размерности слоев 
морфизма [5, c. 55], получаем 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2dimπ 1 3 2 3 2 1T n k s st t k n s st t= + + − + + + = − − − + .  (8) 

Далее, для любой матрицы ( )1
1 πXA X T− ∈  слой 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1
1 1 1 1 2π , , | , β ,γi jXA X XA X XB X XC X B C C A F− − − − −= ∈ ∈ . 

Следовательно, в силу леммы размер прообраза любой матрицы из ( )π T  
равен 

 ( ) ( )1 1 2
1 2dimπ dim 2 3 4 2 2XA X C A k s st k− − = + ≥ + + + .  (9) 

В итоге получаем 
 ( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 1dim dimπ dim π dimπ dimT T A T C A−= + = + ≥  

 2 2 2 2 2 23 2 1 3 4 2 2 2 2 3n s st t s st k n t st k≥ − − − + + + + + = − + + + .  (10) 
Пусть Z T= , тогда  

 2 2dim dim 2 2 3Z T n t st k= ≥ − + + + .  (11) 
Исследуем, при каких значениях ,s t  справедливо неравенство  

 2dim 2Z n n≥ + . (12) 
Имеем 2 2 22 2 3 6 2 2n t st k n s t k− + + + ≥ + + + ,  откуда 

 2 2 6 2 3 0t st s t− + − − + ≥ .  (13) 
Непосредственная проверка показывает, что это неравенство выпол-

няется при 8s = , 5t = . Так как 3 29n s t k k= + + = + , то мы получаем, что 
( )3,C n  приводимо при 29n ≥ . 
Теорема доказана.  
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ  

Д. М. Костян 
Свойства решений уравнений Пенлеве изучались с различных точек 

зрения (см. на пример [1] � [5]) , хотя первоначально они были открыты 
из классификации Пенлеве обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка 
 ( , , )w R z w w′′ ′= ,  (1) 
где функция ( , , )R z w w′  является рациональной по w, w′  и локально-
аналитической по z, без подвижных критических точек (свойство Пенле-
ве) [6]. Наличие свойства Пенлеве у уравнений и систем тесно связано с 
их интегрируемостью [7]. В настоящее время уравнения Пенлеве имеют 
широкие приложения в теории изомонодромной деформации линейных 
систем, теории абелевых интегралов и алгебраической геометрии, теории 
случайных матриц, а также они нашли различные физические приложе-
ния. 
Рассмотрим уравнение 4 2( )P%  

 (4) 2 2 5 310 10 ( ) 6 β( 2 ) 2γ αw w w w w w zw w w w′′ ′ ′′= + − + − − − + ,  (2) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a α,β,γ C∈  � 
параметры. 
Теорема 1 [3]: Пусть ( ,α,β,γ)w w z=  решения уравнения 4 2( )P% , тогда 

Беклунд-преобразования 

 2
2: (2α 1) (2 [ ] )T w w w L w w z′→ = − + + − − −%% ,  (3) 

 1 2
2: (2α 1) (2 [ ] )T w w w L w w z− ′→ = − + − − −%%% % % %   (4) 

задают решение уравнения 4 2( )P% , где (α,β,γ) (α 1,β,γ)= +%% % , 

2[ ] 3 β γL u u u u′′= + + +% . 
Теорема 2 [3]: Уравнение 4 2( )P%  имеет рациональное решение 

( )w w z= , тогда и только тогда, когда α Z∈ . Для всех таких α  существу-
ет единственное рациональное решение. 
Так как 0w =  является решением уравнения 4 2( )P%  то, воспользовав-

шись Беклунд-преобразованиями T, 1T − , найдем для него рациональные 
решения при всех α Z∈ . При γ 0= для α 1, 2, 3= ± ± ±  они имеют вид: 
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 3 4

8 5 3 2 2

3 6 3 2

( , 1,β) 1 ,

( , 2,β) ( 2 4β) ( 4β ),

3( 8β 96 160 β )( , 3,β) .
( 4β)( 20β 144 80β )

w z z

w z z z z

z z z zw z
z z z z

± =

± = ± − + +

+ + +
± =

+ + − −

m

m

 

Теорема 3: Для уравнения 4 2( )P%  при α {0, 1,..., 9}∈ ± ±  число полюсов 
m удовлетворяет соотношению 2αm = . 
Теорема 4: Для уравнения 4 2( )P%  при α {0, 1,..., 4}∈ ± ±  вычеты полюсов 

удовлетворяет соотношению 
0 1 1( ) , { 1}z zres w z c c= − −= ∈ ± . 

Рассмотрим первый член иерархии Каупа-Купершмидта � уравнение 
4 2( )K% , которое записывается следующим образом 

 (4) 2 2 55 5 5 ( ) (λ α) γ 0w w w w w w w w z w′′ ′ ′′ ′= − + − + + + = ,  (5) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a α,γ,λ C∈  � 
параметры. 
Теорема 5 [4]: Беклунд-преобразования для уравнения (5) имеют вид:  

 1 1: (2γ λ) (2 [ ]),T w w w D w→ = − +%   (6)  

где  γ γ λ,λ λ,α α= − − = =% %% , и  
3 2 2 4

ε
3ε 1 3ε 9 5 3ε 3ε 1 1 3ε[ ] ( ) (λ α)

2 4 2 4 4
D w w ww w w w w z+ − − − −′′′ ′ ′= − − + + + + +  

 2 2: 2(γ λ) 2 [ ]T w w w D w→ = − −% ,  (7) 

где ααλλλγγ ==+−= ~,~,2~ . 
Если применить композицию отображений (6), (7) 12TTT = , то соот-

ношение параметров будет ααλλλγγ ==+= ~,~,3~ , при этом преобразо-
вание 21

1 TTT =− , ααλλλγγ ==−= ~,~,3~  и 1 1T T TT I− −= = . Так как 0=w  
решение уравнения )~( 24K , то с помощью преобразования 1T  получаем, 
что )( zw λαλ +=  при 1−=λγ  решение уравнения )~( 24K . Далее, при-
меняя к ним T , 1−T , получим рациональные решения для всех 

13 −= nλγ  и n3=λγ , где Zn∈ . 
Пусть m  � число полюсов уравнения )~( 24K . При 3=λγ  � 1=m ,  при 

5=λγ  � 10=m , при 6=λγ  � 6=m , при 9=λγ  � 36=m . 
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На следующих рисунках изображен модуль рационального решения  
уравнения )~( 24K  на комплексной плоскости при 6=λγ  (рис. 1) и 

9=λγ  (рис. 2). 
Матричные аналоги уравнений Пенлеве могут возникать в ситуациях 

и моделях, аналогичных тем, в которых возникают скалярные уравнения 
Пенлеве. Однако это не всегда справедливо [8],[9]. 
Уравнение Риккати имеет вид 

 γβα ++=′ www 2 ,  (8) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a C∈γβα ,, � 
параметры.  
Запишем уравнение (8) в матричном  виде для матриц nn× , Nn∈  

 GzBWzAWzW ++=′ )()()( 2 ,  (9) 
где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, 

}{},{},{ ,,, jijiji GBA γβα ===  � nn×  матрицы комплексных параметров. 
Матричные уравнения Пенлеве существенно отличаются от скаляр-

ных и, по-существу, являются объектами нового типа, требующие от-
дельного изучения [8], [9]. Уравнение (8) в невырожденном случае в ска-
лярной записи представляет собой систему из 2n  уравнений. 
Исследуя матричное уравнение Риккати при помощи теста Пенлеве-

Ковалевской на свойство Пенлеве, было установлено, что для матриц 
22× , для любых значений параметров A, B, G система уравнений (9) 

проходит тест Пенлеве-Ковалевской. 
Второе матричное уравнение Пенлеве имеет вид 

 AzzWzWzW ++=′′ )()(2)( 3 ,  (10) 
где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, }{ , jiA α=  � 
nn×  матрица комплексных параметров. Для матриц размера 22×  не со-

 
Рис 1 Рис 2 
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держащих нулей необходимым условием на наличие свойства Пенлеве (а 
так же достаточным для прохождения теста Пенлеве-Ковалевской) явля-
ется условие EA λ= , где E  � единичная 22×  матрица. Если искомая 
матрица )(zW  содержит нулевые элементы, тогда скалярные уравнения 
(10) проходят тест Пенлеве-Ковалевской при 0≠A , только если ненуле-
вые элементы содержатся лишь на главной диагонали. 
Для второго матричного уравнения Пенлеве размера 33×  индексы 

Фукса (номера коэффициентов в разложении решения в ряд Лорана при 
которых коэффициенты не определяются) равны -1 � кратности 2, 0 � 
кратности 6, 1 � кратности 1, 2 � кратности 1, 3 � кратности 6, 4 � 
кратности 2. 
Матричные уравнения )~( 24P  и )~( 24K  имеют вид 

 
AzGWzBWzBW

zzWzWzWzWzWzWzW

+−−′′−

−+−′+′′=

)(2)(2)(

)()(6))()((10)()(10)(
3

522)4(

,  (11) 

 
AzGWzBWzBW

zzWzWzWzWzWzWzW

+−−′′−

−+−′+′′=

)(2)(2)(

)()(6))()((10)()(10)(
3

522)4(

,  (12) 

где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, ,{α },i jA =   

,{β },i jB =  ,{γ }i jG =  � nn×  матрицы комплексных параметров. Матрич-

ные уравнения )~( 24P  и )~( 24K  не проходят тест Пенлеве-Ковалевской, ис-
ключая случай, когда система уравнений (11) и (12) распадается на сис-
тему из двух независимых скалярных уравнений. 
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ЗАМКНУТЫЕ НАСЛЕДСТВЕННЫЕ СВОЙСТВА ГРАФОВ, 
ИХ ПРИВОДИМОСТЬ 

О. В. Максимович 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

В этой статье рассматриваются конечные неориентированные графы 
без петель и кратных ребер, различаемые с точностью до изоморфизма. 
Граф G  называется суперграфом графа H , если H  является индуци-

рованным подграфом в G  )( GH ≤ . 
Определим две операции на множестве графов. Пусть 1G  и 2G  произ-

вольные графы и 21 VGVG ∩  пусто. Граф G  назовем дизъюнктным объе-
динением графов 1G  и 2G , если 21 VGVGVG ∪=  и 21 EGEGEG ∪= . Граф 
G  назовем соединением графов 1G  и 2G , если 21 VGVGVG ∪=  и множе-
ство его ребер состоит из ребер графов 1G , 2G  и всех ребер, один конец 
которых принадлежит 1VG , а другой � 2VG . 
Пусть Γ  это множество всех простых графов. Произвольное подмно-

жество P  множества Γ  называется теоретико-графовым свойством. 
Граф G  обладает свойством P , если PG∈ . Свойство P  называется на-
следственным, если для всех графов G  из P  истинна импликация 

PHGH ∈⇒≤ . 
Будем говорить, что множество I  графов характеризует свойство P  

в терминах запрещенных индуцированных подграфов, если PG∈  тогда и 
только тогда, когда ни один из индуцированных подграфов графа G  не 
принадлежит множеству I . Широко известны следующие два факта: 
Теорема 1. 
1. Наследственные свойства и только они могут быть в точности 

охарактеризованы в терминах запрещенных индуцированных подграфов. 
2. Для данного наследственного свойства P  минимальным множе-

ством запрещенных индуцированных подграфов является множество 
графов G  обладающих следующими свойствами: 

■ PG∉ . 
■ Любой индуцированный подграф графа G , отличный от него 
самого, обладает свойством P . 
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Два свойства 1P  и 2P  называются эквивалентными, если они равны 
как множества. Свойство P  называется объединением свойств 1P  и 2P , 
если 21 PPP ∪= . Наследственное свойство P  называется приводимым, 
если существуют два наследственных свойства 1P  и 2P  такие, что ни од-
но из них не эквивалентно P  и 21 PPP ∪= , и неприводимым в против-
ном случае. 
Рао была поставлена проблема характеризации приводимых наследст-

венных свойств графов и высказана следующая гипотеза [1]: 
Гипотеза. Любое наследственное свойство P  представимо как ко-

нечное объединение неприводимых свойств nPPP ,...,, 21 , т.е. 
nPPPP ∪∪∪= ...21 . 

Следующий результат [2, 3] дает ответ на проблему, поставленную 
Рао: 
Теорема 2. Для любого наследственного свойства графов P  следую-

щие утверждения эквивалентны: 
1. P  неприводимо. 
2. Для любых двух графов, обладающих свойством P , существует их 
суперграф, обладающий этим свойством. 

3. Существует возрастающая последовательность графов ∞
=1}{ kkG  

из P  такая, что любой граф из P  является индуцированным под-
графом некоторого из kG . 

Следствием этой теоремы является следующий [3]: 
Критерий. Наследственное свойство P  является объединением n  

неприводимых свойств тогда и только тогда, когда из любых 1+n  гра-
фов, обладающих свойством P , можно выбрать два графа так, что 
существует общий суперграф последних, обладающий этим же свойст-
вом. 
На основании этого следствия в [3] была опровергнута приведенная 

гипотеза Рао. 

О ЗАМКНУТЫХ НАСЛЕДСТВЕННЫХ КЛАССАХ 

В связи с последними работами в области декомпозиции графов, на-
пример [4], особый интерес представляет исследование наследственных 
классов графов, замкнутых относительно дизъюнктного объединения и 
соединения графов. В частности, в теории декомпозиции большое значе-
ние имеют ),( QP -замкнутые классы графов. 
Пусть P  некоторое наследственное свойство и пусть 

}{)( IiGPMForb i ∈= , где I  некоторое множество индексов, характери-
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зующее множество минимальных запрещенных индуцированных под-
графов свойства P . 
Теорема 3. 
1. Наследственный класс замкнут относительно дизъюнктного объ-
единения тогда и только тогда, когда список его минимальных за-
прещенных индуцированных подграфов состоит только из связных 
графов. 

2. Наследственный класс замкнут относительно соединения графов 
тогда и только тогда, когда список графов дополнительных к спи-
ску его минимальных запрещенных индуцированных подграфов со-
стоит только из связных графов. 

Доказательство: 
1. Пусть класс графов P  замкнут относительно дизъюнктного объе-

динения графов и пусть H  � его несвязный минимальный запрещенный 
порожденный подграф, тогда iHH ∪=  представляется в виде объедине-
ния своих связных компонент. Из минимальности H  следует, что 1H  и 

1\ HH  принадлежат P . Так как P  замкнут относительно дизъюнктного 
объединения графов, то HHHH =∪ )\( 11  принадлежит классу P . Про-
тиворечие с тем, что H  запрещенный подграф свойства P . 
Пусть список минимальных запрещенных индуцированных подграфов 

свойства P  состоит только из связных графов и пусть существуют такие 
графы G  и H  из P , что их дизъюнктное объединение S  не обладает 
свойством P . Тогда существует такой индекс i , что SGi ≤ , 

)(PMForbGi ∈ . Но так как все iG  связны и не существует ребер между 
множествами вершин VG  и VH  в графе S , то либо GGi ≤ , либо 

HGi ≤ , противоречие с тем, что графы G  и H  обладают свойством P . 
2. Пусть наследственный класс графов P  замкнут относительно со-

единения графов. Положим }{ PGGP ∈= . Очевидно, что P  � наследст-
венное свойство и })({)( PMForbGGPMForb ii ∈= . Так как P  замкнут 
относительно соединения графов, то P  замкнут относительно дизъюнкт-
ного объединения графов. Теперь утверждение 2 вытекает из утвержде-
ния 1 теоремы. 
Следствие 1. Наследственный класс P  одновременно замкнут отно-

сительно операций дизъюнктного объединения и соединения графов то-
гда и только тогда, когда оба графа iG  и iG  связны для каждого графа 

)(PMForbGi ∈ . 
Обозначим через GGG BBBHG →×:),sup(  � некоторое правило по-

строения суперграфов для графов G  и H . 
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Следствие 2. Если для любого индекса i  граф iG  из )(PMForb  связен, 
то P  � неприводимое наследственное свойство. 
Доказательство: 
Пусть G  и H  обладают свойством P  и пусть ),sup( HG  � дизъюнкт-

ное объединение графов G  и H , ),sup( HGS = . Очевидно, что 
SGSG ≤= )(  и SHSH ≤= )( . По предыдущей теореме граф S  обладает 

свойством P . Следовательно, выполнены условия теоремы 2 и P  � не-
приводимое свойство. 
Заметим, что многие из известных теоретико-графовых свойств харак-

теризуются именно связными запрещенными минимальными индуциро-
ванными подграфами: свойства графа быть реберным, планарным, ацик-
лическим, совершенным и т.д. 
Аналогично получается следующее: 
Следствие 3. Если для любого индекса i  граф iG  из )(PMForb  имеет 

связное дополнение, то P  � неприводимое наследственное свойство. 
Следствие 4. Если свойство P  приводимо, то )(PMForb  содержит не 

менее одного связного и одного несвязного графа. 
Следствие 4 очевидным образом вытекает из трех предыдущих. 
Наследственный класс графов называется ),( QP -замкнутым, если 

любой граф из множества ),( QP  допускает разбиение множества вершин 
на два подмножества таких, что граф индуцированный одним из них об-
ладает свойством P , а вторым � Q . При этом свойство P  замкнуто отно-
сительно операции полного объединения графов, а Q  � дизъюнктного 
объединения. 
Теорема 4. ),( QP -замкнутые наследственные классы графов непри-

водимы. 
Утверждение очевидно, если определить ),sup( HG  как компози-

цию [4] графов G  и H . 
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ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
ЗАДАЧИ ГУРСА ДЛЯ ДВУМЕРНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ 

А. В. Мотевич 
Задача Гурса для двумерного гиперболического дифференциально-

операторного уравнения второго порядка с постоянными областями оп-
ределения изучалась в [1]. В данной работе доказана теорема единствен-
ности и устойчивости сильных решений задачи Гурса в случае перемен-
ных областей определения операторного коэффициента. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Пусть ] [ ] [1 2= 0, 0,T T T×  � ограниченный прямоугольник на плоскости 
2R  переменных 1 2= { , }t t t  и H  � гильбертово пространство со скалярным 
произведением ( , )⋅ ⋅  и нормой | |⋅ . Рассмотрим в T  уравнение 

  
2

1 2

( )( ) ( ) ( ) ( ),∂
≡ + =
∂ ∂

u tt u A t u t f t
t t

  (1) 

с условиями Гурса: 
  1 1 1 2 2 2

2 1
| = ( ), | = ( ),=0 =0ϕ ϕ≡ ≡t tl u u t l u u t  (2) 

где 1ϕ  и 2ϕ � функции переменных ] [1 10,∈t T  и ] [2 20,∈t T  со значениями 
в H  соответственно, удовлетворяющие условию согласования  
  1 2(0) = (0).ϕ ϕ  (3) 

Здесь u  и f  � функции переменной t  со значениями в H , ( )A t  � ли-
нейные неограниченные операторы в H  с зависящими от t  областями 
определения ( ( ))D A t , удовлетворяющие следующим условиям. 

I. При каждом t T∈  операторы ( )A t  самосопряжены и положительно-
определены на ( ( ))D A t  в H . 

II. При каждом t T∈  обратные операторы 1( ) ( , ( ))T−
∞∈A t L L H  в H  

сильно непрерывны по t T∈  и имеют сильные частные производные 
1( )/ ( , ( ))−

∞∂ ∂ ∈iA t t L T L H  такие, что справедливы неравенства 

 ( ) ( )1 1
2 2( ( )/ ) , ( ) , , 0, = 1, 2.− −− ∂ ∂ ≤ ∀ ∈ ≥iA t t g g c A t g g g H c i  (4) 

Выведем априорную оценку сильных решений данной задачи Гурса. 
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2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ  

Обозначим 2= ( , )L T H . Задаче Гурса (1) � (3) соответствует линейный 
неограниченный оператор ( ) 1 2= { , , }: ( )⊃ →L l l E D L F  , действующий 
из банахова пространства E � пополнения множества  

2

1 2
1 2

( ) = { : ( ) ( ( )) [0, ] [0, ], , , ( ) , = 1,2}
i

u uD L u u t D A t t T T A t u i
t t t
∂ ∂

∈ ∈ ∀ ∈ × ∈
∂ ∂ ∂

 

по норме 

 

1/ 2
2 22 21 1

1 2
2 2

1 2
0 01 2

|| || = ( ) ( )sup
T T

E
t T

u uu A t u dt A t u dt
t t∈

     
∂ ∂     + + +∫ ∫     ∂ ∂          

 

в гильбертово пространство 1 2= × ×F H H  всех элементов =Φ  { ( ),f t  

1 1 2 2( ), ( )}t tϕ ϕ  с нормой ϕ ϕ
 

Φ + +  
 
∫

1/ 2
2 2 2

1 21 2
|| || = | ( ) | || || || ||F H H

T

f t dt , где 1H  � 

замыкание ( )D L  по норме 

1/ 222 11
2

1 11
10

|| || = ( ,0)
T

H
vv A t v dt
t

  
∂  +  ∂    

∫ , 2H  � 

замыкание ( )D L  по норме 

1/ 222 12
2

2 22 20

|| || = (0, )
T

H
ww A t w dt
t

  
∂  +  ∂    

∫ . 

Линейный оператор L  допускает замыкание : ( ) .
− −

⊃ →L E D L F   
Лемма. Если оператор ( )A t  удовлетворяет условию I и множество 

( )D L  плотно в  , то линейный оператор L  замыкаем. 
Доказательство. По критерию замыкаемости линейных операторов 

необходимо доказать, что если { } ( ),   0  в  n nu D L u E∈ →  и  в nLu F→Φ  
при →∞n , то 1 2( , , ) = 0f ϕ ϕΦ = .  
Поскольку 0  в nu E→  и операторы следов 1 1: →l E H  и 2 2:l E H→  

непрерывны, то 1 2= 0, = 0.ϕ ϕ  Покажем, что = 0.f  Для ( )∀ ∈v D L  

 
22 1 2 1

1 2 1 2
0 0 0 0 1 2

( ( ), ( )) = ( ) , =lim
→∞

 ∂
+ ∫ ∫ ∫ ∫  ∂ ∂ 

T T T T
n

n
n

uf t v t dt dt A t u v dt dt
t t
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 1 1

1

2 2 1
2 1 20

0 0 02 2 1
= , , ( , ( ) ) = 0,lim lim

T T T
t Tn n

nt
n n

u u vv dt u A t v dt dt
t t t

=
=

→∞ →∞

    ∂ ∂ ∂
+ − +∫ ∫ ∫     ∂ ∂ ∂    

 

так как 0  в  nu E→  при n→∞ . Отсюда, в силу плотности ( )D L  в  , 
следует, что = 0f . Таким образом, получили, что = 0Φ .  

Определение. Решения операторного уравнения =
−

ΦLu , =Φ  1( , ,f ϕ  
2 )ϕ  F∈ , называются сильными решениями задачи Гурса (1) � (3). 

3. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ГУРСА  

Установим априорную оценку сильных решений задачи Гурса. 
Теорема 1. Если выполняются условия I, II и множество ( )D L  плотно 

в  , то справедливо неравенство  

   3 3 4 1 2 4 2|| || || || ( ), = 2exp{ ( },   = max{ ,1}.E Fu c Lu u D L c c T T c c
− −

≤ ∀ ∈ +   (5) 

Доказательство. Введем в H  семейство абстрактных операторов 
сглаживания 1 1( ) = ( ( )) ( ), > 0A t I A t Hε ε ε− −+ ∈ , со значениями в ( ( ))D A t , 
которые обладают следующими свойствами: 

11) для и норма | ( ) | 0t v H A t v vε
−∀ ∈ ∀ ∈ − →T  при 0ε → ; 

2)  они имеют сильные производные 1( )/ ( , ( )), 0,iA t t L Hε ε−
∞∂ ∂ ∈ >   и 

  ( ) ( )1 1 1 1( ) ( ) / = ( ) ( ) ( ) / ( ) ( ),  0,  =1,2.i iA t A t t A t A t A t t A t A t iε ε ε ε− − − −∂ ∂ − ∂ ∂ >  (6) 

Уравнение (1) умножаем скалярно в H  на 1

1 2
( ) u uA t e

t t
θ

ε
−  ∂ ∂

+ ∂ ∂ 
, где 

1 1 2 2( )c t tθ τ τ= − + − , и результат интегрируем по 1 2= [0, ] [0, ]Dτ τ τ× , где 
1 2 1 2= { , }, = { , }T T Tτ τ τ . В частности, интегрирование по частям дает 

 
( )

( )

2 2 1

1 1

2 2 1
1 2 2

1

1 1
2 1 2

10 0 0

( ) 1
0 2 1, 1 2

0 0 0

, 2Re ,

, ( , ) 0,

t

c t
t

ue AA u u dt e AA u dt dt
t

e AA u u dt e u u dt dt c

τ τ τ
θ θ

ε τ ε

τ τ τ
τ τ θ

ε ε

− −
=

+ − −
=

 ∂
= + ∂ 

+ + Φ ∀ ≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  (7) 

где ввиду равенств (6) и неравенств (4) для формы 1, ( , )u uεΦ верна оценка 

 
( ) ( )

1 1
1 1 1

1,
1 1

( , ) , , ,
AA Au u u u c AA u u AA u AA u

t t

− −
− − −

 ∂  ∂ Φ = − = − −   ∂ ∂  

ε
ε ε ε ε  
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 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
2, , , .c AA u u c A AA u AA u c AA u u− − − − −− ≤ −ε ε ε ε  

В силу этой оценки и предела при 0ε →  из (7) для 2c c∀ ≥  получаем 

2 21 1
2 2 2 1 2 2 2

1 1

2 2
( ) ( )

2 2 2
10 0

( ) 2Re , (0, ) .c t c t
t

D

ue A t u dt e Au dt e A t u dt
t

τ

τ τ
τ τ τθ

τ
− + −

=
 ∂

≤ + ∂ 
∫ ∫ ∫  

Благодаря формулам (6), (4) и 1), аналогично находим неравенство 

1 11 1
1 1 2 1 2 1 2

2 2

2 2
( ) ( )

1 1 1
20 0

( ) 2Re , ( ,0) .c t c t
t

D

ue A t u dt e Au dt e A t u dt
t

τ

τ τ
τ τ τθ

τ
− + −

=
 ∂

≤ + ∂ 
∫ ∫ ∫  

Интегрированием один раз по частям выводится равенство 

 

1 2

2 2 1 1

1 2

2 1

2 2 2

1 2
1 2 1 2 1 20 0

2 2 2 2

0 1 0 2
1 2 1 20 0

( )2Re ,

.

t t
D

t t
D D

u u u t u ue dt e dt e dt
t t t t t t

u u u ue dt e dt c e dt c e dt
t t t t

τ

τ τ

τ τ
θ θ θ

τ τ

τ τ
θ θ θ θ

= =

= =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

Складываем его с двумя последними неравенствами, в полученном нера-
венстве проводим элементарные оценки, берем точную верхнюю грань 
по ∈t T  и при 4c c∀ ≥ , 4 2= max{ ,1}c c ,  приходим к оценке 

 
( )1 2|| || 2 || || ( ).

c T T
E Fu e Lu u D L

+
≤ ∀ ∈    (8)  

Априорная оценка (5) для сильных решений ( )u D L
−

∈  получается пре-
дельным переходом из оценки (8) для гладких решений ( )u D L∈ . 
Непосредственно из теоремы 1 вытекает следующая 
Теорема 2. Если в предположениях теоремы 1 для данных 

1 1 2 2, ,f H Hϕ ϕ∈ ∈ ∈.  сильное решение u E∈  задачи Гурса (1)�(3) су-
ществует, то оно единственно и непрерывно зависит от 1 2{ , , } ( ),f R Lϕ ϕ ∈  
где ( )R L  � множество всех значений оператора L . 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНОГО СПЕЦПРОЦЕССОРА 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Л. И. Петровская 
Организация вычислений на многопроцессорных устройствах с задан-

ной топологией соединений между отдельными процессорными элемен-
тами тесно связана с задачей построения специальных параллельных 
форм вычислительных алгоритмов, реализуемых на таких устройствах. 
При этом на этапе разработки параллельных алгоритмов необходимо 
учитывать как топологические и функциональные ограничения, накла-
дываемые технологией производства, так и ограниченность количества 
имеющихся процессорных элементов. Решение первой из этих задач дос-
тигается использованием специальных (графовых) представлений разра-
батываемых алгоритмов, решение второй � за счет построения парал-
лельных форм алгоритмов фиксированной ширины. 
В данной работе для уравнения теплопроводности 

 
2

2 ( , ), [0,1],u ua f x t x
t x
∂ ∂

= + ∈
∂ ∂

 (1) 

с начальными )()0,( )0( xfxu =  и краевыми ( ) ( ) ( ) ( )0 10, , 1,u t f t u t f t= =  
условиями, используя двухслойную явную разностную схему 

,1,11

),1,()1,1()1,1()1,()21(),(

),(),(),(),0(),()0,(

222

10
)0(

MjNi

jifjiy
h
ajiy

h
ajiy

h
ajiy

jfjNyjfjyihfiy

≤≤−≤≤

−+−−+−++−−=

===
τττ

ττ

  

спроектирован линейный спецпроцессор с фиксированным числом ∆  
процессорных элементов. 
Для решения поставленной задачи применена локально параллельная 

глобально последовательная стратегия построения параллельного алго-
ритма фиксированной ширины [1]. Согласно этой стратегии алгоритм 
(или граф зависимостей алгоритма) решения исходной задачи разбивает-
ся на части. Полученные части отображаются на вычислительный граф с 
заданным числом вершин ∆ .  
Обозначим {( , ) |1 1, 1 }V i j i N j M= ≤ ≤ − ≤ ≤  � индексное пространст-

во, множеству точек которого ставится во взаимно однозначное соответ-
ствие множество операций (макроопераций) алгоритма (1),E = 

1 2{( , ) ,v v V V= ∈ ×  2 1 , Φ}v v= + ∈! ! � множество дуг, соединяющих инфор-
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мационно связанные вершины, (1) (2) (3)Φ {φ ( 1,1), φ (0,1), φ (1,1)}= = − = =  � 
множество векторов зависимостей алгоритма таких, что каждая дуга 
графа задается одним из этих векторов. Таким образом, получим граф за-
висимостей алгоритма ),( EVG = . Этот граф является строго направлен-
ным [2], так как конус допустимых направлений 2 ( )( ) {τ | τ φ 0,kK G Z= ∈ ⋅ >  

( )φ Φ}k∀ ∈ не пуст и определяется системой неравенств 112 +≥ ττ . 
Зададим невырожденное отображение 12: ZZ →π  где π(φ) {(0),(1)},∈  

φ Φ∈ . Этому условию удовлетворяет только оператор, π( , )i j j= . При 

отображении оператором π вершины ввода )(0 M
jf  и )(1 M

jf  отобразятся 

во внутренние процессорные элементы. Для того чтобы они проектиро-
вались в граничные процессорные элементы, расширим индексное про-
странство V  до 1 0 1V V V V− +′ = U U , где 2

1 {( , ) | 2 0,V i j Z M i− = ∈ − + ≤ ≤  
1 },j M≤ ≤  2

0 {( , ) |1 1, 1 },V i j Z i N j M= ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤   

( ){ }2
1 , 2, 1V i j Z N i N M  j M+ = ∈ ≤ ≤ + − ≤ ≤ � области, в которых осуще-

ствляется транспортировка краевых условий. 
Так как область V ′  состоит из объединения областей 101 ,, +− VVV , в ка-

ждой из которых вершинам соответствуют различные типы макроопера-
ций, и при отображении π  в каждый процессорный элемент линейного 
спецпроцессора отобразятся вершины трех типов, то для того, чтобы 
различать эти макрооперации при вычислении, введем дополнительные 
переменные � метки 10,1 , +− mmm  для вершин из 101 ,, +− VVV  соответственно. 

Определим 
maxπ( ) minπ( ) 1

Γ
∆ ∆
v Vv V

v v M′′ ∈∈
− +    = =     

, где min{ | }a z Z z a= ∈ ≥   , 

Γ
δ δ δ

γ γ γ γ
γ 1

{ |1 (γ 1)∆ π( ) γ∆}, , { | π( )

(γ 1)∆ δ}, 1 γ Γ, 1 δ ∆.

U v V v U U U v U v
=

′= ∈ + − ≤ ≤ = = ∈ =

= − + ≤ ≤ ≤ ≤

U
  

Кусочно аффинную таймирующую функцию определим равенством 

γ

Γ

γ
γ 1

( ) ( τ )1 ( ),Ut v c v v
=

= + ⋅∑ , где константы γc  и τ  выбираются из условий 

1 20 τ τ 1< ≤ −  и ( φ) ( ), , φ Φt v t v v v+ > + ∈ . Минимальная высота парал-
лельной формы алгоритма при фиксированном τ  достигается при 

Γccc ,...,, 21 , задаваемым рекуррентным соотношением  
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 γ 1 γ γ γmax{ , },c c x y+ = + −  1 γ Γ 1≤ ≤ − ,  

 
γ

γ φ Φ
min τ φ 1,x
∈

= ⋅ − γ 1 2 2 1 2Φ { , , },e e e e e= − + +   

 
δδ
γ 1γ

γ 1 δ ∆
max{max τ min τ } 1

v Uv U
y v v

+∈≤ ≤ ∈
= ⋅ − ⋅ +  [3].  

Время решения задачи определяется функцией  

 

( )
1 2 1 3

1 2

1 2

( τ , τ ) max ( ) min ( ) max τ φ 1
∆

max{ τ ( 1) τ ( 2),
∆ ∆

τ ( 2 ( 1)(2 4)) τ ( 1 ( 1)∆)}.
∆ ∆

r
v Vv V r

MT t v t v

M MM N M

M MM N M N M

′′ ∈∈ ≤ ≤

 = − + ⋅ = − +  
   + + + − + − +      

   + − + − + − + + − −      

 

В силу линейности функции 1 2( τ , τ )T  имеем 
1 2

1 20 τ τ 1
min ( τ , τ )T

< ≤ −
=  

(1,2) 2∆ 3 (2 2∆ 3).
∆
MT M M N = = + + + + − −  

 Тогда таймирующая функ-

ция примет вид 
γ

Γ

γ 1
( , ) ( 2 3 (γ 1)(2 2∆ 3))1 ( , ).Ut i j i j M M N i j

=
= + + − + − + − −∑  

Вычислим задержки в вершине Vv∈  по дуге 
( ) ( )( , φ ) , φ Φ, 1 .k kv v E k K+ ∈ ∈ ≤ ≤  Если γ, φ , 1 γ Γ,v v U+ ∈ ≤ ≤  то и 

(1)φ 1,h = ( 2 )φ 2,h = (3)φ 3.h =  Если ,11,, 1 −Γ≤≤∈+∈ + γϕ γγ UvUv  то 
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φ γ 1 γ( ) τ φ,h v c c+= − + ⋅  и 
(1) ( 2) (3)φ φ φ2 2∆ 2, 2 2∆ 1, 2 2∆h M N h M N h M N= + − − = + − − = + − . 
Процесс приема, вычисления и передачи информации, происходящие 

в процессорном элементе, представим в виде описания функционирова-
ния локальной памяти процессорного элемента: 
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Полное время решения задачи спроектированным линейным спецпро-

цессором 2 3 (2 2 3)MM M N + ∆ + + + − ∆ − ∆ 
 такта, где такт определяется 

временем выполнения одной макрооперации алгоритма (1). 

 
Рис. 2. Структурная схема спроектированного спецпроцессора 
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2. Воеводин В. В., Воеводин Вл. В. Параллельные вычисления. Санкт-Петербург. 
2002. 608 с. 

3. Косьянчук В. В., Лиходед Н. А., Соболевский П. И., Тиунчик А. А. Смешанная стра-
тегия построения параллельных форм алгоритмов. Май, 1996. Препринт №4(516). 

О КВАЗИУСТОЙЧИВОСТИ  
ВЕКТОРНОЙ КОМБИНАТОРНОЙ ЗАДАЧИ 

С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ ПРИНЦИПОМ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

А. А. Платонов 
Рассматривается многокритериальная линейная комбинаторная задача, 

принцип оптимальности которой задается способом разбиения частных 
критериев на группы так, что внутри каждый группы действует слейтеров-
ский принцип оптимальности, а между группами � лексикографический. 
Получена формула радиуса квазиустойчивости задачи в метрике ∞l . В ка-
честве следствий приводится ряд результатов качественного характера.  
В широком смысле под устойчивостью дискретной задачи понимают 

наличие такой окрестности исходных данных в пространстве параметров 
задачи, что по отношению к начальной всякая «возмущенная» задача с 
параметрами из этой окрестности обладает некоторым наперед заданным 
свойством инвариантности. В частности, свойство полу непрерывности 
сверху (снизу) по Хаусдорфу оптимального отображения эквивалентно 
свойству не появления новых (сохранения исходных) оптимальных ре-
шений задачи при «малых» возмущениях ее параметров. В этом контек-
сте соответственно возникает понятие устойчивости и квазиустойчиво-
сти задач дискретной оптимизации(см., например, [1, 2]). 
Рассмотрим типичную векторную (n-критериальную) комбинаторную 

задачу. Пусть на системе подмножеств (траекторий) 2ET ∈ , 2≥T , 
},,,{ 21 meeeE K= , 2≥m , задан векторный критерий 

 
Tt

nn AtfAtfAtfAtf
∈

→= min)),(,),,(),,((),( 2211 K , 

частными критериями которого являются функции вида 
 2},,,2,1{,),(

)(
≥=∈= ∑

∈
nnNiaAtf n

tNj
ijii K , 

где }:{)( teNjtN jm ∈∈= , iA − i-я строка матрицы [ ] mn
ij RaA ×∈= . Бу-

дем полагать, что 0),( =∅ ii Af .  

В пространстве pR  произвольной размерности Np∈  определим три 
бинарных отношения строгого предпочтения согласно формулам 
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 ,,'' pii
Sl

Niyyyy ∈>⇔f  

 ' ' , ,i i pSm
y y y y i N⇔ ≥ ∈f  

 ,'' kk
lex

yyyy ≥⇔f  

где ).',,','('),,,,(},':min{ 2121 ppiip yyyyyyyyyyNik KK ==≠∈=  
Эти отношения порождают соответственно следующие широко из-

вестные объекты векторной оптимизации: 
• множество Слейтера (слабо эффективных траекторий) 

 ))},,'(),((':{)( AtfAtfTtTtASl
Sl

n f∈∀∈=  

• множество Смейла ( строго эффективных траекторий ) 

 ))},,'(),((}{\':{)( AtfAtftTtTtASm
Sm

n f∈∀∈=  

• лексикографическое множество траекторий 

 ))}.,'(),((':{)( AtfAtfTtTtAL
lex

n f∈∀∈=  

Здесь, как обычно, символ f  означает отрицание отношения .f  
Пусть },,,{, 21 sn IIIINs K=∈  � разбиение множества nN  на s непустых 
непересекающихся подмножеств (групп), т. е. 

s

n r
r N

N I
∈

= U . 

Каждому такому разбиению I в критериальном пространстве nR  по-
ставим в соответствие бинарное отношение строгого предпочтения n

IΩ  
между различными векторами ),,,( 21 nyyyy K=  и )',,','(' 21 nyyyy K= , 

полагая 
kk I

Sl
I

n
I yyyy '' f⇔Ω , где }':min{

ii IIs yyNik ≠∈= ; 
kIy и 

kIy' � 

проекции соответственно векторов y  и 'y  на координатные оси про-

странства nR  с номерами группы kI . 

Введенное бинарное отношение n
IΩ  задает такой принцип упорядо-

ченности сформированных групп критериев, в котором каждая преды-
дущая группа существенно важнее всех последующих. В результате это 
отношение порождает множество I-эффективных траекторий в соответ-
ствии с правилом  

 ))}.,'(),((':{),( AtfAtfTtTtIAT n
I

n Ω∈∀∈=  
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Очевидно, что множество ),( Sl
n IAT , где )1(}{ == sNI nSl , есть мно-

жество Слейтера )(ASln , а множество ),( L
n IAT , где 

)(}}{,},2{},1{{ nsnIL == K , совпадает с лексикографическим множест-

вом )(ALn . Векторную задачу поиска множества ),( IAT n  будет обозна-

чать через ),( IAZ n .  
Для произвольного числа 0>ε  определим множество из возмущаю-

щих матриц }':'{)( εε <∈=Ψ × ARA mn , где ' max{ ' :ijA a=  

( , ) },n mi j N N∈ × ' ' .ijA a =    

Определение 1. Векторная задача 1),,( ≥nIAZ n , называется квазиу-
стойчивой ( к возмущениям элементов матрицы A ), если существует та-
кое число 0>ε , что для любой возмущающей матрицы )(' εΨ∈A  спра-

ведливо включение ).,'(),( IAATIAT nn +⊆  
Определение 2. Радиусом квазиустойчивости векторной задачи 

1),,( ≥nIAZ n , назовем число  

 








∅=Ξ
∅≠ΞΞ

=
,,0

,,sup
),(

если
если

IAnρ   

где ))}.,'(),(()(':0{ IAATIATA nn +⊆Ψ∈∀>=Ξ εε  
По двум различным траекториям t и t� определим пару чисел : 

)'(\)'()',( tttttt ∩∪=∆ , .
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),(),'(max),',(
1 tt

AtfAtfAttd iiii
Ii

n
∆
−

=
∈

 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема. При любом разбиении },,,{ 21 sIIII K=  множества 

1, ≥nNn , на s групп, nNs∈ , радиус квазиустойчивости ),( IAnρ  задачи 

),( IAZ n  имеет вид 

 ).,',(minmin),(
}{\'),(

AttdIA n
tTtIATt

n
n ∈∈

=ρ  

Непосредственно из теоремы вытекает ряд следствий. 
Следствие 1. Для радиуса квазиустойчивости задачи 1),,( ≥nIAZ Sl

n , 

поиска множества Слейтера )(ASln  справедлива формула 

 .
)',(

),(),'(maxminmin),(
}{\')( tt

AtfAtfIA iiii
NitTtASlt

Sl
n

n
n ∆

−
=

∈∈∈
ρ  
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Формула радиуса квазиустойчивости, приведенная в следствии 1, лег-
ко превращается в формулу радиуса квазиустойчивости скалярной траек-
торной задачи с линейным критерием [3]. 
Следствие 2. Для радиуса квазиустойчивости задачи 1),,( ≥nIAZ L

n , 

поиска лексикографического множества )(ALn  справедлива формула 

 .
)',(

),(),'(minmin),(
}{\')( tt

AtfAtfIA iiii
tTtALt

L
n

n ∆
−

=
∈∈

ρ  

Следствие 3. При любом разбиении I множества 1, ≥nNn , на s 

групп, nNs∈ , задача 1),,( ≥nIAZ n , квазиустойчива тогда и только то-

гда, когда )).,'(),'((}{\'),( 1 iiii
n AtfAtfIitTtIATt >∈∃∈∀∈∀  

Из следствия 3 получаем следующие сопутствующие результаты. 
Следствие 4. Задача 1),,( ≥nIAZ Sl

n , поиска множества Слейтера 

)(ASln  квазиустойчива тогда и только тогда, когда множества )(ASln  и 

)(ASmn  совпадают. 
Легко понять, что для скалярной линейной траекторной задачи совпа-

дение множеств Слейтера и Смейла эквивалентно существованию един-
ственного оптимального решения.  
Поэтому частным случаем следствия 4 является 
Следствие 5. Однокритериальная (скалярная) линейная траекторная 

задача квазиустойчива тогда и только тогда, когда она имеет единствен-
ное решение. 
Следствие 6. Для того чтобы задача 1),,( ≥nIAZ L

n , поиска лексико-

графического множества )(ALn  была квазиустойчивой, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись равенства 

 .1),(min)( 11 ==
∈

AtfArgAL
Tt

n  
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АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА ЗАДАЧИ КОШИ 
 ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО- 
ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  
ПРИ НЕЛОКАЛЬНЫХ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 

И. В. Погоцкая 
Дифференциально-операторные уравнения второго порядка с посто-

янными областями определения операторных коэффициентов при нело-
кальных двухточечных условиях по времени изучались В. И. Чесалиным 
и Н. И. Юрчуком [1]. Гиперболические дифференциально-операторные 
уравнения с переменными областями определения операторных коэффи-
циентов при локальных начальных условиях исследованы в [2]. В на-
стоящей работе будет выведена априорная оценка сильных решений ги-
перболических уравнений второго порядка с переменными областями 
определения операторных коэффициентов в случае нелокальных двухто-
чечных условий по времени. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

На ограниченном интервале ]0, [T  задается дифференциально-
операторное уравнение 

 
2

2

( )( ) ( ) ( ) ( ),  ]0, [ ,d u tt u A t u t f t t T
dt

≡ + = ∈L   (1) 

при нелокальных начальных условиях 

 
0 0

1
0

,

,  1.

t t T

t t T

l u u u

du dul u
dt dt

= =

= =

≡ − =

= − = <

µ ϕ

µ ψ µ
  (2) 

Здесь u и f � абстрактные функции переменной по t со значениями в 
некотором гильбертовом пространстве H, в котором скалярное произве-
дение и норму будем обозначать ( , )⋅ ⋅  и ⋅  соответственно. При каждом 

[ ]0,t T∈  коэффициент ( ) : ( ( ))A t H D A t H⊃ → − линейный неограничен-
ный оператор в H с зависящей от t областью определения D(A(t)), удов-
летворяющий следующим условиям. 

I. При каждом t∈[0,T] оператор A(t) на D(A(t)) самосопряжен и поло-
жительно-определен в гильбертовом пространстве H 
II. Ограниченный обратный оператор A�1(t)∈ L∞( ]0, [,T ℒ(H)) к операто-
ру A(t) сильно непрерывен по t в H и при почти всех t∈]0,T[ имеет в H 
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ограниченную сильную производную dA-1(t)/dt∈L∞(]0,T[,ℒ(H)), для кото-
рой при почти всех t∈]0,T[ выполняется неравенство [2] 

 ( )( ) ( )1 1
2( ) , ( ) ,  ,dA t dt g g c A t g g g H− −− ≤ ∀ ∈  (3) 

где постоянная c2≥0 не зависит от g и t. 
Выведем априорную оценку сильных решений поставленной задачи 

(1), (2). 

2. ВЫБОР ПРОСТРАНСТВ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

Нелокальная задачи Коши (1), (2) порождает линейный неограничен-
ный оператор L ≡{ℒ(t),l0,l1}:E⊃D(L)→F с плотной областью определения 
D(L). Подпространством сильных решений u задачи (1), (2) будет бана-
хово пространство E�замыкание множества 

2

2 22( ) (]0, [, ) : ( ) ( ( )) ]0, [; ( ) , , (]0, [, )du d uD L u L T H u t D A t t T A t u L T H
dt dt

  = ∈ ∈ ∀ ∈ ∈ 
  

 

по норме 

1
22 22 1

2
2

0

1 | | ( )|| || sup ( ) .
1 | |E

t T

du tu A t u
dt< <

  −  = +  +    

µ
µ

 

Пространством правых частей { ( ), , }f t= ϕ ψF  задачи (1), (2) будет гиль-
бертово пространство 2(]0, [, ) (0) ,F L T H W H= × ×  наделенное нормой  

  
1

1 22 1 2 2 2 22
0 0

0

|| || || || (| (0) | | | ) ,  || || | ( ) | ,
T

F f T A f f t dt− = + + =   ∫ϕ ψF  

где W(t)�гильбертовы пространства, полученные наделением областей 

определения 
1

2( ( ))D A t  квадратного корня 
1

2 ( )A t  операторов A(t) эрми-

товыми нормами [ ]
1

2
( )| | | ( ) |,  0,tv A t v t T= ∈ . Пусть пространства  

  (0) ( )W W T= , 
1 1

2 2(0) ( )  (0)A v A T v v W= ∀ ∈ .  (4) 

Линейный оператор L допускает сильное замыкание L  в произведе-
нии E×F.  
Лемма. Если выполняется условие I и множество D(L) плотно в 

2(]0, [, ),L T H  то для оператора L  существует сильное замыкание 
: ( ) .L E D L F⊃ →  
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Доказательство. По критерию замыкаемости линейных операторов 
убедимся в том, что если ( ),nu D L∈  0n Eu →  и 0 0n FLu − →F  при 

,n→∞  то 0 0 0 0{ , , } 0f= =ϕ ψF . Ввиду предположения (4) из непрерывно-
сти операторов следа 0 : (0)l E W→  и 1 :l E H→  выводим, что 

0 00,  0= =ϕ ψ . Осталось доказать, что 0 0f = . Проинтегрировав по t один 
раз по частям, для ( )v D L∀ ∈  имеем  

  0
0 0 00

( , ) , , ( , ( ) ) 0.lim lim lim
TT T T

n n
n

n n n

du du dvf v dt v dt u A t v dt
dt dt dt→∞ →∞ →∞

   = − + =   
   ∫ ∫ ∫  

Отсюда заключаем, что f0=0, потому что множество D(L) плотно в 
L2(]0,T[,H). 
Определение. Решения u∈D( L ) операторного уравнения ,  Lu F= ∈F F , 

называются сильными решениями нелокальной задачи Коши (1), (2), то 
есть u∈D( L ) � область определения замыкания L , если существует по-
следовательность un∈D(L) и элемент F∈F  такие, что un→u в Е и 

nLu →F  в F когда n→∞  и в этом случае полагаем .lim nLu Lu
→∞

= =
n

F  

3. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

Теорема. Если выполняются условия I, II, (4) и множество D(L) плот-

но в L2(]0,T[,H), то для всех T≤1/(4c2) и 2 2

2

1 4
1 4

c T
c T

−
≤

+
µ  справедливо нера-

венство 

 22 16  ( ).E F
u T Lu u D L≤ ∀ ∈   (5) 

Доказательство проведем с помощью сглаживающих операторов 
1 1( ) ( ( )) ,  0,A t I A t− −= + >ε ε ε  из [2], которые имеют следующие свойства. 

1. Ограниченность нормы 1( )A t−
ε ℒ(H) 

[ ]1 0,  0, .t T≤ ∀ > ∀ ∈ε  

2. Равномерно по t при ε → 0 норма 1( ) 0 .A t h h h H− − → ∀ ∈ε  

3. При почти всех t∈]0,T[ в Н существует сильная производная 
1( )dA t dt L−

∞∈ε ( ]0, [,T ℒ(H)),ε > 0, такая, что сильная производная  

  
( )1 1

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),  >0.

d A t A t dA tA t A t A t A t
dt dt

− −
− −= −

ε ε
ε ε ε   (6) 

Интегрируя по t один раз по частям, для ( )u D L∀ ∈  имеем равенство 
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( ) ( )1
1 1

0 0

( ) ( )
( ) , ( ) 2Re ( ) , ( ) ,

t

d A t A tduA t u A t u A t u A t dt u u dt
dt dt

−
− −

=

 
   = + +    

 
∫ ∫
τ τ

ε
ε ε

τ
 

( )1

0
( ) , ( ) .

t
A t u A t u−

=
+ ε  

Если в его правой части применить формулу (6), оценку (3) и в полу-
ченном неравенстве перейти к пределу при ε → 0 то найдем неравенство 

  
2 2 21 1 1

2 2 2
2

0 0 0

( ) 2Re ( ) , ( ) ( ) .
t t

duA t u A t u dt c A t u dt A t u
dt

= =

 ≤ + + 
 ∫ ∫

τ τ

τ

 

Складывая его с равенством, полученным интегрированием по частям, 

  
2 22

2
0 0

2Re , ,
t t

du d u du dudt
dt dt dtdt

= =

 
= +  

 
∫
τ

τ

 

получаем неравенство 

  

22 21 1
2 2

2
0 0

221
2

0

( ) 2Re ( ) , ( )

( ) .

t

t

du duA t u t u dt c A t u dt
dt dt

duA t u
dt

=

=

   + ≤ + +       

 
+ +  
 

∫ ∫
τ τ

τ

L

  (7) 

Аналогично интегрируя один раз по частям, имеем неравенство 

 

2 222 21 1
2 2

2

2 221
2

1 1
( ) 2Re ( ) , ( )

2 2

1
( ) .

2

T T

t

t T

du duA t u t u dt c A t u dt
dt dt

duA t u
dt

=

=

   + +  − + ≤ + −          

 +
− +  

 

∫ ∫
τττ

µ µ

µ

L
  8) 

Складываем почленно неравенства (7) и (8), используем лемму 1 из 
[1], делаем элементарные оценки и приходим к неравенству 

 
( )

( )

2 2 22 21 12 212 2
20

00

22 21 12 2 212 2
0 12

00

1
( ) 1 ( ) ( )

2

1 (0) 1 ( ) ,
1

t

F

du duA t u t u c A t u
dt dt

duA l u l u Lu A t u
dt

−

=

−

  −
+ ≤ + + + +    

  

    
  + + ≤ + + +       −      

τ

µ
µ δ δ

µ δ δ
µ

L
 (9) 
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для 0∀ >δ , если 2c ≤ δ . Проинтегрируем неравенство (9) по τ от 0 до T, 

результат разделим на ( )21T + µ  и при 
( )

2

0 2

1

4 1T

−
= =

+

µ
δ δ

µ
 найдем оценку  

  
2 21 212

0 0
00

( ) .F
du A t u Lu
dt

−
 

+ ≤  
 

δ δ   (10) 

Поскольку по предположениям теоремы 2 0,c ≤δ то в силу оценки (10) 
из неравенства (9) вытекает неравенство (5) для гладких решений 

( ),u D L∈  которое затем предельным переходом распространяется на все 
сильные решения ( )u D L∈ . 

Следствие. В предположениях теоремы для каждых { ( ), , }f t= ϕ ψF  из 

гильбертова подпространства ( ) ( )R L R L=  пространства F  сильное реше-
ние u E∈  нелокальной задачи Коши (1), (2) существует, единственно и не-

прерывно зависит от ,  f ϕ  и ψ , где ( )R L  � множество всех значений опе-
ратора L и R(L) � замыкание в F множества всех значений R(L) оператора L. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ТАЙЛИНГА  
ПРИ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ РЕАЛИЗАЦИИ  

ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ  
ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

М. А. Урбанович 
Высокая латентность каналов связи влечет за собой большие наклад-

ные расходы на коммуникации между вычислительными узлами при ра-
боте параллельного приложения, что приводит к низкой эффективности 
программной реализации алгоритма. В работе [1] была предложена идея 
разбиения на супервершины, получившая название тайлинга. Способ 
разбиения на супервершины (их форма, размеры), способ отображения 
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множества супервершин на параллельную архитектуру определяют эф-
фективность реализации алгоритма.  
Перспективность тайлинга повлекла за собой ряд исследований с це-

лью разработки методов построения оптимальных разбиений. Результа-
том этих исследований явился ряд методов оптимизации тайлинга [2-3]. 
Однако эти методы не затрагивают задачу отображения тайлов на целе-
вую архитектуру. 
Таким образом, остается актуальной задача разработки методов по-

строения оптимального тайлинга, которые в полном объеме учитывали 
бы характеристики целевой параллельной архитектуры, включая ее раз-
мерность и размеры. 
В данной работе рассмотрен метод оптимизации тайлинга при парал-

лельной реализации численного решения одномерного уравнения тепло-
проводности на параллельной системе с распределенной памятью. Для 
отображения алгоритмов используется локально последовательная гло-
бально параллельная (LSGP) стратегия [4]. Эта работа является началь-
ным этапом в распараллеливании алгоритмов с использованием техники 
тайлинга на основе LSGP стратегии. 
Рассмотрим первую смешанную задачу для уравнения теплопровод-

ности. 
В области 0 1x< < , 0 t T< <  нужно найти решение дифференциально-

го уравнения:  

 
2

2 ( , )u u f x t
t x
∂ ∂

= +
∂ ∂

  (1) 

удовлетворяющее начальному условию  
 0( ,0) ( )u x u x= , 0 1x≤ ≤   (2) 

и граничным условиям  
 1(0; ) ( )U t tµ= , 2(1; ) ( )U t tµ= , 0 t T≤ ≤   (3) 

Функции 0 1 2( ), ( ), ( ), ( ; )u x t t f x tµ µ - считаются заданными. 
Рассмотрим явную разностную задачу, которая имеет вид: 

 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1
1 12 2( ) (1 ) 2i i i i i

i i i i iy y y y
h h
τ τ τ ϕ− − −

+ −= ⋅ + + − ⋅ + ⋅ ;  (4) 

 1 1,2,..., 1i N= − ; 2 1, 2,...,i K= ; 1N h⋅ = ; K Tτ⋅ = ; 

 2

210 ( )i
iy tµ= ; 2

22 ( )i
iNy tµ= ; 2 0,1,...,i K= ;  
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1 1

0
0 ( )i iy u x= ; 1 0,1,...,i N= . 

Алгоритм вида (4) характеризуется областью вычислений V  и множе-
ством векторов зависимостей Φ . Область вычислений есть подмножест-
во точек целочисленного пространства 2Z , которое определяется как 

2
1 2{ ( , ) |1 , 1,2}m mV v i i Z i I m= ∈ ≤ ≤ = , где 1 1,I N= −  2I K= . Каждой точ-

ке 1 2( , )v i i V∈  в соответствии с алгоритмом приписана операция 
2

1 1 2( , )i
iy y i i= . Множество векторов зависимостей 2 2 1 2 1{ , , }e e e e eΦ = − + , 

где 1 (1, 0)e = , 2 (0,1)e = , отражает информационные зависимости между 
операциями алгоритма. 
С помощью техники тайлинга разобьем область вычислений алгорит-

ма двумя семействами прямых с нормальными векторами 2
1 2h h Z, ∈ . 

Получаемое при этом разбиение области V  на тайлы должно удовлетво-
рять следующим условиям: 

1) тайлы должны быть одинаковы по форме и размеру (за исключени-
ем возможно граничных),  

2) между тайлами не должно существовать обратных связей. 
Нормальные векторы 1h  и 2h  определим из конуса допустимых на-

правлений 2
0 { | 0, }K h Z h ϕ ϕ= ∈ ⋅ ≥ ∈Φ [5]. Из всех возможных вариан-

тов векторов 1h  и 2h  интерес представляет следующий: 1 2 1h e e= + , 

2 2 1h e e= − . При разбиении гиперплоскостями с такими нормальными 
векторами образуется регулярная структура с двумя векторами зависи-
мостей между тайлами 1e  и 2e . Тайл формально можно определить как 

 1 2 1 2 min min( , ) { ( , ) | ( 1) 1}i i
i i i i iu j j v i i V j r h v j rδ δ= ∈ + − ⋅ ≤ ⋅ ≤ + ⋅ −  

 1 , 1,2i
i i

i

N
j J i

r
 

≤ ≤ = = 
 

 

где min mini
iv V

h vδ
∈

= ⋅ , minmax 1 2i
i iv V

N h v N Kδ
∈

= ⋅ − + = + − , 1, 2i = . 

Вычисляя все параметры, получаем 
 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1( , ) { ( , ) | 2 ( 1) 1u j j v i i V j r i i j r= ∈ + − ⋅ ≤ + ≤ ⋅ + , 

 1 2 2 2 1 2 2 1 1 21 ( 1) , 1 1,1 }I j r i i j r I i N i K− + − ⋅ ≤ − ≤ ⋅ − ≤ ≤ − ≤ ≤ . 
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Параметры 1r  и 2r  используемые в определении тайла, задают его 
размеры и являются неизменными для всех тайлов. Также было обнару-
жено, что при выбранных 1h  и 2h , когда хотя бы одно из чисел 1r  или 2r  
является нечетным, количество вершин в тайле не одинаково. Поэтому 
будем рассматривать только четные 1r  и 2r . В этом случае тайл содержит 

1 2
2

r r⋅  вершин.  

Отобразим алгоритм (4) на целевую одномерную параллельную архи-
тектуру, состоящую из P  вычислительных узлов, которые пронумерова-
ны от 1 до P .  
Зависимость между тайлами характеризуется прямоугольной обла-

стью вычислений 2
1 2 1 1 2 2{( , ) |1 ,1 }U j j Z j J j J= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ , содержащей 

множество тайлов * 2
1 2 1 1 2 2{( , ) |1 ,1 ,U j j Z j J j J= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  2

12 2
2

N r− ⋅ − + ≤  
 

1 1 2 2 1
12 2,

2
Nj r j r r− ≤ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ + −  

 1 1 2 2
1 12 2 2

2 2
N Nj r j r− −   ⋅ + ≤ ⋅ + ⋅ ≤ ⋅ +      

 

1 22 4}K r r+ + + − и множеством векторов зависимостей 1 2{ , }u e eΦ = , где 
каждой точке 1 2( , )u j j U∈  приписана макрооперация, состоящая из 

1 2
2

r r⋅  операций ( ),y v v V∈ . 

Пусть 1
1

1

NJ P
r

 
= = 
 

, тогда возьмем 1
1

Nr
P

 =   
.  

Согласно LSGP стратегии функцию размещения определим следую-
щим образом: 1 2 1( ( , ))f u j j j= , u U∈ . 
Функция таймирования :t U Z+→  в данном случае примет вид 

 1( )t u c uτ= + ⋅ , u U∈ , 2Zτ ∈ , 1c Z∈ . 

Функция t определяет момент начала выполнения каждой макроопе-
рации алгоритма. Функция включает в себя параметры 1c  и τ . Значение 
параметра 1c  характеризует момент начала выполнения макроопераций 
на вычислительной системе. Вектор τ  в свою очередь определяет поря-
док выполнения макроопераций. 
Введем ряд обозначений. 
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Пусть 0t � время, необходимое на выполнение операции 1 2( , )y i i . То-

гда обозначим 1 2
0 2comp

r rT t ⋅
= ⋅  − время на выполнение одной макро-

операции. Далее, пусть a  − время инициализации канала связи, b  − вре-
мя, необходимое на передачу данных, обусловленных информационной 
зависимостью между макрооперациями, приписанных точкам 

1,u u e U+ ∈ . Тогда 2commT a b r= + ⋅  − время на передачу результатов вы-
полнения макрооперации по каналу связи. 
В соответствии с введенными определениями и обозначениями вектор 

τ  имеет вид: 1 2 ,( , ) ( , max{ })comp comm comp commT T T Tτ τ τ= = +  [6]. 
Момент начала выполнения макрооперации, соответствующей тайлу 

(1,1)u  есть момент начала выполнения алгоритма. Найдем константу 1c  
такую, чтобы установить этот момент в нулевое значение: 

1 1 2(1,1) 0.t c τ τ= + + =  Следовательно, (1,1) 0t =  при 1 1 2c τ τ= − − . 
Тогда, время реализации алгоритма 2 2 2( ),1T r r N≤ ≤  выражается как 
2 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 1( ) max ( )

u U
T r t u c J J J Jτ τ τ τ τ τ τ τ τ

∈
= + = + ⋅ + ⋅ + = − − + ⋅ + ⋅ + =

1 2
1 1 2

1 2
( 1) ( ) 1 max{ , }m comp comm comp comm

N NJ J T T T T
r r

τ τ
    

= ⋅ + ⋅ − = + + − =    
    

0 2 0 21 2 1
2 2

2
( ) ( 1) max{ , }

2 2
t r t rN N NP P a b r a b r

P r P
    = ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅        

 

Полученная формула, описывающая полное время реализации алго-
ритма, зависит от переменной 2r . Таким образом, при заданных парамет-
рах системы, можно минимизировать время реализации алгоритма, найдя 
оптимальное значение параметра 2r .  
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО ЗАДАЧИ КОШИ 
 ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО- ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ 
 ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ 

 ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

С. П. Ходос 
Гиперболические сингулярные дифференциально-операторные урав-

нений второго порядка с постоянными областями определения исследо-
вались в [1]. Гиперболические несингулярные дифференциально-
операторные уравнений второго порядка с зависящими от времени об-
ластями определения изучены в [2]. В настоящей работе выводится энер-
гетическое неравенство сильных решений для гиперболического сингу-
лярного дифференциально-операторного уравнений второго порядка с 
зависящими от времени областями определения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШИ 

Пусть Н � гильбертово пространство со скалярным произведением ( )⋅⋅,  
и нормой ⋅ . Рассматривается задача Коши: 

 ] [
2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   0, ,d u t B t du tLu A t u t f t t T

t dtdt
≡ + + = ∈   (1) 

  0 00, / 0t tu du dt= == = ,  (2)  

где ( )tf  и u(t) � функции переменной t со значениями в Н и ( )tA  � ли-
нейные неограниченные операторы в Н с зависящими от t областями оп-
ределения ( )( ) [ ]ТttAD ,0, ∈ . 
На операторы ( )tA  налагаются следующие условия. 
А1. При каждом [ ]Тt ,0∈  операторы ( )tA  самосопряжены в Н и 
( )( ) ( )( )2

1 1, , 0A t u u c u u D A t с≥ ∀ ∈ > . 
А2. Обратные операторы 1( ) (]0, [,t TA L−

∞∈ ℒ ( ))H  к операторам ( )tA  
сильно непрерывны по [ ]Тt ,0∈  в Н и при почти всех ] [Tt ,0∈  имеют в Н 
сильную производную 1( ) / (]0, [,t dt TdA L−

∞∈ ℒ ( )H ) , которая при почти 
всех ] [Tt ,0∈  удовлетворяет неравенству [2] 

  1 1
2(( ( ) / ) , ) ( ( ) , ) ,dA t dt g g c A t g g g H− −− ≤ ∀ ∈  02 ≥c .  (3)  

В1. При каждом [ ]Тt ,0∈  для замкнутых операторов ( )tB  в Н с зави-
сящими от t областями определения ( )( )tBD  выполняется оценка  



 59

 ( )( ) ( )( )tBDuutcuutB ∈∀≤− 2
3,Re , 3 0c ≥ .  (4) 

Выведем энергетическое неравенство для сильных решений постав-
ленной задачи Коши. 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ КОШИ 

Сначала введем нужные пространства. Обозначим ℋ= ( )2 ]0, [,L T H . 
За пространство сильных решений задачи Коши (1), (2) возьмем гильбер-
тово пространство Е, получающееся замыканием множества  

{( )D L u= ∈ℋ ( )( ) ( )( ) ( )( )*: ( ) , ( ) , ( ) ,u t D A t du t dt D B t u t D B t∈ ∈ ∈
2

2; ( ) ( )0, ,du t d u tt Т
dt dt

  ∀ ∈ ∈ℋ
*( ) ( ); , , ( )B t du B t u A t u

t dt t
∈ℋ }(0); (0) 0duu

dt
= = ,  

по эрмитовой норме ( )
0

1/ 222 1/ 2T

Eu du dt A t u dt  = +    ∫ , где )(* tB �

сопряженные операторы к операторам ( )tB , *( ( ))D B t  � их области опре-
деления и ( )tA 2/1 � квадратный корень операторов ( )tA . За пространство 
правых частей f  уравнения (1) возьмем банахово пространство F, кото-

рое получается замыканием множества ℋ по норме 

  ( ) 0
0

sup ( , ) ,
v

T

Ff T t f v dt v
  
 
  

= −∫  v∈ℋ, 
1/2

2
0

0

T
v v dt 

 
 

= ∫ .  

Пространство F является множеством всех антилинейных непрерыв-
ных функционалов на гильбертовом пространстве 1E  с эрмитовой нор-

мой 2

0

1/ 2
2

1
( ) .

T

Ew T t w dt− = −  ∫  

Задача Коши (1), (2) эквивалентна линейному неограниченному опе-
ратору FtDEL →⊃ )(:  с плотной областью определения )(LD , который 
допускает сильное замыкание .)(: FLDEL →⊃  
Лемма. Если операторы )(tA  удовлетворяют условию А1 и множест-

во )(LD  плотно в ℋ, то оператор L замыкаем. 
Доказательство. Согласно критерию замыкаемости линейных опера-

торов требуется показать, что если ( ),  0n n Eu D L u∈ →  и 0→− Fn fLu  
при ∞→n , то f=0. Значение функционала f на 1E  для )(LDv∈∀  после 
однократного интегрирования по t по частям равно  
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0 0

, ( )( , ) , ( )lim lim
T T

n
nn n

du df v T t Lu v dt T t v dt
dt dt→∞ →∞

 
 
 

= − = − − +∫ ∫  

 
*

0 0

( )( ) , ( )( , ( ) ) 0lim lim
T T

n
nn n

du B tT t v dt T t u A t v dt
dt t→∞ →∞

 
  
 

+ − + − =∫ ∫ . 

Отсюда заключаем, что 0=f , так как из ( )D L =ℋ следует плотность 
множества функций { })(:)( LDvvtTw ∈−=  в 1E . 
По определению сильного замыкания L  функция )(LDu∈ � область 

определения оператора L , если существует такая )(LDun ∈  и Ff ∈ , что 
0→− En uu  и 0→− Fn fLu  при ∞→n . При этом полагают 

fLuuL nn
==

∞→
lim . 

Определение. Решения )(LDu∈  операторного уравнения ,Lu f=  
,f F∈  называются сильными решениями задачи Коши (1), (2). 

3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО 
Выведем энергетическое неравенство (5) для решений задачи (1), (2). 
Теорема. Если выполняются условия А1, А2, В1 и множество )(LD  

плотно в ℋ, то имеет место неравенство 
  { }5 5 2 3( ), 2 (max ,2 )E F

u c Lu u D L c exp c c T≤ ∀ ∈ = . (5) 

Доказательство. Воспользуемся сглаживающими операторами 
1 1( ( )) , 0A I A tε ε ε− −= + ≥ , из [2] со следующими свойствами. 
a) Норма 1Aε

− ℒ ( )H  1≤ , [ ]0, 0,t Tε∀ > ∀ ∈ . 

b) Равномерно по t в H операторы 1A g gε
− →  при 0→ε  для Hg∈∀ . 

c) При почти всех ]0, [t T∈  в Н существуют сильные производные 

 1( ) (]0, [,dA t dt L Tε
−

∞∈ ℒ ( ))H , 0,ε > и  

 0),()()()(1))()(( 1
1

1
11

>−=−= −
−

−
−−

ε
ε ε

ε
ε

εε tAtA
dt

dAtAtA
dt

dA
dt

tAtAd .  (6) 

Интегрируя по t один раз по частям, для 0≥∀с  и )(LDu∈∀  находим 

 

( ) 1

0

( ) ( )1

0 0
,

( ) , ( )

2Re ( ) ( ) , ( ) ( ) ( , )

T c T t

T Tc T t c T t

du
dt

t

e A t u A t dt

due T t A t u A t dt e T t u u d
dt

− −

− −−

 
 
 

 
 
 

=∫

= − + − Φ∫ ∫

ε

ε ε

 (7) 

где в силу равенства (6) и неравенства (3) форма ),( uuεΦ  оцениваться  
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 ( )1 1

1 1 1
2

( , ) ( ( ( ) ( )) / ) , ( ( ) , ( ) )

( ( ) , ( ) ( ) ) ( ( ) , ( ) ).

u u d A t A t dt u u c A t u A t u

c A t u A t A t u c A t u A t u

ε ε ε

ε ε ε

− −

− − −

Φ = − ≤

≤ −
  (8) 

Из равенства (7) в силу (8) и свойства b) при 0ε →  имеем неравенство  

 

2( ) ( )1/ 2

0 0

2( ) 1/ 2
2

0

( ) 2Re ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

T Tc T t c T t

T c T t

due A t u dt e T t A t u dt
dt

c c e T t A t u dt

− −

−

 ≤ − +∫ ∫  
 

+ − −∫

 (9) 

Интегрируя по t один раз по частям, для 0≥∀с и )(LDu∈∀  получаем 

 
2 22

( ( ( )
2

0 0 0

) )2Re ( ) , ( )
T T Tc T t c T t c T tdu d u du due dt e T t dt c e T t dt

dt dt dtdt
− − − 

≤ − − −∫ ∫ ∫ 
 

. 

Сложим это равенство с неравенством (9) и при 2сс ≥∀  придем к  

 

2 2( ) ( )1/ 2

0 0

2
(( )

0 0

( ) 2Re ( ) ,

( ) )2Re ( ) , ( ) .

T Tc T t c T t

T T c T tc T t

du due A t u dt e T t Lu dt
dt dt

B t du du due T t dt c e T t dt
t dt dt dt

− −

−−

   + ≤ − − ∫ ∫      

 − − − −∫ ∫ 
 

  (10) 

Здесь левая часть оценивается снизу через 2
Eu , а правая часть соглас-

но неравенству (4) при 32cc ≥∀  оценивается сверху через 

6 ( )

0
0

(

0

)2Re ( ) , 2 ( ) , /
T c T t

E

T c T t du du due T t Lu dt T t Lu e dt u
dt dt dt

−−     − ≤ − =∫     
    

∫  

( ) { }6 ( )

00
6

6 2 32 ( ) , / 2 , max ,2 .
T c t T

E

c T
F ET t Lu v dt e v u e Lu u c c c− = − ≤ = 

 ∫
В результате из неравенства (10) получаем неравенство (5) сначала для 
гладких решений )(LDu∈ , которое потом распространяется предельным 
переходом на все сильные решения ( )u D L∈ . 
Следствие. Из неравенства (5) вытекает корректность в сильном 

смысле задачи Коши (1), (2) на подпространстве )()( LRLR =  простран-
ства F, где ( )R L  � множество всех значений оператора L  и )(LR  � за-
мыкание в F множества всех значений )(LR  оператора L. 
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О КОНЕЧНОЙ ХАРАКТЕРИЗУЕМОСТИ  
ОДНОГО КЛАССА РЕБЕРНЫХ ГРАФОВ 

ГИПЕРГРАФОВ ОГРАНИЧЕННОГО РАНГА 
В КЛАССЕ РАСЩЕПЛЯЕМЫХ ГРАФОВ 

К. Н. Щемелева 
Рассматриваются конечные неориентированные графы без петель и 

кратных ребер. Множества вершин и ребер (гипер)графа H обозначаются 
VH и EH соответственно. Если N(v) = NG(v) � окружение вершины v в 
графе G, то deg(v) = degG(v) = |N(v)| � степень вершины v; если X VG⊆ , 
то G(X) � подграф, порожденный множеством X.  
Кликой называется множество попарно смежных вершин графа; мак-

симальная клика максимальна относительно включения. Конечное се-
мейство 1 2( , , , )qQ C C C= K  клик графа G  называется покрытием этого 
графа, если каждая вершина и каждое ребро графа G  входит хотя бы в 
одну из клик iC . При этом клики iC  называются кластерами покрытия 
Q. Покрытие Q графа называется m-ограниченным, если любые два кла-
стера из Q имеют не более m общих вершин, и r -покрытием, если любая 
вершина графа входит не более чем в r кластеров из Q.  
Реберный граф ( )L H  гиперграфа H  определяется условиями: 
( )VL H EH= , и две вершины смежны в ( )L H , если и только если соот-

ветствующие ребра гиперграфа H  пересекаются.  
Рангом гиперграфа H называется число rank( ) max

E EH
H E

∈
= ; кратность 

пары вершин u, v гиперграфа H � это число { }m( , ) : ,u v E EH u v E= ∈ ∈ ; 

,
m( ) max m( , )

u v VH
H u v

∈
=  � кратность гиперграфа.  

Пусть r, m � произвольные целые числа, 2r ≥ , 1m ≥ . Введем обозна-
чение { }( ) : rank( ) , m( )m

rL L H H r H m= ≤ ≤ .  

Класс m
rL  � наследственный, и, поэтому, может быть охарактеризован 

посредством списка (конечного или бесконечного) запрещенных порож-
денных подграфов. Известно, что для любого m класс 2

mL  характеризует-
ся конечным списком запрещенных порожденных подграфов. Следова-
тельно, существует полиномиальный алгоритм распознавания графов из 
этого класса. Поэтому далее считаем, что 3.r ≥   
Известно, что задача распознавания 1

rG L∈  является NP-полной [1]. 
Поэтому для класса 1

rL  не существует конечной характеризации в терми-
нах запрещенных порожденных подграфов. Сложность задачи распозна-
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вания ,m
rG L∈  2m ≥ , пока неизвестна. Однако в [2] доказано, что класс 

3
mL  для любого 2m ≥  не характеризуется конечным списком запрещен-
ных порожденных подграфов.  
Граф G называется расщепляемым, если существует разбиение мно-

жества его вершин VG C S= U  на клику С и независимое множество S 
(полярное разбиение). Далее считаем, что в полярном разбиении 
VG C S= U  расщепляемого графа G клика C является максимальной.  
В [3] доказано, что для каждого фиксированного r графы из 1

rL  харак-
теризуются конечным списком запрещенных порожденных подграфов в 
классе расщепляемых графов. Нами доказывается аналогичный факт для 
класса m

rL .  
Из теоремы Бержа [4], описывающей для заданного графа G все ги-

перграфы H такие, что ( )L H G= , вытекает следующее утверждение:  
Теорема 1. Граф G принадлежит классу m

rL , если и только если для 
него существует m-ограниченное r-покрытие.  
Обозначим 2( , ) ( 1) 1f r m m r r= − + + . Клика С графа G называется 

( , )r m -большой, если ( , ).C f r m≥  

Лемма 1. Пусть m
rG L∈ , С � максимальная ( , )r m -большая клика гра-

фа G. Тогда С является кластером каждого m-ограниченного r-
покрытия графа G.  
Доказательство. Пусть 1 2, ,..., kA A A  � кластеры m-ограниченного r-

покрытия А графа G, пересекающиеся с кликой С, причем С не является 
кластером А. Тогда 1 2( , , , )kB B B B= K , где i iB A C= I , есть m-
ограниченное r-покрытие графа ( )G C , и (согласно максимальности С) 

iB C≠  для любого 1,i k= . Пусть, не ограничивая общности, вершина v 
из C входит в первые t кластеров 1 2, ,..., tB B B  покрытия B, t r≤ . Неслож-
но показать, что iB mr≤  и \ ( 1)i jB B m r≤ −  для любых , 1,i j t= . Отсюда 
вытекает следующая цепочка неравенств:  
 1 2 1 2 1\ ( 1),B B B B B mr m r= + ≤ + −U  

 1 2 3 1 2 3 1 2\ ( )
( ( 1)) ( 1) 2 ( 1),

B B B B B B B B
mr m r m r mr m r

= + ≤

≤ + − + − = + ⋅ −

U U U U
 

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
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 1 1 1 1 1\ ( )
( ( 2) ( 1)) ( 1) ( 1) ( 1).

t t t tB B B B B B B
mr t m r m r mr t m r

− −= + ≤

≤ + − − + − = + − ⋅ −

UKU UKU UKU
 

Учитывая, что 1 tC B B= UKU  и t r≤ , имеем:  
2( 1) ( 1) ( 1) ( , )C mr r m r m r r f r m≤ + − − = − + < .  

Полученное противоречие и доказывает лемму.  
Замечание. Легко показать, что значение ( , )f r m  не улучшаемо уже 

при 3r =  и 1m = .  
Лемма 2. Существует конечный список 1F  запрещенных порожден-

ных подграфов такой, что расщепляемый граф G  с плотностью 
( ) ( 1) 2G r m rϕ ≥ − + , 2m ≥ , принадлежит классу m

rL , если и только если 
G не содержит порожденных подграфов из 1F .  
Доказательство. Пусть kR  � граф, полученный из полного графа 

( , )f r mH K=  добавлением новой вершины, смежной ровно с k вершинами 

из Н. Положим { } { }1 1, 1: 1 ( , ) 1k rR r m k f r m K += + ≤ ≤ − ∪F , где 1, 1rK +  � 
звезда с 1r +  концевыми вершинами.  
С помощью теоремы 1 и леммы 1 непосредственно проверяется, что 

никакой граф из 1F  не принадлежит m
rL . Поэтому необходимость утвер-

ждения вытекает из наследственности класса m
rL .  

Докажем достаточность. Пусть VG C S= U  � полярное разбиение гра-
фа G, { }1, , pS v v= K . Поскольку C � максимальная клика и 

2 2( ) ( 1) 2 ( 1) 1 ( 1) 1 ( , )C G r m r mr r mr m r f r mϕ= ≥ − + = − − + ≥ − − + = , то, 
в силу запрещенности графов kR , 1 ( , ) 1r m k f r m+ ≤ ≤ − , имеем 
deg( )v r m≤  для каждой вершины v из S. Согласно запрещенности 1, 1rK + , 
имеем ( )N u S r≤I  для каждой вершины u из C. Покажем, что на самом 
деле для каждой вершины u из C верно ( ) 1N u S r≤ −I . Пусть это не 
так. Допустим, не ограничивая общности, что вершина u из C смежна с 

вершинами 1, , rv vK  из S, r p≤ . Так как deg( )iv r m≤  и 
1

( )
r

i
i

u N v
=

∈I , то 

11
( ) (deg( ) 1) 1 ( 1) 1 ( )

r r

i i
ii

N v v r m r Gϕ
==

≤ − + ≤ − + <∑U . Следовательно, суще-

ствует вершина u′  из C, не смежная ни с одной из 1,..., rv v . Но тогда 
1 1, 1( , , , , )r rG u u v v K +′ ≅K , что невозможно.  



 65

Построим теперь m-ограниченное r-покрытие графа G. Поскольку 
deg( )iv r m≤  для любого 1, ,i p= K , то существует разбиение 

1( )
ii i isN v C C= UKU , где ij ilC C =∅I , { }, 1, , ij l s∈ K , j l≠ , ijC m≤ , 

is r≤ . Очевидно, что семейство клик { }( ): 1, , 1,ij i iC v i p j s= =U  вместе с 
кликой C есть m-ограниченное r-покрытие графа G. Лемма доказана.  
Лемма 3. Существует конечный список 2F  запрещенных порожден-

ных подграфов такой, что расщепляемый граф G  с плотностью 
( ) ( 1) 1G mr rϕ ≤ − +  принадлежит классу m

rL , если и только если G не со-
держит порожденных подграфов из 2F .  
Доказательство. Пусть VG C S= U  � полярное разбиение графа G. 

Занесем в список 2F  граф 1, 1rK + . В силу запрещенности 1, 1rK + , имеем 
( )N u S r≤I  для любой вершины u из C. Следовательно, 

( ) (( 1) 1)( 1)
u C

G C S C N u S r m r r
∈

= + ≤ + ≤ − + +∑ I , т. е. порядок графа 

G ограничен константой, зависящей от r и m. Занесем в список 2F  все не 
принадлежащие классу m

rL  расщепляемые графы H такие, что 
(( 1) 1)( 1)H rm r r≤ − + + . Очевидно, что построенный конечный список 

2F  является искомым. Лемма доказана.  
Из лемм 2 и 3 вытекает следующее утверждение: 
Теорема 2. Существует конечный список F  запрещенных порож-

денных подграфов такой, что расщепляемый граф G  принадлежит 
классу m

rL , если и только если G не содержит порожденных подграфов 
из F .  
Доказательство. В качестве искомого списка F  можно взять объе-

динение списков 1F  и 2F  из лемм 2 и 3. Теорема доказана.  
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ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ И НАПРЯЖЕНИЯ В ЗАДЕЛАННОМ 
ПО КОНЦАМ ПЛОСКОМ КРИВОМ БРУСЕ ПРИ ПРОИЗВОЛЬ-
НОМ МЕСТЕ ПРИЛОЖЕНИЯ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ НАГРУЗКИ 

С. С. Щербаков  
Рассмотрим плоский кривой брус, представляющий собой арку радиу-

са R, концы которой заделаны в точках A и B, а радиальная P и касатель-
ная fP (f � коэффициент трения) нагрузки приложены в некоторой точке 
стержня, определяемой углом ϕ  (рис. 1). 
Система трижды статически неопределима, т.к. число неизвестных 

величин (реакций опор) на три единицы превышает число независимых 
уравнений статики, которые могут быть составлены для рассматривае-
мой модели. 
Наиболее широко применимым в машиностроение общим методом 

раскрытия статической неопределенности упругой модели является ме-
тод сил [1, 2]. Он заключается в том, что заданная статически неопреде-
ленная модель освобождается от дополнительных внешних связей, а их 
действие заменяется активными силами. Величина активных сил в даль-
нейшем подбирается так, чтобы перемещения соответствовали тем огра-
ничениям, которые накладываются на модель отброшенными связями.  

 
Рис. 1. Общий вид исследуемой модели 

1. Шесть реакций опор XA, XB, YA, YB, MA, MB представлены на рис. 1.  
2. Построим основную модель для исследуемого случая. Для этого 

заменим реакции XB, MB, MA на активные нагрузки X1, X2, X3, соответст-
вующим образом изменив закрепление бруса в точках A и B (рис. 2).  
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Рис. 2. Основная модель 

Условия геометрической неизменяемости модели можно сформулиро-
вать следующим образом: 
 013132121111 =δ+δ+δ+δ=δ PXXX , 

 023232221212 =δ+δ+δ+δ=δ PXXX ,  (1) 

 033332321313 =δ+δ+δ+δ=δ PXXX , 

где δ1 � перемещение точки B в направлении силы X1, то есть горизон-
тальное перемещение шарнира, δ2 и δ3 � изменения углов поворота балки 
по отношению к горизонтальной линии в точках B и A соответственно, 
δiP (i=1,2,3) � перемещение в направлении силы Xi под действием внеш-
них нагрузок P и fP, δik (i,k=1,2,3) � взаимное смещение точек модели в 
направлении силы Xi под действием единичной нагрузки, приложенной в 
направлении Xk. 
Для того чтобы получить значения δij и δiP воспользуемся формулой 

Мора для упругих деформаций: 

 ψ=δ ∫
π

Rd
EI
MM ji

ij
0

, ψ=δ ∫
π

Rd
EI
MM Pi

iP
0

,  (2) 

где Mi(ψ) � изгибающий момент в каждой точке балки при расчете, учи-
тывающем действие на модель лишь одной активной нагрузки � единич-
ной силы, приложенной в направлении силы Xi, MP(ψ) � изгибающий 
момент в каждой точке балки, находящейся под действием активных сил 
P и fP, ψ � координата точки в полярной системе координат, начало от-
счета которой находится в точке O, нулевой угол соответствует горизон-
тальному направлению радиус-вектора ОВ. 
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Чтобы вычислить интегралы Мора необходимо определить значения 
изгибающих моментов Mi и MP. 
Решая уравнения равновесия для системы, одновременно нагружен-

ной лишь одной единичной активной силой (при всех остальных актив-
ных силах равных нулю), получим выражения для Mi: 
  ψ=ψ= sinsin11 RRXM .  (3) 

  )cos1(
2
1)cos1( 22 ψ+=+ψ−= XRYM B ,  (4) 

  )cos1(
2
1)cos1(3 ψ−−=ψ−= RYM B ,  (5) 

Для изгибающего момента MP получим: 
 )cos1( ψ−= RYM BP , при ϕ<ψ<0 ,  (6) 

 ))cos(1()sin()cos1( ϕ−ψ−−ϕ−ψ−ψ−= fPRPRRYM BP ,  (7) 

при π<ψ<ϕ . 
Подставляя полученные выражения для моментов (3) � (7) в (2), после 

необходимых преобразований получим значения перемещений δij, δiP: 

 
EI
R3

11 2
1 π

=δ , 
EI
R 2

2112 =δ=δ , 
EI
Rπ

=δ
8
3

22 , 
EI
Rπ

−=δ=δ
8
1

3223 , 
EI
Rπ

=δ
8
3

33 , 

 
EI
R 2

3113 −=δ=δ , )sin)1(cos)((
2

3

1 ϕ−ϕ+ϕϕ−π=δ f
EI

PR
P ,  (8) 

 )sin)232(cos)234(434(
8

3

2 ϕϕ−π++ϕϕ−π+−+ϕ+π−−=δ fffff
EI

PR
P , 

 )sin)210(cos)24(44(
8

3

3 ϕϕ+π+−+ϕϕ+π+−+ϕ+π−−=δ fffff
EI

PR
P . 

Решив, учитывая (8), систему (1), найдем неизвестные активные силы 
X1, X2 и X3, и, следовательно, получим значения реакций опор XB, MB, MA: 
 1XX B = , 2XM B = , 3XM A = .  (9) 
Составим уравнения равновесия для исходной исследуемой модели и 

найдем другие три неизвестные реакции опор XA, YA, YB: 
После определения реакций опор становится возможным расчет изги-

бающего момента M, продольного N и поперечного Q усилий в стержне: 
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







π<ψ<ϕ
+ϕ−ψ−−ϕ−ψ−ψ+ψ−

ϕ<ψ<+ψ+ψ−
=

,  при
,))cos(1()sin(sin)cos1(  

,0  при  ,sin)cos1(

BBB

BBB

MfPRPRRXRY
MRXRY

M

 

 








π<ψ<ϕ
ϕ−ψ+ϕ−ψ−ψ+ψ−

ϕ<ψ<ψ+ψ−
=

,  при
 ),cos()sin(sincos 

,0  при  ,sincos
fPPXY

XY
N BB

BB

  (10) 

 




π<ψ<ϕϕ−ψ−ϕ−ψ−ψ+ψ
ϕ<ψ<ψ+ψ

=
,  при  ),sin()cos(cossin

,0  при  ,cossin
fPPXY

XY
Q

BB

BB  

Эпюры внутренних усилий представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Внутренние усилия в стержне при 2/π=ϕ , P=1, R=1 и f=0.05 

Для определения изгибных напряжений в кривом брусе воспользуем-
ся следующими формулами: 

 ( )yreF
My

n

M
yy −

=σ )( , 
F
NN

yy =σ )( , 
y

yQ
yz bJ

zQS )()( =σ ,  (11) 

где nrRe −= , rn � радиус нейтральной линии, R � радиус средней линии, 
F � площадь поперечного сечения бруса, Jy � момент инерции сечения 
бруса относительно его нейтральной линии, b=b(z) � ширина сечения на 
уровне, где определяют )(Q

yzσ , Sy(z) � абсолютная величина статического 
момента относительно нейтральной линии той части площади F(z), кото-
рая заключена между линией, где определяют )(Q

yzσ , и краем сечения. 
Дальнейшее изучения силовых систем [3] производится на основе ре-

зультатов полученных при исследовании данной модели. 
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ФАКУЛЬТЕТ РАДИОФИЗИКИ И ЭЛЕКТРОНИКИ 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ  
ДЛЯ ЗАПОЛНЕННЫХ И РАЗРЕЖЕННЫХ МАТРИЦ 

А. М. Дежурко, А. Е. Верхотуров 
При исследовании ряда физических проблем возникает необходимость 

решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) большой 
размерности имеющих разреженную матрицу. На решение такой системы 
обычными методами может быть затрачено огромное количество време-
ни. Для сокращения времени решения можно разработать специальный 
параллельный алгоритм, который, используя ресурсы мульти-
процессорной системы, найдет необходимое решение достаточно быстро. 
Метод сопряженных градиентов (МСГ) � это численный метод реше-

ния систем линейных алгебраических уравнений. Достоинством метода 
является быстрота работы при больших размерах матриц. Метод сопря-
женных градиентов � это методом первого порядка, в то же время ско-
рость его сходимости квадратичная. Этим он выгодно отличается от 
обычных градиентных методов. При применении метода сопряженных 
градиентов огромное время занимают такие подзадачи как перемноже-
ние матрицы на вектор, умножение вектора на число, сложение векторов. 
Эти задачи можно выполнять параллельно, используя многопроцессор-
ные системы. Основной целью данной научной работы и является поиск 
наилучшего способа распределения вычислений между процессами. 
МСГ применяется к СЛАУ: nR, ;  ∈= bxbAx   с симметрической по-

ложительно-определенной [ ]nn×  � матрицей. Решение ищется в виде 
..,.,,k, kkkk 210  1 =+=+ pxx α , где kα  � параметр, kp  � вектор сопря-

женного градиента, k � номер итерации. Причем, число итераций, необ-
ходимое для вычисления точного решения в отсутствии ошибок округ-
ления, известно и равно N � размерности системы [1�3]. 
Метод сопряженных градиентов хорошо распараллеливается с помо-

щью слоистого распределения данных. Каждый процесс получает свою 
часть матрицы A и вычисляет свою часть вектора x. Так же для работы ал-
горитма необходимо обеспечить обмен данными между процессами. Оче-
видно, что чем более равномерно будут распределены вычисления и чем 
меньше будет объем пересылок, тем лучше будет параллельный алгоритм. 
Описанный выше алгоритм был реализован на языке C++ в стандарте 

MPI. Результаты тестирования алгоритма для матриц различного размера 
приведены ниже, на рис. 1. 
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Довольно часто на практике 
в ряде конкретных физических 
задач возникает необходи-
мость решения систем линей-
ных алгебраических уравнений 
с матрицей специального вида. 
Одним из наиболее распро-
страненных видов таких мат-
риц является симметричная 
пятидиагональная матрица. 
При решении СЛАУ с такой 

матрицей обычным методом 
сопряженных градиентов, мно-
го времени будет затрачено 
впустую на операции с нуле-

выми элементами. Таким образом, для уменьшения времени решения 
СЛАУ следует разработать специальный МСГ. Новый параллельный ал-
горитм МСГ должен в первую очередь выполнять меньшее количество 
вычислений, а во вторую очередь у него должен сократиться объем пере-
сылок.  
Основной объем вычислений в МСГ занимает произведение матрицы 

СЛАУ на вектор сопряженного градиента. Для написания алгоритма рас-
чета такого произведения для разреженной матрицы, прибегнем к не-
большой хитрости, продлив диагонали b, c, d, e и вектор сопряженного 
градиента p, как это показано на рис. 2. 
Дополнительные элементы диагоналей и вектора p заполним нулями. 

Тогда формулу для расчета произведения матрицы на вектор сопряжен-
ного градиента для любого процесса можно записать в следующем про-
стом виде: 

A_p[i]=p[i+a_D]*a[i]+p[i+b_D]*b[i]+p[i+c_
D]*c[i]+p[i+d_D]*d[i]+p[i+e_D]*e[i], где 
a_D, b_D, c_D, d_D, e_D некоторые 
смещения относительно начала век-
тора p, характерные для каждого 
процесса. 
Основной целью уменьшения пе-

ресылок алгоритма является умень-
шение пересылок векторов сопря-
женных градиентов, так как осталь-
ные пересылки по сравнению с этой 
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Рис. 1. Зависимость ускорения алгоритма 
от числа процессоров
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Рис. 2. Схема расчета произведения A*p 
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незначительны. Будем рас-
сматривать класс матриц, 
ненулевые элементы кото-
рых сосредоточены в до-
вольно узкой полосе около 
главной диагонали. Тогда, 
каждому процессу понадо-
бится не весь вектор сопря-
женного градиента, а только 
его часть. Для каждого про-
цесса следует рассчитать массивы распределения, которые будут пока-
зывать, какую часть вектора сопряженного градиента нужно послать ка-
ждому из процессов. Далее с помощью операций коллективного обмена 
и этих массивов легко организовать пересылку необходимых данных. 
Для оценки временных характеристик алгоритма был проведен срав-

нительный ана лиз времени решения СЛАУ для МСГ и МСГ для разре-
женных матриц. Результаты анализа отражены в таблице. 
На рис. 3 отображена зависимость ускорения алгоритма от числа про-

цессоров. 
Таким образом, был разработан и реализован параллельный алгоритм 

решения систем линейных алгебраических уравнений методом сопря-
женных градиентов для заполненных и разреженных матриц. Данный ал-
горитм показал хорошие результаты при тестировании. Применение па-
раллельного алгоритма МСГ может существенно сократить время реше-
ния громоздких задач, заключающих в себе большие СЛАУ. 
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Таблица
Анализ времени выполнения МСГ  

для разреженных матриц 
Размер матрицы Время, с 

(МСГ) 
Время, с 
МСГ_РМ) 

(МСГ)/ 
(МСГ_РМ) 

100×100 0,008 0,0047 1,70 
500×500 0,4 0,006 66,67 

1000×1000 1,72 0,007 245,71 
2000×2000 7,2 0,01 720,00 
3000×3000 22,7 0,022 1031,82 
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Рис. 3 Зависимость ускорения алгоритма 
от числа процессоров
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ОБНАРУЖЕНИЕ ПАТОЛОГИЙ ГОЛОСОВОГО АППАРАТА  
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДОВ  

АВТОМАТИЧЕСКОГО РАСПОЗНАВАНИЯ ДИКТОРОВ 

С. В. Демидчик 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время существует достаточно большое количество про-
фессиональных методов диагностики и выявления различных заболева-
ний и патологий голосового аппарата (ларингоскопия, стробоскопия и 
др.). Однако данным методам присущ ряд определенных недостатков. В 
связи с этим в последнее время стали интенсивно развиваться неинва-
зивные методы диагностики речевых заболеваний, основным из которых 
является акустический анализ. Данный метод обладает рядом преиму-
ществ, которые дают возможности для его широкого применения. Среди 
преимуществ данного средства диагностики заболеваний следует отме-
тить достаточно высокую скорость проведения обследования, а также 
отсутствие какого-либо дискомфорта для пациента, поскольку в данном 
случае анализируется лишь записанный речевой сигнал, произнесенный 
человеком.  

2. ОБЩАЯ СХЕМА СИСТЕМЫ ОБНАРУЖЕНИЯ БОЛЕЗНЕЙ 

Как было показано в [1], из всего многообразия звуков наилучшим 
индикатором состояния голосового аппарата являются ударные гласные 
фонемы. Поэтому предложенная схема системы обнаружения патологий 
основана на анализе отдельно взятых гласных звуков. На рис.1 приведена 
общая структура предложенной системы.  
Этап 1: получение векторов-признаков на основе мел-кепстральных 

Рис.1. Структурная схема системы классификации 

Этап 1: 
Построение векторов 

признаков 

Этап 4: 
Принятие решений 

Этап 2: 
Удаление тишины

Этап 3: 
Извлечение 
гласных 

ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ 
ОБРАБОТКА 



 74

коэффициентов [2]. Существует несколько методов получения мел-
кепстральных коэффициентов. На рис. 2 приведены основные шаги, не-
обходимые для их получения. 
На основе данного алгоритма были получены векторы признаков, со-

стоящие из 12 (MFCC12) и 24 (MFCC24) мел-кепстральных коэффициен-
тов, а также векторы признаков, включающие значение энергии сигнала 
(MFCC+E).  
Этап 2: на данном шаге из сигнала удалялись фреймы с тишиной. 

Определение фреймов с тишиной производилось при помощи сравнения 
порога (ТTFE) и общей энергии фрагмента. ТTFE вычисляется адаптивно, 
чтобы учесть эффект естественного изменения громкости. В начале для 
всего аудио-фрагмента вычисляются минимальное (Emin), максимальное 
(Emax), и среднее (Еµ) значения энергии. Затем проверяются 2 условия: 

1. Emax > минимального уровня энергии текущего фрейма; 
2. Emax >> Emin . 
Если условия не выполняются, то считается, что фрагмент содержит 

только тишину и дальнейшая обработка прекращается. Иначе вычисля-
ется ТTFE: 

 ( )min minλTFE sT E E Em= + Ч -  (1) 

где 0 1s< λ ≤ . sλ � коэффициент тишины, который определяет пороговое 
значение между Emin и Еµ, соответствующее тишине. Если общая энергия 
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фрагмента меньше ТTFE, то он классифицируется как тишина, иначе � как 
не-тишина.  
Этап 3: поскольку гласные звуки являются хорошим индикатором со-

стояния голосовых связок, на данном этапе производилось извлечение 
только гласных звуков из аудиосигнала. Их извлечении производилось 
путем оценки наибольшего значения энергии частотного диапазона 
(dominant band energy ratio � DBER) и оценки основной частоты [3]. 
Гласные звуки представляют собой последовательность гармонических 
тонов и их спектральная энергия достаточно сильно локализована. В 
согласных же звуках, в основном, преобладают шумовые компоненты, 
вследствие чего их спектральная энергия значительно рассеивается по 
частотному диапазону.  
Этап 4: используя обработанные на предыдущих этапах данные, 

классификатор на основе статистик второго порядка [4] распределяет 
входные данные по трем классам: класс здоровых голосов, класс голосов 
с патологиями и неопределенный класс. В неопределенный класс попа-
дали те записи, которые классификатор не смог отнести к первым двум 
классам.  
Классификатор предварительно проходил процедуру обучения. Все 

записи произвольным образом были разбиты на два набора: обучающий 
набор и тестовый набор. Обучающий набор (1/3 всех записей) использо-
вался для создания базы данных моделей здоровых голосов и голосов с 
патологиями. После обучения на классификатор подавались записи из 
тестового набора. С помощью различных мер расстояний классификатор 
принимал решение о принадлежности входной записи к одному из вы-
шеупомянутых классов. Для каждого вида меры расстояния и типа век-
тора признаков эксперимент повторялся 20 раз. Файлы из базы случай-
ным образом разбивались на эталонное и тестовое множества в пропор-
ции 1:2.  

3. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для проведения эксперимента совместно с фониатрами Республикан-
ского центра патологий слуха голоса и речи была создана база записей 
речевых сигналов, где каждой записи сопоставлен диагноз врача-
фониатра. В настоящее время база насчитывает свыше 300 записей об-
щей длительностью более 20 часов.  
В таблице приведены значения полученной точности классификации 

для различных мер подобия di [4], которые применялись в качестве клас-
сификатора при исключении блоков предварительной обработки сигнала 
(Этапы 2 и 3, рис. 1). 
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате проведенного экспери-
мента была продемонстрирована возмож-
ность создания системы автоматического 
обнаружения патологий голосового аппа-
рата. Были определены оптимальные па-
раметры работы классификатора на осно-
ве статистик второго порядка. Получено 
значение точности классификации поряд-
ка 89% для предварительно необработан-
ных фрагментов речи. При включении 
блока дополнительной обработки (Этапы 
2 и 3, рис. 1) была достигнута точность 
99% для некоторых случаев тяжелых па-
тологий.  
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ВЛИЯНИЕ НИЗКОИНТЕНСИВНОГО ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
НА ТЕМПЕРАТУРУ ОБЛУЧАЕМОЙ ТКАНИ 

Т. А. Железнякова 

ВВЕДЕНИЕ 

Повышение эффективности лечения заболеваний кожи является важ-
ной задачей дерматологии. Одним из путей ее решения является разра-
ботка новых или совершенствование известных способов взамен тради-
ционным (инъекции с помощью шприца, таблетки и микстуры, мази, 
компрессы и аппликации, лекарственный электро- и фонофорез).  
Одним из перспективных методов является лекарственный лазерофо-

рез (ЛЛФ), суть которого заключается в сочетанном воздействии на ор-

Таблица 1
Зависимость точности 
классификации от типа 
векторов признаков 

 Величина ошибки, % 
Мера по-
добия MFCC12  MFCC+E MFCC24

d1  23 32 24 
d2 16 28 17 
d3  24 41 22 
d4  41 53 39 
d11 22 31 21 
d12 46 55 45 
d14 34 43 35 
d15  11 23 12 
d16  41 54 42 
d17  25 36 26 
d19 21 32 22 
d23 19 29 18 
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ганизм низкоинтенсивного лазерного излучения (НИЛИ) и лекарствен-
ного препарата. При проведении ЛЛФ лазерное излучение выступает и 
как самостоятельный лечебный фактор, и как средство для усиления эф-
фективности лекарственной терапии. Биологические эффекты в живых 
тканях при воздействии НИЛИ в области длин волн 630...1300 нм прояв-
ляются [1]:  

• в изменении мембранного потенциала клетки и рН межклеточной 
жидкости; 

• в ускорении процессов метаболизма;  
• в стимулировании регенеративного процесса в клетках;  
• в усилении регионального кровотока и активизации обмена 

внутритканевой жидкости; 
• в увеличении болевого порога восприятия нервных окончаний; 
• в нормализации состояния иммунной системы. 
Такое сочетание воздействий делает возможным снизить дозировку 

применяемого лекарственного препарата и сократить сроки лечения [1]. 
Кроме того, преимуществами НИЛИ являются безвредность, бескон-
тактность и минимальное фотохимическое воздействие на лекарствен-
ные соединения. 

ИЗМЕНЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ОБЛУЧАЕМОЙ ОБЛАСТИ 

В экспериментах по исследованию влияния НИЛИ на проницаемость 
гидрофильной мембраны, которая моделирует кожный покров человека, 
для лекарственных препаратов было показано, что НИЛИ с длиной вол-
ны λ=0,78 мкм (полупроводниковый лазер) более эффективно, чем  
НИЛИ с длиной волны λ=0,633 мкм (He-Ne лазер) [2]. Однако в этом 
эксперименте отражалось действие лазерного излучения только на плот-
ность структуры модельной мембраны. 
Цель работы � математическое моделирование поглощения НИЛИ 

кожей и определение изменения перфузии (объем крови в мл на 100 г 
ткани в единицу времени) кожи при изменении ее температуры без учета 
теплообмена между организмом и окружающей средой. 
При воздействии лазерного излучения на вещество поглощенная све-

товая энергия преобразуется в энергию равновесного хаотического дви-
жения атомов и молекул. Выделение оптической энергии происходит не-
однородно по объему взаимодействия, что приводит к пространственно 
неоднородному нагреву вещества и вызывает процессы теплопереноса 
между различными участками среды. 
Для описания нагрева вещества справедливо линейное неоднородное 

уравнение параболического типа (неоднородное уравнение Фурье): 
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2 1T T Q

t c
χ

ρ
∂

= − ∇ +
∂ ,  

где T � температура тела, χ=κ/ρc � температуропроводность (одинакова 
для большинства тканей и составляет примерно 2·10-7 м2 /с), ρ � плот-
ность вещества, c � удельная теплоемкость, κ � теплопроводность, Q � 
удельная скорость теплообразования. При решении нашей задачи пред-
полагаем, что изменение температуры тканей невелико и можно пренеб-
речь температурной зависимостью величин ρ, с, κ, Q 
Поскольку уравнение Фурье линейно, то оно справедливо и для при-

ращения температуры тела dT = T � T0, где T0 � температура тела в отсут-
ствие оптического воздействия. У человека в норме температура тела 
поддерживается на уровне порядка 37°С. Физиологический предел коле-
баний не превышает 1,5°С. Изменение температуры крови и внутренних 
органов на 2�2,5°С от нормальных значений приводит к нарушению 
жизнедеятельности организма [3]. Терморегуляция в коже осуществляет-
ся за счет процессов испарения, конвекции, излучения и за счет увеличе-
ния перфузии крови в поверхностных слоях кожи. Кровообращение вы-
равнивает температурные градиенты. 
Физическая модель кожи представляет собой многослойную структу-

ру, каждый слой которой имеет свои теплофизические и оптические па-
раметры, значения некоторых из них представлены в таблице [3, 4]. Рас-
смотрим поглощение излучения в дерме, пронизанной капиллярами. По-
тери энергии на рассеяние и поглощение энергии в эпидермисе учтем в 
коэффициенте отражения. 
При расчете были использованы следующие данные: температуропро-

водность тканей χ=2·10-7 м2 /с; плотность ткани ρ=1·103 кг/м3; удельная 
теплоемкость ткани c=3 Дж/кг·К соответственно; начальная мощность в 
центре коллимированного пучка. 

Таблица 
Теплофизические и оптические параметры слоев кожи  

(для λ=633 нм над чертой и λ=778 нм под чертой) 

Вид ткани 
Коэффициент 
поглощения 
αа, (см-1) 

Коэффициент 
рассеяния 
αs, (см-1) 

Параметр  
рассеяния 

 g 

Толщина слоя 
d, (см) 

2,0 187,5 0,82 
Дерма 

1,7 175 087 
0,06 

2,5 400 0,98 Капиллярное 
 сплетение 4,5 580 0,992 

0,01 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Проведение численного эксперимента показало, что под действием 
лазерного излучения терапевтической мощности изменение температуры 
dT прямо пропорционально мощности облучения и достигает 0,45 K на 
глубине 2 мм под действием излучения с интенсивностью 20 мВт/см2 с 
λ=0,633 мкм в течение 20 минут (см. рис.1), а под действием излучения с 
λ=0,78 мкм при тех же условиях изменение температуры достигает 0,6 К. 
В аналогичных исследованиях для излучения с интенсивностью 
100 мВт/см2 максимальное изменение температуры составило 2,5 К. Как 
уже отмечалось выше, такое изменение температуры приводит к нару-
шению процессов жизнедеятельности клеток [3], поэтому нужно либо 
сократить время проведения процедуры, либо уменьшить интенсивность 
излучения. Показано, что действие лазерного излучения с интенсивно-
стью 60 мВт/см2 является оптимальным для проведения облучения кожи 
с целью увеличения кровотока при условии, что время процедуры ЛЛФ 
будет не более 20 мин. 

ВЫВОДЫ 

Для проведения процедуры ЛЛФ рекомендовано использование излу-
чения с длиной волны с λ=0,78 мкм интенсивностью до 60 мВт/см2 при 
условии, что время проведения процедуры не более 20 мин. 

 

 

Рис.1. Изменение температуры среды в зависимости от расстояния  
до поверхности кожи z и расстояния до оси пучка излучения r: 

а, б � л=0,633 мкм для r=50 мкм и r=5 мм соответственно; 
в, г � л=0,78 мкм для r=50 мкм и r=5 мм соответственно 
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CИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ ДЛИНОЙ ВОЛНЫ ИЗЛУЧЕНИЯ  
ПОЛУПРОВОДНИКОВОГО ДВУХВОЛНОВОГО ЛАЗЕРА 

И. Н. Карчевская 
Создание полупроводниковых лазерных диодов на основе асиммет-

ричной квантоворазмерной гетероструктуры, обеспечивающих генера-
цию излучения на двух различных оптических длинах волн, позволило 
разработать структуры квантоворазмерных гетеролазеров, способных из-
лучать оптические сигналы на двух или трех длинах волн одновременно 
со стабильной амплитудой и частотой повторения в гигагерцовом диапа-
зоне. Появление таких лазеров дает широкие возможности для создания 
высокоэффективных двухволновых лазерных измерительных и диагно-
стических систем нового типа, обеспечивающих большую точность из-
мерений по сравнению с аналогичными одноволновыми лазерными 
структурами. Метрологические характеристики систем на основе двух-
волновых лазеров в значительной степени определяются точностью за-
дания и возможностью перестройки длин волн лазерного излучения, по-
этому разработка методов управления и стабилизации длины волны из-
лучения двухволновых инжекционных лазеров является важной и акту-
альной проблемой. 
Обеспечение стабильности и надежности работы полупроводникового 

лазера предполагает повышение временной когерентности, которое воз-
можно путем подавления частотного шума и уменьшения ширины линии 
излучения. Частоту генерации лазера можно регулировать, подстраивая 
соответствующим образом ток и температуру. При этом отклик частоты 
лазера на изменения тока оказывается более широкополосным, чем от-
клик на изменения температуры. В установке, предназначенной для по-
давления частотного шума путем регулировки тока, для стабилизации 
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частоты используют отрицатель-
ную обратную связь, чтобы 
удерживать частоту вблизи необ-
ходимого эталонного значения 
[1].  
Для решения задачи измерения 

и управления длиной волны ла-
зерного излучения предлагается 
система, в которой реализуется 
режим оптико-электронной ре-
циркуляции одновременно на 
двух оптических длинах волн [2]. 
На рис.1 представлена функцио-
нальная схема системы измерения 
длины волны излучения двухвол-

нового инжекционного лазера. Система содержит источник лазерного 
излучения Л, блок управления длиной волны излучения лазера БУ, дис-
персионный волоконный световод ВС, фотоприемник ФП, усилитель У, 
вычислительный блок В, элемент «И» &, линию задержки ЛЗ. В качестве 
дисперсионного элемента используется волоконно-оптический световод. 
Время распространения оптического излучения в световоде будет за-

висеть от длины волны излучения. Блок управления длиной волны излу-
чения БУ формирует импульсы тока I1 и I2 для запуска лазера на длинах 
волн λ1 и λ2. При замкнутой петле оптической обратной связи в системе 
устанавливается процесс рециркуляции одновременно на двух оптиче-
ских длинах волн, период τ которой определяется оптической задержкой 
излучения в световоде при постоянной электрической задержке в блоках 
системы. Разность оптических задержек за один период рециркуляции 
равняется 

 1 2( )Lt n n
c

∆ = − , (1) 

где L � длина световода, c � скорость света в вакууме, n1, n2 � коэффици-
енты преломления излучения в световоде на длинах волн λ1 и λ2. Измеряя 
частоту (период) рециркуляции на первой длине волны определяется ее 
коэффициент преломления в световоде, а, следовательно, и длина волны 
излучения. Измеряя разность частот рециркуляции на первой и второй 
длинах волн, определяется вторая длина волны излучения. Перестройка 
и управление длиной волны осуществляется путем изменения тока ин-
жекции лазера. Длину волоконного световода L следует выбирать таким 

БУУ

ВС

ФП Л

ЛЗ
& В

Запуск

Рис.1. Функциональная схема системы 
измерения длины волны излучения 

полупроводникового инжекционного лазера
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образом, чтобы время за-
держки в нем оптического 
излучения было больше 
времени электрической за-
держки в функциональных 
блоках системы. Диапазон 
рабочих длин волн ∆λ оп-
ределяется спектром про-
пускания волоконно-
оптического световода и 
полосой приемника излу-
чения. 
Было выполнено мате-

матическое моделирова-
ние работы системы изме-

рения и управления длинами волн излучения двухволнового полупро-
водникового лазера для различных видов оптоволокна и световодов раз-
личной длины в диапазоне длин волн от 0,6 мкм до 1,7 мкм. На рис.2 
представлена зависимость разрешения системы δλ от длины волокна для 
волокна, изготовленного из оксида кремния. Результат показал, что чув-
ствительность измерения одной из длин волн тем выше, чем меньше 
длина оптоволокна. 
На рис.3 показана зависимость разрешения системы δλ от длины волны 

излучения лазера для световода из 9,1%GeO2, 7,7%B2O3, 83,2%SiO2. Как 
видно из графика при длине оптоволокна 100 метров чувствительность 
изменяется от 0,04Ả до 0, 02 Ả, а при L=200м чувствительность находится 
в пределах 0,09 � 0,04 Ả. Данные графики в общем повторяют зависи-

мость изменения диспер-
сии от длины волны.  
На рис. 4 представле-

на зависимость измене-
ния числа периодов ре-
циркуляции от измене-
ния одной из длин волн 
излучения двухволново-
го лазера. Для оптово-
локна, изготовленного из 
оксида кремния на дли-
нах волн 1,3 мкм при из-
менении длины одной из 
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волн на 0,1 Ả количество 
периодов рециркуляции из-
меняется на 10 периодов. 
Таким образом, по ре-

зультатам математического 
моделирования работы сис-
темы можно сделать вывод, 
что наилучшая чувствитель-
ность наблюдается на длине 
волны 1,3 мкм. При длине 
оптоволокна 100 метров 
система чувствительна к из-
менению длины волны из-
лучения одного из лазеров 
на 0,02 Ả, а с увеличением 
длины оптического волокна 

до двухсот метров чувствительность ухудшается до 0, 04 Ả.  
Таким образом, реализация режима оптико-электронной рециркуля-

ции одновременно на двух оптических длинах волн позволяет одновре-
менно измерять обе длины волны излучения и управлять каждой длиной 
волны генерации двухволнового лазера, а результаты математического 
моделирования показывают высокую эффективность и высокие точност-
ные характеристики системы. 
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АНАЛИЗ ИНЖЕКЦИОННОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ  
В КВАНТОВОКАСКАДНЫХ ГЕТЕРОСТРУКТУРАХ 

Д. В. Квартальный 

ВВЕДЕНИЕ 

Захват носителей в квантовые ямы из нелокализованных состояний 
(состояний непрерывного спектра) может быть обусловлен двумя меха-
низмами. Первый � это захват носителя в результате испускания им оп-
тического фонона и перехода на один из уровней ямы [1]. Такой вид за-
хвата характерен для случая, когда энергетический зазор между свобод-
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ным состоянием носителя над ямой и ближайшим уровнем энергии в 
квантовой яме больше энергии оптического фонона. В случае же, если 
энергетический зазор меньше энергии оптического фонона, а также при 
высоких концентрациях носителей заряда существенную роль играет 
межчастичное электрон-электронное (е-е) рассеяние [2�5]. 
Данная работа представляет собой результат исследования процесса 

захвата носителей в полупроводниковые квантовые ямы при кулонов-
ском электрон-электронном взаимодействии. Целью работы являлось 
получение оценки для скорости переходов электронов из свободного со-
стояния над ямой на уровни энергии в самой яме. 

РАСЧЕТ СКОРОСТИ ПАРНОГО ЭЛЕКТРОН-ЭЛЕКТРОННОГО 
РАССЕЯНИЯ 

Рассмотрим захват носителей из состояний над ямой на уровни пря-
моугольной полупроводниковой ямы. Из-за ортогональности волновых 
функций волновую функцию наиболее низко расположенных энергети-
ческих состояний над ямой с двумя подзонами можно приближенно счи-
тать подобной волновой функции третьей подзоны более глубокой ямы. 
Для данной модели применима теория межподзонного электрон-
электронного рассеяния в полупроводниковых квантовых ямах. 
Теория межчастичного рассеяния дает аналитическую формулу для 

полного темпа α�β-рассеяния в борновском приближении. В используе-
мой в [6] модели частица α с двухмерным волновым вектором k1 нахо-
дится в энергетической подзоне i, а частица β с волновым вектором k2 � 
в подзоне j (α,β∈{e, h}). В результате кулоновского взаимодействия час-
тица α рассеивается в подзону f c волновым вектором k1′, а частица β � 
в подзону m c волновым вектором k2′. В итоге скорость рассеяния при 
кулоновском взаимодействии частиц запишется как: 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
2

r 1 2
1 2 2 22 2

0 0

( )2 Ry 2 2 2 ,
2 2

ijfm
ijfm i j

F qm d dR d f f
m q

αβπ
αβ α β

 π  = η θ ε π π  
∫ ∫

k kk k
h

  (1) 

где f(k) � функция распределения носителей по состояниям; E � энер-
гия частицы; q � модуль переданного первой частице α импульса q = k′1 
� k1; ε � диэлектрическая проницаемость среды; θ � угол между векто-
рами g и g′; Ry ≈13.6 эВ � ридберговская энергия; 

( )2 2 2 2 2
0 02 2 cos 4q g g g g g= + − + θ ; 2 2

0 r S8g m Eαβ= h ; 1 2
r2 ,

α β

 
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; mr = mαmβ/(mα + mβ) � приве-

денная масса двух частиц; mα, mβ � эффективные массы частиц; коэф-
фициент η для е-е-рассеяния равен 1/4. 
Форм-фактор ( )ijfmF qαβ , определяющий степень перекрытия огибающих 

волновых функций ϕn(z), согласно [2]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2
1 2 1 2 1 2( ) , , e, hq z z

ijfm f m i jF q z z e z z dz dz
∞

− −αβ α β α β

−∞

= ϕ ϕ ϕ ϕ α β∈∫ .  (2) 

Отметим, что носители заряда в квазиравновесном состоянии в основ-
ном сосредоточены у дна своей энергетической подзоны с кинетической 
энергией порядка kT. Изменение же кинетической энергии в результате 
рассеяния (которое соответствует изменению волнового вектора q) имеет 
порядок SEαβ . Таким образом, если SEαβ >> kT, то можно пренебречь вели-
чиной g по сравнению с g0 и тогда q ≈ g0/2. В этом случае формула (1) 
упрощается [6]: 

 ( )
( ) 2

2 0
2

0 S

2
2 Ry ijfmi j

ijfm

F gn n
R

m E

αβα β
αβ

αβ= π η
ε

h   (3) 

где S i j f mE E E E Eαβ α β α β= + − − ; ,i fE Eα α , ,j mE Eβ β  � энергии подзон для частиц 

α и β; ( )
( )

i jnα β  � двухмерная концентрация частиц α (β) в подзоне i (j). 

Рассмотрим взаимодействия и переходы между тремя указанными 
выше подзонами в нашей модели. Под 3n будем понимать концентрацию 
носителей в состоянии непрерывного спектра над ямой. Получим выра-
жения для скорости перехода электронов из третьего уровня на два ниж-
них в результате e-e-рассеяния. Анализ форм-фактора (2) для случая 
симметричной квантовой ямы показывает, что в такой системе разреше-
ны только межподзонные переходы, сохраняющие суммарную четность 
номеров подзон. Таким образом, нам достаточно рассмотреть e-e-
рассеяние по схеме 3122, 3322, 3221 и 3311. При этом нужно учесть, что 
при e-e-рассеянии 3311 и 3322 за один акт рассеяния из третьей подзоны 
уходят сразу два электрона. С учетом сказанного для скоростей перехода 
электрона в результате указанных выше процессов в прямоугольной 
квантовой яме d с бесконечными барьерами (Ei

α = (πhi)2/2mαd 2) на основе 
приближенной формулы (3) получим следующие выражения: 
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Для такой ямы форм-фактор ( )0 2ijfmF gαβ  находится точно аналитически: 

 ( )ee
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π
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Из выражений (5)�(8) видно, что скорость переходов растет пропор-
ционально квадрату ширины квантовой ямы. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Воспользуемся рассмотренной выше теоретической моделью для на-
хождения обратного времени жизни электронов τ�1 = R/n на третьем 
уровне, связанного с межподзонным рассеянием. Рассмотрим переходы 
на две нижние подзоны в прямоугольной квантовой яме с больцманов-
ским распределением носителей по состояниям в пределах каждой под-
зоны (эффективная масса электрона me = 0,067m0, диэлектрическая про-
ницаемость ε = 13,1, 10

1 2 3 10sn n n n −= = = = см-2, температура Т=300 К). 
На рис. 1 представлены зависимости обратного времени жизни электро-
нов τ�1 при е-е-рассеянии для переходов 3122, 3322, 3221, 3311 как функ-
ции толщины идеальной квантовой ямы, построенные с использованием 
приближенных формул (4)-(7) и точной (1) . 
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Рис.1. Зависимости обратного времени жизни электронов при е-е-рассеянии как 

функции ширины идеальной квантовой ямы: 1 - переход 3122, 2 - 3322, 3 - 3221, 4 � 
3311, - вычисленные по приближенным формулам � (а) и точно � (б) 

Из рис. 1 видно, что переходы на второй уровень осуществляются го-
раздо интенсивнее, чем на первый. Численный расчет позволяет гово-
рить о хорошем приближении, даваемом формулами (4)�(7). Расхожде-
ние заметно только при больших значениях толщины ямы d, когда рас-
стояние между подзонами становится сравнимо с kT (т. е. когда наруша-
ется условие применимости указанных формул). При типичных толщи-
нах ям (<30 нм) ошибка не превышает 15 % при комнатной температуре, 
а с уменьшением температуры становится еще меньше. Такой точности 
скорости рассеяния достаточно для оценки пороговых и мощностных ха-
рактеристик лазерных излучателей на основе скоростных уравнений. 
При приемлемой величине погрешности достоинствами выражений (4)�
(7) являются их простота и явный вид зависимости скорости межподзон-
ных переходов от параметров квантовой ямы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Обоснована применимость модели межчастичного рассеяния к анали-
зу инжекционной эффективности в квантовых ямах. Показано, что в рас-
смотренной модели скорость межподзонных переходов, обусловленных 
кулоновским взаимодействием носителей, увеличивается пропорцио-
нально квадрату ширины квантовой ямы и произведению концентраций 
частиц, участвующих в соударениях; при рассмотрении двухуровневой 
ямы переходы из свободного состояния на второй уровень осуществля-
ются гораздо интенсивнее, чем на первый. 
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНЫХ СРЕДСТВ ДЛЯ ТЕСТИРОВА-
НИЯ ФОТОЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРИБОРОВ 

С ЗАРЯДОВОЙ СВЯЗЬЮ 

Л. И. Кравцевич, В. Л. Потоцкий 
В современной науке, технике и производстве широко используются 

оптические методы контроля различных физических параметров. Для 
преобразования оптического излучения в электрические сигналы в таких 
устройствах часто применяются приборы с зарядовой связью, такие как 
ПЗС-линейки и ПЗС-матрицы. 
Название ПЗС (прибор с зарядовой связью) определяется способно-

стью прибора переносить заряд из одной зоны ПЗС в соседнюю зону. Та-
кие приборы были изобретены Бойлом и Смитом в Лаборатории AT&T в 
1970 г. Ими было показано, что между близко расположенными МОП-
конденсаторами возможен обмен зарядами � зарядовая связь. Манипули-
руя смещениями, прикладываемыми к таким конденсаторам, можно на-
капливать заряды, перемещать их, разделять, объединять, т.е. осуществ-
лять аналоговую и цифровую обработку информации на дискретных, но 
связанных между собой объектах. [1] 
Среди всех видов ПЗС наибольшее распространение получили преоб-

разователи излучения в электрический сигнал � фоточувствительные 
ПЗС (ФПЗС). Далее под ПЗС подразумевается датчик изображения 
ФПЗС, а не только лишь прибор с переносом заряда. Датчики изображе-
ния могут быть линейными или матричными. Современные матричные 
датчики изображения на ПЗС классифицируются по способу переноса 
информации. Основными являются следующие три типа [1, 3]: 

• строчный перенос; 
• кадровый перенос; 
• строчно-кадровый перенос. 
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Такие приборы нашли широкое применение в области автоматизиро-
ванного контроля и управления технологическими процессами, при изго-
товлении изделий машиностроения, электронной техники, оптико-
механики, спектроскопии, дефектоскопического контроля изделий, для 
считывания и обработки графической и символьной информации. Они 
используются для зрительного очувствления различных манипуляторов, 
составляющих основу робототехнических комплексов нового поколения, 
при решении задач идентификации объектов и полей электромагнитного 
излучения, астроориентации и навигации, для автоматизации научного 
эксперимента и т. д. [2] 
Важным этапом создания регистраторов оптического излучения на 

основе ФПЗС является тестирование общих параметров регистратора, а 
также контроль параметров ПЗС-датчика на соответствие данным, ука-
занным фирмой-производителем. Для решения этой задачи необходимо 
разработать специальное программное обеспечение, позволяющее не 
только получать численные данные от прибора, но и обрабатывать их, а 
также производить графическую визуализацию, что позволяет более на-
глядно представлять тестовую информацию и значительно облегчает ра-
боту пользователя с тестируемым прибором.  
В данной работе предпринята попытка создания программного обес-

печения для контроля параметров ПЗС-матриц. При разработке про-
граммных средств основное внимание было уделено визуализации полу-
ченных от регистратора данных, в частности графическому представле-
нию распределения амплитуды действующего на ПЗС-матрицы оптиче-
ского излучения. 
Обзор литературы [1, 2, 3] и анализ ПЗС-матриц, предлагаемых про-

мышленностью [4, 5, 6], позволили выделить параметры, подлежащие 
первостепенному контролю. К ним относятся: 
Среднеквадратичный шум темнового сигнала. Включает в себя все 

шумовые параметры характерные для ПЗС прибора, а также шумовые 
характеристики видеоусилителя и АЦП. 
Динамический диапазон. Определяется как отношение сигнала насы-

щения к среднеквадратичному шуму. 
Неравномерность темнового сигнала. Рассчитывается как отношение 

разницы максимального и минимального значения сигнала при отсутст-
вии освещенности к среднему значению сигнала. 
Неравномерность фоточувствительности. Рассчитывается также как и 

неравномерность темнового сигнала, при освещенности составляющей 
50% от сигнала насыщения.  



 90

Таблица 1 
Параметры матрицы MT9V403 производства фирмы Micron [4] 

Параметр Значение Единицы измерения 
Чувствительность 1800 Отсчеты АЦП/лк*с 
Неравномерность темнового сигнала 0,5 % 
Увеличение темнового сигнала 100 мВ/с 
Внутренний динамический диапазон 60 дБ 
Неравномерность чувствительности 1 % 
Емкость потенциальной ямы 110000 Электроны 
Шум чтения 98 Электроны 

Таблица 2 
Параметры матрицы ICX415AL производства фирмы Sony [5] 

Параметр Значение Единицы измерения 
Чувствительность 820 мВ 
Сигнал насыщения 375 мВ 
Неравномерность видеосигнала 25 % 
Темновой сигнал 2 мВ 
Неравномерность темнового сигнала 1 мВ 

Таблица 3 
Параметры матрицы Р22 производства НИИ «Электрон» [6] 

Параметр  Значение   Единицы измерения  
Интегральная чувствительность 15 мВ/лк  
Неравномерность темнового сигнала 2 % 
Относительная неравномерность свет-
сигнальной характеристики ±8  %  

Среднеквадратичный шум чтения <10 Отсчеты АЦП 

Линейность свет-сигнальной характеристики. Зависимость выходного 
сигнала ПЗС-датчика при увеличении освещенности отклоняется от иде-
альной линии. Отклонение возникает из-за колебаний напряжения на за-
творе МОП-транзистора, преобразующего заряд в напряжение, которые 
вызывают изменения крутизны коэффициента преобразования МОП-
транзистора.  
Для тестирования программного обеспечения использовались датчики 

фирм Micron (MT9V403, табл. 1), Sony (ICX415AL, табл. 2) со строчно-
кадровым переносом, а также датчик производства НИИ «Электрон», 
Санкт-Петербург Р22 (табл. 3) со строчным переносом. 
Программа работает под управлением операционной системы Micro-

soft Windows XP. В качестве среды разработки было решено выбрать Mi-
crosoft Visual C++. Так как предварительный анализ показал необходи-
мость создания программы со сложной структурой, было решено ис-
пользовать библиотеку Microsoft Foundation Class library (MFC). Для 



 91

отображения двухмерной графики (зависимость амплитуды излучения от 
положения по столбцу или строке матрицы) был использован интерфейс 
Graphic Device Interface (GDI), который обеспечивает поддержку аппа-
ратно-независимой графики. Для отображения картинки непосредствен-
но на матрице использовалась технология DirectDraw. На рис. 1 пред-
ставлено окно работающей программы. Окна Row:{} и Column:{} ото-
бражают распределение амплитуды вдоль строки и столбца соответст-
венно, окно 2D:{} отображает картинку, принимаемую прибором. 
Анализ ПЗС-приборов показал, что они широко используются в раз-

личных областях науки, техники и промышленности. ПЗС-приборы об-
ладают множеством параметров, однако контролю подлежат только не-
которые из них. Задача написания программы для визуализации данных 
поступающих от регистратора была выполнена. Программа протестиро-
вана с помощью класса эмуляции камеры и на реальных приборах. 

 
Рис. 1. Работа программы с регистратором на основе матрицы MT9V403 фирмы Micron 
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АЛГОРИТМ МЕНДЕНХОЛЛА-ВЕЛЛЕРА ДЛЯ РАСЧЕТА  
УГЛА РАССЕЯНИЯ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В СЦМ 

А. A. Масленков 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Одним из основных методов численного моделирования взаимодейст-
вия заряженных частиц с твердым телом является метод Монте-Карло 
(МК). Наиболее известными программами, реализующими метод МК в 
применении к задачам ионного легирования, являются TRIM(SRIM) [1] и 
Geant4 [2]. В основе любой программы, моделирующей движение заря-
женной частицы в твердом теле, лежат физические приближения, упро-
щающие описание процессов взаимодействия заряженных частиц с элек-
тронной и ядерной подсистемами мишени. Одним из таких упрощений 
является расчет угла рассеяния (Θ ) в системе центра масс (СЦМ) по 
�магической формуле� (МФ), предложенной Бирзаком с соавторами [3] 
более 25 лет назад.. Применение МФ связано со сложностью многократ-
ного расчета классического интеграла рассеяния при использовании реа-
листичных потенциалов ион-атомного взаимодействия. Физика TRIM-
алгоритма заложена в то время, когда быстродействие компьютеров бы-
ло весьма ограниченным, и многие прямые расчеты заменялись подго-
ночными формулами для экономии расчетного времени. Поэтому сего-
дня необходим тщательный пересмотр давних упрощений и дополнение 
пакета более строгими физическими формулами.  
Целью настоящей работы является тестирование и модернизация 

предложенного в [4] алгоритма расчета Θ  для различных потенциалов 
ион-атомного взаимодействия и сравнение результатов вычислений с 
аналогичными данными, полученными с использованием МФ. 

2. МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Основные приближения и расчетные формулы, используемые при вы-
числении угла рассеяния по методу Менденхолла-Веллера (МВ) пред-
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ставлены в [4]. В программе Scattering заменена формула для расчета уг-

ла рассеяния 
0

βα(ε,β)Θ π 1
x

 
= − 

 
 на формулу из алгоритма TRIM:  

( ) ( )C 0sin θ / 2 cos πβa / 2x=  . 
Было замечено, ссылаясь на первое равенство, что для малых углов по-

теря в точности проистекает из разности двух членов с величиной около 
единицы. Мной была разработана и написана программа Scattering, кото-
рая позволяет рассчитать угол рассеяния по «магической формуле» и ме-
тоду МВ. Входными данными являются безразмерные значения прицель-
ного параметра и энергии заряженной частицы. В качестве выходных па-
раметров имеем безразмерную величину расстояния наибольшего сбли-
жения и угол рассеяния в СЦМ, представленный в градусах и радианах.  

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Для проверки полной адекватности расчетов угла рассеяния и рас-
стояния наибольшего сближения, программа Scattering была протестиро-
вана для всех случаев, представленных в [4], где приведена таблица для 
углов рассеяния в СЦМ в зависимости от приведенной энергии и при-
цельного параметра. Для сравнения расчетов Θ  по «магической» форму-
ле МФ и МВ было решено расширить таблицу, приведенную в [4], доба-
вив в нее расчеты для ФЭМ, ФЭУ, ФЭС-Kr и по МФ (также для трех ти-
пов потенциалов). Результаты расчетов угла рассеяния в СЦМ приведе-
ны в таблице 1. 
Первые две колонки содержат входные данные. В четвертую, пятую и 

шестую колонки внесены углы рассеяния в СЦМ, рассчитанные по мето-
ду Менденхолла-Веллера для трех функций экранирования. Соответст-
венно, седьмая, восьмая и девятая колонки содержат углы, рассчитанные 
по «магической» формуле. 
Сначала надо отметить, что в некоторых случаях невозможны расчеты 

по МФ (соответствующие графы помечены как «-»). Видно, что такие 
расчеты отсутствуют для следующих пар: значение приведенного при-
цельного параметра меньше значения приведенной энергии. За исключе-
нием единственного случая � когда для расчета по МФ используется 
ФЭУ, предложенная авторами МФ [3]. Объяснение такого неоднозначно-
го поведения МФ требует ее дальнейшего исследования. Углы, пред-
ставленные в таблице 1 в четвертой колонке являются наиболее близки-
ми к экспериментальным, как было указано в [4]. Поэтому целесообразно 
оценивать отклонения всех остальных рассчитанных углов от значений 
углов, представленных в четвертой колонке. Видно, что значения углов в 
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четвертой (ФЭМ) и шестой (ФЭС-Kr), седьмой (ФЭМ) и девятой (ФЭС-
Kr) колонках очень близки между собой. При сравнении этих расчетов с 
универсальным потенциалом видно, что в некоторых случаях имеем 
сильное отклонение от ФЭМ. Было замечено, что «магическая» формула 
дает близкие к экспериментальным результаты лишь при больших углах 
отклонения, т.е. при обратном рассеянии. 
Существует немало литературы, демонстрирующей эксперименталь-

ные угловые распределения проникающих через пленку ионов. Так, 
например, в работе [5] представлены данные проведенного эксперимента 
и моделирования по рассеянию низкоэнергетических протонов на алю-
миниевой фольге толщиной 20нм. Энергия протонов 10 кэВ.  
Для сравнения экспериментальных данных с теорией была разработа-

на программа Transmit. Программа SRIM 2003 выдает результаты углов 
рассеяния частиц в файл Transmit.txt. Программа Transmit обрабатывает 
эти данные и по ним строит график углового распределения протонов. 
Так как в файле выведены значения косинусов углов рассеяния, то про-
грамма Transmit пересчитывает их в значения углов в градусах. Для сор-
тировки полученных данных был использован метод сортировки встав-
кой. Отсортированный массив представлен в виде графика (рис 1.). 

Таблица 1 
Углы рассеяния в СЦМ для трех функций экранирования 

ε  β  х0 
ФЭМ 

Θ , 
ФЭМ 

Θ , 
ФЭУ 

Θ , С-
Сг 

Θ МФ 
,ФЭМ 

Θ МФ, 
ФЭУ 

Θ МФ, С-
Сг 

0,00
1 

0,5 11,416 173,61
4 

175,02
2 

173,01
3 

173,210 174,889 173,584 

0,00
1 

20 20,389 6,943 24,410 5,782 22,213 40,723 16,065 

0,1 0,2 2,209 163,91
3 

167,51
9 

164,36
7 

162,106 169,538 169,104 

0,1 0,05 2,201 175,96
2 

176,87
2 

176,07
7 

173,500 179,682 178,637 

0,1 8 8,153 4,756 8,826 3,621 19,671 26,785 14,958 
1,0 0,85 1,076 35,682 46,768 37,083 - - - 
1,0 0,9 1,118 33,256 43,938 34,589 - 63,078 28,830 
1,0 5 5,039 1,715 2,921 1,540 13,202 17,704 11,307 
5,0 0,5 0,561 16,797 22,080 17,633 - - - 
5,0 10 10,001 0,069 0,126 0,056 2,390 3,777 1,964 
7,5 7 7,002 0,120 0,203 0,099 - - - 
7,5 8 8,002 0,088 0,151 0,072 8,178 12,054 6,901 
10,0 0,02

5 
0,095 123,54

5 
133,92

2 
124,41

7 
- - - 

10,0 1 1,021 3,444 4,791 3,614 - - - 
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Отчетливо вид-
но, как отличается 
профиль кривой, 
помеченной круж-
ками от кривой, 
помеченной квад-
ратами. На первой 
отсутствуют плечи 
и изломы, харак-
терные для графи-
ка, изображающе-
го 104 событий.
Кроме того, суще-
ствует видимое 
расхождение ре-
зультатов про-
граммы SRIM 2003 
с эксперименталь-
ными данными и 
теоретической ап-
проксимацией че-
рез импульсное 
приближение.  

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

1. Разработана 
процедура и напи-
сана программа 
SCATTERING для 

численного расчета угла рассеяния заряженных частиц в СЦМ. В даль-
нейшем эту программу можно использовать для работы с различными 
пакетами программ, реализующих метод Монте-Карло. 

2. Анализ углов рассеяния при прохождении протонов через тонкие 
пленки показал, что при использовании программы SRIM 2003 получен-
ные профили углового распределения существенно отличаются от экспе-
риментальных (рис 1). Это связано с некорректным расчетом угла рассея-
ния при использовании приближений, заложенных в пакете SRIM 2003. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОЧАСТИЧНЫМ МЕТОДОМ  
МОНТЕ-КАРЛО ПЕРЕНОСА ЭЛЕКТРОНОВ  

В АРСЕНИДЕ ГАЛЛИЯ 

А. В. Михайлик, Д. П. Чиж 
Исследование взаимосвязи электрофизических свойств полупровод-

ников с их зонной структурой, наличием тех или иных механизмов рас-
сеяния носителей заряда, концентрацией примесей, температурой, нали-
чием и видом электрических полей остается на сегодняшний день акту-
альной задачей, особенно для получения точных количественных оце-
нок. Еще более важным является прогнозирование статических и дина-
мических вольт-амперных характеристик разрабатываемого прибора в 
зависимости от указанных свойств используемого полупроводника, 
внешних условий и его реальной геометрии. 
Первая задача может быть решена аналитически или итерационным 

численным анализом кинетического уравнения Больцмана, а вторая � 
решением электродинамических уравнений при соответствующих гра-
ничных условиях или методом эквивалентных схем. Однако получение, 
например, точных количественных оценок указанными методами для 
полупроводников АIIIBV, так же как и анализ гетероструктур или субмик-
ронных приборов, сопряжено с большими сложностями даже при введе-
нии ряда существенных упрощений. Для таких случаев огромным пре-
имуществом обладает метод Монте-Карло, позволяющий весьма эффек-
тивно решать обе упомянутые выше задачи. 
Целью данной работы явилась разработка численной модели переноса 

электронов в объемном GaAs на основе одночастичного метода Монте-
Карло [1,2] и расчет зависимости их дрейфовой скорости в этом мате-
риале от величины приложенного электрического поля и температуры. 
Идея подхода состоит в том, чтобы моделировать движение электрона 

в rp -пространстве. Рассматривается пролет свободного электрона, пре-
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рываемый процессами рассеяния [1]. Между актами рассеяния измене-
ние импульса электрона определяется электрическим полем E

r
: 

 0( )p t p qEt= +
rr r .  (1.1) 

Моменты времени, в которые происходят акты рассеяния, определя-
ются случайным числом r, генерируемым датчиком случайных чисел. 
Эти моменты времени зависят от полной частоты рассеяния: 

 
1

Γ( ) λ ( )
n

i
i

E E
=

= ∑ ,  (1.2) 

где λi(E) � частота для разных механизмов рассеяния, энергия 
2

2 эф

pE
m

=
⋅

r
.  

Полная частота Г(Е) является сложной функцией энергии, что создает 
трудности при попытке воспроизвести распределение вероятностей ак-
тов рассеяния с помощью датчика случайных чисел. Эти трудности легко 
преодолеть путем включения в рассмотрение дополнительного фиктив-
ного процесса саморассеяния. Функция выбирается таким образом, что-
бы Г(Е) + λ0 = Г = соnst.. 
Полная вероятность рассеяния электрона в интервале времен от t до 

t + dt равна: 
 Pdt = Гe� Гtdt.  (1.3) 
После того, как вычислено время свободного пролета t, необходимо 

установить процесс рассеяния, ответственный за прерывание пролета. 
Вероятность выпадения i-ого процесса зависит от энергии электрона и 
пропорциональна λi(E), причем λi(E) удовлетворяют условию: 

 
0

1 λ ( ) 1
Γ

n

i
i

E
=

=∑ .  (1.4) 

Для упрощения процедуры выбора рассеяния необходимо сгенериро-
вать таблицу значений вероятности процесса рассеяния от энергии, нор-
мированных на единицу. Далее сгенерировать случайное число s между 0 
и 1 и проверить выполнение неравенства: 

 
0

1 λ ( )
Γ

m

i
i

s E
=

< ∑ ,  (1.5) 

для m = 0, 1, 2,..., n-1 и заданной энергии. Следующий шаг состоит в оп-
ределении конечного состояния после рассеяния. Для саморассеяния ко-
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нечное состояние известно, так как при этом направление вектора pr  не 
изменяется. Для всех же реальных процессов рассеяния необходимо ге-
нерировать дополнительные, случайные числа, чтобы смоделировать 
распределение вероятностей конечных состояний. 
В GaAs для рандомизирующих актов рассеяния, таких, как акустиче-

ское или междолинное все состояния, соответствующие конечному со-
стоянию, равновероятны. Поэтому для углов θ и ϕ определяющих на-
правление рассеяния, можно записать: 

 1θ sinθ θ
2

Pd d=  (1.6) 

 1(φ) φ φ
2π

q d d= , (1.7) 

Для полярного оптического рассеяния углы θ близки к 0, т.е. отклоне-
ния от первоначального положения будут небольшими, и для розыгрыша 
угла необходимо использовать процедуру Неймана [3], как для генера-
ции заданного распределения угловой величины. 
При построении нашей модели переноса была использована 2-х зон-

ная модель объемного GaAs и учитывались следующие механизмы рас-
сеяния: 
Зона 1: а) полярное оптическое рассеяние, б) акустическое рассеяние, 

в) междолинное рассеяние. 
Зона 2: а) полярное оптическое рассеяние, б) акустическое рассеяние 

в) междолинное рассеяние, г) внутридолинное рассеяние. 
С использованием раз-

работанной модели и реа-
лизующей ее компьютер-
ной программы были рас-
считаны зависимости сред-
ней дрейфовой скорости 
от напряженности прило-
женного электрического 
поля при трех различных 
температурах. Эта зависи-
мость представлена на рис 
1. Для сравнения, на этом 
же графике приведены ре-
зультаты, аналогичных 
расчетов при тем-
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Рис. 1. Зависимость средней дрейфовой скорости v

от приложенного электрического поля  
при ,   и  ; 

график пунктиром взят из аналогичных расчетов, 
выполненных в [1].
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пературеT = 300 K, взятые из работы [1]. 
Анализируя график средней дрейфовой скорости, можно отметить, 

что при понижении температуры средняя дрейфовая скорость увеличи-
вается. Это связано с уменьшением вероятности рассеяния на акустиче-
ских и оптических фононах, которые являются следствием тепловых ко-
лебаний решетки. Также на графике хорошо просматривается достаточно 
резкое уменьшение скорости при полях больших 106В/м. Этот эффект, 
как известно, связан с переходом большинства электронов из зоны 1 в 
зону 2, где их масса значительно возрастает и включается механизм 
междолинного рассеяния. 
Таким образом, в данной работе были рассчитаны интенсивности ос-

новных механизмов рассеяния в GaAs, разработана программа для расче-
та средней дрейфовой скорости электронов с использованием одночас-
тичного метода Монте-Карло, получены зависимости величины дрейфо-
вой скорости от напряженности электрического поля в интервале его из-
менения (104 � 107) В/м при температуре 150К и 300К. Показано, что ре-
зультаты расчета относительно хорошо согласуются с известными в ли-
тературе данными. 
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КОМПЬЮТЕРИЗИРОВАННЫЕ СРЕДСТВА ИЗМЕРЕНИЯ 

П. В. Петров, А. В. Дымович, П. В. Янкович 
Любое современное образовательное учреждение активно и в обяза-

тельном порядке использует новые информационные технологии в своем 
учебном процессе. Использование компьютера, компактных информаци-
онных носителей, сети Интернет помогают расширить сферу образова-
тельных услуг и радиус их действий, оперативно актуализировать учеб-
ные курсы. Сегодня в Республике Беларусь в активном порядке внедря-
ются различные системы тестирования, методические и учебные пособия 
переводятся в электронный вид. Однако для образования в области есте-
ственных наук наличие электронных учебных материалов является не 
достаточным. Учащийся в процессе обучения должен на своем опыте 
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оценить свойства объектов учебной дисциплины, почувствовать их 
взаимосвязи, получить навыки работы с ними. Поэтому для целей обуче-
ния в области естественных наук необходимо создавать виртуальные ла-
боратории, способные проводить демонстрации опытов с изучаемыми 
объектами. Создание виртуальной лаборатории подразумевает наличие 
всевозможного исследовательского оборудования, подключенного к 
компьютеру через порты ввода/вывода, с возможностью его управления 
и приема данных для дальнейшей обработки в среде Windows[1, 2]. 
Для связи компьютера с периферией используют такие порты как 

PS/2, LPT, RS232, USB, VGA, DVI, FIREWIRE и другие. Все они харак-
теризуются своей скоростью обмена данными. Скорость обмена данны-
ми LPT от 40 Кбайт/с до 1 Мбайт/с и выше. Параллельный порт типа 
PS/2 имеет скорость передачи данных 80...300 Кбайт/с и зависит от про-
изводительности и пропускной способности подключенного устройства 
и драйвера программного обеспечения. Универсальная последовательная 
шина (Universal Serial Bus) обеспечивает большую скорость обмена дан-
ными между компьютером и периферийным устройством по сравнению 
со стандартными портами ввода-вывода. Максимальная пропускная спо-
собность USB 1.1 составляет 12Мбит/с и 480Мбит/с для следующего по-
коления этого стандарта USB 2.0. Шина USB позволяет одновременно 
подключать последовательно до 127 устройств. Для FIREWIRE ха-
рактерна скорость передачи 400 Мбит/с. Сравнительный анализ пропу-
скной способности (9600 бод), а так же просторы реализации архитекту-
ры порта RS232 показал целесообразность использования данного ин-
терфейса связи для выполнения класса задач, поставленных перед нами. 
Одним из методов решения создания компьютеризированных измери-

тельных устройств, это оснащение уже имеющегося в лабораториях обо-
рудования средствами связи с персональными компьютерами через выше 
описанные порты[3]. Ряд имеющегося в лабораториях оборудования со-
держит аналого-цифровые преобразователи и систему цифровой индика-
ции. В качестве такого экспериментального подключаемого оборудова-
ния использовался широкодоступный цифровой мультиметр серии 
DT830. Существует два решения проблемы компьютеризации данного 
мультиметра.  
Первое, путем создания системы анализа выводов цифровых индика-

торов. Для этих целей нами был разработан блок сопряжения, построен-
ный на базе сдвиговых регистров и микроконтроллера PIC16F877[4, 5]. 
Входы параллельной загрузки сдвиговых регистров подключаются непо-
средственно к выводам аналого-цифрового преобразователя, идущим к 
индикатору мультиметра. Дальнейшую обработку полученных с выводов 
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данных и отсылку в компьютер через порт RS-232 осуществляет универ-
сальный приемо-передатчик USART микроконтроллера PIC16F877. Ис-
пользование микроконтроллеров в разрабатываемом блоке сопряжения 
позволяет сократить число внешних компонент устройства, что в свою 
очередь снижает стоимость конечного изделия, повышает надежность 
системы и уменьшает энергопотребление. 
Второе решение проблемы получения данных с мультиметра на ком-

пьютер, это считывание цифровых значений с индикатора мультиметра 
при помощи web-камеры[6]. Для этих целей, в среде Delphi было разра-
ботано специальное программное обеспечение (Рис. 1), позволяющее за-
хватить изображение с web-камеры через USB шину и распознать 
изображение на картинке путем попиксельного считывания информации 
с заданных меток. 
С помощью аналогов данной программы можно производить кон-

троль выполнения различных процессов, к примеру, на заводском обору-
довании. Предотвращение перегрузок (наблюдение за сигнальной лам-
пой), неисправностей и т.д. станет возможным без присутствия мастера. 
Анализ совокупности требований к разрабатываемому комплексу под-

держки учебного процесса поставил задачу построения учебно-
исследовательского многофункционального измерительного блока (Рис. 
2), представляющего собой набор функциональных программируемых 
модулей: измерителей напряжения и тока, источников напряжения и то-
ка, модулей термостата и шагового двигателя. 

 
Рис. 1 Программа распознавания цифровых значений мультиметра 
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Рис. 2 Фотография рабочего места, содержащего учебно-исследовательский  
измерительный блок, лабораторный стенд, и персональный компьютер 

Связь данных функциональных модулей с центральным компьютером 
осуществляет микроконтроллерное устройство управления (системный 
контроллер). Данную связь наиболее просто осуществлять на основе по-
следовательного интерфейса RS232, пропускной способности которого 
вполне достаточно для рассматриваемого класса задач. Системный кон-
троллер представлен в виде жестко встроенного модуля, построенного на 
базе широко распространенного и дешевого 8-разрядного микроконтрол-
лера типа AT89S8251, имеющего в своем составе встроенные средства 
поддержки интерфейса RS232. 
Разработанный лабораторный стенд предназначен для подключения к 

измерительному блоку. Стенд позволяет собирать различные виды изме-
рительных схем для исследования двух-, трех-, и четырех-электродных 
полупроводниковых элементов и представляет собой набор разъемов ти-
па «тюльпан», DB-15, DHR-15.  
Программная оболочка «Лабораторный комплекс» реализована на язы-

ке программирования Delphi и взаимодействует с контроллером аппарат-
ной части блока измерения на уровне специальных драйверов связи, по-
средством интерфейса RS232 (Рис. 3). Визуально оболочка представляет 
собой схему соответствующую реальной схеме на лабораторном стенде. 
Изначально контакты на схеме не замкнуты, пользователь по своему ус-
мотрению расставляет виртуальные устройства на схеме, каждому вирту-
альному устройству в оболочке соответствует реальный прибор установ-
ленный в аппаратном измерительном модуле. Из виртуальных устройств в 
оболочке присутствуют, например: амперметры, вольтметры, источники 
питания, перемычки. При правильной расстановке виртуальных уст-
ройств, программная оболочка инициализирует необходимые модули в 
измерительном блоке, после чего пользователь может переходить к мон-
тажу схемы на реальном стенде и проведению измерений. 
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Рис. 3 Изображение управляющей программы «Лабораторный комплекс» 

В ходе проведенной работы разработаны технологии подключения к 
компьютеру цифрового оборудования, не оснащенного компьютерными 
портами. Разработанный учебно-исследовательский многофункциональ-
ный лабораторный стенд содержит программируемые блоки: измерения 
напряжения и тока, управления шаговым двигателем, источников напря-
жения, термостата. Персональный компьютер выполняет функции 
управления лабораторным стендом в автоматическом режиме, считыва-
ния и хранения полученной информации, обработки экспериментальных 
данных. Данные разработки используются для автоматизации измерений 
электрофизических параметров электронных приборов и пригодны для 
представления в среде Internet. 
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БУМАГА НА ОСНОВЕ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 

А. А. Пугач 

ВВЕДЕНИЕ 

Нанотрубки - это протяженные цилиндрические структуры диаметром 
от одного до нескольких десятков нанометров и длиной до нескольких 
микрон, состоящие из одного или нескольких свернутых в трубку гекса-
гональных графитовых слоев и заканчивающиеся обычно полусфериче-
ской головкой, которая может рассматриваться как половина молекулы 
фуллерена [1, с. 401]. Яркий пример использования углеродных нанотру-
бок � ультратонкий проводящий материал, называемый углеродной бу-
магой.  

ПОЛУЧЕНИЕ БУМАГИ ИЗ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 
Для получения бумаги из материала нанотрубок использовались очи-

щенные одностенные углеродные нанотрубки (ОУНТ), поставляемые 
компанией Carbon Nanotechnologies Inc. в форме мелких шариков, так на-
зываемых BuckyPearls. Данные ОУНТ диспергировались в водном рас-
творе поверхностно-активного вещества Triton Х-100 с помощью ультра-
звуковой обработки и затем фильтровались с использованием процедуры 
вакуумной фильтрации. Под действием вакуума дисперсия ОУНТ про-
пускалась через политетрафторэтиленовый мембранный фильтр (Milli-
pore LS, диаметр пор 5 мкм). Получившиеся после высыхания листы бу-
маги снимались с фильтра и тщательно промывались в больших количе-
ствах воды и метанола для удаления поверхностно-активных веществ и 
затем высушивались. Полученные листы бумаги, состоящие из нанотру-
бок, затем отжигались при температуре до 1000°C в течение 9 часов в 
потоке аргона для удаления остатков растворителей и поверхностно-
активных веществ.  

ИЗМЕРЕНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
Снятие вольтамперной характеристики (ВАХ) проводилось при помо-

щи ячейки, созданной на пластинке из фольгированного текстолита. Кон-
такты были изготовлены на основе посеребренных элементов контактных 
групп стандартных реле и медных дорожек вытравленных на текстолито-
вой пластинке. Результаты измерения представлены на рисунке 1. 
Результаты измерения можно объяснить следующим образом: перенос 

электронов в бумаге определяется только металлическими УНТ. Между 
некоторыми металлическими УНТ не омический контакт, обусловлен-
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ный, по-видимому, различными загрязнениями, что создает между неко-
торыми УНТ потенциальный барьер на загрязнениях, что и приводит к 
нелинейной зависимости на ВАХ. Причем при отжиге данные загрязне-
ния удаляются, и практически между всеми трубками устанавливается 
омический контакт. 
Существует несколько методов измерения эффекта Холла, но наибо-

лее подходящим оказался метод, рекомендованный Ван дер Пау. В соот-
ветствии с этим методом по краю образца произвольной формы необхо-
димо расположить четыре контакта. Магнитное поле направлено пер-
пендикулярно образцу. 
Измерения эффекта Холла в комбинации с измерениями слоевого 

сопротивления позволяют получать информацию о концентрации но-
сителей заряда и их подвижности. Для проведения этих исследований 
создана ячейка на пластинке из фольгированного текстолита. Контакты 
были изготовлены на основе посеребренных элементов контактных 
групп стандартных реле. 
В случае симметричной конфигурации слоевое сопротивление опре-

деляется по Ван дер Пау выражением: 
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где U3,4, I1,2 � измеряемое напряжение и задаваемый ток на соответст-
вующих контактах 3�4 и 1�2. 
Слоевой коэффициент Холла RH,s вычисляют по формуле: 

0

50

100

150

200

250

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Напряжение, В

С
ил
ат
ок
а,
мА

Рис 1. Вольтамперная характеристика бумаги на основе УНТ выращенных 
разными методами: а б в  HiPCO,   лазерный (после отжига),   лазерный (без отжига)
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где UH - напряжение Холла, В � напряженность магнитного поля. 
На практике, чтобы снизить влияние несимметрии структуры и по-

мех, связанных с магнитоэлектрическими эффектами, и уменьшить по-
грешности измерений при низких напряжениях, измерения проводят 
также при двух направлениях тока. Значения RS и RH,S находят усреднени-
ем измеренных значений. Используя формулы (1) и (2) можно найти эф-
фективную поверхностную концентрацию носителей NSeff и эффектив-
ную холловскую слоевую подвижность µSeff: 
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где q - заряд электрона, r � холл-фактор � коэффициент, учитывающий 
механизм рассеяния. 
Результаты холловских измерений приведены в таблице.  
Мы получили хорошее согласие теории и эксперимента для изолиро-

ванных УНТ. Однако построить строгую теорию для описания на микро-
уровне электронного транспорта в таком сложном объекте как бумага на 
основе УНТ не представляется пока возможным.  

Таблица 
Результаты холловских измерений 

Образец бумаги Слоевое cопротивле-
ние Rs, Ом/□ 

Слоевая концентрация 
носителей 

NS, см-2 

Холловская подвижность 
µ, см2/(В*с) 

Laser-SWNT paper 
(Unannealed) 2,42 2-5x1017 5,2-13,1 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Бумага на основе углеродных нанотрубок � материал будущего. Он в 

10 раз легче, но в 250 прочнее стали. Этот материал может использовать-
ся в авиации или при создании легких, эффективных бронежилетов. Бу-
мага также может использоваться в качестве защитного слоя транспорта 
или при конструировании прочных, надежных и очень тонких дисплеев. 
Данный материал может найти свое применение в структурных и элек-
трохимических системах, основанных на потенциальных механических 
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свойствах бумаги, в приводах, конденсаторах, электродах и устройствах 
с полевой эмиссией [2]. 
В результате проделанной работы были измерены электрические 

свойства бумаги на основе УНТ. Снята вольтамперная характеристика 
бумаги, вычислены холловская подвижность носителей, слоевая концен-
трация носителей, слоевое сопротивление. 

Литература 
1. Елецкий А. В.Углеродные нанотрубки и их эмиссионные свойства // Успехи физи-
ческих наук. 2002. №4. C. 401�417 

2. http://amos.indiana.edu/library/scripts/buckypaper.html 

РЕАЛИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ ПРОВЕРКИ СЕРИЙНЫХ НОМЕРОВ 
ДЛЯ ЗАЩИТЫ ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

А. Н. Сидоревич 

ВВЕДЕНИЕ 

С целью защиты программного обеспечения  используется метод се-
рийных номеров для регистрации или активации программного продук-
та. Как правило, серийный номер высылается пользователю, прошедше-
му этап регистрации и оплатившему ее стоимость.  
Различают статические серийные номера (одинаковые для всех поль-

зователей) и динамические (различные для разных пользователей, раз-
ных конфигураций компьютеров и т.п.). Статический номер не обеспе-
чивают надежной защиты � его можно подсмотреть у соседа или знако-
мого, а затем дома ввести и зарегистрировать продукт. Сложнее подоб-
рать динамический номер � последовательность байт, зависящую от 
имени пользователя, параметров операционной системы, номера сетевой 
карты, а также программных и аппаратных средств. Пользователь может 
самостоятельно выбрать имя, под которым регистрируется продукт и в 
этом случае регистрационный ключ зависит от заданного логина. Иногда 
для получения ключа требуется вместе с некоторой суммой предать про-
изводителю значение, сгенерированное программой (это может быть за-
шифрованный номер винчестера, сетевой карты и т.п.). 

ПРОСТОЕ СРАВНЕНИЕ С ЭТАЛОНОМ 

Одной из первых реализаций этого метода было непосредственное 
сравнение с эталоном � байт за байтом, в этом случае регистрационный 
номер можно без труда извлечь из самой программы.  
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Наиболее простым способом является поиск строковых констант в ис-
полнимом файле, возможно среди них и будет правильный пароль. 
Если же программа была упакована, то поиск в файле ничего не даст. 

Тем не менее, все еще остается возможность поиска строк в памяти за-
пущенного приложения или исследование при помощи отладчика. 
Таким образом, в действительности данный метод  не обеспечивает 

реальной защиты 

СРАВНЕНИЕ ЧЕРЕЗ ХЕШ-ОБРАЗ 

Усложним процедуру проверки так, чтобы не использовалось явное 
представление эталонной строки. Сравнение должно происходить через 
некий характерный признак, присущий строке. Таким признаком может 
служить хеш-образ строки. Код должен содержать функцию расчета 
хеш-значения от входной строки и процедуру проверки ключа. 
Теперь в таблице ссылок на текстовые строки дизассемблер не обна-

ружит ничего подозрительного. Однако если обратить внимание на уча-
сток кода в дизассемблере, который проверяет правильность введенного 
ключа, то можно обнаружить операцию сравнения рассчитанного хеш-
значения с эталонным. В случае выполнения равенства условный пере-
ход передаст управление на блок, выводящий сообщение об успешной 
регистрации, в противном случае мы увидим сообщение типа «Wrong 
password!!!».  
Таким образом, достать значение серийного номера, не получилось. 

Можно попробовать обратить функцию расчета числового значения от 
серийного номера, но это не всегда возможно.  
Можно сделать вывод � использование хеш-функций позволяет про-

изводить проверку вводимого ключа без необходимости хранения непо-
средственного его значения в программе. 
В теории это выглядит хорошо. Но, как и в большинстве защищаемых 

систем, слабость находится в другом месте. Конечная цель взломщика � 
получить работоспособную копию программы. Гораздо проще подме-
нить, например, эталонное значение, с которым происходит сравнение 
хеш-образа или просто изменить условный переход так, чтобы управле-
ние попадало на нужную ветвь программы. 
Проиллюстрируем сказанное. Пусть взломщик хочет, чтобы правиль-

ным паролем программа считала строку «hacker». Для этого ему нужно 
найти ее хеш-образ. Далее используя шестнадцатеричный редактор не-
обходимо заменить эталонное значение на полученное. 
Еще один способ изменения кода программы � это замена условного 

перехода на безусловный или вообще отключение его. Можно отключить 



 109

условный переход, исправив байты команды JNZ SHORT на JMP 
SHORT. Управление предается сразу на ту часть программы, отвечаю-
щую за выполнение действий при правильной регистрации. 
Из рассмотренного видно, что использование хеш-функций само по 

себе еще не обеспечивает защиты. Необходимы некоторые дополнитель-
ные меры, которые не позволят взломщику так просто модифицировать 
код программы. 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ШИФРОВАНИЯ 

Пусть в программе происходит вычисление хеш-образа для предвари-
тельной проверки введенного ключа. Если выбрана хорошая хеш-
функция свободная от коллизий и результат ее выполнения совпал с эта-
лонным, то можно гарантированно утверждать, что был введен истинный 
ключ. Это дает нам право использовать введенное значение ключа в не-
которых вычислениях, например шифровании. Взломщик же может по-
влиять на процедуру сравнения хеш-значения с эталоном, но узнать само 
значение ключа ему не удастся. 
В результате успешного прохождения этапа предварительной провер-

ки ключа происходит передача управления в процедуру шифрования, 
иначе происходит выдача предупреждающего сообщения. В вызываемой 
процедуре происходит шифрование исполняемого кода и последующая 
передача на него управления. При правильно введенном ключе, в резуль-
тате шифрования на месте выбранных разработчиком байт должны ока-
заться истинные команды. Если взломщик изменит процедуру предвари-
тельной проверки, то при неправильно введенном ключе могут появить-
ся неправильные машинные инструкции, которые могут привести к кра-
ху программы, но в любом случае не к выполнению того, что положено. 
Использование шифрования является несколько затратным делом, по 

сравнению с прочими приемами логических защит, зато гораздо надеж-
нее и практически неуязвимо. 
Какие атаки может предпринять взломщик? Если ему не известен пра-

вильный серийный номер и зашифрованный код имеет значительный 
объем, то при условии надежности алгоритма шифрования и достаточ-
ной длине ключа шифрования взлом подобной системы эквивалентен 
взлому криптоалгоритма и не представляется возможным. 
Можно предложить еще один способ защиты программы. Суть заклю-

чается в шифровании правильным ключом самой процедуры проверки 
вводимого ключа. Разумеется, пока пользователь не введет правильный 
ключ, никакой процедуры проверки он не получит. А если введет пра-
вильный, то является очевидным, что процедура проверки уже не нужна. 
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На процедуру проверки возлагаются такие обязанности, как расшифро-
вание защищенного исполнимого кода, проверка целостности некоторых 
участков или всей программы, инициализация ряда важных для работы 
переменных и т.п. Именно по вышеперечисленным причинам изъять 
процедуру проверки не получится. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Одним из наиболее качественных методов защиты программ является 
криптографическое преобразование информации. Согласно правилу 
Кирхгофа, стойкость криптозащит определяется исключительно стойко-
стью секретного ключа. Даже если алгоритм работы такой защиты извес-
тен, это не сильно упрощает его взлом. При условии правильного выбора 
длины ключа, криптозащиты не ломаемы в принципе 
При реализации процедуры проверки серийного номера наиболее уяз-

вимые места � это операция сравнения и передача управления на опреде-
ленную ветвь кода. Однако операцию сравнения нужно использовать для 
предварительной проверки введенного ключа, так что ее результат явля-
ется лишь защитой от ошибочного набора номера. Чтобы исключить 
возможность передачи управления на участок кода, отвечающий за по-
следствия правильного ввода номера, необходимо использовать шифро-
вание этого кода на основе ключа, генерируемого из введенного серий-
ного номера. 

УСТРОЙСТВО КАРДИОМОНИТОРИНГА 
НА ОСНОВЕ МОБИЛЬНОГО ТЕЛЕФОНА 

КЛАССА «SMARTPHONE» 

А. В. Столяров 
На протяжении многих лет различные заболевания, связанные с сер-

дечно-сосудистой системой, держат печальную пальму первенства в спи-
ске болезней человека и приводят к существенному сокращению про-
должительности его жизни. Всем хорошо известно, что для любых бо-
лезней, наряду с профилактикой, исключительно важным является их 
раннее обнаружение и диагностика. Это обуславливает значительное 
внимание, уделяемое вопросам создания и развития современных 
средств автоматизированного инструментального исследования сердеч-
но-сосудистой системы человека. 
Наиболее распространенным и доступным для широкого круга людей 

методом инструментального исследования сердечно-сосудистой системы 
была и остается электрокардиография, основу которой составляет реги-
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страция биопотенциалов, возникающих в сердце, точнее � электрических 
потенциалов, возникающих при сокращении сердечной мышцы. Имеется 
зависимость между электрической активностью сердца и его функцио-
нальным состоянием, что открывает возможности для диагностики забо-
леваний сердца. Анализируя направление и скорость распространения 
волн поляризации в сердце, оказывается возможным определять не толь-
ко его функциональное состояние, но и выявлять очаги повреждений 
миокарда. 
Несмотря на достаточную сложность интерпретации информации, по-

лучаемой с помощью электрокардиографии, имеются относительно про-
стые методики, позволяющие с ее помощью оценить состояние сердеч-
но-сосудистой системы, а также организма в целом. 
В настоящее время существует много разновидностей и моделей элек-

трокардиографов. Однако до сих пор эти приборы не преодолели неко-
торый рубеж по своей стоимости и удобству применения, когда они мог-
ли бы стать массовыми приборами медицинского назначения, исполь-
зуемыми человеком в его повседневной жизни. А это весьма актуально, 
поскольку даже не очень занятые люди могут позволить себе регуляр-
ные, лучше ежедневные, посещения врача для снятия и анализа кардио-
граммы. Более того, даже если удается такие процедуры делать регуляр-
но, далеко не все нарушения сердечной деятельности могут быть выяв-
лены, поскольку многие сбои в работе сердца происходят в период на-
пряженной физической нагрузки или высокого психоэмоционального 
напряжения человека, а не в расслабленном состоянии на приеме у врача. 
Не так давно появились и получили активное развитие так называе-

мые «Холтеровские кардиографы». Эти устройства достаточно малога-
баритны, автономно работают от встроенного аккумулятора и способны 
производить регистрацию кардиограммы в буферной памяти, например, 
в течение суток. Однако для расшифровки полученных результатов не-
обходимо подключение в стационарных условиях к компьютеру врача. 
Для обеспечения удобной непрерывной регистрации и экспресс-

анализа электрокардиограмм (ЭКГ) автором разработано автономное 
устройство, работающее под управлением мобильного телефона с рас-
ширенными возможностями класса Smartphone, представляющим собой 
гибрид портативного компьютера (PDA) и мобильного телефона. Для 
улучшения комфортности применения устройства в качестве интерфейса 
его электронной измерительной части с управляющим телефоном ис-
пользована технология беспроводной передачи данных Bluetooth. Это 
обеспечивает работу устройства в режиме непрерывного кардиомонито-
ринга пользователя при отсутствии жесткой привязки измерительного 
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блока к телефону � последний может находиться 
на расстоянии до 100 м (на открытой местности) 
от пользователя � и сохранении обычной функ-
циональности телефона. Кроме того, в роли 
управляющего компьютера для устройства может 
выступать любой другой переносной (типа «ноут-
бук») либо стационарный (офисный) компьютер с 
подключенным к нему Bluetooth адаптером. 
Устройство состоит из двух основных компо-

нент: блока регистрации и блок управления на ос-
нове компьютера (телефона «Smartphone»). Блок 
регистрации выполнен в виде малогабаритного ав-
тономного электронного модуля, носимого на 
поясе. Он имеет встроенный источник питания, 
использующий Li-Ion аккумулятор, в котором 
реализована возможность контроля потребления и 
отключения аналогового входного тракта блока 
регистрации во время ожидания команд. Блок регистрации имеет на вхо-
де пять электродов, используя четыре из шести грудных отведений 
Вильсона (Рис. 1) и пятый опорный электрод [1, 2]. Так как сигнал, по-
ступающий с электродов, достаточно слабый (2�8 мВ), то для усиления 
его применяются инструментальные усилители. Схема на усилителях 
реализована таким образом, что с помощью пятого опорного электрода 
удается практически избавиться от синфазной помехи в 50 Гц. Для борь-
бы с шумами, возникающими при сокращении мышц, и иными, то есть 
получить максимально «чистый» электрокардиосигнал (рис. 2), исполь-
зовались три стадии фильтрации: 

1) аналоговый фильтр собранный после усилителей; 
2) цифровые фильтры встроенные в АЦП и способные самостоятельно 

определять верхнюю граничную частоту входного сигнала; 
3) цифровой полосовой фильтр низких частот, реализованный в про-

цессоре блока регистрации (полосовой фильтр Баттерворта) с частотами 
среза 0,05 Гц снизу и 100 Гц [3].  
Для оцифровки сигнала использовалось 22-разрядное Σ-∆ АЦП фир-

мы Analog Devices, специально разработанное для применения в биоме-
дицинских системах, имеющее встроенный цифровой ФНЧ, выполнен-
ное по LC2MOS технологии и потребляющее 35 мВт. Блок регистрации 
содержит также цифровой процессор с архитектурой ARM7, общей про-
изводительностью 54 MIPS при тактовой частоте 60 МГц, который осу-
ществляет приём данных от АЦП, их сохранение в кольцевом буфере и 

Рис. 1. 6 грудных от-
ведений Вильсона 
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предварительный анализ элек-
трокардиосигнала, например, 
на предмет наличия последне-
го в случае плохого контакта 
электродов с поверхностью 
кожи. Кроме того, процессор 
производит сжатие данных с 
помощью аудиокодека, реали-
зованного программно, и под-
держивает передачу сжатого 
потока данных с помощью мо-
дуля беспроводного интерфей-
са Bluetooth класса 1. 
Блок управления на основе мобильного телефона класса «Smartphone» 

осуществляет общее управление устройством, прием, оперативное и дол-
говременное хранение и экспресс-анализ электрокардиосигнала. Телефон 
имеет встроенный процессор архитектуры ARM9, имеющий общую про-
изводительность 220 MIPS при тактовой частоте 200 МГц. Он работает 
под управлением операционной системы (ОС) Windows Mobile, являю-
щейся 32-битной ОС реального времени, позволяющей, используя пре-
доставляемый пользовательский интерфейс WinAPI, создать достаточно 
сложное приложение. 
Работа и структура приложений в Windows Mobile схожа с настоль-

ными версиями Windows, в частности, каждому процессу выделяется че-
тырёх гигабайтное адресное пространство виртуальное адресное про-
странство, определяются приоритеты процесса и т.д. Но есть и отличия, 
которые свойственны только мобильным устройствам. Windows Mobile 
имеет двухуровневую архитектуру. Верхний уровень � это ядро системы, 
включающее модули, обслуживающие аппаратную часть, так называе-
мые драйвера, и процессы, занимающиеся высокоприоритетными зада-
чами. Нижний уровень � это прикладные программы, интерфейсная и 
пользовательская часть. 
В Windows Mobile, как и в настольной версии Windows, ядро выпол-

няет основной цикл и обработку всех запросов, приходящих от драйве-
ров и процессов верхнего уровня, либо от активных процессов нижнего 
уровня. Аппаратная часть Windows Mobile не доступна для пользователя 
с нижнего уровня напрямую, с ней можно работать через драйвера по-
средством интерфейса WinAPI. 
Использование Windows Mobile и учет вышеописанных нюансов по-

зволили разработать достаточно эффективную программу кардиоанализа 

Рис. 2. Усиленный и оцифрованный сигнал 
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«Cardio». Программа состоит из основного модуля анализа и обработки 
данных, модуля сбора данных, графического модуля и блока, работаю-
щего с радиомодулем телефона. Кроме того, в программе реализованы 
модули управления питанием блока регистрации, блока формирования 
сигнальных данных отправляемых через службу коротких сообщений 
SMS, блока формирования ЭКГ передаваемой через Internet с помощью 
услуги GPRS и другие. Результат анализа выводится непосредственно на 
экран мобильного телефона «Smartphone», либо сохраняются на карту 
памяти. 
Следует отметить также, в качестве существенного достоинства раз-

работанной программы, реализацию в ней алгоритма определения ме-
стоположения пользователя с помощью технологии GSM, что очень 
важно для пользователя, оказавшегося в критической ситуации. 
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СПОСОБЫ И АЛГОРИТМЫ ЭФФЕКТИВНОЙ ПРОГРАММНОЙ 
РЕАЛИЗАЦИИ КРИПТОГРАФИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

В. А. Трофимчук 
В процессе интенсивного развития беспроводных коммуникационных 

технологий возникает необходимость обеспечения безопасности при пе-
редаче данных. Одним из методов реализации конфиденциального тра-
фика является применение криптографических преобразований. При 
реализации криптопреобразований, особенно несимметричных, возни-
кают проблемы, связанные малым быстродействием используемых алго-
ритмов. В данной работе рассматриваются несколько способов вычисле-
ния произведения k·P, где k � большое целое число, P � точка на плоско-
сти. Данная операция является основной при реализации криптосистем 
на основе эллиптических кривых [1]. 
При создании криптографических систем нужно учитывать, что все 

вычисления производятся по модулю некоторого целого числа p. В част-
ности, это означает, что используются не произведения и суммы чисел, а 
остатки от деления этих произведений и сумм на данный модуль. При 
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этом сохраняются все известные свойства арифметических операций 
(коммутативность, ассоциативность, дистрибутивность) и у всех чисел от 
нуля до p существуют противоположные элементы: x+(�x)=0 mod p. Если 
же используемый модуль p � простое число, то во множестве целых чи-
сел 0, �, p можно задать операцию инверсии: для любого x кроме нуля 
существует x-1<p такое, что xx-1=1 mod p. Таким образом, рассматривае-
мое множество представляет собой поле (поле Галуа GF(p)). 
Существуют вычисления, представляющие собой многократное вы-

полнение некоторой базовой ассоциативной операции. Например, вы-
числение произведения может быть сведено к многократному сложению, 
для модулярной экспоненты базовой операцией является умножение и т. 
д. В общем случае имеются два множества: GF(p) и некоторая группа Н 
(в частности, Н = GF(p) или Н = GF(p)\{0}). В группе Н задана операция 
◦. Требуется вычислить kP=P◦P◦�◦P (k раз), k∈GF(p), P∈Н. Здесь важно 
представить множитель k таким образом, чтобы число выполнений базо-
вых операций было как можно меньшим. 
Одним из вариантов представления множителя является следующий [2]: 

 k=k0+2(k1+2(�)), 
где ki равны нулю или единице. В результате kP запишется, например, в 
таком виде: 
 kP=P◦2·2(P◦2·(�)). 
В итоге количество выполнений базовых операций не превышает 2m�

2, где m � количество бит числа k. 
Однако такое представление не является оптимальным. Оно опирается 

на двоичный вид числа k, но можно использовать систему счисления с 
основанием 2n. Тогда k запишется в виде 
 k=k0+2n (k1+2n (�)), 
где ki принимают значения в диапазоне от 0 до 2n −1. При этом должны 
быть предвычислены значения 2P, 3P, � , 2n −1 � всего 2n −2 предвы-
числений. Очевидно, что при увеличении n затраты на предвычисления 
быстро возрастают. Однако переход к другому основанию оправдан, так 
как максимальное число выполнений базовых операций, соответствую-
щих знаку «+» («+�вычислений») в разложении числа k уменьшается. 
Следует сказать, что более интересно не максимальное, а среднее число 
этих вычислений. В случае двоичной системы счисления «+�
вычисление» пропускается (за счет нулевого бита) с вероятностью 0,5. 
Таким образом, в данном случае среднее число «+�вычислений» равно 
0,5m�1. В случае основания 2n вероятность пропуска равна 0,5n. Предпо-
ложим, что m делится на n. Тогда среднее число «+�вычислений» равно 
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(m/n)(1�0,5n)�1. Коэффициент при m уменьшается с ростом n: 0,5 для 
n=1, затем 0,375, 0,292, 0,234 и т. д. 
Оптимальное значение n выбирается для каждого конкретного m. Оно 

может быть выбрано и более точно � для каждого конкретного k. 
Можно отметить, что благодаря применению метода, использующего 

разложение множителя, для вычисления произведения автоматически 
исчезает проблема вычисления остатка от деления числа двойной длины 
на модуль p, так как выполнение сложения по модулю p как базовой опе-
рации приводит к получению результата в нужном виде. 
Самой сложной операцией является вычисление инверсии. Для вы-

полнения этой операции может быть использован расширенный алго-
ритм Эвклида. Он основан на алгоритме Эвклида для нахождения наибо-
льшего общего делителя. 
Пусть a и b положительные целые числа и a>b. a можно представить 

как 
 a = bq0 + r1, 
где q0=[a/b] и 0 ≤ r1 < b. Затем то же самое можно сделать для пары b и r1 
и далее: 
 b = r1q1 + r2, 

 . . . . . . . . . . .  

 rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 

 rn−1 = rnqn+0 
Наибольший общий делитель здесь равен rn. 
Приведенный алгоритм можно использовать для решения Диофантова 

уравнения 
 by � ax = 1, 
где, как нетрудно видеть, y=b-1 mod a. Здесь НОД(a, b)=1, иначе обрат-
ный элемент отсутствует. Значит, предпоследнее уравнение, получаю-
щееся при нахождении НОД(a, b) с помощью алгоритма Эвклида, можно 
переписать как 
 rn−2 � rn−1qn−1 =1, 
а затем выразить rn−2 и rn−1 через предыдущие равенства. Входящие в эти 
выражения ri представляются аналогичным образом. Таким образом, в 
самом конце остаются только a, b и коэффициенты, выраженные через qi. 
Очевидно, что алгоритм Эвклида требует выполнения большого числа 

элементарных операций. Это число зависит, в частности, от количества 
выполняемых делений с остатком. Можно найти максимальное количес-
тво этих делений. 
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Пусть используются числа, меньшие 2m. Построим последователь-
ность xi, где x1 равно модулю, x2 � то число, инверсию которого требует-
ся найти, xi+1=xi-1 mod xi. Последнее число xn=1. Задачу поиска максима-
льного n при заданном x1 можно заменить задачей поиска минимального 
x1 при заданном n. Очевидно, что xi-1= kixi +xi+1. x1 будет минимальным, 
если все ki=1, т. е. если числа от xn до x1 образуют последовательность 
чисел Фибоначчи Fk, начиная со второго номера. Известно, что 
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2 2 2

5 5k

k k k
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Отсюда 

 ( )1 5 1 5
2 2

log 5 log 2k kF Fk + += < + . 

Таким образом, для максимального количества делений N можно 
записать 

( )1 5
2 2

log 2 1 1
log 1 5 1

mN m +< − = −
+ −

. 

Таким образом, в данной работе предложен и разработан способ 
проведения вычислений (модулярное умножение и инверсия), представ-
ляющих собой многократное выполнение базовой ассоциативной опера-
ции, основанный на специальном представлении одного из аргументов и 
предвычислениях. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ДЕФЕКТОВ,  
СОЗДАННЫХ ИМПУЛЬСНЫМ ЛАЗЕРНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ 

 В ОПТИЧЕСКИ ПРОЗРАЧНЫХ МАТЕРИАЛАХ 

С. А. Циер 
Практически одновременно с созданием мощных лазеров было выяс-

нено, что под действием лазерного излучения возникают разрушения 
прозрачных твердых тел. На основе этого эффекта был предложен метод 
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создания с помощью сфокусированного лазерного импульсного излуче-
ния растрового изображения внутри прозрачного материала, представ-
ляющего собой совокупность микродефектов [1; 2]. Ведутся также рабо-
ты по формированию многоцветных изображений в стекле, открываются 
перспективы создания трехмерных оптических запоминающих устройств 
со сверхвысокой плотностью упаковки [3]. Однако для развития этих на-
правлений следует детально изучить процесс пробоя, построить матема-
тическую модель и научиться воспроизводить результаты эксперимента. 
Разрушения, возникающие в прозрачных твердых телах под действи-

ем лазерного излучения, наиболее целесообразно разделить на разруше-
ния, возникающие в идеально чистых средах, и разрушения, обусловлен-
ные примесями [4]. В этих случаях различны механизмы, приводящие к 
разрушению. В чистой среде это оптический пробой. 
Процесс пробоя состоит из следующих этапов: 
Мощное лазерное излучение создает свободные электроны. Иониза-

ция атомов может происходить за счет многофотонного поглощения.  
Действующее лазерное излучение ускоряет электроны, которые спо-

собны выбить связанный электрон из атома. Энергия, которую необхо-
димо набрать электрону, должна превышать потенциал ионизации  
атома.  
Развивается электронная лавина. 
Происходит быстрый локальный нагрев и плавление среды. 
Возникают механические напряжения между модифицированной об-

ластью и областью, в которой не происходило поглощение энергии ла-
зерного импульса, что приводит к разрушению твердого тела и возник-
новению микродефекта. 
При наличии в прозрачной среде локальных макроскопических при-

месей или дефектов с большим коэффициентом поглощения излучения 
эти локальные области быстро нагреваются, что и служит, в конечном 
счете, причиной разрушения прозрачной среды. Таким образом, при на-
личии примесей идет речь о тепловом разрушении прозрачных сред. 
В результате поглощения энергии лазерного излучения этими локаль-

ными областями, в них очень быстро (за время лазерного импульса) уве-
личивается температура, соответственно, увеличивается давление, при-
водящее к растрескиванию стекла в небольшой области вокруг примеси.  
Теоретическое описание теплового разрушения основано на решении 

уравнения теплопроводности для среды с примесями. Кроме теплофизи-
ческих свойств среды (чистой и содержащей примеси) необходимо 
учесть размер локальных областей, среднее расстояние между ними и 
коэффициент поглощения излучения. В наиболее простой модели можно 
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пренебречь зависимостью коэффициента поглощения 
от температуры нагреваемой области. В качестве 
критерия разрушения среды принимается критиче-
ская температура области, при которой возникают 
необратимые изменения среды (например, плавле-
ние). 
В лаборатории кафедры физической электроники 

на базе универсального автоматизированного лазер-
ного комплекса и установки лазерной гравировки 
ELS-03 были проведены эксперименты по определе-
нию критической плотности мощности, необходимой 
для создания микродефекта,  
измерены линейные размеры модифицированных областей. Анализ зави-
симости процесса образования дефектной области в стекле от энергии 
лазерного импульса показывает, что пробой носит пороговый характер; 
размер области разрушения зависит от параметров фокусирующей сис-
темы, энергии и длительности импульса лазерного излучения, а также 
марки стекла.  
Изображение внутри стекла формируется из совокупности микроде-

фектов, представляющих собой пробои в стекле. От того, какую форму и 
размер имеет пробой, будет зависеть качество изображения. Поэтому не-
обходимо критически отнестись к параметрам лазерного излучения.  
Контроль пробоя осуществлялся визуально и в оптический микро-

скоп. Проведённые измерения показали, что форма микродефекта соот-
ветствуют эллипсоиду с размерами 0.1 � 0.2 мм в горизонтальном на-
правлении и 0.15 � 0.3 в вертикальном направлении (Рис. 1). Размеры 
микродефекта возрастают с увеличением фокусного расстояния линзы. 
Дополнительные исследования показали, что если расстояние между де-
фектами не превышает размеров дефекта, то моделированные области 
можно рассматривать как независимые, а если расстояние между ними 
сравнимо или меньше размера дефекта, то может наступить расстеклова-
ние (разрушение) материала.  
Для того чтобы определить зависимость линейных размеров микро-

дефекта от плотности мощности лазерного импульса, была сформулиро-
вана математическая модель процесса пробоя в стекле. Моделирование 
проводилось в программной среде Mathematica 4.1.  
В силу того, что длительность лазерного импульса порядка 10-8 с, 

предполагается, что поглощение энергии лазерного импульса в стекле 
происходит почти мгновенно. Затем тепло распространяется по объему 
из области, в которой поглощается энергия.  

Рис. 1.  Увеличен-
ная фотография 
микродефекта 
в стекле 



 120

Численное решение этой задачи предполагает разностную дискрети-
зацию уравнения теплопроводности:  

 ( )Tk
t
T

∇∇=
∂
∂ , (1) 

где k � температуропроводность материала.  
В итоге можно получить двумерное стационарное распределение тем-

пературы.  
Зная распределение температуры в области поглощения энергии ла-

зерного импульса, а также температуру и теплоту плавления стекла, 
можно определить линейные размеры микродефекта, созданного лазер-
ным излучением. 
В качестве граничных условий при моделировании процесса пробоя 

использовались следующие параметры: 
• Температура плавления стекла � Tплав. = 1973 К; 
• Размер области моделирования � 0.1x0.1 см (1000x1000 мкм); 
• Радиус пятна фокусировки � rf = 12.9 мкм; 
• Высота начальной области мгновенного поглощения � 60 мкм. 
• Для дискретизации задачи (1) было принято: 
• Шаг дискретизации � s = 3 мкм; 
• Абсолютная погрешность определения температуры � ε = 10 К. 

Допустим, что энергия лазер-
ного импульса 75 мДж. Доля по-
глощенной энергии составляет 
20%, т.е. Qпогл. = 15 мДж. В этом 
случае решение уравнения (1) да-
ет почти сферическую форму об-
ласти расплава (микродефекта) с 
диаметром 108 мкм и максималь-
ную температуру в области про-
боя, равную  
3179 К. На Рис. 2 приведены ре-
зультаты расчетов диаметра мик-
родефекта для разных плотностей 
мощности лазерного излучения. 
Из результатов моделирования 

видно, что область пробоя имеет 
форму, близкую к сферической, в 
то время как в эксперименте она 
имеет эллиптическую форму, что 

Рис. 2. Зависимость размера пробоя от 
плотности мощности лазерного  

импульса 
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объясняется, по-видимому, влиянием сферической аберрации фокуси-
рующей линзы. Однако теоретические размеры диаметра микродефекта 
совпадают с экспериментальными. Для более точного расчета высоты 
области необходимо учесть поправки на аберрацию системы фокусиров-
ки. Используя экспериментальные данные о размерах микродефекта, с 
помощью разработанного алгоритма можно решить и обратную задачу 
по определению количества теплоты, поглощаемого стеклянным образ-
цом в результате облучения лазерным импульсом.  

ВЫВОДЫ  

В данной работе проведены исследования процессов оптического 
пробоя в стекле марки К8. По результатам экспериментальных данных 
определена зависимость размера области пробоя от плотности мощности 
лазерного излучения. В результате математического моделирования про-
цесса пробоя, основанного на приближении мгновенного поглощения ла-
зерного излучения материалом и численном решении стационарного 
уравнения теплопроводности, рассчитаны линейные размеры модифици-
рованных областей в стекле марки К8.  
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РАЗРАБОТКА И РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА АНАЛИЗА РАС-
ПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ 

И. П. Шингарёв 
В связи с повышением требований к точности и надёжности опреде-

ления параметров веществ, находящихся в растворе, все чаще использу-
ются методы флуоресцентной флуктуационной спектроскопии. Среди 
них выделяется метод, основанный на исследовании экспериментального 
распределения числа фотонов, полученных за время T � PCH-анализ, по-
зволяющий получать информацию об излучательной способности и кон-
центрации молекул вещества, находящегося в растворе. Процедура ана-
лиза распределения числа фотонов многоэтапна, поэтому возникает не-
обходимость в разработке алгоритма для проведения такого анализа. 
Идея алгоритма весьма проста. Необходимо построить теоретическое 

распределение числа фотонов, зависящее от физических параметров, ха-
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рактеризующих исследуемое вещество. Затем, проведя процедуру согла-
сования экспериментального и теоретического распределений с помо-
щью метода наименьших квадратов, получить оценки неизвестных пара-
метров исследуемого вещества. 
Рассмотрим математическую модель, лежащую в основе процедуры 

анализа. В качестве параметра, характеризующего излучательную спо-
собность молекул вещества, примем молекулярную яркость ε , равную 
числу фотонов, излучаемых молекулой за время T. Для характеристики 
концентрации будем использовать среднее число частиц N , находящих-
ся в некоторой области вещества объёмом 0V  [1]. В качестве функции, 
описывающей распределение интенсивности возбуждающего излучения 
в веществе для случая двухфотонного возбуждения, примем функцию 
гауссовско-лоренцовского типа, которая в цилиндрических координатах 
имеет вид [1]: 
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где 0ω  и λ  � толщина пучка и длина волны возбуждающего излучения. 
Рассмотрим процедуру получения теоретического распределения. 
В общем случае, вероятность регистрации k фотонов от одной моле-

кулы с молекулярной яркостью ε за время T, находящейся в области объ-
емом 0V , дается выражением [1]: 
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где r  � радиус-вектор. 
При этом 
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Аналогично, вероятность регистрации k фотонов от N  молекул [1]: 
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Вероятность получения k фотонов от молекул, свободно диффунди-
рующих через границы области объемом 0V : 
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∞
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где N  � среднее число молекул, находящихся в этой области. 
При этом  
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В PCH-анализе принимают 10 ω=V  [1], где: 
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В ходе разработки математической модели для алгоритма анализа по-
лучены следующие выражения для расчета вероятности: 
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Может возникнуть ситуация, когда (1) недостаточно точно описывает 
реальное распределение интенсивности возбуждающего излучения. То-
гда возникает необходимость введения коррекции, характеризующей 
расхождение между реальным распределением интенсивности в вещест-
ве )(rPSF  и его аппроксимацией )(mod rPSF el . В качестве такой коррек-
ции принимают [2]: 
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где iω
~ , ωi  вычисляются по (8) от )(rPSF  и )(mod rPSF el  соответственно. 
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Введем коррекции в математическую модель для алгоритма анализа. 
В общем случае из (2) можно получить: 
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где 0
~V  � изменившийся после ввода коррекций объем области, в которой 

возбуждаются молекулы, iγ  � гамма-фактор i-го порядка, ),,( 0
)1( εVkp  

вычисляется по формулам (9), (10). 
На практике ограничиваются несколькими коррекциями. 
Гамма-фактор iγ  представляет собой важную константу, использую-

щуюся в PCH-анализе, флуоресцентной корреляционной спектроскопии, 
флуоресцентном кумулянтном анализе. Гамма-фактор определяется как [1]: 
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Удалось получить выражение в общем виде для его расчета: 

 22

22
44

)2(
1

−

−
−

π
=γ i

i
i

i

C
i

, (14) 

где i=2, 3, 4 �, 11 =γ  и 
)!(!

!
knk

nC k
n −
= . 

Итак, схема алгоритма выглядит следующим образом: необходимо 
сформировать эмпирическое распределение числа фотонов; задать число 
коррекций; по методу наименьших квадратов найти теоретическое рас-
пределение наилучшим образом согласующееся с эмпирическим. Пара-
метры теоретического распределения будут оценками соответствующих 
неизвестных параметров ε  и N  исследуемого вещества. 
Для ускорения поиска теоретического распределения наилучшим об-

разом согласующегося с эмпирическим распределением необходимо за-
дать начальные приближения для параметров ε , N , iF . Для расчета на-
чальных приближений можно использовать флуоресцентный кумулянт-
ный анализ [3], позволяющий получить оценки молекулярной яркости ε  
и среднего числа частиц N . 
После введения коррекций основное уравнение кумулянтного анализа 

примет вид: 
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где iK  � факториальный кумулянт i-го порядка эмпирического распреде-
ления числа фотонов. 
Факториальные кумулянты qK  вычисляются через факториальные 

моменты qG : 
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где *
ip  � эмпирическая вероятность того, что дискретная случайная ве-

личина приняла значение i . 
Данный алгоритм был реализован программно. Результаты его приме-

нения для анализа с экспериментальных данных дают основания утвер-
ждать, что алгоритм может использоваться на практике. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОГЛОЩАЮЩИХ СВОЙСТВ 
 РАССЕИВАЮЩИХ ОБЪЕКТОВ И СРЕД 

 С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БАЗИСНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Т. Ю. Шинкевич  
Цель работы � определение спектральной области поглощения лазер-

ного излучения гемоглобином для разработки спектрального прибора 
измерения его концентрации. 
Объектом исследования является гемоглобин в растворах, поскольку 

из-за его большой оптической плотности спектры поглощения и пропус-
кания можно измерить только в растворах [1]. 
Проводились измерения спектральных характеристик гемоглобина в 

растворе глюкозы и в физиологическом растворе в следующих концен-
трациях: 
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гемоглобин с глюкозой: 
• глюкозы � 20 мл, 
• гемоглобина � 5 мл;  
гемоглобин с физиологическим раствором: 
• физиологического раствора � 20 мл, 
• гемоглобина � 5 мл. 
Для получения спектральных характеристик исследуемых компонент 

использовался однолучевой спектрофотометр CPECORD-M40 фирмы 
Carl Zeiss Jena, который имеет следующие технические характеристики: 
■ рабочий спектральный диапазон � от 200 до 1100 нм, 
■ выделяемый спектральный интервал � от 0.3 до 3 нм, 
■ минимальный шаг спектрального сканирования 0.1 нм, 
■ диапазон измерения оптической плотности D � от 0 до 1.6Б, 
■ диапазон измерения коэффициента пропускания К � от 2.5 до 100%. 
Результаты измерений представлены на рис. 1-4. Как видно из приве-

денных на рис. 1,2 результатов, как в одном, так и в другом растворе 
максимальное поглощение наблюдается для линии 420нм. Для гемогло-
бина в физиологическом растворе наблюдается несколько большая ин-
тенсивность линии поглощения. 
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Рис 1. Спектральное изменение оптической плотности 
гемоглобина и физраствора
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Рис 2. Оптическая плотность гемоглобина с глюкозой 
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Рис 3. Коэффициент пропускания гемоглобина с глюкозой
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Рис 4. Коэффициент пропускания гемоглобина в физрастворе
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Из анализа литературных источников [2-5] следует, что наиболее точ-

ной и эффективной является измерительная система на основе метода 
дифференциального поглощения [3], использующая измерения на двух 
длинах волн � центре линии поглощения и на крыле линии поглощения. 
Для расчета концентрации, исходя из полученных экспериментальных 

данных, предлагается использовать длины волн 410нм и 520нм. 
Функциональная схема измерительной системы, реализующей данный 

метод, приведена на рис.5. 
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Рис. 5 Функциональная схема измерительной установки  
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В измерительной установке целесообразно использовать интерферен-
ционные фильтры [6], которые имеют узкую полосу пропускания. Но 
они очень дорогостоящие и поэтому была поставлена задача установить, 
возможно ли использовать нейтральные фильтры для проведения иссле-
дований. Для этого были проведены измерения спектров пропускания 
ряда нейтральных светофильтров. Результаты для двух из них приведены 
на рис. 6,7. Поскольку нужно выделить длины волн 410нм и 520нм, то 
наиболее подходящим является фильтр 2. 
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Рис. 6 Спектр пропускания фильтра 1  
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Рис. 6 Спектр пропускания фильтра 2  
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СТРУКТУРНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ  
В ЛЕГИРОВАННЫХ МЫШЬЯКОМ СЛОЯХ  

SIGE СПЛАВОВ ПРИ ТЕРМИЧЕСКОМ ОТЖИГЕ 

К. В. Яцко, Д. В. Колтович  
Поиск альтернативных материалов, совместимых с Si-технологией, 

исследование их свойств, а также разработка приборных структур на их 
основе, являются приоритетными направлениями материаловедения и 
полупроводниковой электроники. В частности, тенденции развития мик-
роэлектроники предполагают широкое использование метастабильных 
структур � высоколегированных и пересыщенных слоёв SiGe сплавов. 
Высоколегированные слои имеют важное значение для создания исток-
стоковых областей в МОП технологии и эмиттеров � в биполярной. В 
связи с этим, система SiGe + As является перспективной для формирова-
ния приборов микроэлектроники. 
Известно, что в кристаллах чистых кремния, легированных мышьяком 

до высокой концентрации, атомы As одновременно могут существовать в 
трех различных состояниях [1]:  

• часть атомов As в концентрации ne, не превышающей ~ 3,7·1020 см-

3, являются электрически активными; 
• атомы As в концентрации выше Csat ~3,2·1021 см-3 участвуют в 

образовании выделений фазы SiAs, где величина Сsat фактически 
соответствует пределу равновесной растворимости As в Si; 

• большая фракция атомов As в концентрации Nas = Csat - ne, является 
электрически нейтральной, однако не образует выделений второй фазы, 
причем предполагается, что атомы As входят в состав подвижных 
примесно-дефектных комплексов. Атомная структура таких комплексов 
до настоящего времени является предметом активных дискуссий. 
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Недавно было показано, что в сплавах SiGe, эпитаксиально-выращенных 
на Si подложках, имеют место аналогичные закономерности [2]. 
В нашей работе были исследованы структурно-фазовые превращения 

в сильнолегированных мышьяком слоях Si0.5Ge0.5 сплавов, при равновес-
ном термическом отжиге. 

ПРИГОТОВЛЕНИЕ ОБРАЗЦОВ 

Релаксированные эпитаксиальные слои сплава Si0.5Ge0.5 толщиной 2 
мкм были выращенны методом молекулярно-лучевой эпитаксии на под-
ложках (001)-Si р-типа. При осаждении слоёв проводилась имплантация 
ионов мышьяка с энергией 1 кэВ, в результате на глубине 60 нм был 
сформирован слой Si0.5Ge0.5 + As, с концентрацией мышьяка NAs ~2х1021 
см-3. Поскольку МЛЭ рост осуществлялся при повышенной температуре 
~550оС, радиационные дефекты структуры отжигались практически пол-
ностью уже во время имплантации. Вместе с тем, некоторое количество 
точечных дефектов, комплексов или протяженных дефектных образова-
ний может быть генерировано при таком методе легирования. После это-
го, образцы данной структуры отжигались в атмосфере кислорода в ши-
роком диапазоне температур в течение 2-60 мин. Химический состав об-
разцов исследовался с помощью резерфордовского обратного рассеяния 
каналированных ионов (РОРКИ) с использованием ионов He+ с энергией 
1.5 МэВ. Структурно-фазовый состав был исследован методом просве-
чивающей электронной микроскопии (ПЭМ) в режиме планарной гео-
метрии. Для этих целей использовался просвечивающий электронный 
микроскоп ЭМ-125 с укоряющим напряжением 100 кВ. Образцы для 
ПЭМ утонялись методом химико-динамического травления. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Из рис. 1 видно, что отжиг при 720оС приводит к появлению на спек-
тре РОРКИ пиков обратно рассеянных ионов Не+ от О2 (область каналов 
120-130), Si (область каналов 200-210), а также увеличению выхода от 
тяжелых атомов - Ge, As (область каналов 290-310). Было обнаружено, 
что при низких температурах (200оС � 750оС) окисление SiGe сплавов, с 
высокой концентрацией Ge (≥ 50%), приводит к образованию на поверх-
ности смешанного оксида SiO2 и GeO2, что хорошо согласуется с ранее 
полученными результатами [3]. Известно, что процесс деактивации 
мышьяка связан с формированием сложных точечных дефектов. При об-
разовании нейтрального комплекса As2V, происходит смещение атомов 
As из узлов решётки на величину ~ 0.015 нм [4], что также влияет на уве-
личение пика выхода обратно рассеянных ионов от мышьяка. 
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Рис. 1. Спектры РОР в каналированном режиме : 
� исходная структура, - - после отжига при 720оС 10 минут 

Также из спектров РОРКИ было установлено, что термическое окис-
ление сплавов Si1-xGex в атмосфере кислорода при температуре ~ 900оС и 
выше, приводит к окислению Si до SiO2, в результате Ge оттесняется 
фронтом окисла, смещаясь в глубь образца, вслед за движущейся грани-
цей раздела SiGe/SiO2. Это связано с: существенными различиями между 
теплотами образования SiO2 и GeO2 (образование SiO2 значительно вы-
годнее) и малой растворимостью Ge в SiO2 [3].  
Структурно-фазовые превращения в метастабильных слоях SiGeAs при 

дестабилизирующем термическом отжиге исследовались методом просве-
чивающей электрон-
ной микроскопии. 
Был установлен поро-
говый характер фор-
мирования нанораз-
мерных преципитатов 
в матрице SiGe. Обра-
зование выделений 
вторичной фазы про-
исходит при превы-
шении граничной 
температуры (915°С) 
и сопровождается от-
жигом дефектов дис-
локационного типа 

  
Рис. 2.  Светлопольная ПЭМ микрофотография от образца 

после отжига при 915 С в течение 20 минуто
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(рис. 2). Сравнительный анализ контраста микрофотографии на рис. 2 
предоставляет убедительное свидетельство определяющей роли степени 
пересыщения на структурно-фазовый состав образцов. Так, микрофото-
графия содержит темные п ятна на сером фоне. Более темный абсорбци-
онный ПЭМ � контраст пятен по сравнению с фоном указывает на то, что 
соответствующие им структурные образования являются преципитатами, 
включающими в свой состав большее количество тяжелых атомов, чем 
окружающая матрица. По результатам электронной дифракции было ус-
тановлено в состав преципитатов входят атомы Ge и As. Это согласуется с 
результатами расчёта композиционного состава методом рентгеновского 
микроанализа в [2]. При длительных временах термического окисления 
при температуре выше граничной выделения фазы GeAs обнаружено не 
было, что связано с диффузионным перераспределением мышьяка в об-
разце. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в данной работе были исследованы структурные пре-

вращения и поведение примеси в Si1-хGex сплавах после высокодозной in-
situ имплантации ионов As+ и последующего дестабилизирующего отжи-
га в различных режимах. Обнаружено образование смешанного оксида 
SiO2-GeO2 при окислении сплава Si0.5Ge0.5 в области температур 500°С�
750оС, отжиг при температурах выше 900°С приводит к сегрегации Ge. 
Установлена пороговая зависимость выделения фазы GeAs, определена 
граничная температура 915°С, при которой образование GeAs преципи-
татов сопровождается отжигом дефектов дислокационного типа. 
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ЭФФЕКТ ОТРИЦАТЕЛЬНОГО 
КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

Т. А. Бракоренко 
Одной из актуальных задач современного материаловедения является 

создание принципиально новых материалов, способных проявлять про-



 133

граммируемые, существенно нелинейные деформационные свойства, 
вплоть до получения адаптивной (приспособительной) реакции на внеш-
нее воздействие [1]. В частности, к таковым можно отнести материалы с 
отрицательным коэффициентом Пуассона ν, способные расширять-
ся/сужаться в направлении, перпендикулярном одноосному растяже-
нию/сжатию соответственно, иначе называемые ауксетичные или ауксе-
тики [2]. 
У большинства конструкционных материалов значения ν колеблются 

в пределах 0,2-0,4. Тем не менее, теоретические значения ν для изотроп-
ного материала лежат в пределах -1 ≤ ν ≤ 0,5. Что касается реализации 
программируемого деформационного поведения, ауксетики, в частности, 
позволяют в условиях стесненного деформирования достичь высокой не-
сущей способности фрикционных соединений [3], что делает их наибо-
лее предпочтительными для использования в крепежных изделиях. 
Целью работы является анализ механизмов, приводящих к отрица-

тельным значениям ν в твердых телах, и нахождение такого материала с 
ауксетичными и неауксетичными включениями, который на тепловое 
воздействие отвечает нулевым тепловым расширением. Это сделает бо-
лее широким дальнейшее использование ауксетиков в технике. 
На сегодняшний день известно немало случаев проявления отрица-

тельных значений ν в кристаллах и композиционных материалах. Учены-
ми было выделено три структурных уровня реализации данной аномалии 
деформационного поведения: макро-, мезо- и микроскопический. Также 
известны стержневые модели материалов с отрицательным коэффициен-
том Пуассона [4]. Несмотря на то, что коэффициент Пуассона является 
структурно более чувствительной характеристикой по сравнению с моду-
лем упругости, в литературе мало внимания уделяется изучению причин, 
ведущих к ауксетичному поведению на атомно-молекулярном уровне. 
Реализация отрицательных значений ν на атомно-молекулярном уровне 
позволит создавать конструкционные материалы с программируемыми 
свойствами, а также избежать дефектности структуры и нарушения адге-
зионного контакта между компонентами. Однако, для решения задач по 
выявлению данного эффекта на уровне молекул и макромолекул требует-
ся решение сложных квантовомеханических задач. Простейший способ их 
решения � перенесение принципа сочетания жестких и податливых эле-
ментов, реализованного на макро- и мезоскопическом уровнях в компо-
зитных материалах и пенопластах, на молекулярный уровень. 
Помимо гипотетических структур [5], ауксетичное поведение на дан-

ном уровне проявляют жидкие кристаллы и многие монокристаллы ме-
таллов. Так, среди тригональных монокристаллов такими свойствами об-
ладают мышьяк и висмут. Среди гексагональных плотноупакованных 
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фаз металлов � цинк и бериллий [6]. В большинстве случаев такие эф-
фекты проявляются в кубических кристаллах вдоль некоторых кристал-
лографических осей. 
В заключение анализа механизмов, приводящих к отрицательным 

значениям ν в твердых телах, отмечу, что существуют альтернативные 
подходы к созданию ауксетичных фаз, основанные на моделировании 
упругих свойств термодинамически стабильных изотропных систем, со-
стоящих из сферических частиц. Также был предложен механизм реали-
зации отрицательных значений ν в фрактальных средах [7].  
Таким образом, в данной работе были описаны некоторые примеры 

успешной реализации методов молекулярной динамики и молекулярного 
дизайна для решения макромеханических задач по созданию аномально 
упругих материалов нового типа, которые, возможно, в будущем смогут 
применяться в различных областях науки и техники. 
Выше было упомянуто о способности ауксетиков расширять-

ся/сужаться в направлении, перпендикулярном одноосному растяже-
нию/сжатию соответственно (рис. 1). Такое свойство делает оправдан-
ным предположение о существовании материала, состоящего из ауксе-
тичных и неауксетичных включений, который «не реагирует» на тепло-
вое воздействие. Формулировка проблемы в таком виде требует поясне-
ния. Понятно, что деформации будут присутствовать как в ауксетичных, 
так и в неауксетичных слоях, но предполагается, что ауксетичный слой 
поглотит деформации неауксетичного и тепловое расширение материала 
в целом будет нулевым или даже отрицательным. При такой постановке 
возникает немало вопросов. Какова скорость поглощения деформаций? 
Как соотносятся скорость появления деформаций в неауксетичном слое и 
скорость ее поглощения в ауксетичном? Возможно ли получить отрица-
тельный коэффициент линейного теплового расширения? На эти вопро-
сы сейчас пытаются ответить многие группы ученых по всему миру. 

 
Рис. 1. Реакция неауксетичного (слева) и ауксетичного (справа) материалов на одно-

осное растяжение 
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Целью моей работы также является оптимизация геометрических па-
раметров, таких как толщина, число слоев, вид элементарной ячейки и 
т.д., для того, чтобы получить материал с нулевым или близким к нуле-
вому коэффициентом термического расширения. 
В процессе решения данной задачи были сделаны следующие выводы.  
Самой результативной оказалась слоистая схема укладки, т.е. чередо-

вание ауксетичного и неауксетичного слоев. Именно при таком способе 
укладки ауксетичных и неауксетичных слоев удалось достичь желаемых 
результатов. Слои в данной системе связаны без проскальзывания, тре-
ние между слоями не учитывается, т.е. слои свободно перемещаются 
друг относительно друга. За расчетный образец была взята система, со-
стоящая из двух слоев, один из которых имеет положительный коэффи-
циент Пуассона, а другой является ауксетиком. Были построены зависи-
мости двух типов: зависимость термических перемещений: 

•  от коэффициента Пуассона, 
• от толщины слоев системы.  
Данные для расчета слоя, состоящего из обычного материала, были 

взяты из технических источников, т.е. коэффициенты Пуассона брались 
для реально существующих материалов (дерево, сталь, керамика). Дан-
ные для расчета слоя, состоящего из ауксетичного материала, брались с 
обратным знаком. При этом предполагается существование таких мате-
риалов и возможность их получения. Работа осложнялась отсутствием 
сведений в научной литературе о поведении ауксетиков в температурном 
поле. Тем не менее, графически удалось показать компенсацию переме-
щений составной пластины в результате наложения перемещений проти-
воположного направления. Зависимость термических перемещений слоев 
от коэффициентов теплового расширения материалов, из которых дан-
ные слои состоят, показала, что перемещения тем меньше, чем устойчи-
вее материал к температурному полю, т.е. при минимальном коэффици-
енте теплового расширения. При этом температура и толщина слоев не 
изменяются. Из зависимости термических перемещений слоев от их 
толщин, когда температура и коэффициенты теплового расширения ма-
териалов слоев постоянны, сделан вывод, что термические перемещения 
каждого отдельно взятого слоя не зависят от его толщины, что не проти-
воречит принятым в ходе решения задачи предположениям. Зависимость 
термических перемещений слоев от коэффициента теплового расшире-
ния ауксетичного материала, из которого состоит верхний слой, когда 
температура, толщина слоев и коэффициент теплового расширения не-
ауксетичного материала являются константами, демонстрирует то, что 
при определенных значениях коэффициента теплового расширения аук-
сетичного слоя возможно получение нулевых термических перемещений. 



 136

Таким образом, цель работы была успешно достигнута. Были получе-
ны условия, при которых возможно получение материала с нулевым ко-
эффициентом теплового расширения. В процессе работы над решением 
данной проблемы возникли новые вопросы, поставлены новые цели, на 
достижение которых будет направлена наша дальнейшая деятельность. 
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ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

КОРОТКОВОЛНОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН  
В ИСКРИВЛЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ 

А. К. Горбацевич, Е. Ю. Дедиц  

ВВЕДЕНИЕ 
Геометрическая оптика � это раздел оптики, в котором изучаются за-

коны распространения света на основе представлений о световых лучах. 
Под световым лучом при этом понимается линия, вдоль которой распро-
страняется поток световой энергии. Понятие луча не противоречит дей-
ствительности только в той мере, в какой можно пренебрегать дифрак-
цией света на оптических неоднородностях, а это допустимо только то-
гда, когда длина световой волны много меньше размеров неоднородно-
стей. Законы оптики, построенные на указанном предположении, позво-
ляют создать упрощенную, но в большинстве случаев достаточно точную 
теорию оптических систем.  
Приближение геометрической оптики с успехом применяется и для 

того, чтобы сделать некоторые выводы о законах распространения света 
в рамках общей теории относительности. Можно показать, что в искрив-
ленном пространстве-времени тоже можно ввести понятие «луча». Ли-
ниями, вдоль которых распространяется свет в искривленном простран-
стве-времени � лучами � будут являться изотропные геодезические. Этот 
факт может быть получен из анализа ковариантных уравнений Максвел-
ла в предположении малости длины электромагнитной волны (напр. см. 
[1, 2]).  
Цель настоящей работы � показать, что существует возможность при-

менения приближения геометрической оптики и для изучения гравита-
ционного излучения.  

КОРОТКОВОЛНОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
Будем рассматривать метрику следующего вида:  

 gij = ogij + hij (1) 
Здесь ogij � метрика, являющаяся решением уравнений Эйнштейна, hij � 

малое возмущение метрики. Как и в линеаризованной теории гравитаци-
онного излучения, предполагается, что hij = nogijn. Поднятие и опуска-
ние индексов производится при помощи ogij. 
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Непосредственный переход к приближению геометрической оптики-
заключается в том, что возмущение метрики ogij. предполагается имею-
щим вид:  
 hij = aij(x)eiω s(x) (2) 
Здесь s(x) � неизвестная функция координат; ω является большой вели-

чиной. Для того, чтобы убедиться в справедливости такого приближения, 
отметим, что современные исследования допускают существование ши-
рокого диапазона длин гравитационных волн. Целый ряд космологиче-
ских процессов (например, падение маленькой черной дыры в поле очень 
массивной) должен приводить к генерации волн с длинами порядка сотен 
километров. Понятно, что по сравнению с характерными астрофизиче-
скими масштабами эта величина может считаться очень малой [3].  
Из анализа свернутого тензора кривизны, вычисленного с использова-

нием обсужденной метрики, получается соотношение 
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Первая возможность приводит к тому, что вклад от возмущения мет-
рикиокажется равным нулю. Такой вариант не представляет никакого 
интереса.  
Второй вариант приводит нас к следующей интерпретации полученно-

го результата. Обозначая s,r = dxr/dλ ≡ kr, где λ некий параметр, получаем 
возможность трактовать вектор kr как нормальный к поверхностям, на 
которых s(x) = const. Таким образом kr приобретает смысл волнового 
вектора. При этом (3.2) обозначает поперечность волны.  
Нетрудно показать, что при таком рассмотрении вектор kr оказывается 

удовлетворяющим уравнению:  

 0
i

i m n
mn

dk k k
dλ

+ Γ =  (4) 

Из приведенных рассуждений следует, что гравитационная волна 
должна при нашем рассмотрении распространяться вдоль изотропных 
геодезических.  
Дальнейший анализ тензора кривизны приводит к соотношению 

 (Wkj);j = 0 (5) 
Здесь была введена величина W = aijaij, которая представляет собой не-

кий аналог энергии рассматриваемой гравитационной волны. Аналогия с 
энергией возможна из-за того, что W является фактически «квадратом 
амплитуды». Таким образом, выражение (5) выражает тот факт, что 
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энергия гравитационной волны в коротковолновом приближении оказы-
вается величиной, сохраняющейся вдоль «луча». 
Полученные общие результаты для законов распространения гравита-

ционных волн могут быть легко применены к рассмотрению конкретной 
задачи, например, вычислению красного смещения в метрике Робертсо-
на-Уолкера. 
Рассмотрим красное смещение в метрике Робертсона-Уолкера. Ис-

пользуя опять метрику в виде  

  2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) sinds R t d f d d c dtχ χ θ θ φ  
    

= + + − .  (6) 

 Из анализа геодезических в указанной метрике можно получить от-
ношение регистрируемой частоты гравитационной волны к частоте ис-
пущенной волны в виде: 
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Здесь A1 и A2 � константы, характеризующие скорости источника вол-
ны и детектора; t1 и t2 � моменты времени, когда волна испущена и де-
тектирована соответственно.  
Таким образом, в рамках приближения геометрической оптики частота 

гравитационного излучения в метрике Робертсона-Уолкера будет пре-
терпевать обычное красное смещение. Если в последней формуле поло-
жить А2 = А1 = 0 (это будет соответствовать тому факту, что и наблюда-
тель и источник свободно падают), то формула примет известный вид, 
который приводится во многих руководствах (напр. см. [2]):  

 2 1

1 2
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ВЫВОД 

Перечислим кратко основные результаты, полученные в работе. 
Мы показали, что в рамках коротковолнового приближения гравита-

ционные волны являются поперечными и распространяются вдоль изо-
тропных геодезических. Возможно ввести понятие «луча», вдоль которо-
го происходит распространение гравитационной волны. Конкретизируя 
вид метрики, можно рассчитать возможные траектории � «лучи» для 
волны (таковыми будут изотропные геодезические). Кроме того, удалось 



 140 

показать, что в этом же приближении энергия гравитационной волны 
оказывается сохраняющейся.  
Также рассмотрено красное смещение для коротковолнового излуче-

ния в метрике Робертсона-Уолкера и получены результаты, совпадаю-
щие с известными в литературе результатами для электромагнитных 
волн.  

Литература 
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2. Мизнер Ч., Торн К., Уилер Дж., Гравитация. Издательство «Мир», Москва, 1977.  
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ ЭМИССИОННОЙ 
СПЕКТРОСКОПИИ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ВРЕМЕН ИНДУКЦИИ 

И РЕАКЦИИ В ПРОПАН - ВОЗДУШНОЙ СМЕСИ 

А. Н. Деревяго 

ВВЕДЕНИЕ 

Пропан является простейшим углеводородом, который может приме-
няться в виде жидкого топлива. Общая энергия активации и задержки 
воспламенения пропана схожи с характеристиками авиационных кероси-
нов, которые используются в авиационных и ракетных двигателях в ка-
честве горючего. Кроме того, механизм окисления пропана во многом 
повторяет механизмы окисления тяжелых углеводородов. По этой при-
чине он часто рассматривается как модельное топливо при численных и 
экспериментальных исследованиях процессов горения и детонации в 
двигательных устройствах. Однако в настоящее время, существует не-
достаток экспериментальных данных, касающихся горения и самовос-
пламенения смесей пропана и воздуха в широком диапазоне температур 
и давлений. Цель настоящей работы состояла в изучении этих процессов 
за отраженной ударной волной при высоких давлениях и температурах. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ 

Схема экспериментальной установки и чертежи измерительных сек-
ций приведены на рис. 1,2. Ударная труба из нержавеющей стали, диа-
метром 76 мм и длиной 5,5 м применялась для проведения измерений за-
держки воспламенения и времени реакции за отраженной ударной вол-
ной (ОУВ). Опыты проводились в стехиометрической пропан-воздушной 
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смеси при давлениях за ОУВ P = 
5�8 атм. и плотностях за ОУВ ≈ 2 
кг/м3. Химически чистый пропан 
(99,99 %) и сжатый воздух высо-
кого давления применялись для 
приготовления газовых составов. 
Смеси газов готовились маномет-
рическим способом и отстаива-
лись перед употреблением в тече-
ние нескольких суток. Перед экс-
периментом труба дважды вакуу-
мировалась до остаточного дав-
ления ~ 10-2 мм рт.ст. Для исклю-
чения влияния паразитных при-
месей на состав газа в камере 
низкого давления УТ внутренний 
канал трубы промывался иссле-
дуемой смесью перед вторичным 
вакуумированием. Начальное 
давление в УТ контролировалось 
с помощью образцового мано-

метра с точностью ± 0,3 мм рт. ст. 
Регистрация динамики изменения давления в различных сечениях ус-

тановки осуществлялась предварительно калиброванными пьезоэлектри-
ческими датчиками. Параметры газа рассчитывались с помощью ударной 
адиабаты по измерению скорости падающей ударной волны. Скорость 
определялась по времени прихода волны на датчики давления, располо-
женные в различных сечениях измерительной секции ударной трубы. 
Первичная регистрация сигналов осуществлялась с помощью шес-
тиканальных 10-разрядных цифровых осциллографов. Анализ ре-
зультатов измерений и расчет термодинамических параметров среды 
производились с применением автоматизированной системы сбора и об-
работки экспериментальных данных. 
Воспламенения смеси наблюдалось через прозрачное оптическое ок-

но, присоединенное к торцу ударной трубы, а также через окна, встав-
ленные в боковую стенку на расстояниях 10 и 86,5 мм от отражающего 
торца (рис. 2). 
Узкополосные интерференционные фильтры использовались для про-

пускания свечения промежуточных радикалов в нужном спектральном 
диапазоне. Свечение радикала C2 на длине волны λ = 516,2 нм, радикала 

Рис. 1. Схема ударной трубы  
( диаметр 76 мм ): 

1 � бездиафрагменная камера высокого давления; 2 
� камера низкого давления; 3 � измерительная сек-
ция; 4 � цифровые осциллографы; 5 � вакуумные 
насосы; 6 � цилиндр с исследуемой смесью; 7 � 
датчики давления; 8 � ионизационные датчики 
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CH на λ = 430,8 нм и OH на 
λ = 306,2 нм использовалось для 
измерения времен индукции и 
реакции смеси. 
В данной работе задержка 

воспламенения, или время ин-
дукции смеси, определялась как 
интервал времени между нача-
лом отражения УВ и моментом 
возникновения свечения в объе-
ме реагирующей смеси на тре-
буемом уровне интенсивности. 
Время реакции определялось как 
интервал времени между нача-
лом излучения и временем дос-
тижения сигналом свечения 
первого плато. 
Основные погрешности из-

мерений были связаны с нечет-
костью критерия для определе-
ния времени реакции. На реги-
страцию излучения среды в по-
перечном направлении могут оказывать влияние различные эффекты (ко-
нечные размеры объема излучающего газа внутри трубы, трехмерная 
структура зоны реакции, обусловленная пограничным слоем, локальны-
ми очагами воспламенения и другими неоднородными явлениями). При 
скорости равной скорости детонации и выбранном оптическом разреше-
нии это увеличивает наблюдаемые времена реакции по крайней мере в 2 
раза по сравнению с рассчитанными. 
Как правило, это также вызывает увеличение измеренного времени 

реакции. Точный учет влияния этих факторов на измеренные времена ре-
акции затруднителен и едва ли возможен. Поэтому измерения времени 
реакции с погрешностью до 100 % следует считать приемлемыми. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Результаты измерений задержки воспламенения и времени реакции в 
стехиометрической пропан-воздушной смеси при средней плотности 
ρ = 1,99 ± 0,16 кг/м3 за отраженной ударной волной представлены на 
рис. 3. Регистрация проводилась на расстоянии 10 мм от торца ударной 
трубы. Аппроксимация экспериментальных данных и результаты чис-
ленного моделирования по детальному кинетическому механизму окис-

Рис. 2. Схема измерительной секции  
ударной трубы: 

1;2 � кварцевые и СаF2 окна (∅ 8 мм); 3 � прозрач-
ный отражающий торец ударной трубы с полевой 
диафрагмой (∅ 5 мм); 4 � полевые диафрагмы (∅ 
1 мм); 5 � OH, CH, C2 узкополосные интерферен-
ционные фильтры; 6 � широко полосные свето - и 
УФ фильтры; 7 � зеркала; 8 � линза; 9 � датчики 

давления; 10 � ионизационные датчики 
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ления пропана (A. A. Коннов [2]) также приведены на рисунках. Видно, 
что результаты численных расчетов удовлетворительно описывают экс-
периментальные данные в изученном диапазоне изменения параметров. 
Для сравнения на том же графике приведены данные, полученные на 

ударной трубе меньшего диаметра (50 мм). Как видно из рис. 3, время 
реакции почти не зависит от температуры в изученном диапазоне изме 
нения параметров, т.к. плотность смеси приблизительно оставалась по-
стоянной.  
При температурах T < 1300 K по эмиссионным измерениям получа-

ются большие времена реакции, чем при высоких температурах. Причи-
на этого проста: при температурах T < 1340 K мы имеем границу между 
сильным и переходным режимами воспламенения. Поэтому при более 
низких температурах возникают локальные очаги самовоспламенения, и 
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ρ5 =1.99 + 0.16 кг /м3
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время реакции

  - C2 (517 нм)       - C2реак
  - CH (431 нм)     - CH реак
  - OH (306.2 нм)   - OH реак
  -  400 нм             - 400 реак
  -  ион.                    - ион. реак
  -  давление 
  - труба ∅ 50 мм
  - Коннов А.А. 2000
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Рис. 3. Зависимость времен индукции и реакции от обратной температур 
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фронт реакции не плоский, что приводит к росту показаний при измере-
ниях времени реакции. Это подтверждается тем, что ионизационные дат-
чики дают приблизительно постоянное значение для времени реакции в 
изученном диапазоне температур (рис. 3). 
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ВЛИЯНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ВИДОВ ГИПОЛИПИДЕМИЧЕСКОЙ 
ТЕРАПИИ НА РЕОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЭРИТРОЦИТОВ 

ПРИ ИШЕМИЧЕСКОЙ БОЛЕЗНИ СЕРДЦА 

Е. С. Дрозд, Е. Э. Константинова 
Изучение патогенеза атеросклероза, имея вековую историю, остается 

одной из важнейших проблем современной кардиологии. Сложности ее 
решения связаны, в первую очередь, с трудностью определения началь-
ной стадии заболевания, большим многообразием этиологических фак-
торов, с тем, что течение атеросклероза очень растянуто во времени, 
происходит постоянная смена причинно-следственных взаимосвязей, по-
степенно поражается несколько систем и органов, затруднено выделение 
ведущих этиологических факторов. 
Несмотря на большое количество теорий, и гипотез, по мнению боль-

шинства исследователей, в основе атеросклероза лежит системное нару-
шений липидного обмена организма в целом [3]. При этом главная роль 
отводится изменениям обмена холестерина (ХС).  
Клинические наблюдения свидетельствуют о том, что дислипопро-

теинемия является основным фактором риска атеросклероза и ишемиче-
ской болезни сердца (ИБС). Известно также, что состояние микроцирку-
ляции и реологические свойства крови играют важную роль в течении и 
прогрессировании ИБС. В связи с чем, задача исследования состояния 
микроциркуляции и реологических свойств крови у больных ИБС в ус-
ловиях дислипопротеинемий, а также влияния основных гиполипидеми-
ческих препаратов на показатели микроциркуляции и гемореологии яв-
ляется актуальной, как с позиций изучения механизмов прогрессирова-
ния заболевания, так и повышения эффективности первичной и вторич-
ной профилактики ИБС. 

ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Изучить влияние различных видов медикаментозной гиполипидеми-
ческой терапии на реологические характеристики эритроцитов у боль-
ных ИБС. 
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для достижения поставленной цели в исследование было включено 
140 (из 220 обследованных) больных ИБС со стабильной стенокардией 
2�3 функционального класса (средний возраст − 49 ± 2,4 года; 86 мужчин 
и 54 женщины) и 80 практически здоровых лиц (средний возраст − 42 ± 
0,38 года; 24 мужчины и 56 женщин). У всех обследованных определя-
лись концентрации в плазме крови общего холестерина (ОХС), холесте-
рина липопротеинов высокой (ХС-ЛПВП) и низкой (ХС-ЛПНП) плотно-
сти и триглицеридов (ТГ). В качестве показателя деформируемости 
красных клеток крови использовали индекс ригидности эритроцитов 
(ИРЭ). Для оценки начальной скорости и степени агрегации эритроцитов 
измеряли скорость их оседания через 1 (СОЭ1) и 2 (СОЭ2) часа. 
Больным ИБС проводилась, по результатам исследования липидного 

состава плазмы крови, соответствующая гиполипидемическая терапия с 
применением препаратов из групп: ω�3 ПНЖК (эйконол в суточной дозе 
2,7 и 5,4 г. в зависимости от выраженности ДЛП), статинов (симвастатин 
в дозе 20 мг/сут.) и фибратов (ципрофибрат в дозе 100 мг/сут.). 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

При исследовании липидного состава плазмы крови установлено, что 
у больных ИБС имеет место 3 типа нарушений липидного состава плаз-
мы. В соответствии с этим были сформированы 3 группы пациентов: 1 � 
лица с пограничной гиперхолестеринемией (5,0<ОХС<6,5 мМ/л) и по-
граничной гипертриглицеридемией (1,8<ТГ<2,3 мМ/л), 2 � лица с уме-
ренной гиперхолестеринемией (6,5<ОХС<7,8 мМ/л) и пограничной ги-
пертриглицеридемией, 3 � лица с умеренной гиперхолестеринемией и 
умеренной гипертриглицеридемией (2,3<ТГ<3,5 мМ/л).  
Результаты сравнения реологических характеристик эритроцитов и 

показателей липидного обмена между группой здоровых лиц и представ-
ленными группами больных ИБС указывают на повышенный атероген-
ный потенциал плазмы крови и нарушения гемореологии при ИБС. Так, 
у здоровых лиц ХС-ЛПНП составляет 3,54±0,09 мМ/л, а у больных 1, 2, 3 
групп � 3,89±0,07; 5,16±0,09; 4,68±0,18 мМ/л, соответственно. Отноше-
ние ОХС/ХС-ЛПВП у здоровых лиц равно 4,08±0,12, а у больных 1, 2, 3 
групп � 5,27±0,24, 5,92±0,31 и 6,14±0,26, соответственно. У больных всех 
трех групп имеет место повышение ИРЭ по сравнению с контрольной 
группой. В группе 1 ИРЭ на 33,9 %, в группе 2 на 94,8%, а в группе 3 на 
73,2% выше, чем в группе здоровых лиц. В группе 1 показатель СОЭ1 на 
9,5% выше, чем в группе здоровых лиц. В группах 2 и 3 степень повы-
шения данного показателя в сравнении с контрольной группой состави-
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ла, соответственно, 52,8% и 49,2%. Таким образом, у больных ИБС с 
различными типами нарушений липидного состава плазмы крови имеет 
место снижение деформируемости эритроцитов и повышение начальной 
скорости образования эритроцитарных агрегатов. При этом у больных 
группы 2 повышена также степень агрегации красных клеток. Увеличе-
ние агрегационной способности красных клеток крови может быть объ-
яснено уменьшением электрического потенциала их мембран [1, 2].  
Пациентам с пограничной гиперхолестеринемией назначался эйконол 

в суточной дозе 2,7 г. Контроль изучаемых показателей проводился через 
1 и 3 месяца приема препарата. Полученные данные указывают на то, что 
после приема эйконола в суточной дозе 2,7 г происходит перераспреде-
ление фракций ХС в сторону снижения атерогенности липидного состава 
плазмы крови. Гиполипидемический эффект сопровождается улучшени-
ем гемореологии, которое выражается в повышении деформируемости 
(ИРЭ через 3 месяца снижается на 25,7%) и снижении агрегационной 
способности эритроцитов через 3 месяца приема препарата в данной су-
точной дозе (показатель СОЭ1 снизился на 32,3%, а СОЭ2 � на 22,6%).  
При умеренной гиперхолестеринемии через 1 месяц приема эйконола 

в суточной дозе 5,4 г концентрации ОХС и ХС-ЛПНП достоверно снизи-
лись на 20,9% и 25,5%, соответственно. Через 3 месяца имеет место 
дальнейшее снижение указанных параметров и уменьшение ТГ на 20,5%. 
То есть, прием эйконола в данном случае приводит к значительному 
снижению атерогенного потенциала плазмы крови. Этот эффект сопро-
вождается улучшением реологических свойств крови уже через 1 месяц 
лечения. Достигнутые уровни повышения деформируемости и снижения 
агрегационной способности эритроцитов сохраняются и через 3 месяца 
терапии. 
У больных ИБС с умеренной гипертриглицеридемией для коррекции 

нарушений липидного состава плазмы крови применялся ципрофибрат в 
суточной дозе 100 мг. Через 1 месяц лечения концентрации ОХС, ТГ, 
ХС-ЛПОНП, ХС-ЛПНП достоверно снизились до пограничных значе-
ний. Концентрация ХС-ЛПВП достоверно увеличилась на 24,7% по 
сравнению с исходной. При оценке реологических свойств эритроцитов 
установлено, что у больных ИБС с умеренной гипертриглицеридемией 
на фоне приема ципрофибрата деформируемость и начальная скорость 
образования агрегатов эритроцитов не изменяется. Степень же агрегации 
красных клеток снижается на 35,3%. Следовательно, применение данно-
го препарата уменьшает риск прогрессирования атеросклероза, как за 
счет снижения атерогенного потенциала плазмы крови, так и за счет 
снижения агрегационной способности эритроцитов. 
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У больных ИБС с умеренной гиперхолестеринемией для коррекции 
нарушений липидного состава плазмы крови применялся симвастатин в 
суточной дозе 20 мг. Применение данного препарата в течение 1 месяца 
приводит к выраженному снижению концентрации ОХС и ХС-ЛПНП в 
плазме крови на 24,9% и 29,2%, соответственно. Этот эффект сопровож-
дается нормализацией деформируемости эритроцитов (ИРЭ снижается 
на 46,5%) и выраженным снижением их агрегационной способности 
(СОЭ1 снижается на 44,8 %, а СОЭ2 � на 33,3%). Это, в свою очередь, 
снижает риск прогрессирования ИБС, в том числе, и за счет адекватного 
выполнения эритроцитами транспортной функции. 

ВЫВОДЫ 

1. У больных ИБС концентрации ОХС, ХС-ЛПОНП, ХС-ЛПНП и ТГ 
повышены, а концентрация ХС-ЛПВП снижена по сравнению с группой 
здоровых лиц, то есть при ИБС имеют место атерогенные нарушения ли-
пидного состава плазмы крови. 

2. У больных ИБС в условиях дислипопротеимий различного харак-
тера снижается деформируемость эритроцитов и возрастает способность 
красных клеток к агрегации. Наиболее выраженные нарушения имеют 
место при сочетании умеренной гиперхолестеринемии и пограничной 
гипертриглицеридемии. 

3. Влияние различных видов гиполипидемической терапии на реоло-
гические характеристики эритроцитов зависит от исходного типа ДЛП и 
применяемого для ее коррекции препарата. При применении эйконола в 
суточной дозе 2,7 г у больных ИБС с пограничной гиперхолестеринеми-
ей реологический эффект зависит от длительности лечения. При исполь-
зовании ципрофибрата у больных ИБС с умеренной гипертриглицериде-
мией эффект снижения агрегационной способности эритроцитов связан с 
уменьшением концентрации ТГ в плазме крови. При коррекции умерен-
ной гиперхолестеринемии как с применением эйконола в суточной дозе 
5,4 г, так и симвастатина, повышение деформируемости и снижение аг-
регационной способности эритроцитов связано с выраженным уменьше-
нием концентрации ОХС плазмы крови. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТРЕТЬИХ ЭЛЕМЕНТОВ НА 
ИНТЕНСИВНОСТЬ ЛИНИЙ В СПЕКТРАХ СПЛАВОВ НА 

ОСНОВЕ МЕДИ 

К. Ф. Ермалицкая  
Целью данной работы было обнаружение влияния третьих элементов 

на интенсивность линий, изучение закономерностей и подбор оптималь-
ных условий для количественного анализа сплавов на основе меди мето-
дом высоковольтной конденсированной искры. 
Вопросами, связанными с влиянием структуры и состава медных 

сплавов на проведение спектрального анализа много занимались ранее 
[1,2]. Из этих работ следует, что спектральном анализе латуней необхо-
димо учитывать следующие особенности: 

• количество вещества двухкомпонентной латуни (сплав меди и 
цинка), поступившего в газовую фазу, очень сильно зависит от 
концентрации цинка в сплаве [3]. Поступление минимального количес-
тва вещества сплава соответствует концентрации цинка 20�30%. 
Линейная зависимость между количеством цинка, поступившим в 
газовую фазу, и концентрацией цинка в сплаве отсутствует. Наименьшее 
количество меди, поступающее в газовое облако, соответствует 
интервалу концетрации этого элемента в сплаве 60�80%. В этом же 
интервале концентраций наблюдается убывание зависимости lg I (lg c). 

• В свинцовистой латуни (трехкомпонентный сплав меди, цинка и 
свинца) цинк влияет на определение свинца. Установлено, что 
приращение относительной интенсивности линии свинца прямо 
пропорционально логарифму концентрации цинка [4]. 

• В кремнистой латуни (трехкомпонентный сплав меди, цинка и 
кремния) кремний влияет на определение цинка. Если в кремнистой 
латуни присутствует свинец, то характер влияния кремния на цинк 
остается прежним. Интенсивность же линии свинца испытывает двойное 
влияние: непосредственное со стороны цинка и косвенное со стороны 
кремния [4]. 

• Латуни, содержащие меньше 14% цинка, дают окислы с 
содержанием меди и цинка примерно в том же соотношении, как и в 
сплаве. Латуни, содержащие более 20% цинка, дают окислы практически 
из чистой окиси цинка. Все сплавы, имеющие менее 14% цинка, 
окисляются приблизительно с такой же скоростью, как чистая медь. 
Сплавы с 20�40% цинка окисляются со скоростью, в восемь раз меньшей 
и почти независящей от содержания цинка [5]. 
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Поскольку в двухкомпонентной латуни в области концентраций меди 
60�80 % наблюдалось аномальное поведение зависимости lg I (lg c), то 
для исследования многокомпонентных медных сплавов были выбраны 
стандартные образцы М15 (11 образцов), процентное содерржание меди 
в которых составляет 59�74%. Данные о среднем содержании элементов 
в этих образцах приведены в табл. 1. 
В качестве источников возбуждения спектра использовался стандарт-

ный генератор UBI1 и разработанные нами искровые генераторы 
ЭМИГ1[6] и ЭМИГ2. По сравнению с классическими источниками высо-
ковольтной конденсированной искры ЭМИГ1 и ЭМИГ2 обладают рядом 
преимуществ: 

• Большая мощность искры генераторов позволяет значительно 
снизить время предварительного обыскривания образцов. 

• Большие частоты искровых разрядов разработанных генераторов 
дополнительно возбуждают атомы вещества уже поступившие в газовое 
облако разряда, тем самым увеличивая время их пребывания в разряде и 
регистрируемую интенсивность. 

• Разработанные генераторы обеспечивают высокую стабильность 
возбуждения в газовом облаке, что приводит к уменьшению 
погрешности количественного анализа. 

• Конденсированная искра генераторов ЭМИГ1 и ЭМИГ2 чувстви-
тельна к структуре проб и их составу. 
Исследование зависимости интенсивности от концентрации при по-

мощи генераторов UBI1, ЭМИГ1 и ЭМИГ2 позволило сделать следую-
щие выводы: 

Таблица 1 
Среднее содержание элементов в стандартных образцах М15 №150�160,% 
Элемент  

№ 
образца 

Fe Pb Sn Al Si Ni Cu Zn 

150 0,170 0,429 0,062 0,198 0,112 0,594 58,74 37,8 
151 0,159 0,767 0,116 0,364 0,166 0,409 60,08 35,6 
152 0,081 1,07 0,141 0,387 0,203 0,239 60,81 36,3 
153 0,090 1,92 0,254 0,288 0,320 0,308 62,91 33,1 
154 0,074 1,41 0,199 0,193 0,210 0,634 62,19 34,6 
155 0,157 1,88 0,229 0,195 0,121 0,518 64,90 31,0 
156 0,133 1,85 0,346 0,217 0,180 0,305 66,37 29,2 
157 0,128 2,90 0,232 0,291 0,339 0,446 63,63 30,5 
158 0,088 1,37 0,158 0,215 0,179 0,716 70,72 27,1 
159 0,120 1,35 0,259 0,129 0,124 0,270 69,14 27,7 
160 0,163 2,45 0,269 0,118 0,074 0,463 73,90 22,3 
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• У кремния отсутствует зависимость интенсивности от концентра-
ции, однако при увеличении частоты (генераторы ЭМИГ1 и ЭМИГ2), 
график смещается практически параллельно сам себе и не изменяется 
взаимное расположение точек. 

• Для свинца при использовании любого искрового генератора 
общий вид зависимости принципиально не изменяется: наблюдается 
практически линейная зависимость до 1,85%, затем небольшой спад до 
2,45%, а затем снова возрастание. 

• У цинка полученные зависимости можно с некоторой точностью 
считать линейными . Причем при концентрации цинка в сплаве менее 
33% точность такого приближения достаточно высока. При больших 
концентрациях увеличивается разброс точек. При увеличении частоты 
разряда зависимость ближе к линейной, при увеличении же мощности 
погрешность такого приближения увеличивается. 

• Для меди зависимости практически линейные и параллельные оси 
абсцисс, то есть в интервале концентраций 59�74% меди в многокомпон-
ентной латуни отсутствует зависимость интенсивности линий от концен-
трации, в отличие от двухкомпонентных медных сплавов. 
Исследование кинетики интенсивностей линий кремния, цинка, свин-

ца и меди позволило сделать следующие выводы. Поступление вещества 
сплава в атмосферу воздуха происходит в известной степени из окисной 
пленки, образующейся под воздействием искры. Скорость поступления 
данной составляющей пробы в разряд определяется с одной стороны, 
кинетикой реакции окисления на обыскриваемой поверхности пробы, а с 
другой � скоростью перемещения составляющей из глубины пробы к 
этой поверхности вследствие диффузии. Скорость диффузии металлов в 
металлических сплавах сравнительно высока. Поэтому даже при малых 
содержаниях металлических примесей в сплаве удается получать линии 
этих примесей вполне удовлетворительной интенсивности. Что же каса-
ется большинства неметаллов, то они диффундируют либо в виде ато-
мов, либо в виде отрицательных ионов, т. е. в виде сравнительно круп-
ных частиц, что затрудняет их перемещение внутри металла-
растворителя. В связи с этим устойчивый спектр кремния получить не 
удается, поскольку интенсивное расходование кремния в обыскриваемом 
слое не восполняется диффузией.  
Было установлено, что в многокомпонентных латунях цинк влияет на 

определение свинца, и для уменьшения ошибки определения количест-
венного содержания в сплаве последнего градуировочные графики необ-
ходимо строить в относительных координатах lg IPb/IZn( lg сPb/cZn). Такая 
зависимость для всех используемых генераторов с высокой точностью 
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может быть описана линейной зависимостью. Критериями возможности 
такого приближения будут служить коэффициент корреляции R, показы-
вающий насколько данная зависимость линейна (при R = 1 � зависимость 
полностью совпадает с прямой), и стандартного отклонение SD � табл.2. 
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ВЛИЯНИЕ МЕЛАНИНА НА КИСЛОТНЫЙ ГЕМОЛИЗ 
ЭРИТРОЦИТОВ 

Е. В. Карпусенко 
Меланины широко распространены в природе и встречаются как в 

животном, так и в растительном мире. Они представляют собой группу 
высокомолекулярных пигментов [1]. 
Образуются при энзиматическом окислении фенолов, главным обра-

зом, пирокатехина, 3,4-диоксифенилаланина (ДОФА) и 5,6-диоксииндо-
ла [2; 3].  
Интерес к исследованию меланиновых пигментов связан с их свойст-

вами: противоопухолевыми, антиоксидантными, радиопротектор-ными, 
электронно- и ионно-обменными и др [4; 5]. 

Таблица 2
Значения коэффициента корреляции R и стандартного отклонения, 

рассчитанного из уравнения линейной регрессии 
Искровой генератор UBI1 ЭМИГ1 ЭМИГ2 
Частота, Гц 100 165 400 10 100 200 

R 0,93 0,79 0,97 0,89 0,96 0,86 
SD 0,11 0,2 0,09 0,18 0,07 0,13 
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В данной работе исследуется 
влияние меланиновых структур 
на гемолиз эритроцитов, инду-
цированный соляной кислотой. 
Меланин получали озониро-

ванием водного раствора тиро-
зина ( 0,5%C = ) при щелочных 
значениях рН. Синтез проводили 
при комнатной температуре. По-
сле озонирования растворов ти-
розина рН пробы доводили до 
кислых значений, центрифуги-
ровали 10 минут при 8000g =  
об/мин. Осадок высушивали при 
температуре 140°С в течение су-
ток. Полученные при синтезе 
препараты разделяли по поглощенной дозе озона F. 
Измерения интенсивности рассеяного света проводили при комнатной 

температуре для угла 3º. Интенсивность рассеянного эритроцитами света 
изменяется в процессе гемолиза, индуцированного соляной кислотой. 
Кинети ка изменения размеров и разрушения эритроцитов в процессе ки-
слотного гемолиза носит сложный характер, отражая прохождение эрит-
роцитами различных структурных состояний. 
Для характеристики структурно-функциональных изменений состо-

яния эритроцитов при гемолизе вводят следующие параметры: tн � время 
набухания; tл � время лизиса (рис. 1).  
Были проведены исследования влияния меланина на структурное со-

стояние эритроцитарных мембран в процессе гемолиза, вызванного ки-
слотой.  
Измеренные зависимости параметров гемолиза от времени инкубации 

суспензии эритроцитов с меланином имели следующий вид (рис. 1). 
При времени инкубации менее 4 минут скорость лизиса снижается. 

Дальнейшее увеличение времени инкубации приводит к росту скорости 
лизиса. 
Кинетические кривые гемолиза при различных концентрациях мела-

нина представлены на рис. 2. Концентрации меланина ~2·10-3 % вызыва-
ют процесс торможения скорости лизиса.  
Защитное действие синтезированных соединений зависит от кон-

центрации препаратов, полученных на разных стадиях технологического 
процесса, в растворе. Графики зависимости времени набухания и вре-
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мени лизиса от концентрации 
образцов в суспензии клеток 
представле-ны на рис. 3 и рис. 4.  
Время набухания в исследуе-

мых пределах концентраций пре-
парата остается практически не-
изменным для всех типов мела-
нина. Зависи-мость для времени 
лизиса носит иной характер. Из 
рис. 4 видно, что для доз озона 
превышающих значение 0,4 моль 
озона/моль тирозина кривые 
имеют колоколообразный вид.  
Из полученных результатов 

видно, что кинетические пара-
метры гемолиза зависят от рН 
среды, концентрации и типа пре-
паратов, полученных на разных 

этапах озонирования, в растворе. 
Протекторное действие меланиновых пигментов обусловлено, скорее 

всего, перехватом активных форм кислорода, продуктов окисления бел-
ков, липидов и других химически активных веществ, что приводит к об-
рыву цепных реакций образования свободных радикалов. Возможно, 
взаимодействие молекул или агрегатов меланина с мембраной изменяет 
состояние молекулярных белков и липидов, что влечет к изменению 
окислительно-восстановительных свойств плазматической мембраны и 
повышению устойчивости эритроцитов к кислотному гемолизу. Не ис-
ключено связывание молекул меланина либо его агрегированных форм с 
мембранами эритроцитов и возможный перехват меланином активных 
форм кислорода, продуктов перекисного окисления липидов и белков, а 
также свободных радикалов непосредственно на мембране. 
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Рис. 3. Зависимость относительного времени набухания от концентрации меланина 
для препаратов с различной поглощенной дозой озона F (Тинк = 2 мин, pН = 2,8) 
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Рис. 4. Зависимость относительного времени лизиса от концентрации меланина для 

препаратов с различной поглощенной дозой озона F (Тинк = 2 мин, pН = 2,8) 
а � 0,23; б � 0,37; в � 0,58; г � 0,94 
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ВЛИЯНИЕ СПОНТАННОГО ИСПУСКАНИЯ НА ПОРОГОВЫЕ  
И ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ Yb-Er ЛАЗЕРА 

С ДИОДНОЙ НАКАЧКОЙ 

Л. Г. Крылова 
В последние пятнадцать лет все нарастающий интерес вызывают эр-

биевые лазеры, что обусловлено их возможностью генерации в области 
1.5 мкм. Помимо широкого спектра технологических применений такого 
типа лазеров этот диапазон считается относительно безопасным для зре-
ния и соответствует минимуму потерь в современных оптоволоконных 
линиях связи [1]. 
В настоящее время наиболее перспективными считаются системы на 

основе фосфатных стекол, соактивированные ионами иттербия и эрбия с 
диодной накачкой [2, 3]. Однако используемые, в основном, схемы про-
дольной диодной накачки не позволяют эффективно использовать объем 
активной среды. Переход к поперечной схеме накачки требует дополни-
тельной проработки оптимизации конфигурации резонатора и системы 
накачки и режимов работы лазера. 
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Разработанные к настоящему времени модели описания работы Yb-Er 
лазера [4�6] не пригодны для решения подобной задачи по двум основ-
ным причинам. Первая определяется аксиоматикой самих моделей, кото-
рые оперируют со средними по объему рабочей среды параметрами, что 
автоматически исключает возможность решения данной задачи. Вторая 
связана с тем, что в рамках упрощенных моделей полностью опущено, 
наряду с целым рядом других процессов, влияние спонтанного излуче-
ния в канале генерации. И если в рамках таких моделей подобное при-
ближение еще можно как-то обосновать, то при переходе к исследова-
нию эволюции преобразования энергии накачки в энергию генерируемо-
го излучения по объему активной среды учет процессов спонтанного из-
лучения становиться принципиально необходимым. 
Дело в том, что при достижении инверсии населенности в активной 

среде лазера происходит усиление спонтанного излучения в пределах 
достаточно широких спектров по частоте и направлениям (усиленная 
люминесценция) и только резонатор вырезает узкие участки этих спек-
тров, формируя излучения генерации. Как правило, влиянием усиленной 
люминесценции пренебрегают, однако, как показали исследования полу-
проводниковых инжекционных лазеров [7], усиленная люминесценция 
может выступать в качестве существенного рекомбинационного фактора 
и, таким образом, влиять на пороговые, мощностные и динамические ха-
рактеристики лазерной системы. 
Поэтому, вполне естественно предполагать, что подобная ситуация 

может иметь место и для эрбиевых лазеров, особенно в случае попереч-
ной диодной накачке. Однако в общем виде изучение подобной пробле-
мы представляет весьма сложную задачу. Поэтому в данной работе по-
ставлена более простая задача о выяснении влияния процессов спонтан-
ного испускания на выходные и динамические характеристики Yb-Er-
лазера в рамках уже существующих упрощенных моделей и как это 
влияние соотносится с влиянием других процессов (например, апконвер-
сия), которые в рамках принятых моделей обычно опускаются. 
За основу упрощенной модели Yb-Er лазера взята обычная четырех-

уровневая схема, в которой каждый из ионов иттербия и эрбия описыва-
ется двухуровневой схемой с учетом переноса энергии между ними. Учет 
влияния процессов спонтанного излучения проводился путем введения 
дополнительного члена в уравнение для переноса интенсивности излуче-
ния генерации, в котором присутствовал свободный параметр δ, опреде-
ляющий вклад этого излучения в излучение генерации. 
Полученная система нелинейных дифференциальных уравнений ре-

шалась методом Рунге-Кутта в среде пакета Mathemitica. Численные зна-
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чения параметров лазерной системы взяты для фосфатных стекол, соак-
тивированных ионами иттербия и эрбия, на основе критического анализа 
литературных источников. 
Теперь кратко остановимся на результатах численного расчета. При 

рассмотрении выходных характеристик, т.е. зависимости мощности ге-
нерации от мощности накачки, влияние спонтанного излучения проявля-
ется лишь вблизи порога генерации (при значениях мощности накачки 
равной удвоенной пороговой влиянием спонтанного излучения можно 
пренебречь для всего диапазона вариации параметров системы).  
В результате расчета были получены значения выходной мощности в 

зависимости от времени и в зависимости от величины накачки. На рис. 1 
приведены выходные характеристики для Yb-Er лазера при варьировании 
длины резонатора. Как видно из графика, с увеличением длины резонато-
ра происходит увеличение выходной мощности. Однако на эксперименте 
длины больше нескольких миллиметров встречаются редко. Это связано с 
тем, что используемая поперечная накачка осуществляется лазерными ли-
нейками, которые не велики по своей длине. Поэтому накачка происходит 
в области резонатора, которая гораздо меньше, чем сам резонатор. Мак-
симальный КПД лазера, который можно получить составляет около 30%.  
При изменении значения коэффициента спонтанного испускания су-

щественная разница в значениях выходных характеристик наблюдается 
только вблизи порога (при δ ≈ 10-3�10-4 выходная мощность в пороге в 
два раза превышает то же значение для δ ≥ 10-4). 
Значение порога при увеличении δ резко начинает возрастать приδ ≥ 

10-5. Характер этого возрастания не меняется при изменении как длины 
так и коэффициентов отражения зеркал резонатора. 
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При рассмотрении изменения вы-
ходной мощности от времени (рис. 3) 
в динамике при уменьшении δ наблю-
дается изменение максимальной пико-
вой мощности в переходном режиме, а 
так же времени достижения стацио-
нарного режима (чем меньше δ тем 
выше пиковая мощность и тем дольше 
происходит установление стационар-
ного значения). При этом для разных 
схем уровней принципиальный харак-
тер зависимости не меняется. Кроме 
того, при увеличении δ происходит 
уменьшение периода осцилляций, ко-
торый составляет ≈ 10�4 секунды. А 
так как такие колебания принципи-
ально детектируемы, то определив 
экспериментально период осцилляций 

можно по этим данным оценить δ. 
Поэтому нами был проведен анализ ряда схем (четырех-, пятиуровне-

вой схемы и схемы с апконверсией) для изучения степени допустимости 
каждого из этих предположений и выяснения вклада усиленной люми-
несценции. 
При рассмотрении зависимости выходной мощности для разных мо-

делей системы, оказывается, что наиболее высокие значения выходной 
мощности получаются для пяти уровней, наименьшее � для четырех 
уровней, а для апконверсии значения мощности располагаются между 
этими двумя случаями. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КВАЗИКЛАССИЧЕСКОГО ПРЕДЕЛА 
В МОДЕЛИ ДЖЕЙНСА-КАММИНГСА 

А. В. Леонов, И. Д. Феранчук 
Взаимодействие света и вещества является одной из фундаменталь-

ных проблем физики, исследование которой привело примерно сто лет 
назад к зарождению квантовой теории. 
Как известно, реальные атомы являются сложными, и даже простей-

ший из них � атом водорода � имеет непростую структуру энергетиче-
ских уровней. Поэтому бывает необходимо или желательно аппроксими-
ровать поведение реального атома поведением намного более простой 
квантовой системы. Часто при взаимодействии атома с монохроматиче-
ским электромагнитным полем только два атомных энергетических 
уровня играют существенную роль, так что стало обычным во многих 
теоретических рассмотрениях представлять атом квантовой системой, 
имеющей только два энергетических собственных состояния. В этом 
случае и возникает модель двухуровневой системы (двухуровневого 
атома). Среди огромного многообразия всевозможных моделей двух-
уровневых систем особое место занимает модель двухуровневой систе-
мы в одномодовом квантовом поле. Являясь одной из простейших, она 
довольно эффективно описывает качественные характеристики взаимо-
действия квантовой системы с резонансным внешним полем. Наиболее 
известной и в то же время наиболее простой моделью, описывающей по-
ведение двухуровневой системы в одномодовом квантовом поле, являет-
ся модель Джейнса-Каммингса [1], которую мы и будем рассматривать в 
дальнейшем. 
Рассмотрим систему, состоящую из двух уровней (основного и возбу-

жденного), помещенную во внешнее резонансное поле. Введем такие 
энергетические единицы, чтобы энергия фотона была равна 1. Тогда ис-
ходный гамильтониан запишется в виде: 

 ( )( )3
1� � � � � � � �
2

H E a a f a aσ σ σ+ +
+= + + + + ,  (1) 

где Е � энергия перехода между уровнями двухуровневой системы при 
таком выборе энергетических единиц, f � константа связи двухуровневой 
системы с полем. 
Очевидно, что следующая величина (комбинированная четность) 

 � �
3

� � i a aP e πσ
+

= ,  (2) 
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в рамках модели Джейнса-Каммингса является интегралом движения. 
Поэтому волновая функция системы зависит от двух квантовых чисел и 
одновременно удовлетворяет следующим уравнениям: 

 �
np np npH ψ ε ψ= , �

np npP pψ ψ= ,  (3) 

где числа 1p = ±  определяют четность, а 0,  1, 2,...n =  являются главны-
ми квантовыми числами. 
Несмотря на относительную простоту исходного гамильтониана точ-

ного аналитического решения не существует и обычно используются 
различные приближения, наиболее распространенным среди которых яв-
ляется приближение вращающейся волны. Однако область применимо-
сти этого приближения весьма ограничена. Поэтому к решению исход-
ной задачи был применен операторный метод [2], который оказался 
очень эффективным при описании различных квантовых систем. Напом-
ним его основные моменты в применении к задаче о двухуровневой сис-
теме в одномодовом квантовом поле [3]. 
В соответствии с операторным методом необходимо использовать 

полный набор базисных векторов, зависящих от произвольных парамет-
ров, учитывающих изменение состояния системы вследствие взаимодей-
ствия. Этот сдвиг может быть описан путем следующих канонических 
преобразований операторов: 

 ��a u b= − + , ��a u b+ += − + ,  (4) 

 1� � ��b R aR−= , � �( )� u a aR e
+ −= ,  (5) 

Подходящий базис может быть построен из собственных векторов 
операторов � ��n b b+=  и 1�σ : 

 ns , sn u χΦ = , 1� (s )s ssσ χ χ= = ± ,  (6) 

 
( ) ( )

2

2

0

�
�n,u 0

!!

n
uk k

k

a u u a e
kn

+ ∞ −+

=

+
= ∑ ,  (7) 

Вектор состояния npψ  раскладывается по базисным векторам (6) 
следующим образом: 

 np
0

,np
sks

k s
C k uψ χ

∞

= =±
= ∑ ∑ ,  (8) 
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Подставляя разложение (8) в уравнения (3), мы получаем простую 
итерационную схему, позволяющую найти собственные значения и ко-
эффициенты разложения с любой заданной наперед точностью. 
Следующим важным этапом исследования модели Джейнса-Каммин-

гса является решение эволюционной задачи для исходной модели, а 
именно � изучение поведения двухуровневого атома в составе всей сис-
темы с течением времени. Причем необходимо не только найти времен-
ную зависимость вероятности пребывания атома в основном или возбу-
жденном состоянии, но и показать, что при соответствующих приближе-
ниях и упрощениях разработанная нами теория не будет противоречить 
хорошо известным классическим результатам. К тому же, роль кванто-
вых поправок в свойствах поля при этом не может не сказаться на неко-
торых качественных результатах теории, что и будет показано в даль-
нейшем. В результате мы и получим квазиклассический предел модели 
Джейнса-Каммингса. 
Итак, в соответствии с общими канонами квантовой механики, эво-

люция системы задается в следующем виде: 

 
0

( ) npiE t
np np

n p
t G eψ

∞
−

= =±
Ψ = ∑ ∑ ,  (9) 

Будем считать, что в начальный момент времени поле и атом не взаи-
модействовали, т.е.: 

 ( )(0) (0) (0)ϕ χ ϕ χ α↑ ↑ ↓ ↓Ψ = + ,  (10) 

Интересующие нас временные функции рассчитываются следующим 
образом: 

 ( ) ( )t tϕ χ α↑ ↑= Ψ , ( ) ( )t tϕ χ α↓ ↓= Ψ ,  (11) 

Коэффициенты эволюционного разложения вектора состояния можно 
найти исходя из начальных условий задачи. В нулевом приближении они 
примут вид: 

 ( ) ( )
22

2 21 (0) (0)
2 !

nf
f

n
f

G e e e
n

α
α α

ϕ ϕ
− −

+ ↑ ↓
+

= + ,  (12) 

 ( ) ( )
22

2 21 (0) (0)
2 !

nf
f

n
f

G e e e
n

α
α α

ϕ ϕ
− −

− ↑ ↓
+

= − ,  (13) 

Рассмотрим нулевое приближение и случай слабой связи атома с по-
лем. При этом выражение для энергии берется в виде: 
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 ( ) ( )2 21 1 1(0) 1 4 1
2 2 2np n q q E f n qε  ≈ + − − + + +  

,  (14) 

где ( )1 nq p≡ − . 
Возьмем конкретный пример: 1,  (0) 1,  (0) 0f ϕ ϕ↑ ↓<< = = . Тогда, под-

ставляя (12�14) в (11), получаем: 

 ( ) ( )*
0

21( )2 22
0

1
( ) cos

4
i n tf E

t e e f n tα αϕ
− −+

↑

  −  = +
  
   

,  (15) 

 ( ) ( )*
0

21( )2 22
0

1
( ) sin

4
i n tf E

t ie e f n tα αϕ
− −+

↓

  −  = − +
  
   

,  (16) 

Формулы (15) и (16) и представляют собой точный квазиклассический 
предел эволюционной задачи в модели Джейнса-Каммингса. Как и сле-
довало ожидать, амплитуды вероятности осциллируют с частотой Раби 
Ω , равной 

 ( )2
2

0
1

4
E

f n
−

Ω = + ,  (17) 
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СТРУКТУРНА-ФАЗАВЫЯ ЗМЯНЕННІ І МЕХАНІЧНЫЯ 
ЎЛАСЦІВАСЦІ СІСТЭМЫ НІКЕЛЬ-ЦЫРКОНІЙ, АПРАЦАВАНАЙ 

КАМПРЭСІЙНЫМІ ПЛАЗМЕННЫМІ ПАТОКАМІ 

Ю. А. Петухоў 

Актуальнай праблемай сучаснай фізікі цвёрдага цела і матэрыяла-
знаўства з�яўляецца вывучэнне ўзаемадзеяння патокаў часцінак з павер-
хняй матэрыялаў. Сярод шырокага класа часцінак, што выкарыстоў-
ваюцца ў даследваннях, асаблівы інтарэс выклікаюць іоны і электроны, 
якія знаходзяцца ў стане плазмы. Правядзенне апрацоўкі рэчваў патокамі 
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часцінак патрабуе меншых энергетычных і часавых рэсурсаў, чым трады-
цыйная тэрмічная або хімічная апрацоўка, і з�яўляецца больш экалагічна 
бяспечным. Найбольш істотным фактарам, які абумоўлівае актыўнае 
вывучэнне дадзенага пытання, ёсць змяненне ўласцівасцяў паверхні 
рэчыва ў выніку ўздзеяння патокаў часцінак: крышталічнай стуктуры і 
фазавага складу, мікрастуктуры, механічных характарыстык і г. д. [1, 2]. 
З прычыны таго, што пры пранікненнні іонаў і электронаў у рэчыва яны 
прыцярпяваюць шматлікія сутыкненні з атамамі і малекуламі матэрыяла, 
змяненне фазавага стану і ўласцівасцяў адбываецца пераважна ў 
паверхневым слаі, таўшчыня якога складае дзесяткі мікраметраў. Адным 
з напрамкаў у галіне даследванняў з�яўляецца вывучэнне ўздзеяння 
плазменных патокаў на сістэму «пакрыцце-падкладка» [3]. 
У якасці аб�екта даследвання была выбараная сістэма «нікелевая пад-

кладка-цырконевае пакрыцце». Апошняе было нанесена метадам вакуум-
на-дугавога асаджэння пры патэнцыяле падкладкі -120 В, току гарэння 
дугі 100 А. Час нанясення пакрыцця складаў 10 хвілін, а яго таўшчыня ~ 
2 мкм. Праводзілася апрацоўка кампрэсійнымі патокамі азотнай і вада-
роднай плазмы, атрыманымі ў магнітаплазменным кампрэсары 
кампактнай геаметрыі [4]. Працягласць плазменных імпульсаў складала 
~100 мкс, шчыльнасць паглынутай энергіі � 10÷15 Дж/см2. Для 
даследвання рэльефу паверхні, а таксама яе структуры і элементнага 
складу выкарыстоўваўся растравы электронны мікраскоп LEO1455VP 
фірмы «Karl Zeiss» з энергадысперсійным рэнтгенаўскім мікрааналіза-
тарам Rontec. Для даследвання фазавага складу метадам рэнтгена-
стуктурнага аналізу быў выкарыстаны рэнтгенаўскі дыфрактометр 
ДРОН-3. Вымярэнне мікрацвёрдасці праводзілася метадам Вікерса з 
дапамогай цвердамера ПМТ-3, а трыбалагічныя выпрабаванні � на 
трыбометры ТАУ-1М. 

Даследванні метадам растравай электроннай мікраскапіяй выявілі 
змяненне характара паверхні апрацаваных рэчываў. Паверхні рэчываў 
маюць выгляд крышталізаванай вадкасці, што дазваляе зрабіць высновы 
наконт механізму ўздзеяння кампрэсійных плазменных патокаў на 
матэрыялы. Па выглядзе мікраструктуры паверхні нікеля і сістэмы 
нікель-цырконій можна меркаваць, што пры ўзаемадзеянні плазмы з 
матэрыяламі адбываецца плаўленне і хуткая крышталізацыя. Устаноў-
лена, што на паверхні апрацаваных матэрыялаў утвараецца ячэістая і 
дэнтрытная структуры (рыс. 1). Механізм утварэння дадзеных утварэн-
няў апісаны ў мадэлі канцэнтрацыйнага ахалоджвання [5] і заключаецца 
ў тым, што пры хуткім памяншэнні тэмпературы пасля ўздзеяння 
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плазменнага імпульсу на фронце крышталізацыі ўзнікаюць неўстойліва-
сці, у выніку развіцця якіх фармуюцца ячэйкі і дэнтрыты. Характэрны 
памер ячэек складае 0,4�0,7 мкм. Утварэнне дэндрытаў звязана з 
памяншэннем хуткасці крышталізацыі пры дадаванні цырконія да нікеля. 
Вынікі праведзенага рэнтгенаструктурнага аналізу паказалі, што пры 

апрацоўцы чыстага нікеля фазавыя пераўтварэнні не назіраюцца, але ж 
мае месца частковая пераарыентацыя атамных плоскасцяў да накірунка 
(200). У сістэме нікель-цырконій у выніку вадкафазнага перамешвання 
нікелевай падкладкі і цырконевага пакрыцця, выкліканага ўздзеяннем 
кампрэсійнымі патокамі як вадароднай, так і азотнай плазмы, адбываец-
ца ўтварэнне інтэрметаліду Ni5Zr, у якім удзельнічае амаль што ўвесь 
цырконій. Таксама ў выніку апрацоўцы азотнай плазмай частка цырконія 
ўзаемадзейнічае з рэчывам плазмы, утвараючы нітрыд ZrN. Магчымасць 
утварэння дадзеных злучэнняў падцверджваецца дыяграмамі стану [6]. 
Згодна з вынікамі вымярэння мікрацвёрдасці апрацоўка кампрэсійнай 

плазмай выклікае яе павелічэнне да 2 разоў для чыстага нікеля і ў 3�3,5 
разы для сістэмы нікель-цырконій. У дадзеным выпадку можна вылу-
чыць два асноўных фактары, якія ўплываюць на велічыню мікра-
цвёрдасці: 

• фармаванне новых фаз; 
• умацаванне, звязанае з эфектамі загартоўкі (павелічэнне канцэн-

трацыі дыслакацый, памяншэнне памераў зерняў). 
Пры апрацоўцы чыстага нікеля мікрацвёрдасць павялічваецца толькі 

за кошт другога эфекта (фазавы склад не змяняецца, што падцвер-
джваецца вынікамі рэнтгенаструктурнага аналізу), а пры апрацоўцы 
сістэмы нікель-цырконій уплываюць абодва фактары. Гэтым тлумачыцца 
розная ступень яе павелічэння.  
Вынікі трыбалагічных выпрабаванняў паказалі, што плазменная апра-

цоўка нікеля без пакрыцця амаль не ўплывае на значэнне каэфіцыента 
трэння, але легіраванне цырконіем пад уздзеяннем кампрэсійных патокаў 

а) 

 

б)

 
  

Рыс. 1. Мікрафатаграфіі ячэістай структуры: 
а) на паверхні нікеля, б) на паверхні сістэмы нікель-цырконій 
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плазмы выклікае памяншэнне каэфіцыента трэння ў 1,7 разоў пры апра-
цоўцы вадароднай плазмай і ў 5 разоў � пры апрацоўцы азотнай плазмай 
у параўнанні з неапрацавым нікелем.  
Вынікі вымярэння каэфіцыента трэння падцверджваюцца растрава-

электроннамікраскапічнымі даследваннямі трэкаў зносу на паверхні 
апрацаваных матэрыялаў. На гатунках нікеля і неапрацавай сістэмы 
нікель-цырконій яны бесперапынныя, а пасля апрацоўкі апошняй 
набываюць выгляд перапынных слаба заўважных слядаў уздоўж траекто-
рыі руху індэнтара трыбометра, што дазваляе меркаваць пра меншы знос 
гатункаў з меншым каэфіцыентам трэння. Паляпшэнне трыбалагічных 
характарыстык абумоўлена, з аднаго боку, павелічэннем мікрацвёрдасці, 
а з другога боку � змяненнем паверхневай марфалогіі, якое прыводзіць 
да памяншэння плошчы кантакта індэнтара з паверхняй.  
Даследванне трэкаў метадам рэнтгенаўскага мікрааналізу выявіла 

наяўнасць акіслення ў месцах трыбакантакту зыходнага і апрацаванага 
нікеля; у апрацаванай сістэме нікель-цырконій павелічэння канцэнтрацыі 
кіслароду не назіраецца, што звязана з фармаваннем на паверхні фаз 
інтэрметаліда і нітрыда цырконія. 
Атрыманыя вынікі дазваляюць меркаваць пра ўласцівасці паверхнева-

га слою і дастасавання апрацаваных матэрыялаў, якія спалучаюць устой-
лівасць да хімічных рэакцый і палепшаныя механічныя параметры, пры 
вырабе інструментаў, якія працуюць у агрэсіўных хімічных асяроддзях. 
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МОДИФИКАЦИЯ ФАЗОВОГО СОСТАВА И МИКРОТВЕРДОСТИ 
СИСТЕМЫ CR/АК4, ПОДВЕРГНУТОЙ ВОЗДЕЙСТВИЮ 
КОМПРЕССИОННОГО ПЛАЗМЕННОГО ПОТОКА 

М. Г. Полуянова 
Одним из приоритетных направлений физики твердого тела является 

разработка и исследование способов улучшения механических свойств 
различных материалов. В последнее время широко исследуется примене-
ние направленных потоков энергии для модификации поверхностных 
слоев материалов. Обработка компрессионным плазменным потоком 
является новым и перспективным методом модификации свойств 
материалов. Преимуществами компрессионных плазменных потоков по 
сравнению с традиционными методами являются малые временные и 
энергетические затраты [1]. Воздействие компрессионных плазменных 
потоков на систему «покрытие-подложка» приводит к созданию 
перемешанного слоя, содержащего элементы покрытия, подложки и 
плазмообразующего газа. При этом происходит увеличение 
микротвердости поверхностного слоя в несколько раз. 
В данной работе исследовалось влияние воздействия компрессион-

ного плазменного потока на фазовый состав и механические свойства 
системы хром � сплав АК4 при различном давлении азота в камере. 
Хромовое покрытие на поверхность образца из алюминиевого сплава 

АК4 наносилось методом вакуумного катодно-дугового осаждения без 
очистки с параметрами процесса: ток горения дуги � 100 А, напряжение 
смещения � -120 В, время нанесения � 10 минут. 
Плазменная обработка поверхности образцов алюминиевого сплава 

АК4 с нанесенным хромовым покрытием проводилась в газоразрядном 
магнито- плазменном компрессоре компактной геометрии (МПК) при 
начальном напряжении на конденсаторной батарее 4 кВ [2]. Обработка 
проходила в режиме «остаточного газа», при котором предварительно 
откачанную вакуумную камеру МПК заполняли рабочим газом � азотом 
� до давлений 0.40 кПа, 0.67 кПа, 1.33 кПа и 2.67 кПа. Длительность раз-
ряда составляла 100 мкс. Обработку образцов производили одним им-
пульсом. 
Фазовый состав образцов исследовался с помощью дифрактометра 

ДРОН-4-13 с фокусировкой по Брэггу � Брентано в излучении кобальта. 
Морфологию поверхности исследовали с помощью растрового элек-
тронного микроскопа LEO1455VP. Значение микротвердости определя-
лось на приборе ПМТ-3 при нагрузках 0,2 � 1 Н. 
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Результаты фазово-
го анализа представле-
ны на рис. 1. Рентгено-
грамма образца сплава 
АК4 с хромовым по-
крытием (рис. 1) пред-
ставляет собой супер-
позицию дифракцион-
ных пиков Al (111), Al 
(200), Cr (110). Анализ 
фазового состава об-
разцов после плазмен-
ной обработки показал 
образование интерме-
таллидов. 
В результате обра-

ботки системы хром-
сплав АК4 на рентгенограмме появляются дифракционные линии Al7Cr в 
диапазоне давлений 0,40 � 1,33 кПа. Дифракционный пик Al11Cr2 наблю-
дается в диапазоне давлений 0,40 � 2,67кПа. Для образцов, обработанных 
при давлениях 1,33 кПа и 2,67 кПа наблюдается появление дифракцион-
ных линий Al8Cr5, а также заметное ослабление линий Al7Cr. 
Как видно из рисунка, увеличение давления приводит к появлению 

интерметаллидов, обогащенных хромом. Для образца, обработанного 
при давлении 2,67 кПа, на рентгенограмме появляется пик, соответст-
вующий хрому. Это может быть связано с увеличением степени неодно-
родности перемешивания системы при увеличении давления и присутст-
вием областей, обогащенных хромом. 
Чтобы изучить процесс перемешивания системы были проведены ис-

следования морфологии поверхности образцов с помощью растровой 
электронной микроскопии (РЭМ). 
Воздействие плазменных потоков на поверхность материала приводит 

к существенным изменениям в морфологии поверхности. Характерными 
особенностями обработанной поверхности является оплавление и рас-
трескивание поверхности. С увеличением давления остаточного газа в 
камере наблюдается увеличение степени неоднородности перемешива-
ния в исследуемой системе. 
Например, при давлении 0,67 кПа на поверхности наблюдаются тем-

ные (алюминий) и светлые (хром) области, что свидетельствует о плохом 
перемешивании системы (рис. 2а). Подтверждением этого служит рас-
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пределение характеристического рентгеновского излучения Cr (рис. 2б) 
вдоль линии  а�б. Вследствие плохого перемешивания появляются об-
ласти различного элементного состава. Таким образом, исследования 
морфологии поверхности подтверждают предположение о том, что пе-
ремешивание существенно зависит от давления газа. 
Как показали проведенные исследования, обработка системы «хром-

сплав АК4» компрессионными плазменными потоками приводит к суще-
ственной модификации микротвердости поверхностного слоя (рис. 3). 
Микротвердость исходного образца АК4 в исследуемом диапазоне на-

грузок (0,2 � 1 Н) составляет приблизительно 450 МПа. Микротвердость 
системы «хром-сплав АК4» незначительно превышает микротвердость 
исходного сплава и составляет примерно 500 МПа. 

Для всех обработанных образцов 
наблюдается увеличение микротвер-
дости. Так, например, микротвер-
дость модифицированного слоя на 
глубине 5 мкм увеличивается в 1,8 � 
2,3 раза. Увеличение микротвердо-
сти связано с фо  рмированием ин-
терметаллидов в результате обра-
ботки компрессионными плазмен-
ными потоками. 
Таким образом, в результате про-

веденных исследований можно сде-
лать вывод, что фазовый состав об-
разцов, обработанных компрессион-
ным плазменным потоком, сущест-
венным образом зависит от давле-
ния. С увеличением давления оста-
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точного газа в камере наблюдается увеличение степени неоднородности 
перемешивания в системе. Для всех обработанных образцов происходит 
увеличение микротвердости, что связано с формированием интерметал-
лидов в результате обработки компрессионными плазменными потоками. 
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ИЗУЧЕНИЕ ЗАРЯЖЕННОГО СЛАБОГО ТОКА  
В ПРОЦЕССАХ ГЛУБОКОНЕУПРУГОГО РАССЕЯНИЯ 

ПОЛЯРИЗОВАННЫХ ЛЕПТОНОВ  
С. Н. Севбитов Т. В. Шишкина 

Глубоконеупругое лептон-нуклонное рассеяние, широко исследую-
щееся в настоящее время, предоставляет обширную информацию о 
структуре нуклонов, а также о характере их взаимодействия. Анализ 
данных таких экспериментов [1�3] стимулирует создание и развитие ря-
да моделей строения нуклонов. Основной целью подобных проектов яв-
ляется исследование нуклонов в рамках феноменологического подхода, 
концентрирующееся главным образом на исследовании поляризацион-
ных структурных функций 1

pg , 1
ng , 2

pg  и 2
ng . Они позволяют получать 

информацию о функциях распределения кварков внутри нуклонов. 
Взаимодействия, обусловленные обменом заряженным слабым током 

имеют уникальное значение, поскольку позволяют проводить исследования 
величин, не содержащих больших вкладов электромагнитной природы. 
В работе рассмотрены процессы глубоконеупругого рассеяния (ГНР), 

обусловленные заряженным слабым током, 
 ( ) ( ) , ( ) ( )l l N X N l l X+ → ν ν + ν ν + → +  (1) 
с учетом поляризации взаимодействующих частиц. На основе феномено-
логического подхода получены ковариантные выражения дифференци-
альных сечений процессов (1) в рамках Стандартной Модели электро-
слабого взаимодействия для произвольной кинематической и спиновой 
конфигурации с учетом масс лептонов (см. работу [4]). При описании 
структуры нуклона в рамках феноменологического подхода используется 
адронный тензор Wαβ , приведенный в работе [5], зависящий от 4-
импульса p  и 4-вектора поляризации нуклона η и переданного 4-
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импульса q , а также от неполяризационных и поляризационных струк-
турных функций 2( )i iW W q pq= ,  и 2( )j jG G q pq= , ,  1 5 1 9i j= .. , = .. . 
Полученные сечения использованы для извлечения структурных 

функций из экспериментальных данных, и следовательно, для проверки 
и анализа теоретических моделей строения нуклона.  
Особый интерес представляет изучение продольных и поперечных 

поляризационных асимметрий:  

 
2 2 2 2

[ ]
d d d dA

dxdy dxdy dxdy dxdy

       ↑ ↑ ↑ ↑↑⇑ ↑⇓ ↑⇑ ↑⇓⇒ ⇐ ⇒ ⇐       

⊥

   σ σ σ σ   = − +
   
   

! . (2) 

Здесь 2 /d dxdy↑⇑σ  2( / )d dxdy↑⇓σ  � дифференциальное сечение рассея-
ния продольно поляризованного лептонного пучка на продольно поляри-
зованной мишени с векторами поляризации, имеющими одинаковые 
(противоположные) направления; 2 /d dxdy↑⇒σ  2( / )d dxdy↑⇐σ  � диффе-
ренциальное сечение рассеяния  продольно поляризованных лептонов на 
мишени, поляризованной перпендикулярно направлению лептонного 
пучка с 1NP⊥ = +  ( 1)NP⊥ = − , где NP⊥  � степень поперечной поляризации, 
С целью численного анализа получим асимметрии в рамках кварк-

партонной модели, где адрон предполагается состоящим из точечных 
партонов, пренебрежимо мало взаимодействующих в области ГНР.  
При описании поляризованного рассеяния возникают следующие по-

ляризационные структурные функции (см. обзор в работе [6]):  

1 2

[ ] [ ] [ ]

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i i
i i

i i j i i jj j

W W

q q q q
q q

q q q q q qq q

g x q x q x g x q x q x q x q x q x

q x x x q x a f x q x a f xq q

a V a V

↑ ↓

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓

= ∆ + ∆ , = ∆ − ∆ ∆ = − ,

∆ = − = , = ,

= , = .

∑ ∑

∑ ∑

 (3) 

Здесь ( ) [ ]( )
i iq qf x↑ ↓  � функция распределения кварков (антикварков) оп-

ределенного аромата в адроне, или вероятность переноса кварком (ан-
тикварком) 4-импульса ( )i iq qp xp= , для кварков, продольно поляризован-
ных вдоль и противоположно направлению вектора p ; 

i jq qV  � элементы 
матрицы Кобаяши-Маскавы. Продольная поляризационная асимметрия 
(2) в рамках кварк-партонной модели определяется следующими выра-
жениями: 

( ) ( )( )
2

2
0 1 2

[ ] [ 2 2 2 1 2 2 ]W Wd xy y xy g x x y y xy g
dxdy

±↑⇑ ±↑⇓σ − σ
= σ ± − − β + + β − + − β ,  
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 ( ) ( )
2

2
0 1 3

[ ] [2 2 2 2 2 ].W Wd x y y xy F xy y F
dxdy

±↑⇑ ±↑⇓σ + σ
= σ − + −β ± −  (4) 

В низшем порядке теории возмущений сечения растут пропорцио-
нально энергии рассеиваемого лептона lE . Как показал численный ана-
лиз [4], поляризационные асимметрии достигают значительных величин 
порядка 10 20%%÷ , особенно в области малых x, и значений y, близких к 
1, что соответствует малой энергии рассеянного лептона l lE E′ << . Эта 
кинематическая область соответствует наиболее глубокому зондирова-
нию внутренней структуры нуклона и предоставляет важную информа-
цию об особенностях взаимодействия поляризованных частиц.  
Асимметрии являются главным источником информации о поляриза-

ционных структурных функциях. Так, на основе поляризационных асим-
метрий (2), можно получить  

2 2
1

1 2
0 1

2 2
1

2 2
0 1

1 (1 ) ( ) 2 ( )( ) ,
2 32 2 /3

1 (1 ) ( ) 1 ( )( ) ,
2 32 2/3

y d dg x
dx dxdyx y

y d dg x
dx dxdyx y

±↑⇑ ±↑⇓ ±↑⇑ ±↑⇓
±

±↑⇑ ±↑⇓ ±↑⇑ ±↑⇓
±

 + σ − σ σ − σ
= ± −  σ −   

 − σ − σ σ − σ
= − −  σ −   

 (5) 

где 1 1y y= − , ( ) ( ( ))g x g x+ −  соответствует рассеянию лептонов (антилеп-
тонов).  
В рамках кварк-партонной модели можно достичь заметного упроще-

ния исследуемых величин. Интерес представляет получение как кварко-
вых распределений ( ) ( ) ( )q q qf x f x f x↑ ↓∆ = − , так и интегральных величин 

1

0
( )q qf f x dx∆ = ∆∫ , определяющих вклад кварков определенного аромата 

(валентных или моревых кварков) в спин нуклона / 2z q qS f< > = ∆ .  
Ограничиваясь структурными функциями 1,2 ( )g x± , в силу их линейной 

зависимости нельзя вычислить кварковые распределения для отдельных 
ароматов ( ), ( ), ( ),u x u x d x∆ ∆ ∆ K , однако в предположении отсутствия 
вклада моревых кварков можно получить следующие выражения: 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) / 2, ( ) ( ) ( ) / 2,

( ) ( ) ( ) / 2, ( ) ( ) ( ) / 2.

u x g x g x d x g x g x

u x g x g x d x g x g x

+ + − −

− − + +

   ∆ = + ∆ = +   
   ∆ = − ∆ = −   

 (6) 

Заметим, что все вклады кварков двух поколений могут быть опреде-
лены, если привлечь информацию также об асимметриях в процессах 
ГНР, обусловленных слабым нейтральным током. 
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Для усредненных кварковых распределений имеются дополнительные 
условия [7]: 

3

8

1.254 0.006,

(3 ) / 3 ( ) / 3 0.397 0.020,

a F D u u d d

a F D u u d d s s

= + = ∆ + ∆ − ∆ − ∆ = ±

= − = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ − ∆ − ∆ = ±
 (7) 

возникающие при рассмотрении распадов нейтронов и гиперонов. В этом 
случае 

3 8 3 8

1

3 8 1 2 1 20

( 3 ) / 2 , ( 3 ) / 2 ,

( 3 ) / 4 ( ) ( ) ( ) ( ) / 4.

u u a a s s d d a a s s

s s a a g x g x g x g x dx+ + − −

∆ + ∆ = + + ∆ + ∆ ∆ + ∆ = − + + ∆ + ∆

 ∆ + ∆ = − + − + + ∫
(8) 

Предполагая следующую симметрию поляризационных распределе-
ний кварков моря: s s∆ = ∆ , имеем  

 

1 1
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1

3 8 1 2 10

1

3 2 10

1

8 1 2 10

( ) ( ) / 2, 3 /6 ( ) ( ) /6,
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u g x g x dx s s a g x g x dx

u a a g x g x g x dx

d a g x g x dx

d a g x g x g x dx

+ + + −

+ + −

+ −
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   ∆ = + ∆ = ∆ = − + +   

 ∆ = + − + − 

 ∆ = − + + 

 ∆ = + − − 

∫ ∫

∫

∫

∫

 (9) 

Приведенные формулы позволяют извлечь детальную информацию о 
спиновой структуре на основе исследования феноменологических пара-
метров взаимодействия в  экспериментах по глубоконеупругому рассея-
нию поляризованных частиц.  
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ПЛОТНОСТЬ ФОТОННЫХ СОСТОЯНИЙ  
В ОДНОМЕРНОМ ФОТОННОМ КРИСТАЛЛЕ  

С ДЕФЕКТНЫМ АНИЗОТРОПНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 

Е. Е. Ушакова, С. Н. Курилкина 

ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы внимание многих исследователей привлекают фо-
тонные кристаллы (ФК), отличительной особенностью которых является 
наличие фотонных запрещенных зон � частотных областей, в которых 
оптические моды и спонтанная эмиссия полностью отсутствуют [1]. Ча-
стным случаем ФК являются ограниченные слоисто-периодические 
структуры (СПС), технология изготовления которых достаточно разра-
ботана. Вследствие широких перспектив практического применения 
представляют интерес несовершенные СПС, содержащие дефектное 
включение [2]. Однако, как правило, в качестве последнего рассматрива-
ется изотропный слой. В настоящем сообщении анализируется влияние 
анизотропии включения на характеристики пропускания одномерного 
фотонного кристалла.  

ПЛОТНОСТЬ ФОТОННЫХ СОСТОЯНИЙ В ОДНОМЕРНОМ ФОТОН-
НОМ КРИСТАЛЛЕ С ДЕФЕКТНЫМ АНИЗОТРОПНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 

Рассмотрим представленный на рис. 1а одномерный фотонный кри-
сталл, ограниченный с двух сторон воздухом n0 = 1. Исследуемая струк-
тура имеет 2N периодов, каждый из которых состоит из двух слоев: ок-
сида циркония (ZrO2) толщиной d1 =120 нм и плавленого кварца 

2( )SiO толщиной d2 = 90 нм. В центре указанной структуры помещен кри-
сталлический слой ВВО толщиной d3 =1 мм. 

 

 

n0 ... ...

 периодовN  периодовN 

d3d , d
элементарная
ячейка
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Рис.  а 
б

 1  Слоисто-периодическая структура с дефектным анизотропным включением,
  граничные условия для элементарной ячейки

а б
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Пусть на структуру под углом 0γ  падает световой пучок. В соответст-
вии с [3] матрица преобразования, связывающая поле на входе и выходе 
структурной ячейки М, а также всей среды MN в целом, может быть 
представлена в виде:  

 
1 1 1

1
N/ t r * / t *

M ,M [MsinNβ I sin(N )β]
sinβr / t / t *

 
= = − − 
 

 (1) 

где t, r � соответственно коэффициент пропускания и отражения струк-
турного элемента, β� блоховская фаза, определяемая выражением:  
 1βcos Re( / t)=  (2) 

В случае, когда структурный элемент фотонного кристалла образован 
двумя слоями, матрица преобразования М образована в результате ум-
ножения матриц двух типов:  

 

0
. ( ) ( ), , ( )12 2 21 1

0

cos ; 1/ ; / .i

ipa a ieij ij
M Ï p Ï p Ï pij i ipa a ieij ij

p n d a t a r ti i i ij ij ij ij ijc
ω γ

+ −   
   = ∆ − ∆ − ∆ = =− +  −     

+ −= = =

 (3) 

Для ТЕ волн 

 i ji i
ij ij

i j i j

n cosγ - n cosγ2n cosγ i it = ;r = .
n cosγ + n cosγ n cosγ + n cosγi i i i

 (4) 

Здесь ijij r,t � коэффициенты пропускания и отражения на границе 

ji nn → . Для ТМ волн соответствующие выражения получаются из (4) 
при замене ii nn /1→ . Для структуры, ограниченной некоторой прелом-
ляющей средой, представив матрицу преобразования в виде, аналогич-
ном (1), получаем выражение коэффициента пропускания #t : 

 

01
01#

01

1 1 1 2 Im ;
*

1 1 sin(sin sin( 1) ), .
sin sin

N

N N N

N

N N

r Ri r
T t t tt

r r NN N
t t t t

ββ β
β β

   = + −  
   

= − − =

 (5) 

Наличие дефектного анизотропного слоя учитывается введением мат-
рицы DM , описывающей прохождение излучения через дефект. 

 ( )M Ï pD 13 3 31= ∆ − ∆  . (6) 
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При этом коэффициент пропускания определяется соотношением (5), 
в котором следует произвести замену: 

 
** ' '*

' '*' '*

2
rr r r r1 1 1 NN R N R

2 2 2 2t t t t t tN S t t t tN R N RN R N R

→ = + + + . (7) 

Здесь ' ',R Rt r −коэффициенты пропускания и отражения для дефектно-
го слоя. 
Важной характеристикой, определяющей интенсивность изучения в 

среде, является плотность фотонных состояний ωρ ∂∂= /k , выражение 
для которой можно получить, учитывая смысл коэффициента пропуска-
ния diktt ~exp## = , где k � эффективное волновое число, d~ � путь, прой-

денный светом в периодической среде.  

 # #1( ) , Re( ); Im( ).2 2

dy dxx ydk d d x t y t
d d x y

−
= = = =

+%
ω ωρ ω

ω
 (8) 

Воспользуемся полученными выражениями для анализа особенностей 
локализации световой энергии в одномерном фотонном кристалле, со-
держащем в качестве включения кристаллический слой (см. рис.2).  
Как видно, наличие дефектного включения ведет к появлению допол-

нительных узких максимумов частотной зависимости плотности фотон-
ных состояний ρ  внутри фотонной запрещенной зоны (рис. 2а). При 
этом наиболее ярко выраженные максимумы имеют место на границе за-
прещенной зоны (рис. 2б), однако их положение изменяется по сравне-
нию со случаем бездефектной среды. Максимальная плотность фотон-
ных состояний, как видно из рисунков, наблюдается на частотах, соот-
ветствующих границе фотонной запрещенной зоны. Следовательно, на 
данных частотах возможна локализация энергии, а также усиление опти-
ческих нелинейных эффектов в ПС с анизотропным дефектом.  
Отметим, что максимумы ρ для ТЕ и ТМ волн различны (рис. 

2).Увеличение угла падения ведет к уменьшению максимумов ρ  и воз-
растанию смещения друг относительно друга максимумов, соответст-
вующих ТЕ и ТМ волнам.Положение дефектных максимумов ρ внутри 
запрещенной зоны чувствительно к числу периодов структуры, толщине 
каждого слоя в периоде (рис. 2). При наличии дефектного анизотропного 
включения в СПС происходит модуляция коэффициента пропускания 
(рис. 2).  
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Рис. 2 Частотная зависимость коэффициента пропускания и плотности фотонных со-

стояний ТЕ- (а) ТМ- волны (б, в) а) γ0=30о, N=12, б) γ0=3о, N=16, в) γ0=30о, N=16 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в настоящем сообщении показано, что наличие анизо-

тропного включения обусловливает существенную модификацию час-
тотной зависимости плотности фотонных состояний: появление допол-
нительных узких максимумов внутри фотонной запрещенной зоны, чув-
ствительных к геометрии структурного элемента ФК, изменение поло-
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жения максимумов ρ  на границе фотонных запрещенных зон и возник-
новение зависящей от величины анизотропии «модуляции» коэффициен-
та пропускания.  
Отметим, что максимумы частотной зависимости плотности фотон-

ных состояний для ТЕ и ТМ волн различны, что обусловливает различие 
в условиях достижения наибольшей локализации их энергии в среде. 
Полученные результаты могут быть использованы при расчете и оп-

тимизации фильтров, устройств задержки, оптических нелинейных пре-
образователей.  
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ПРИБОР ИЗМЕРЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 
НА БАЗЕ ПРИМЕНЕНИЯ ТЕРМОПАРЫ ТИП К 

И ТЕРМОРЕЗИСТОРА PT1000 

Т. К. Фенюк 
Простейший (и, кстати, наиболее точный) метод калибровки значений 

температуры заключается в составлении и размещении в памяти ЭВМ 
градуировочной таблицы соответствия значений термо-э.д.с. и темпера-
туры, либо термо-сопротивления и температуры (для термо-резистивных 
преобразователей). Серьезным единственным недостатком табличного 
метода является его высокая ресурсоемкость, с точки зрения его разме-
щения (при широком температурном диапазоне требуется очень большой 
объем таблицы). 
Когда требуется наиболее точнее подойти к измерению температуры, 

получить наиболее линейную зависимость, то в этом случае выбор одно-
значно приходится на термо-резистивные преобразователи, но данный 
случай не обходится без уменьшения измеряемого интервала темпера-
тур, что порой весьма осложняет поставленную задачу измерения. Выхо-
дом, является комбинированное применение обоих видов первичных 
преобразователей, что учтено при разработке прибора измерения темпе-
ратуры. 
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Главными элементами прибора являются соответственно его первич-
ные преобразователи электрического сигнала, в данном случае ими яв-
ляются термопара и терморезистор. Так как первичный преобразователь 
является измерительным преобразователем, то он должен характеризо-
ваться следующими параметрами, которые собственно лежат в основе 
построения и дальнейшей работы прибора: 

• коэффициентом преобразования, т.е. отношением изменения 
выходного напряжения преобразователя к вызвавшей это изменение 
физической величине. В данном случае этот коэффициент не достаточно 
велик для обоих преобразователей. 

• рабочим диапазоном (минимальным и максимальным уровнем 
измеряемой физической величины). Для термопары (тип К) в данном 
приборе диапазон составил: [ ]ÑÑT oo 900;0∈ . Разумеется � это не предел, 
а лишь нужный экспериментальный интервал измерения температуры. 
Для термо-сопротивления диапазон составил: [ ]ÑÑT oo 900;0∈ . 

• погрешностью преобразования в рабочем диапазоне измеряемой 
величины. В данном случае, погрешность определялась исходя не из 
приборной (точнее не из погрешности измерения самого первичного 
преобразователя), а составила заведомо определенную величину 

Сo1±=δ  для обоих методов, что связано непосредственно с достаточной 
точностью измерения.  

• выходным уровнем напряжения (тока) электрического сигнала. Для 
термопары (тип К) это значение, относительно измеряемого диапазона, 
составило: mVUmVU 0,644,20 minmax == . Очевидно, данное значение 
очень мало для непосредственного измерения, и ведет, при незначитель-
ных колебаниях измеряемой величины, к ухудшению отношения 
сигнал/шум, т.е. уровень реального сигнала практически становиться 
равным уровню шума, что собственно сводит возможность измерения к 
нулю, поэтому было целесообразным применить масштабирование 
выходного электрического сигнала. Так же необходимо учесть входной 
рабочий диапазон измерительной системы. В данном случае таковой 
является 10-ти разрядный АЦП, соответственно количество возможных 
состояний:  

 10242log 10
2 ===>= NNm .  (1.1) 

Максимальное отношение сигнал/шум соответствует для такого АЦП: 

 с/ш = 5,1lg20 N  = (6,02m + 1,76) дБ =61,96 дБ.  (1.2) 
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Но данное соотношение справедливо только для идеальных АЦП. У 
реальных же АЦП, точность изготовления производителем некоторых уз-
лов не достаточна, что ведет к появлению некоторых погрешностей пре-
образования, поэтому он измеряется экспериментально и по полученным 
данным определяется отношение эффективного количества разрядов: 

 
02,6

76,1/ −
=

шсmэфф .  (1.3) 

В случае данного прибора применяется достаточно высококачествен-
ный АЦП: 

 60/ ≈шс mmэфф =≈=
−

≈=> 106,9
02,6

76,160 .  (1.4) 

В итоге получаем значение реального измерительного кванта шкалы 
АЦП: 

 мВВВ
N

A
h 8,40048,0

1024
5max ==== .  (1.5) 

Поэтому, для возможности измерения температуры с погрешностью 
Сo1±=δ , было произведено масштабирование выходного сигнала до 

приемлемого уровня (уровня перекрытия кванта АЦП + 10% запас, для 
уменьшения вероятности воздействия шумов на измерительную систе-
му), в соответствии с выражением для применяемого операционного 
усилителя с компенсацией температуры «холодного спая» AD595: 

 СmVmVUU eKTermocouplout
o/103,247)11( ≈⋅+= .  (1.6) 

Таким образом, уровень выходного U при измерении: Umax = 4,9928 V, 
Umin = 0 V. Для терморезистора, находящегося в составе измерительного 
моста (для уменьшения влияния самонагревания; тип Pt1000), выходной 
уровень напряжения измеряемого сигнала, преобразованного относи-
тельно изменяющегося диапазона сопротивления и температуры, соглас-
но уравнению моста составил, при использовании предварительного ОУ 
AD627, с КУ k=7: CmVUVUVU out

o/10,0,4.999 minmax ≈== . 
• нелинейность коэффициента преобразования. В обоих методах 

измерения данная нелинейность была скомпенсирована 
градуировочными таблицами, которые были рассчитаны, относительно 
таблиц реальных преобразователей, для случая с применением 
предварительного усиления.  
Принципиальная электрическая схема прибора измерения температу-

ры представлена на рисунке. Главным элементом схемы, организующим 
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функционирование, является микроконтроллер AVR архитектуры AT-
mega16, в котором содержится код управляющей программы, представ-
ляющий собой определенный алгоритм измерения, составленный разра-
ботчиком. 
Остальными, входящими в прибор, элементами, являются два ОУ: 

AD627, AD595. Оба служат, как обсуждалось, для масштабирования 
входных сигналов от первичных преобразователей на шкалу используе-
мого АЦП. Важной частью схемы является блок управлением нагрузки, 
который работает под управлением микроконтроллера и включает в себя 
микросхему MOC308, транзисторный каскад для ее управления, сими-
стор BTA41, собственно который позволяет управлять нагрузкой с током 
до I=40А и напряжением до U=800В. Микросхема ADM232AAN служа-
щая преобразователем логики TTL в логику интерфейса RS232. Осталь-
ные элементы являются согласующими для работы устройства в целом.  
В работе прибор чрезвычайно прост! Программа автоматически про-

изводит все операции по определению температуры: получение значения 
входного напряжения на АЦП, поиск по соответствующей таблице, вы-
вод результата, контроль нагрузки по выбранному алгоритму (с гистере-
зисом либо без него), передача на терминал, переход в первоначальное 
состояние.  
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Стоит отметить тот факт, что главный управляющий программный 
код разработан для функционирования в нелинейном режиме, используя 
при этом общие принципы работы с системным ядром, делая в конечном 
итоге рассмотренный прибор измерения температуры, в сочетании с дос-
таточно низкой себестоимостью, вполне приемлемой частью автомати-
ческого измерительного комплекса в составе АСУ (автоматическая сис-
тема управления). 

Литература 
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ВЛИЯНИЕ КИСЛОРОДА НА ФОТОНАВЕДЕННОЕ  
ДВУЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕ В ПОЛИМЕРНОМ СЛОЕ 

Д. А. Фролова 
Кислород воздуха оказывает влияние на фотопревращение полимеров, 

приводя к тушению электронно-возбужденных состояний и окислению 
компонентов полимерного материала [1;2]. При записи фотонаведенного 
двулучепреломления в полимерной пленке эти явления могут уменьшать 
максимально достигаемую величину анизотропии. Одним из таких типов 
регистрирующих материалов с фотонаводимым двулучепреломлением 
являются бензальдегидсодержащие полимеры, анизотропия в которых 
образуется за счет реакции сшивания бензальдегидных групп макромо-
лекул под действием линейно-поляризованного УФ излучения. 
Процесс записи двулучепреломления в слоях бензальдегидсодержа-

щих полимеров описывают при помощи осцилляторной модели [3]. Она 
предполагает, что поляризованное УФ излучение поглощается ансамб-
лем хаотически ориентированных осцилляторов. Возбуждение осцилля-
тора A приводит к его превращению в осциллятор B, параллельный A и 
фотохимически неактивный. Одновременно с этим идет конкурирующий 
процесс переноса энергии с возбужденной частицы A* на молекулярный 
кислород O2, в результате чего образуется синглетный кислород O2*, ко-
торый, в свою очередь, вступает в реакцию фотосенсибилизированного 
окисления [4] частицы A.  
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Известно, что вероятность возбуждения частицы-осциллятора линей-
но поляризованным светом пропорциональна квадрату проекции напря-
женности электрического вектора волны на направление колебаний ос-
циллятора, т.е cos2θ, где θ�угол между осциллятором и электрическим 
вектором. Следствием этой зависимости является развитие ориентацион-
ной анизотропии осцилляторов A и образование анизотропного ансамбля 
осцилляторов B. При этом распределение продуктов реакции окисления 
AO2 изотропно, так как синглетный кислород вступает в реакцию окис-
ления независимо от ориентации в пространстве частиц A.  
В случаях, когда ослабление интенсивности активирующего излуче-

ния по толщине полимерного слоя значительно, распределение света и 
реагентов по объему образца становится неравномерным.  
Следствием этого является то, что в ходе фотохимических реакций 

концентрации веществ будут изменяться по-разному, и концентрации 
веществ и интенсивность активирующего излучения I(y,t), являются 
функциями двух переменных � времени протекания реакции t и расстоя-
ния y данной точки от облучаемой поверхности образца. Распределение 
интенсивности света по толщине слоя определяется законом Бугера-
Ламберта-Бера в дифференциальной форме: 

 ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,A B
I y t I y t A y t B y t

t
σ σ∂

= − +
∂

 (1) 

где σA и σB� сечения поглощения частиц A и B; A(y,t), B(y,t)�их общие 
концентрации. 
Система дифференциальных уравнений, определяющая превращение 

всех участников реакции, примет вид: 
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 (2) 

где kr� константа скорости образования фотопродукта B, kt�константа 
скорости переноса энергии с осциллятора A* в возбужденном состоянии 
на молекулярный кислород O2, kτ�константа скорости дезактивации воз-
бужденного состояния A*, kOX�константа скорости окисления. 
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Синглетный кислород и частицы A*� являются промежуточными 
продуктами данной многоступенчатой фотохимической реакции, т.е их 
количество достигает определенного уровня и не изменяется в силу 
установления баланса скоростей их образования и расходования, поэто-
му для решения системы (2) можно полагать, что скорость изменения их 
концентраций равна нулю. 
В случае анизотропного поглощения активирующего излучения, соз-

дающего ориентационно-упорядоченное распределение частиц, уравне-
ние (1) примет вид: 

 ( )
2 / 2

0 0

( , ) ( , ) ( , , ) cos ( , , ) cos sin ,A B
I y t I y t A y t B y t d d

y

π π

θ σ θ θ σ θ θ θ ϕ∂
= − +

∂ ∫ ∫  (3) 

где cosAσ θ  и cosBσ θ � проекции сечения поглощения осцилляторов A  
и B  на направление распространения светового пучка.  
Вводя величину экспозиции ( )u y  на удалении y  от облучаемой по-

верхности слоя в момент времени t , получим закон поглощения в виде: 

 ( )
2 / 2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ) cos ,A B
u y u y A u B u d d

y

π π

σ θ σ θ θ θ ϕ∂
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где 20
1( , ) exp( ( )cos )

2
AA u k u yθ θ
π

= −  и ( )20
2 1( , ) 1 exp( ( )cos )

2
AB u k k u yθ θ
π

= − − , 

2
1

2

[ ]
[ ]

r t
A

t

k k Ok
k k Oτ

σ +
≡

+
, 2

2[ ]
r

r t

kk
k k O

≡
+

. 

Проинтегрировав (5) по углам, можно получить уравнение для вычисле-
ния ( )u y , зависящих от экспозиции H на облучаемой поверхности слоя: 

 ( )0 2
1 2

1

( ) 1 exp( ( )) ( )
2

A B
B

Au y k k u y k u y
y k

σ σ σ
 ∂ −

= − − − + ∂  
 (6) 

Решение уравнения (6) дает при начальном условии (0)u H= распре-
деление экспозиции по толщине слоя с течением времени ( , )H y t . Оче-
видно, что величина локального фотонаведенного двулучепреломления 
примет вид[3;5]: 
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При визуализации двулуче-
преломляющих изображений 
существенна разность хода для 
ортогональных поляризаций 
зондирующего пучка: 

 
0

( ) ( , ) ,
l

t n y t dyδ∆ = ∫  (8) 

где l � толщина полимерного 
слоя. 
Константы скоростей были 

оценены по литературным дан-
ным [6;7] для процессов обра-
зования и тушения синглетного 
кислорода. Расчетом показано 
(рис.1), что максимальное дву-

лучепреломление в слоях бензальдегидсодержащих полимеров толщи-
ной 5�6 мкм, достигаемое в присутствии кислорода на 30% меньше, чем 
в вакууме. Экспериментально полученное значение составляет 35%.  
Таким образом, моделирование записи двулучепреломления в воздухе 

дает возможность качественно объяснить влияние кислорода на развитие 
анизотропии в полимерном слое, а также позволяет выбрать условия для 
минимизации деструктивного влияния кислорода. 
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СОВРЕМЕННЫЕ АСТРОФИЗИЧЕСКИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ  
НА РАСПРОСТРАНЕННОСТЬ ПЕРВИЧНЫХ ЧЕРНЫХ ДЫР  
В КОСМОЛОГИЧЕСКИХ СЦЕНАРИЯХ МИРА НА БРАНЕ 

Ю. А. Целков  
Проверка космологических следствий из современных фундаменталь-

ных физических теорий является, вместе с ускорительными эксперимен-
тами, одним из закономерных способов установления адекватности 
стандартной модели. Вместе с гравитационными волнами и нейтрино, 
первичные черные дыры (ПЧД) способны нести информацию о ранней 
Вселенной [1,2]. В данной работе ставится задача получить ограничения 
на распространенность ПЧД при различных красных смещениях в моде-
ли мира на бране Randall-Sundrum II (RS2), рассматриваемой в контексте 
теории суперструн и представляющей нашу Вселенную как гиперпо-
верхность, локализованную в пятимерном пространстве анти-де Ситтера. 
Распространенность ПЧД вводится как отношение 
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где PBHρ и radρ  � плотность ПЧД и энергии излучения соответственно. 
Начальные массы сформированных к моменту времени ti ПЧД есть 
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где f~1, l � радиус кривизны дополнительного измерения, а l4, t4, M4 � че-
тырехмерные планковские длина, время и масса. Особенностью модели 
RS2 является предсказание существования нестандартной высокоэнерге-
тической фазы в ранней Вселенной [3-6], оканчивающейся к моменту  
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во время которой масштабный фактор ведет себя как a~t1/4, при этом 
radρ ~t -1. Это ведет к значительному росту массы ПЧД: 
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где F � коэффициент аккреционной эффективности [4,7], отражающий 
специфику взаимодействия ПЧД и окружающей материи. Так, в случае 
бесстолкновительной аккреции F=1. Раннее [4-7] значение F выбиралось 
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на основе качественных соображений, однако в [8] было показано, что 
33/8=F  и обосновано применение гидродинамического приближения.  

После окончания высокоэнергетической фазы ПЧД испаряются, ис-
пуская хоккинговское излучение за время 
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где g � число типов частиц, испускаемых ПЧД при температуре Tbh=  
=T4 l/2πrbh, T4=1032K � планковская температура, а 
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=  � гравитационный радиус пятимерной ПЧД. 

Факт модификации поведения пятимерной ПЧД в ранней Вселенной 
ведет к наблюдательным ограничениям на их распространенность в этих 
моделях, так как значение распространенности (1) к моменту (5) будет  
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Отношение масштабных факторов при этом 
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где teq ≈72 600 лет, момент равновесия вещества и излучения.  
Следовательно, получая из наблюдений ограничение для массовой 

доли ПЧД при разных красных смещениях к моменту их испарения в 
разные эпохи )( evtα , можно через (6�8) восстановить искомое ограниче-
ние на начальную распространенность )( itα .  
Проиллюстрируем это на нескольких примерах и рассмотрим сначала 

как можно получить ограничения из наблюдаемого теперь спектра диф-
фузионных гамма-квантов (т.е. при малых z)[6].  
Напомним, что с точки зрения обнаружения наиболее благоприятны 

для наблюдений ПЧД, испаряющиеся в данную эпоху, то есть те, у кото-
рых tev≈13.6 млрд. лет. Из (5) получим массу в конце фазы активной ак-
креции для таких ПЧД в зависимости от радиуса кривизны l, а из (4) � 
начальные массы.  
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Считая, что спектр наблюдаемых диффузионных гамма-квантов произ-
веден такими испаряющимися ПЧД, можно получить начальную распро-
страненность, если учесть, что производимый ими спектр излучения будет 

 ))(,(
4

)( *
*

MMtn
E

McEI ievπ
= ,  (9) 

где M*=M(tc), n � концентрация ПЧД в эпоху испарения, вычисленная с 
учетом эволюции масштабного фактора, а E~5Tbh � энергия гамма-
излучения ПЧД. Результаты сопоставления (9) с экспериментальными 
данными [6], представлены на рис. 1 из которого видно, что пятимерные 
ПЧД ведут к значительному ужесточению ограничений на их распро-
страненность.  
Следующее ограничение можно получить из анализа остаточных сте-

пеней ионизации водорода xH хоккинговским излучением ПЧД при 
больших красных смещениях, что влияет как на распространение излу-
чения, так и на формирование звезд 3-го поколения при z≈20. Известно, 
что xH<10 -4[9]. Учитывая связь между барионной и фотонной плотно-
стями энергий и полагая,  
что на ионизацию H идет ~100 eV, найдем 
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Из (6�8) получим результат, приведенный на рис. 2.  
Подобным образом можно получить ограничения для ПЧД из различ-

б 
а 

Рис. 2. Ограничения на началь
распространенность ПЧД на основании

Ионизации водорода:  
а  �  zev=20,  б � zev=1100  

 

Рис. 1. Ограничения на начальную 
распространенность ПЧД на основании 
спектра диффузионных фотонов:   
а  �   F =0,5, б � F = 1,  в �  F  = 1,54 

а
 

б 
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ных эпох и при различных процессах, начиная от эпохи первичного нук-
леосинтеза. 
Результаты вычислений приведены в таблице. Как видно, ограниче-

ния на распространенность ПЧД, вытекающие из модели RS2, на много 
порядков ниже аналогичных в случае четырехмерия, представленных в 
последнем столбце, что ведет и к пересмотру спектра первичных флук-
туаций, ответственных за образование космических структур. 

Таблица 
Ограничения при l=lmin , lmax и максимальное ограничение при l=l* 

Логарифм из: 
Источник ограничений 

 αi(lmax) lmin/l4 αi(lmin) l*/l4 αi(l*) αi(4D) 

Полная плотность материи -30 20 -18 30 -31 -18 

Диффузионные фотоны -39 20 -27 30 -39,5 -27 

Избыток антипротонов -35 20 -28 30 -36 -29 
Распад дейтерия при 400 с -27,3 15 -20,7 20,7 -28,5 -18 
Распад дейтерия при 108 с -28,7 16,5 -20 24 -29,5 -19 
Распад дейтерия при 1013 с -30 18 -19 27 -30,5 -19,5 
Распрстраненность He -27 14 -17 19 -25,5 -17,5 
Спектр CMB при z=2 106 -30 16,6 -21 24 -31 -21 
Спектр CMB при z=1100 -34 18,3 -22,5 27 -34,2 -21 
Ионизация H при z=1100 -41 18,3 -29,7 27 -41,5 -28,5 
Ионизация H при z=20 -41,7 19 -29,3 28,7 -42 -28,5 
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КВАНТОВАЯ ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ  
НА ПРИМЕСНОМ ЦЕНТРЕ КРИСТАЛЛА АЛМАЗА 

А. С. Чернухо  
Квантовая теория информации является одной из передовых совре-

менных теорий. Как известно, в течение уже достаточно длительного пе-
риода традиционная вычислительная техника развивается, в основном, 
экстенсивным путем. Прогресс в области компьютерной техники дости-
гается за счет миниатюризации ее базовых элементов. Однако ясно, что 
долго двигаться таким путем не удастся � уже в наши дни велика озабо-
ченность невозможностью дальнейшего совершенствования в традици-
онном направлении. Это проявляется в серьезной заинтересованности 
научного сообщества в создании так называемого квантового компьюте-
ра. Ясно, что нет никакого смысла развивать технику аналогичную суще-
ствующей, только значительно более дорогую � должны существовать 
непротиворечивые доказательства того факта, что квантовые компьюте-
ры дадут значительный прирост производительности, если не общей, то 
хотя бы в нескольких ключевых направлениях. Активная деятельность 
вокруг квантовой теории информации развернулась как раз после обна-
ружения алгоритмов, демонстрирующих кардинальное увеличение про-
изводительности квантовой техники по сравнению с традиционной. Пер-
вым стал алгоритм Дойча - Йоса [1]. Немного позже Шор открыл способ 
быстрой факторизации чисел [2], а Гровер � поиска в базе данных[3]. Все 
алгоритмы, конечно, должны использовать исключительные свойства 
квантовой теории, чтобы обойти классические аналоги. Такими свойст-
вами являются перепутанность и параллелизм. Следует также обратить 
внимание на успехи в создании собственно оборудования для квантовых 
вычислений. Усилия здесь прикладываются в множестве различных на-
правлений: использование единичных спинов, ансамблей атомов, кван-
товых точек, сверхпроводящих элементов (SQUID), и т.д. Конечно же, 
как только научная группа полу чает более или менее работоспособный 
образец квантового оборудования, производится проверка одного из 
квантовых алгоритмов. В этой работе будет представлена проверка алго-
ритма Дойча-Йоса на примесном NV-центре в кристалле алмаза и, кроме 
того, реализация белловских состояний на этом же центре. Техника по-
лучения алмазов с единичными NV-дефектами была разработана и реа-
лизована в университете Штудтгарта [4]. 
Мы будем рассматривать дефект в кристалле алмаза типа «азот-

вакансия» связанный с ближайшим атомом углерода C13 . Схема нижних 
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четырех уровней дефекта, находящегося 
в сильном магнитном поле, приведена на 
рис. 1. Переходы 1�4 и 2�3 лежат в ра-
диоволновой области, в то время как 3�4 
� в микроволновой. Частота перехода 1� 
2 очень мала (порядка 10МГц), поэтому 
использование этого перехода не пред-
ставляется возможным. Хочется отме-
тить, что в алмазе существует более ста 
цветовых центров, повышенный интерес 
к дефекту NV типа связан с тем, что связь 
такого центра с фононными возбужде-
ниями решетки чрезвычайно слаба. Это 
приводит к тому, что продольные време-
на релаксации системы порядка секунд, а 
поперечные составляют десятки мкс 

(сотни для очень чистых образцов алмаза, т.к. время релаксации сильно 
зависит от концентрации атомов азота), причем приведенные времена 
даны для комнатной температуры, что делает такие центры реальными 
претендентами на использование в качестве основы для квантового ком-
пьютера. Создание белловского состояние осуществляется особенно 
просто � необходимо приложить лишь два импульса: π/2-импульс в ка-
нале 2�3 и π в канале 3�4. Второй импульс должен быть селективным. 
Результаты симуляции этого процесса с учетом релаксации представле-
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Рис. 1. Схема уровней NV дефекта 
в кристалле алмаза
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Рис.2. Результаты симуляции процесса создания белловских состояний.
Справа  исходное состояние, по центру  идеальное конечное состояние, 

слева  конечное состояние с учетом релаксации



 190

ны на рис. 2. Самым первым алгоритмом, продемонстрировавшим суще-
ствование областей, в которых квантовый компьютер имеет подавляю-
щее преимущество над классическим, стал алгоритм Дойча � Йоса. Этот 
алгоритм, очевидно, не имеет практической ценности сам по себе, одна-
ко он является самым простым в смысле реализации и, тем не менее, де-
монстрирует возможности применения таких явления квантового мира 
как параллелизм и перепутанность. Обычно, как только исследователь-
ская группа получает работоспособный образец, реализующий кванто-
вый бит, она реализует именно этот алгоритм. По этой причине мы и ре-
шили осуществить его симуляцию на примесном NV центре. Последова-
тельность импульсов в этом случае более сложна и имеет вид: π в канале 
2�3, 3π/2 в канале 3�4, 2π либо 4π в канале 1�4 и, наконец, �π/2 в канале 
3�4. Альтернатива для третьего импулса задает либо постоянную, либо 
сбалансированную функцию алгоритма. Результаты симуляции пред-
ставлены на рис. 3, 4. 
Таким образом, сравнительно большие времена релаксации позволяют 

достаточно эффективно реализовать алгоритм. Из диаграмм видно, что к 
окончанию алгоритма распадается примерно 18% населенностей. Это, в 
частности, достигается за счет оптимизации последовательности им-
пульсов до четырех, что значительно снизило общее время, необходимое 
для реализации алгоритма.  
В заключение отметим, что реализация высокоэффективных кванто-

вых алгоритмов является, безусловно, одной из важнейших задач совре-
менной науки. Однако для этого необходимы, в первую очередь, кванто-
вые биты высокой стабильности. До тех пор, пока такие долгоживущие 
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Рис. 3 Результаты стимуляции алгоритма Дойча Йоса для постоянной функции. − 
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элементы не будут получены, воплотить в жизнь алгоритмы вроде алго-
ритма Шора или Гровера будет весьма сложно.  
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СПЕКТРАЛЬНО-КИНЕТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОМПОЗИТОВ 
НА ОСНОВЕ ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ НАНОКРИСТАЛЛОВ 

CdSe И ОРГАНИЧЕСКИХ ЛИГАНДОВ 

А. A. Яровой 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы наметился устойчивый интерес к разработке функ-
циональных гетероструктур на основе полупроводниковых нанокристал-
лов (НК) и органических молекул, в которых реализуются фотоиндуци-
рованное разделение заряда [1] или направленный перенос энергии [2], 
что представляет интерес для разработки функциональных устройств в 
нанотехнологиях. В данной работе излагаются принципы формирования 
в жидких растворах композитов на основе полупроводниковых НК 
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Рис.4 Результаты стимуляции алгоритма Дойча Йоса для сбалансированной функции. − 
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CdSе/ZnS и CdSе, поверхностно активированных органическими компо-
нентами (рис.1), а также рассматриваются возможные пути и механизмы 
релаксационных процессов в таких объектах.  

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

В экспериментах по титрованию НК Catskill Green (CdSe/ZnS, d = 
2.4 нм, 2 монослоя ZnS) в толуоле при 295 К молекулами тетра-(m-
пиридил)-порфирина (H2P(m-Pyr)4), фенантролина и дипиридина образо-

вание композитов «НК-органичес-
кий лиганд» реализуется за счет 
координационной связи между 
атомами Zn НК и периферически-
ми атомами N органической ком-
поненты. Формирование таких 
композитов проявляется в тушении 
фотолюминесценции (ФЛ) НК при 
увеличении молярного отношения 
X=Слиганд/СНК. Как видно из рис. 2, 
в случае фенантролина и дипири-
дина ход кривых тушения ФЛ (I/I0) 
НК примерно одинаков (при X=11 
значения I/I0 составляют 0.87-0.90), 
тогда как в случае H2P(m-Pyr)4 ту-
шение ФЛ НК сильнее (при X=8 
I/I0=0.4).  
Различия в тушащем действии 

фотолюминесценции наночастиц 
молекулами порфирина по сравне-

Рис. 2. Зависимость интенсивности ФЛ 
НК Сatskill Green от молярного отно-

шения лиганда в толуоле 
при 295 К: 

а � тетра-(m-пиридил)-порфирин, 
б � 1,10-фенантролин, в � 2,2�-дипиридин 
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нию с молекулами фенантролина и дипиридина объясняются нескольки-
ми причинами: 1) в молекуле порфирина вращение мезо-пиридильных 
колец относительно одиночной С�С связи при расстоянии между атома-
ми N в соседних пиридильных кольцах r=10Å обеспечивает реальное 
двухточечное взаимодействие с поверхностью НК; 2) в случае молекул 
фенантролина и дипиридина расстояние между соседними атомами азота 
существенно меньше, что по геометрическим соображениям (учет рас-
стояния между соседними атомами Zn в поверхностном монослое ZnS) 
может не обеспечить двухточечного взаимодействия этих лигандов с по-
верхностью НК. Тушение ФЛ НК во всех исследованных системах мож-
но связать с возмущающим действием «якорных» групп лигандов на 
свойства поверхностных состояний НК, влияющих на безызлучательную 
дезактивацию делокализованных экситонов в НК. 
Для изучения закономерностей релаксационных процессов в гетеро-

генных нанокомпозитах, в которых возможно тушение фотолюминес-
ценции НК по механизму фотоиндуцированного переноса электрона на 
лиганд, в данной работе были исследованы системы на основе НК Aloe 
Green (CdSe, d=2,6 нм) и ряда хинонов (см. рис. 1). Молекулы хинона и 
его прозводные характеризуются низкими потенциалами восстановления 
(например, для молекулы 1,4-BQ E1/2

red = �0.45 В [3]) и используются как 
эффективные акцепторы электрона. Выбор НК Aloe Green в качестве до-
норной компоненты обусловлен тем, что данный НК не имеет поверхно-
стных монослоев ZnS. Поэтому возможный фотоиндуцированный пере-

нос электрона из зоны проводимо-
сти НК на низшие вакантные мо-
лекулярные орбитали (НВМО) хи-
нона будет происходить напрямую 
без участия ZnS, создающего по-
тенциальный барьер для такого 
процесса. 
При добавлении возрастающего 

количества хинона в раствор НК в 
толуоле наблюдалось падение ин-
тенсивности фотолюминесцении 
НК. При этом положение и форма 
спектров фотолюминесценции и 
поглощения НК не изменялись. 
Как видно из рис. 3, наиболее 
сильное тушение фотолюминес-
ценции наблюдается при титрова-
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Рис. 3. Зависимость интенсивности ФЛ 
НК Aloe Green от молярного отноше-
ния акцептора в толуоле при 295 К: 
а � tCl-1,2-BQ, б � tCl-1,4-BQ, в  � 1,4-BQ 
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нии НК молекулами tCl-1,2-BQ (кривая а), тогда как в случае 1,4-BQ и 
tCl-1,4-BQ (зависимости б и в) это тушение значительно слабее. Так, при 
молярном отношении X=20, значение I/I0 составляет 0.7 для 1,4-BQ, 0.55 
для tCl-1,4-BQ и ≤0.01 для tCl-1,2-BQ. Введение атомов хлора в молекулу 
1,4-BQ усиливает ее электроноакцепторные свойства [3]. Этим можно 
объяснить большее тушение в случае tCl-1,4-BQ по сравнению с 1,4-BQ. 
Существенное возрастание тушения фотолюминесценции в случае мож-
но связать с тем, что в этой молекуле атомы кислорода находятся в со-
седних положениях, что также приводит к усилению электроноакцеп-
торных свойств. Кроме того для молекулы tCl-1,2-BQ возможно двухто-
чечное взаимодействие с поверхностью НК, т.е. константа связывания 
молекул tCl-1,2-BQ с НК больше, чем для tCl-1,4-BQ. Для выяснения 
возможных путей релаксации возбужденных состояний в нанокомпозите 
«НК - tCl-1,2-BQ» были проведены измерения кинетик затухания фото-
люминесценции НК. Кинетика затухания ФЛ НК носила неэкспоненци-
альный характер, что обусловлено как дисперсией по размерам, так и 
внутренними свойствами НК (наличие поверхностных ловушек) [4]). В 
таблице представлены результаты измерений, проведенных при различ-
ных молярных отношениях в толуоле при 295 К, аппроксимированных в 
виде суммы трех экспонент.  
Полученные результаты показывают, что при увеличении молярного 

отношения X наблюдается сокращение всех трех компонент времен зату-
хания. При этом сокращение среднего времени жизни ФЛ гораздо мень-
ше по сравнению с падением интенсивности ФЛ при одних и тех же зна-
чениях молярного отношения X=Схинон/СНК. Это позволяет сделать вывод 
о том, что в системе «НК-хинон» фотоиндуцированный перенос элек-
трона на хинон может происходить с верхних энергетических уровней 
зоны проводимости НК, конкурируя с электронной релаксацией в ниж-
нее состояние. Данные фемтосекундной абсорбционной спектроскопии 
показывают [6], что такой перенос СdSe→1,4-BQ реализуется за времена 
200-400 фс. Наблюдаемую ФЛ НК в наносекундном диапазоне времен 
обычно относят к радиационной электроно-дырочной рекомбинации из 
нижнего состояния зоны проводимости или из близко расположенного 
состояния поверхностной ловушки (shallow trap) [5]. 

Таблица 1 

Параметры компонент затухания фотолюминесценции НК Aloe Green 
X <τ> τ1, нс A1 τ2, нс A2 τ3, нс A3 
0 31,0 0,67 0,67 7,71 0,169 37,32 0,162 

0,5 30,6 0,63 0,704 7,18 0,141 37,01 0,155 
1 29,0 0,37 0,778 5,87 0,118 35,62 0,103 
2 24,1 0,32 0,900 5,47 0,054 32,40 0,046 
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Таким образом, в исследованной нами системе «НК � tCl-1,2-BQ» 
сильное падение интенсивности ФЛ связано с эффективным переносом 
электрона на хинон, а сравнительно малое падение среднего времени 
жизни отражает изменение вероятности радиационной электроно-
дырочной рекомбинации из нижнего состояния зоны проводимости (или 
ловушки) за счет возмущающего действия присоединенного лиганда. 
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ХИМИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

СТЭРЭАСЭЛЕКТЫЎНЫ  СІНТЭЗ  
ФУНКЦЫЯНАЛЬНА  ЗАМЕШЧАНЫХ  α-МЕТЫЛКЕТОНАЎ  

ПРАЗ  ЦЫКЛАПРАПАНОЛЬНЫЯ  ІНТЭРМЕДЫЯТЫ 

А. Л. Гурскі 

Хіральныя α-метылкетонныя фрагмэнты часта сустракаюцца ў струк-
туры малекул полікецідаў, а таксама з�яўляюцца інтэрмедыятамі ў іх 
сінтэзе [1]. 
Намі прапанаваны зручны метад сінтэза функцыянальна замешчаных 

α-метылкетонаў праз паслядоўнасць рэакцый тытан-каталізуймага цык-
лапрапанавання гомаалілавых спіртоў [2,3] і раскрыцця трохскладовага 
цыкла [4]. Рэакцыя гомаалілавага спірту 1, лёгка дасягальнага ў аптычна 
чыстай форме [5], з этылпрапіянатам пад дзеяннем этылмагнэзбраміду ў 
прысутнасці тэтраізапрапаксіду тытану пры пакаёвай тэмпературы дава-
ла цыклапрапанол 2 з выхадам 65 %. У выніку рэакцыі атрымліваўся 
транс-ізамер (цыс-ізамер прысутнічаў у рэакцыйнай сумесі ў рэшткавых 
колькасцях). Суадносіны сін/анты дыястэрыямераў cклалi 90:10. Падчас 
правядзення рэакцыі пры тэмпературы �100С стэрэасэлектыўнасць узра-
стала да 95:5, аднак пры гэтым рэзка змяншаўся выхад цыклапрапанолу 
(да 30 %). 

OH

OH

OH
 EtCO2Et
  EtMgBr
Ti(Oi-Pr)4

r.t. 65% dr 90 :10
1 2  

Схема 1 

Спробы раскрыць цыклапрапанол 2 у α-метылкетон з захаваннем стэ-
рэахіміі пад дзеяннем КОН, LiOH, алкагалятаў, LDA, NaH як у пратон-
ных, так і ў апратонных рашчынніках скончыліся няўдала. Рэакцыя пра-
цякала павольна (дзесяткі гадзінаў) і суправаджалася поўнай ра-
цэмізацыяй α-метылкетоннага цэнтра. Намі было вынайдзена, што пад-
час награвання цыклапрапанолу 3 (з абароненым другасным гідраксі-
лам), нанесенага на Al2O3, раскрыццё трохвугляроднага цыклу адбыва-
ецца за 90 хвілін. Пры гэтым у выпадку, калі Al2O3 папярэдне быў ней-
тралізаваны віннай кіслёй (5 масс. %), эпімерызацыя α-метылкетона была 
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запаволена. Суадносіны дыястэрыямераў атрыманага функцыя-
налізаванага α-метылкетона 4 складала 85:15. 

OH

OH

OH

OCOiPr

OCOiPr

O

i-PrCOCl/Py
CH2Cl2
     80%

Al2O3/5% вiнная   кiсля   

1000C 90min.
      TolH dr 85:1585%

2
3

4

dr 90:10

 
Схема 2 

Для высвятлення адноснай канфігурацыі злучэння 4 быў праведзены 
яго сустрэчны сінтэз (Схема 3). Лактон 5 дыястэрэасэлектыўна алкілява-
лі метылядыдам, у выніку чаго лактон 6 быў атрыманы з dr 80:20 (ас-
ноўны ізамер транс). Рэакцыя 6 з этылмагнэзбрамідам у прыстутнасці 
тэтраізапрапаксіду тытану давала цыклапрапанол 7, які, пасля абароны 
другаснага гідраксілу, уводзіўся ў рэакцыю раскрыцця кальца ў вынайд-
зеных намі ўмовах. Сігналы ў 1Н ЯМР спектры асноўнага сін-
дыястэрэамера 8 супалі з сігналамі злучэння 4.  

O

O

O

O
OH

OH

OCOiPr

O

1) LDA
2)MeI

dr 80:20
5 6

EtMgBr

Ti(O-iPr)4

7
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8  
Схема 3 
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Такім чынам, намі распрацаваны падыход да стэрэасэлектыўнага 
сінтэза сін-α-метыл-γ-гідрогсікетонаў праз рэакцыю дыястэрэасэлек-
тыўнага цыклапрапанавання з наступным раскрыццём трохвугляроднага 
цыкла зыходзячы з лёгкадасяжных у аптычна чыстай форме гома-
алілавых спіртоў. 

Літаратура 
1. Paterson I., Florence G. J., Gerlach K., Scott J. P. Total Synthesis of the Antimicro-

tubule Agent (+)-Discodermolide Using Boron-Mediated Aldol Reactions of Chiral Ke-
tones // Angew. Chem. Int. Ed. 2000. V.39. № 2. Р.377�380. 

2. Савченко А. И., Кулинкович О. Г. Гидроксициклопропанирование гомоаллиловых 
спиртов взаимодействием смесей их титановых алкоголятов и сложных эфиров с 
этилмагнийбромидом // ЖОрХ. 1997. Т. 33. № 6. С.913�915. 

3. Quan L. G., Kim S. H., Lee J. C., Cha J. K. Diastereoselective Synthesis of trans-1,2-
Dialkylcyclopropanols by the Kulinkovich Hydroxycyclopropanation of Homoallylic 
Alcohols // Angew. Chem. Int. Ed. 2002. V.41. № 12. Р. 2160�2162. 

4. Kulinkovich O. G. The Chemistry of Cyclopropanols // Chem. Rev. 2003. Vol. 103. 
№ 7. Р.2597 � 2633. 

5. Racherla U. S., Brown H. C. Chiral synthesis via organoboranes. 27. Remarkably rapid 
and exceptionally enantioselective (approaching 100 %-ee) allylboration of representa-
tive aldehydes at �1000С under new, salt-free conditions // J. Org. Chem. Vol. 51. № 1. 
Р. 401�404. 

УЛУЧШЕННЫЙ  МЕТОД  СИНТЕЗА 
1, 2-ДИЗАМЕЩЕННЫХ  ЦИКЛОПРОПАНОЛОВ 

Д. Г. Кананович 

Одним из наиболее полезных синтетических применений титанацик-
лопропанов 1, легко генерируемых из Ti(Oi-Pr)4 и 2 экв. реактива Гринь-
яра, является превращение сложных эфиров в моно- (R2 = H) и дизаме-
щенные циклопропанолы 2 (схема 1) [1]. 
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В отличие от реакции с EtMgBr, приводящей к образованию моноза-
мещенных циклопропанолов с хорошими и отличными выходами [2], ре-
акция c участием гомологов EtMgBr протекает менее гладко и усложня-
ется образованием 15�20 % вторичных спиртов 3 [3, 4], которые, как 
правило, трудно отделить от соответствующих цис-циклопропанолов 2 
колоночной хроматографией или перегонкой в вакууме. При использо-
вании 1, 2-дизамещенных циклопропанолов 2 в качестве синтетически 
полезных интермедиатов в направленном синтезе природных веществ 
мы столкнулись с необходимостью модификации предложенного ранее 
метода их синтеза [3], позволяющей избежать образования 3. 
Для выяснения механизма образования вторичных спиртов 3 нами 

было исследовано распределение дейтерия в продуктах взаимодействия 
метилпивалата t-BuCO2Me с изотопо-меченным реактивом Гриньяра 
(CD3)2CHMgBr в присутствии каталитических количеств (15 % мольн.) 
Ti(Oi-Pr)4. Наряду со смесью дейтерированных цис- и транс-
циклопропанолов 4, эта реакция приводит к дейтерированному вторич-
ному спирту 5 (схема 2). Характер распределения дейтерия в 5 определен 
на основании сравнения его 13С ЯМР спектра со спектром соответст-
вующего недейтерированого спирта. Сигналы атомов углерода С-3 
(δ = 79,0 ppm) и С-5 (δ = 19,2 ppm) смещены в более сильное поле по 
сравнению с аналогичными сигналами не содержащего дейтерий соеди-
нения (δ = 79,5 и 20,1 ppm соответственно) благодаря изотопному эффек-
ту и расщеплены в триплеты (1:1:1, J = 21,2 и 19,2 Hz), что свидетельст-
вует о наличии по одному атому D в этих положениях. Сигналы изото-
померов 5, содержащих только атомы протия при С-3 и С-5, проявляются 
в виде синглетов с δ = 79,5 и 19,60 ppm. Интегрирование 1Н ЯМР спектра 
позволяет определить, что около 85 % атомов водорода при С-3 и 30 % у 
С-5 замещены на атомы дейтерия. Такое распределение дейтерия позво-
ляет предположить, что вторичный спирт 5 образуется в результате β-
гидридного распада алкилированого по атому титана β-титанакетона 6, 
который является интермедиатом синтеза циклопропанолов (схема 2) [5, 6]. 
Подавив стадию β-гидридного элиминирования в β-титанакетонах 

можно предотвратить образование вторичных спиртов 3. Эта цель может 
быть достигнута применением в реакции циклопропанирования сложных 
эфиров наряду с 1 моль реактива Гриньяра, необходимого для генерации 
титанациклопропанов 1, магнийорганического соединения, не содержа-
щего β-водородных атомов, например CH3MgI или CH3MgBr [7]. Приме-
нив эту комбинацию реагентов мы разработали улучшенный метод син-
теза циклопропанолов 2, практически не содержащих спиртов 3 (менее 
1�3 % по ЯМР). 
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Схема 2 

Добавление 1-2 экв. MeMgI или MeMgBr к раствору 1 экв Ti(Oi-Pr)4 в 
диэтиловом эфире или тетрагидрофуране приводит к образованию жел-
того или оранжевого раствора, который не реагирует со сложными эфи-
рами, и, вероятно, содержит ат-комплексы титана в равновесии с други-
ми титанорганическими частицами. Добавление к полученному раствору 
сложного эфира и затем 1,5�2 экв. соответствующего реактива Гриньяра 
приводит к образованию 1, 2-дизамещенных циклопропанолов 2 а-д с 
выходами 77�85 %.  
В качестве побочного продукта в этом превращении образуются не-

большие количества (8�13 %) вторичных спиртов 7, которые легко отде-
ляются от соответствующих циклопропанолов 2 а-д колоночной хрома-
тографией или перегонкой в вакууме. 
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OH OH
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Me CH2

R1 R2

2а-д
R1

7

Ti(Oi-Pr)4

1. MeMgX
2. R1COOMe
3. R2CH2CH2MgBr +

2а: R1=n-Pr, R2=Me, 77%;
2б: R1=Me, R2=Bu, 84%;
2в: R1=n-C5H11, R2=Me, 85%;
2г: R1=Cl(CH2)3, R2=Me, 84%;

2д: R1= R2=Me, 83%
 

Схема 3 
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ПОЛНЫЙ  СИНТЕЗ  ПОЛОВОГО  ФЕРОМОНА   
ОБЫКНОВЕННОГО  СОСНОВОГО  ПИЛИЛЬЩИКА   

DIPRION PINI L  И  ФОРМАЛЬНЫЙ  СИНТЕЗ  ПОЛОВОГО 
ФЕРОМОНА РЫЖЕГО  СОСНОВОГО  ПИЛИЛЬЩИКА 

NEODIPRION  SERTIFER 

Ю. Г. Кожемякин, К. Н. Прохоревич 

Основными компонентами половых феромонов обыкновенного и ры-
жего соснового пилильщиков являются ацетаты (2S,3R,7R)-3,7-
диметилтридекан-2-ола (20) [1] и (2S,3S,7S)-3,7-диметилпентадекан-2-ола 
(28) [2] соответственно. Нами был разработан удобный метод получения 
(2S,3R,7R)-20, а также осуществлен формальный синтез (2S,3S,7S)-28. 

C6H13CO2Et C6H13
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а: 2.3 EtMgBr, 0.1 Ti(Oi-Pr)4; б: MsCl, Et3N; в: MgBr2; г: DMSO, NaHCO3; 
д: HC(OEt)3, H+; е: пекарские дрожжи; ж:  MsCl, Et3N; з: Bu4NCl.

ee = 95%

 

Схема 1 

Взаимодействие сложного эфира 1 с EtMgBr в присутствии Ti(Oi-Pr)4 
[3] и последующее мезилирование спиртовой группы полученного цикло-
пропанола 2 привели к мезилату 3 (схема 1). Циклопропил-аллильная 
изомеризация мезилата 3 под действием MgBr2 в эфире [4] дала аллил-
бромид 4. Окисление бромида 4 по Корнблюму в мягких условиях [5] 
привело к альдегиду 5 с выходом 65 % на 4 стадии. Стандартным методом 
был получен диэтилацеталь 6, который был энантиоселективно восста-
новлен пекарскими дрожжами Saccharomyces cerevisiae до хирального 
спирта 7 с ее = 95 % [6] и выходом около 35 % [7, 8]. Спирт 7 был переве-
ден в мезилат 8, а затем в хлорид 9 [9] с общим выходом 14 % на 8 стадий.  
Диастереомерно обогащенный лактон 11 был получен в 2 стадии из 

этилкротоната 10 (схема 2). Радикальное присоединение этилового спирта 
к α, β-ненасыщенному сложному эфиру с последующей лактонизацией 
 



 203

CO2Et EtOH
O O O O+ а б

57% 85%
транс/цис = 1,5:1 транс/цис = 5,5:1

10 11
а: (t-BuO)2; б: H+.

11
 

Схема 2 

привело к 3,4-диметил-4-бутанолиду 11 с соотношением транс-/цис-
 = 1,5 : 1 [10]. Нагревание смеси транс- и цис-лактонов в присутствии 
каталитических количеств хлорной кислоты привело к получению тер-
модинамически равновесной смеси с содержанием 85 % транс-лактона 
11 [11]. 
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Схема 3 
Сочетание лактона 11 с хиральным алкиллитием 12, полученным из 

хлорида 9, привело к кетоспирту 13 с соотношением трео-/эритро- = 
= 5,5 : 1, восстановление которого по Кижнеру-Вольфу [2] дало спирт 14 
с тем же соотношением диастереомеров (Схема 3). Синтез кислого фта-
лата 15 и его соли с S(-)-PhCHMeNH2 16 [12] позволили после 10 пере-
кристаллизаций получить индивидуальный диастереомер 17 с выходом 
32 % исходя из спирта 14, de = 98 % и энантиомерным избытком 
2S = 99,5 % [6, 13, 14]. Последовательный гидролиз соли 17 в кислоте и 
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кислого фталата 18 в щелочном метаноле привели к хиральному спирту 
19 с общим выходом 19 % исходя из лактона 12. Ацилированием спирта 
19 был получен ацетат 20, который является феромоном обыкновенного 
соснового пилильщика [1]. 
Стереохимический результат восстановления прохиральной углерод-

углеродной связи пекарскими дрожжами зависит от числа заместителей 
при ней [15, 16]. Так, тризамещенная двойная связь ацеталя 23 энантио-
селективно восстанавливается дрожжами в хиральный спирт 24 с 2S-
конфигурацией (схема 4), в отличие от восстановления ацеталя 6 с диза-
мещенной двойной связью с образованием спирта 7 2 R-конфигурации 
(схема 1) [7, 8]. 
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в смеси с другими продуктами неполной ферментации
 (аллиловыми спиртами, альдегидами и ацеталя  ми)
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Схема 4 

Конденсация альдегида 21 с пропаналем привела к смеси ненасыщен-
ных транс-альдегидов 22 и 22 а в соотношении 85 : 15 [16], которая бы-
ла превращена в соответствующую смесь ацеталей (Схема 4). Оказалось, 
что ферментация ацеталя 23а протекает значительно медленнее, чем аце-
таля 23, что привело к продукту энзиматического восстановления ― 
спирту 24 с ee = 95 % [6]. 
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Превращение спирта 24 в мезилат 25, а затем в хлорид 26 [9] привело 
к последнему с общим выходом 7,5 % на 5 стадий с чистотой продукта 
95 %. 
Полученный хиральный хлорид 26 был использован в синтезе 

(2S,3S,7S)-3,7-диметилпентадекан-2-ола (27), ацетат которого 28 является 
половым феромоном рыжего соснового пилильщика Neodiprion sertifer � 
опасного вредителя хвойных лесов [2]. 
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РАЗРАБОТКА ПОДХОДОВ К СИНТЕЗУ БИОЛОГИЧЕСКИ  
АКТИВНЫХ ИЗОПРЕНОИДОВ И ПОЛИКЕТИДОВ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДИЭТИЛАЦЕТАЛЯ  
3-БРОММЕТИЛ-3-БУТЕНАЛЯ 

И. В. Минеева 

Пренильные соединения являются весьма распространенным классом 
природных соединений, имеющих в своей структуре повторяющийся С-5 
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фрагмент. Это эфирные масла многих растений ( роза, полынь, герань), 
смолы хвойных деревьев, животные и растительные красители и пигмен-
ты. Поиск эффективных методов получения различных изопреноидов ос-
тается актуальным [1]. 
Недавно в нашей исследовательской группе был разработан односта-

дийный метод превращения легкодоступных сульфонатов циклопропа-
нолов в 2-замещенные аллилбромиды под действием бромида магния, 
наличие некоторых функциональных групп не мешает протеканию реак-
ции [2]. Так, 1-(2,2-диэтоксиэтил)циклопропил-метансульфонат (1) мо-
жет быть превращен в диэтилацеталь 3-бромметил-3-бутеналя (2). Ука-
занный аллилбромид 2 имеет две особенности � защищенную альдегид-
ную группы и аллилбромидный фрагмент, активный в реакциях сочета-
ния, делающие его перспективным строительным блоком при построе-
нии пренильных систем. 
Для получения аллилбромида 2 мы исходили из этил-3,3-

диэтоксипропионата (3), который при взаимодействии с тремя эквива-
лентами этилмагнийбромида в присутствии 20 мольных % тетраизопро-
поксида титана (IV) в тетрагидрофуране был превращен в соответст-
вующий циклопропанол 4 с выходом 70 %. Последний под действием 1.2 
эквивалентов мезилхлорида в присутствии 2 эквивалентов триэтиламина 
в диэтиловом эфире давал мезилат 1 с выходом 95 %. Мезилат 1 в реак-
ции с 2 эквивалентами бромида магния, полученного из магния и дибро-
мэтана в диэтиловом эфире, давал целевой аллилбромид 2 с выходом 
88 % (схема 1). 
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OEtO

OEtEtO

OEt

OMsOEt

EtO Br
OEt

EtO

EtMgBr / Ti(Oi-Pr)4 MsCl / Et3N

Et2O

MgBr2

Et2O

ТГФ
3 4

1 2

(70%)

(88%)(95%)  
Схема 1 

Используя сульфоновую методологию Джулиа, ключевой аллил-
бромид 2 был введен в реакцию аллильного сочетания с пренилтолил-
сульфоном (5) под действием 1.5 эквивалентов ЛДА в качестве основа-
ния с образованием сульфона 6 с выходом 50 % [3]. Гидролиз и после-
дующее элиминирование тозильной группы альдегида 7 привели к ди-
гидроцитралю (8) с выходом 70 % (схема 2). 
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Схема 2 
Дигидроцитраль (8) был получен и в следующей последовательности 

реакций (схема 3). Конденсация аллилбромида 2 с преналем (9) под дей-
ствием цинка в тетрагидрофуране дала аллиловый спирт 10 с выходом 
80 %, который в условиях кислотного гидролиза бромоводородной ки-
слотой в ацетоне привел к образованию полиена 8. 
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Схема 3 

При действии на аллиловый спирт каталитических количеств п-
толуолсульфокислоты в этаноле был выделен пиран 11 с выходом 91 % 
(схема 3). Данное превращение оказалось наиболее перспективным, по-
скольку подобные пирановые фрагменты содержатся в поликетидах, в 
частности, в макролидном противоопухолевом препарате лаулималиде 
[4]. Так, синтез целевых пирановых лактонов был отработан на модель-
ных субстратах. Для этого аллилбромид 2 был сконденсирован с изова-
лериановым альдегидом 12 с образованием гомоаллилового спирта 13 с 
выходом 75 %, который под действием п-толуолсульфокислоты в мета-
ноле дал соответствующий ацеталь 14 (92 %). Окисление ацеталя 14 по 
Джонсу привело к выделению кислоты 15 с 67 % выходом. Было найде-
но, что под действием хромового ангидрида в уксусной кислоте на со-
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единение 14 образуется лактон 16 (50 %), изомеризация двойной связи в 
котором гладко протекает под действием триэтиламина с выходом целе-
вого лактона 17 90 % (схема 4). 

Br
OEt

EtO H

O OHOEt

EtO

O OMe

O O O O

O
CO2H

+
Zn
ТГФ

p-TsOH
MeOH

CrO3 / AcOH /H2O

CH2CI2

Et3N

ТГФ

CrO3 / H2SO4

ацeтон

(75%)

(92%)
(67%)

(50%) (90%)

2 12 13

15
14

16 17
 

Схема 4 

Структуры всех полученных соединений были подтверждены мето-
дом 1Н, 13С ЯМР и ИК спектроскопии. 
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ВЛИЯНИЕ ФЛАВОНОИДОВ НА РАДИАЦИОННО-
ИНДУЦИРОВАННОЕ ОКИСЛЕНИЕ ЭТАНОЛА 

С. А. Прадун, И. Б. Гринцевич 

Полифенолы растительного происхождения, флавоноиды (ФЛ), обла-
дают широким спектром полезных фармакологических свойств, многие 
из которых обусловлены их антиоксидантной активностью [1]. Некото-
рые ФЛ используются в качестве гепатопротекторов, в том числе � при 
заболеваниях печени, обусловленных чрезмерным потреблением алкого-
ля [2]. Известно, что повреждение печени в таких случаях от части свя-
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зано с ацетальдегидом (АА), образующимся из этанола по различным 
механизмам, в том числе � неферментативным, протекающим с участием 
гидроксиэтилпероксильных радикалов [2]. Поэтому важным вопросом 
является выяснение способности ФЛ к регулированию свободноради-
кальных процессов окисления этанола. 
Таким образом, целью настоящей работы являлось установление воз-

можности ФЛ ингибировать образование ацетальдегида при радиацион-
но-индуцированном окислении этанола. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Флавоноиды (Aldrich) использовали в работе без предварительной 
очистки. Структурные формулы соединений приведены на рис. 1. Этанол 
очищали на цеолите марки «Wolfen Zeosorb LA» и дважды перегоняли с 
использованием 3-х метровой ректификационной колонки.  
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Кверцетин:X=O, R=OH,R1=OH, R2=H, R3=R4=OH, (C=C)
Морин:X=O, R=OH,R1=OH,  R2=R4=OH,R3=H, (C=C)
Флавон:X=O, R=R1=R2=R3=R4=H, (C=C)
Флаванон:X=O, R=R1=R2=R3=R4=H, (C-C)

 

Рис. 1. Структурные формулы использованных в работе соединений и принятый по-
рядок нумерации атомов в структуре ФЛ 

Растворяли навески исследуемых веществ в этаноле, насыщенном 
воздухом (без продувки растворов) и запаивали в ампулах. 
Инициатор свободнорадикальных процессов: γ-излучение (60Co). Об-

лучение проводили в запаянных ампулах. Мощность дозы � (0,65±0,03) 
Гр/с, интервал поглощенных доз � 0,19 � 0,99 кГр. 
Анализ АА проводили методом ГЖХ. Анализ ФЛ проводили с ис-

пользованием ВЭЖХ с детектором переменной длины волны. УФ-
спектры ФЛ и их продуктов снимали в проточной кювете детектора 
жидкостного хроматографа в режиме «stop flow». 
Радиационно-химические выходы образования/разложения веществ 

определяли по коэффициенту угла наклона прямых накопле-
ния/расходования веществ в координатах «доза-концентрация». 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Свободнорадикальные превращения этанола в присутствии кислорода 
воздуха определяются реакциями с участием пероксильных радикалов 
(1) � (4), приводящими к образованию двух основных продуктов � АА и 
H2O2 [3]. Основной особенностью химии пероксильных радикалов, обра-
зующихся из гидроксилсодержащих органических субстратов (этанол в 
данном случае), является то, что такие радикалы подвергаются фрагмен-
тации с образованием карбонильного соединения и гидропероксильного 
радикала (2). 

CH3CHOH O2+

.CH3CH(OH)OO

.

( 1 )

.CH3CHO HO2+

.CH3CH(OH)OO ( 2 )

( 3 )C2H5OH
.

H2O2+CH3CHOH

.

HO2 +

( 4 )2 HO2 +. H2O2 O2   
Как видно из таблицы, гидроксилсодержащие ФЛ ингибируют обра-

зование АА при радиолизе аэрированного этанола. В литературе приво-
дятся данные о том, что ФЛ активно взаимодействуют с пероксильными 
радикалами, восстанавливая их до соответствующих гидропероксидов 
(5) за счет реакционно-способных ОН-групп [4]. 

+ ROOH+
.

ROOFlOH FlO

.

( 5 ) 
где R � H, CH(OH)CH3. 
Ингибирующая способность катехина, в структуре которого присут-

ствуют только ОН-группы, вероятно обусловлена реакциями восстанов-
ления пероксильных радикалов (5). Радиационная устойчивость катехина 
(см. таблицу) свидетельствует о том, что феноксильные радикалы ФЛ, 
образующиеся в реакции (5), участвуют в неких процессах с восстанов-
лением исходной структуры катехина. Нами также было показано, что 
катехин и его аналоги проявляют наибольшую радиационную устойчи-
вость и в реакциях с α-гидроксиэтильными радикалами, участвуя в ана-
логичных реакциях окисления-восстановления с регенерированием ис-
ходной структуры [5]. 
При блокировании С3-ОН кверцетина гликозидным остатком (рутин) 

выход разложения снижается в 4,5 раза, снижается также антиоксидант-
ная активность соединения (см. таблицу). Аналогичные изменения вызы-
вает замена кольца В кверцетина с ОН-группами в о-положении друг от-
носительно друга на м-конфигурацию (морин). Эти данные согласуются 
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с известной информацией о том, что наиболее активными ОН-группами в 
структуре флавонолов являются ОН-группы в положениях С3, С3�, C4� [1]. 
Как видно из таблицы, расходуются при радиолизе только флавонолы, 

особенностью структуры которых является наличие С2-С3 двойной свя-
зи в кольце С и С3-ОН. При этом происходит разрушение С2-С3 двойной 
связи кольца С, о чем свидетельствует схожесть УФ-спектров продуктов 
превращений флавонолов со спектром таксифолина (аналог кверцетина с 
насыщенной С2-С3 связью): максимум поглощения при ~290 нм, харак-
терное плечо при 320-340 нм. Данные для морина представлены на рис. 2 
� 3, для ФЛ (I), (II) спектры продуктов имели схожую структуру. Отме-
тим, что флавон, в структуре которого присутствует С2-С3 двойная 
связь, но отсутствуют ОН-группы, имел выход разложения, близкий к 
нулю. 

Таблица 
Радиационно-химические выходы образования ацетальдегида (АА) и выходы 
разложения добавок при радиолизе аэрированного этанола в присутствии 

добавок флавоноидов. Концентрация добавок 1 мМ. 
G, молекула/100 эВ № 

п/п Добавка АА Добавка 
- Без добавок 5,62±0,47 - 
I Кверцетин 3,71±0,32 -2,25±0,13 
II Морин 4,51±0,19 -1,36±0,19 
III Рутин 4,25±0,21 -0,49±0,17 
IV Флавон 4,82±0,46 ~0 
V Нарингин н.о.* ~0 
VI Флаванон 5,13±0,12 ~0 
VII Силимарин н.о. ~0 
VIII Катехин 4,54±0,28 ~0 

*н.о. � не определялось 
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Рис. 2. УФ-спектры таксифолина (1) и морина (2) 
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Рис. 3. УФ-спектры продуктов морина при радиолизе аэрированного этанола 

Полученные данные указывают на вовлечение С3-ОН и С3�, C4�-ОН 
молекулы флавонолов на первой стадии взаимодействия с пероксильны-
ми радикалами (5). Для флавонолов особенностью феноксильных ради-
калов, образующихся в реакции (5), является их способность к образова-
нию мезомерных форм со свободной валентностью в кольце С, которые, 
наиболее вероятно, рекомбинируют с пероксильными радикалами с раз-
рушением С2-С3 двойной связи кольца С. Сходный механизм был пред-
ложен авторами работы [3] при свободнорадикальных превращениях ру-
тина в аэрированном этаноле. 
Таким образом, было показано, что гидроксилсодержащие ФЛ инги-

бируют образование АА при радиационно-индуцированном окислении 
этанола за счет реакций восстановления/присоединения пероксильных 
радикалов. ФЛ, обладающие С2-С3 двойной связью в кольце С и ОН-
группами в положении С3 либо в кольце В, при этом расходуются. Кате-
хин, в структуре кольца С которого отсутствует С2-С3 двойная связь, 
проявляет достаточную радиационную устойчивость за счет протекания 
реакций с восстановлением исходной структуры. 

Литература 
1. Girgio P. P. Flavonoids as antioxidants // J. Nat. Prod. 2000. V. 63. P. 1035�1042. 
2. Di Luzio N.R. Prevention of the acute ethanol-induced fatty liver by antioxidants // 

Physiologist. 1963. V. 6. P. 169�173. 
3. Wuguo D., Yongke H., Xingwang F. Radiolysis of rutin in aerated ethanolic solution // 

Radiat. Phys. Chem. 1998. V. 53. P. 629�633. 
4. Saskia A.B.E. van Acker, Dirk-Jan van den Berg, Michel N.J.L. Tromp et al. Structural 

aspects of antioxidant activity of flavonoids // Free Rad. Biol. Med. 1996. V. 20. № 3. 
P. 331�342. 

5. Hryntsevich I. B., Shadyro O. I. Reactions of α-hydroxyethyl radicals with flavonoids of 
various structures // Bioorg. Med. Chem. Lett. 2005. V. 15. № 19. P. 4252�4255. 



 213

ЗАКОНОМЕРНОСТИ АЗОТНОКИСЛОЙ  
ДЕЛИГНИФИКАЦИИ ЛЬНЯНЫХ ВОЛОКОН 

В. И. Шадрина 

Традиционным источником целлюлозы является древесина. Однако 
вырубка лесов представляет собой глобальную экологическую проблему. 
Таким образом, актуальна замена древесной целлюлозы целлюлозой од-
нолетних растений. 
Целлюлоза однолетних растений составляет более 12 %-ов целлюло-

зы, получаемой во всем мире [1]. Использование недревесных, однолет-
них, растений в том числе, льна, для выделения целлюлозы в период с 
1995 по 1998 годы возросло более чем на 60 % и, по прогнозам [2], к 
2010 году достигнет 19,8 %.  
Республика Беларусь является известным производителем льняных 

волокон. Основной потребитель льна − текстильная промышленность. 
Для переработки льна в высококачественные текстильные изделия при-
годно только длинное льняное волокно. Однако длинное волокно состав-
ляет около 20 % от всего волокна, получаемого при первичной перера-
ботке льна. Остальное льняное волокно является коротким. Такое волок-
но либо перерабатывают в теплоизоляционные материалы, либо сжига-
ют. Вместе с тем, короткое льняное волокно является ценным источни-
ком целлюлозы. Содержание целлюлозы во льне может достигать 90 % 
[3]. Доля лигнина в льняных волокнах колеблется в диапазоне от 1 % до 
5 %, а в льняной костре может достигать 32 % [3, 4].  
Процесс удаления лигнина из целлюлозосодержащих материалов на-

зывается делигнификация. Как известно [5�7], отличным делигнифици-
рующим агентом для недревесного волокнистого сырья является азотная 
кислота. Эффективность делигнификации обусловлена высокой селек-
тивностью взаимодействия азотной кислоты с лигнином. При взаимо-
действии азотной кислоты с лигнином протекает электрофильное заме-
щение в ароматическом ядре (нитрозирование, нитрование), электро-
фильное вытеснение, алифатическое замещение, присоединение, окисле-
ние [5]. Азотнокислая делигнификация обеспечивает глубокую очистку 
растительного сырья от лигнина в достаточно мягких условиях (умерен-
ные температуры и атмосферное давление) [6, 7]. Привлекательность ис-
пользования азотной кислоты связана также с возможностью рециклиза-
ции отработанных растворов.  
Настоящая работа посвящена выявлению закономерностей азотнокис-

лой делигнификации волокон льна. 
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Исходным материалом служили короткие волокна льна. Массовая до-
ля костры и сорных примесей в волокне составляет 1,0 %. Содержание 
лигнина равно 6,2 %; число Каппа � 18,1; содержание пентозанов � 
3,7 %; зольность � 1,4 %.  
Азотнокислая делигнификация волокон включала следующие стадии: 

пропитку льняного волокна водным раствором азотной кислоты в тече-
ние 30 мин при комнатной температуре; варку набухшего волокна в том 
же растворе азотной кислоты при температуре 60ºС и экстракцию моди-
фицированного лигнина 1 %-ным водным раствором едкого натра (2ч, 
80ºС). После варки и экстракции волокнистую массу промывали горячей 
водой до нейтральной реакции. 
Варьировали концентрацию азотной кислоты (от 2-х до 5-ти масс %) и 

продолжительность (от 1 до 5 ч) варки. Все эксперименты проведены в 
идентичных условиях процессов пропитки и экстракции. Для пропитки и 
экстракции выбраны условия, заведомо благоприятствующие процессу 
азотнокислой делигнификации [7, 8]. 
Глубину делигнификации оценивали по трем параметрам: содержа-

нию лигнина Классона [9], числу Каппа [10] и степени делигнификации 
(СД) льняных волокон [11].  
Варьируя концентрацию азотной кислоты, варку льноволокна осуще-

ствляли в течение 2 ч при температуре 60ºС, полагая (на основании дан-
ных [12]), что в этих условиях лигнин претерпевает релаксационный пе-
реход в высокоэластическое состояние. Реализуемая в высокоэластиче-
ском состоянии, кооперативная сегментальная подвижность лигнина 
обуславливает доступность его структуры для проникновения модифи-
цирующих агентов. 
Результаты варьирования концентрации азотной кислоты приведены в 

табл. 1. Из табл. 1 видно, что делигнификация разбавленными, 2÷5 %-
ными, растворами азотной кислоты обеспечивает высокий выход небе-
лёной целлюлозы (около 80 %) и степень делигнификации, превышаю-
щую 50 %. Максимальная степень делигнификации составляет 66, 7 % 
при использовании 4 %-ной азотной кислоты (табл. 1). Увеличение кон-
центрации азотной кислоты от 2,0 % до 4,0 % уменьшает долю остаточ-
ного лигнина в небелёном волокне на 1,0 %. Повышение концентрации 
от 4-х до 5-ти процентов содержание лигнина не изменяет. В итоге, со-
держание лигнина падает более чем в 2 раза: от 6,2 % в исходном волок-
не до 2,7 % после варки с 4 %-ной азотной кислотой. 
Жёсткость целлюлозы, то есть способность к отбелке, определяемая 

числом Каппа, также закономерно падает с увеличением концентрации 
азотной кислоты: от 8,3 до 7,0 (табл. 1). 
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Таблица 1 
Результаты делигнификации льняного волокна растворами азотной кислоты 

различных концентраций  
Концентрация 
раствора HNO3, 

% 

Выход целлюло-
зы, % 

Содержание лиг-
нина Классона, % Число Каппа СД, % 

2,0 83 3,7 8,3 51,1 
3,0 80 3,6 7,9 54,2 
4,0 78 2,7 7,0 66,7 
5,0 81 2,7 7,0 65,3 

В результате варки с 4 %-ной кислотой жесткость целлюлозы и доля 
лигнина уменьшаются более, чем в 2 раза (табл. 1) по сравнению с ис-
ходными значениями. Таким образом, оптимальная концентрация вароч-
ного раствора азотной кислоты, составляет 4,0 %. 
Кинетику варки исследовали, используя 4 %-ный варочный раствор 

азотной кислоты. Результаты эксперимента представлены в табл. 2 и на 
рис. 1. 
Как следует из табл. 2, продолжительность варки не оказывает суще-

ственного влияния на выход льняной целлюлозы. 
На рис.1 приведена графическая зависимость содержания остаточного 

лигнина в льняной целлюлозе от продолжительности варки в 4 %-ной 
азотной кислоте. 
Из рис. 1 видно, что кинетика азотнокислой делигнификации льна ха-

рактеризуется быстрой начальной стадией. В течение первых минут вар-
ки наблюдается резкое, практически двукратное, уменьшение доли лиг-
нина в волокне с последующим замедлением. Так, через 4 ч. содержание 
остаточного лигнина в небелёной целлюлозе составляет 2,0 %, а через 
5 ч. − 1,8 % (рис. 1), то есть падает примерно в 3,5 раза по сравнению с 
таковым для исходного волокна. 
Аналогичным образом изменяется и число Каппа, уменьшаясь при-

мерно в 3,4 раза в результате 4-х и 5-ти часовых варок по сравнению с 
таковым для исходных волокон льна (табл. 2). 

Таблица 2 
Результаты делигнификации льняного волокна 4 %-ным водным раствором 

азотной кислоты при различной продолжительности варки 
Продолжительность варки, ч Выход целлюлозы, % Число Каппа СД, % 

0 100 18,1 0 
1 80 8,1 61,3 
2 78 7,0 66,7 
3 80 6,6 69,0 
4 78 5,5 74,8 
5 77 5,3 77,7 
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Удлинение варки закономерно по-
вышает степень делигнификации льна: 
после 4 ч. варки СД составляет 74,8 %, 
не существенно возрастая после 5 ч. 
(табл. 2). 
Таким образом, условия азотнокис-

лой делигнификации льняных волокон, 
позволяющие достичь высокой СД, 
следующие: концентрация азотной ки-
слоты 4,0 %, продолжительность варки 
4 ч (температура варки составляла 
60 °С). 
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