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Â ýòîé ðàáîòå ìû äàäèì ðàçëè÷íûå îïèñàíèÿ îáîáùåííûõ êëàññîâ

ñîáîëåâñêîãî òèïà íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé â òåõ èëè èíûõ
òåðìèíàõ (ïðè ïîìîùè ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé, íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå
è ò.ä.). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ [1]�[4] ê
îïðåäåëåíèþ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü (X, d, µ) � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà [5], òî åñòü d :
X × X 7→ R � êâàçèìåòðèêà íà X (â àêñèîìàõ ìåòðèêè íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà çàìåíåíî íà íåðàâåíñòâî d(x, y) ≤ ad(d(x, z) + d(z, y))
ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ad ≥ 1, íå çàâèñÿùåé îò x, y, z ∈ X), µ �
íåîòðèöàòåëüíàÿ, áîðåëåâñêàÿ, ðåãóëÿðíàÿ ìåðà íà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ óäâîåíèÿ

µB(x, 2 t) ≤ c µB(x, t), (1)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò øàðà B(x, t) = {y ∈ X : d(x, y) < t} ⊂ X.
Çäåñü è âñþäó äàëåå îáîçíà÷àåì ÷åðåç c ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå,

çàâèñÿùèå îò îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ, íî ýòà çàâèñèìîñòü äëÿ íàñ
íåñóùåñòâåííà. Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ øàðà B ⊂ X

fB =

∫
B

− f dµ =
1

µB

∫
B

fdµ.

Ïîä çíà÷åíèåì ôóíêöèè f ∈ Lp(X), p ≥ 1, â òî÷êå x ∈ X áóäåì
ïîíèìàòü ëåâóþ ÷àñòü ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ

lim
t→0

1

µB(x, t)

∫
B(x,t)

fdµ = f(x). (2)

(ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò µ-ïî÷òè âñþäó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà).
Ïóñòü Ω � êëàññ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé η íà

(0,∞), òàêèõ ÷òî η(t)/t óáûâàåò, η(+0) = 0.
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Ïóñòü η ∈ Ω. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X) ïðèíàäëåæèò
îáîáùåííîìó ïðîñòðàíñòâó Õàéëàøà-Ñîáîëåâà Mp

η (X), åñëè ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X), òàêàÿ ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤ η(d(x, y))(g(x) + g(y)) (3)

äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x, y ∈ X. Íîðìà â Mp
η (X) ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖f‖Mp
η

= ‖f‖p + inf ‖g‖p,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì g ∈ Lp(X), óäîâëåòâîðÿþùèì (3).
Â ñëó÷àå η(t) = t ýòè ïðîñòðàíñòâà ââåë Ï.Õàéëàø [1]. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ îíè èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ (ñì. [2, 3]). Â ñëó÷àå ñòåïåííûõ
ôóíêöèé η(t) = tα, α > 0, îíè íåäàâíî ðàññìàòðèâàëèñü â [6].

Äëÿ f ∈ Lp(X), p ≥ 1 ââåäåì ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè

Nηf(x) = sup
1

η(t)

∫
B

− |f − f(x)| dµ, (4)

Sηf(x) = sup
1

η(t)

∫
B

− |f − fB| dµ, (5)

Dηf(x) = sup
1

η(t)

∫
B

−
∫
B

−|f(y)− f(z)| dµ(y) dµ(z), (6)

ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì B, ñîäåðæàùèì òî÷êó x ∈ X.
Ðàññìîòðåíèå áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñî

ñëó÷àåì η(t) = tα, α > 0, äàåò âîçìîæíîñòü áîëåå ãèáêî ó÷èòûâàòü
ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé f ∈ Lp(X). Íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ Nηf èçìåðÿåò ëîêàëüíóþ ãëàäêîñòü ôóíêöèè: äëÿ f ∈ L1

loc(X),
η ∈ Ω è µ-ïî÷òè âñåõ x, y ∈ X

|f(x)− f(y)| ≤ η(d(x, y))(Nηf(x) +Nηf(y)). (7)

Îïåðàòîðû (4)�(6) ïîðîæäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé

Cp
η (X) = {f ∈ Lp(X) : ‖f‖Cp

η
= ‖f‖p + ‖Nηf‖p < ∞},

Sp
η(X) = {f ∈ Lp(X) : ‖f‖Sp

η
= ‖f‖p + ‖Sηf‖p < ∞},

Dp
η(X) = {f ∈ Lp(X) : ‖f‖Dp

η
= ‖f‖p + ‖Dηf‖p < ∞}.

Â ñëó÷àå η(t) = tα áóäåì ïèñàòü â îáîçíà÷åíèÿõ ýòèõ êëàññîâ ïðîñòî α
âìåñòî tα. Èñòîðèþ ðàçâèòèÿ òàêèõ ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé ñì. â [7, 8, 9].
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Ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà W p
k (Rn)

óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà À.Êàëüäåðîíà [7] (ñì. òàêæå
[8])

Sp
k(R

n) = W p
k (Rn)

(êëàññû Cp
k(Rn) îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíî Sp

1(Rn), íî âìåñòî ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âû÷èòàåòñÿ íåêîòîðûé ïîëèíîì, çàâèñÿùèé îò øàðà).

Â ðàáîòå [2] óñòàíîâëåíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì Mp
1 (X)

è p-íåðàâåíñòâîì Ïóàíêàðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèì åùå äâà êëàññà
ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Ap

η(X) åñëè äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
ñóùåñòâóþò λ ≥ 1 è íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X), òàêèå, ÷òî∫

B

− |f − fB| dµ ≤ η(t)

∫
λB

− g dµ. (8)

Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖Ap
η

= ‖f‖p + inf ‖g‖p,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì g, óäîâëåòâîðÿþùèì (8).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

Bp
η(X), åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X), òàêàÿ

÷òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X è äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ∈ B ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|f(x)− fB| ≤ η(t)g(x). (9)
Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖Bp
η

= ‖f‖p + inf ‖g‖p,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïî âñåì g óäîâëåòâîðÿþùèì (9).
Òåïåðü ìû ãîòîâû ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü p > 1, η ∈ Ω. Òîãäà

Cp
η (X) = Mp

η (X) = Bp
η(X)

è íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cp
η (X) ⊂ Mp

η (X) â ñèëó (7). Îáðàòíî, ïóñòü f ∈
Mp

η (X). Äëÿ ëþáîãî øàðà B 3 x è ëþáîãî y ∈ B, η(d(x, y)) ≤ 2adη(t).
Òàê êàê |f(x)| ≤ Mf(x) µ-ï.â. (ñì., íàïðèìåð, [3]), òî

1

η(t)

∫
B

− |f(y)− f(x)| dµ(y) ≤ 2ad(g(x) + gB) ≤ 4adMg(x).
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Çäåñü
Mf(x) = sup

B3x

1

µB

∫
B

|f | dµ

� ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè-Ëèòòëâóäà. Òàê êàê p > 1, òî ‖Mg‖p ≤
c‖g‖p. Ïåðåõîäÿ ê sup ïî âñåì øàðàì B 3 x, ïîëó÷èì Nηf ∈ Lp(X).

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ íîðì, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gε ∈ Lp(X), òàêàÿ ÷òî ‖f‖p + ‖gε‖p < ‖f‖Mp

η
+ ε,

ñëåäîâàòåëüíî,

‖f‖Cp
η

= ‖f‖p + ‖Nηf‖p ≤ c(‖f‖p + ‖gε‖p) < c(‖f‖Mp
η

+ ε).

Ïðè ε → 0, ïîëó÷èì ‖f‖Cp
η
≤ c‖f‖Mp

η
.

Ïóñòü f ∈ Bp
η(X). Äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x, y ∈ X ìû ìîæåì íàéòè øàð

B(z, t), ñîäåðæàùèé òî÷êè x è y, ðàäèóñà t ≤ d(x, y), òàêîé, ÷òî äëÿ îáåèõ
òî÷åê âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (9). Òîãäà

|f(x)− f(y)| ≤ η(t)(g(x) + g(y)) ≤ η(d(x, y))(g(x) + g(y)).

Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ Mp
η (X). Îöåíêà äëÿ íîðì ïîëó÷àåòñÿ êàê è âûøå.

Ïóñòü f ∈ Mp
η (X) è B 3 x � ïðîèçâîëüíûé øàð.

|f(x)− fB| ≤
∫
B

− |f(y)− f(x)| dµ(y) ≤

≤
∫
B

− η(d(x, y))(g(x) + g(y)) dµ(y) ≤ 2adη(t)(g(x) + gB) ≤ 4η(t)Mg(x).

Òàê êàê p > 1 è g ∈ Lp(X), òî Mg ∈ Lp(X) è, çíà÷èò, f ∈ Bp
η(X).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì, ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ íîðì: ‖f‖Bp
η
≤

c‖f‖Mp
η
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü p > 1, η ∈ Ω. Òîãäà

Dp
η(X) = Sp

η(X) = Ap
η(X)

è íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâïàäåíèå êëàññîâ Dp
η(X) è Sp

η(X) ñëåäóåò èç
î÷åâèäíûõ îöåíîê Sηf(x) ≤ Dηf(x) è Dηf(x) ≤ 2Sηf(x).

Ïóñòü òåïåðü f ∈ Ap
η(X) è B 3 x � ïðîèçâîëüíûé øàð. Òîãäà

1

η(t)

∫
B

− |f(y)− f(x)| dµ(y) ≤
∫
λB

− g dµ ≤ Mg(x).
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Ïåðåõîäÿ ê sup ïî âñåì øàðàì B 3 x, ïîëó÷èì Sηf(x) ≤ Mg(x),
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Õàðäè-Ëèòòëâóäà, f ∈ Sp

η(X).
Íàéäåì ïî ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 ôóíêöèþ gε ∈ Lp(X), òàêóþ, ÷òî

‖f‖p + ‖gε‖p < ‖f‖Ap
η
+ ε, è ïðè ε → 0 ïîëó÷èì, ÷òî ‖f‖Sp

η
≤ c‖f‖Ap

η
.

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ Sp
η(X) è B � ïðîèçâîëüíûé øàð. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî y ∈ B
1

η(t)

∫
B

− |f − fB| dµ ≤ Sηf(y).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî y ∈ B è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà µB

1

η(t)

∫
B

− |f − fB| dµ ≤
∫
B

−Sηf dµ,

ïîýòîìó f ∈ Ap
η(X) è ‖f‖Ap

η
≤ ‖f‖Sp

η
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü p > 1 è η ∈ Ω. Òîãäà Cp
η (X) ⊂ Sp

η(X).
Îáðàòíî, åñëè

∞∑
i=k

η(2−i) ≤ cη(2−k), k = 0, 1, . . . , (10)

òî Sp
η(X) ⊂ Cp

η (X) è íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, òàê êàê Sηf(x) ≤
2Nηf(x).

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ Sp
η(X), x � òî÷êà Ëåáåãà äëÿ f è B 3 x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λB = B(z, λt) è Bi ≡ B(x, ad2
−(i−1)t), i = 0, 1 . . .. Òîãäà

B ⊂ B0 ⊂ 3a2
dB è∫
B

− |f − f(x)| dµ ≤
∫
B

− |f − fB| dµ + |f(x)− fB| ≤

≤ η(t)Sηf(x) + |f(x)− fB0|+ |fB − fB0| ≡ η(t)Sηf(x) + A1 + A2.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà f(x) = fB0 +
∑∞

i=0

[
fBi+1

− fBi

]
, è â ñèëó (1)

A1 ≡ |f(x)− fB0| = |
∞∑
i=0

(
fBi+1

− fBi

)
| ≤

∞∑
i=0

1

µBi+1

∫
Bi+1

|f − fBi
|dµ ≤

≤
∞∑
i=0

µBi

µBi+1

1

µBi

∫
Bi

|f − fBi
|dµ ≤ cSηf(x)

∞∑
i=0

η(2−it),
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A2 ≡ |fB − fB0| ≤
µB0

µB

1

µB0

∫
B0

|f − fB0 |dµ ≤ cη(t)Sηf(x).

Èòàê, â ñèëó óñëîâèÿ Áàðè (10)∫
B

− |f − f(x)| dµ ≤ cSηf(x)
∞∑
i=0

η(2−it) ≤ cη(t)Sηf(x).

Ïåðåõîäÿ ê sup ïî âñåì øàðàì B 3 x, ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñëó÷àå η(t) = tα, α > 0 ÷àñòü óòâåðæäåíèé áûëà ïîëó÷åíà â [6].
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È.À.Èâàíèøêî
Îáîáùåííûå êëàññû Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îá-

îáùåííûõ êëàññîâ Cîáîëåâà Cp
η (X) (p > 1, η(t) ↑, η(t)/t ↓, η(+0) =

0) íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà (X, d, µ). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

η(t) = t, X = Rn îíè ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

Ñîáîëåâà W p
1 (Rn).

Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíîãî òèïà, îáîáùåííûå

ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè.
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I.A.Ivanishko
Generalized Sobolev classes on metric measure spaces

Àííîòàöèÿ

In this paper we consider di�erent ways of de�ning generalized

Sobolev classes Cp
η (X) (p > 1, η(t) ↑, η(t)/t ↓, η(+0) = 0) on homo-

geneous type spaces (X, d, µ). In partial case η(t) = t, X = Rn they

coincide with classical Sobolev spaces W p
1 (Rn).

Conditions of their equivalence are found.
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