trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244, S. 1–22

udk ???

kRAMEROWSKIE ASIMPTOTIKI W METODE USREDNENIQ DLQ SISTEM S BYSTRYMI

GIPERBOLI^ESKIMI DWIVENIQMI^1

cfl2004 G. w. i. bAHTIN^2

pOSTUPILO W 2003 G.

rABOTA POSWQ]ENA IZU^ENI@ DINAMI^ESKOJ SISTEMY w^0 = S(w, z, ε), z^0 = z + εv(w, z, ε). pREDPOLA- GAETSQ, ^TO MEDLENNYE DWIVENIQ OPREDELQ@TSQ WEKTORNYM POLEM v(w, z, ε) W EWKLIDOWOM PROSTRAN- STWE, A BYSTRYE DWIVENIQ PROISHODQT W OKRESTNOSTI TOPOLOGI^ESKI PEREME[IWA@]EGO GIPERBO- LI^ESKOGO ATTRAKTORA. dLQ RAZNOSTI MEVDU ISTINNYM I USREDNENNYM MEDLENNYMI DWIVENIQMI DOKAZANA CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA I WY^ISLENY TO^NYE ASIMPTOTIKI WEROQTNOSTEJ BOLX- [IH OTKLONENIJ, NE PREWOSHODQ]IH ε^δ, PRI^EM POKAZATELX δ ZAWISIT OT GLADKOSTI SISTEMY I TEM BLIVE K NUL@, ^EM WY[E GLADKOSTX.

w RABOTE RASSMATRIWAETSQ KASKAD S BYSTRYMI I MEDLENNYMI DWIVENIQMI, W KOTOROM MED- LENNYE DWIVENIQ PROISHODQT W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE, A BYSTRYE — W OKRESTNOSTI TO- POLOGI^ESKI PEREME[IWA@]EGO GIPERBOLI^ESKOGO ATTRAKTORA. pREDPOLAGAETSQ, ^TO BYSTRYE GIPERBOLI^ESKIE DWIVENIQ ZAWISQT OT MEDLENNOJ PEREMENNOJ, A MEDLENNYE DWIVENIQ OPREDE- LQ@TSQ WEKTORNYM POLEM v, ZAWISQ]IM OT BYSTROJ I MEDLENNOJ PEREMENNYH. dLQ KAVDOGO ZNA^ENIQ MEDLENNOJ PEREMENNOJ z STROITSQ INWARIANTNAQ WEROQTNOSTNAQ MERA μz NA ATTRAK- TORE. s EE POMO]X@ OPREDELQETSQ USREDNENNOE WEKTORNOE POLE v(z) =^R v dμz NA PROSTRANSTWE MEDLENNYH DWIVENIJ. dOKAZYWAETSQ, ^TO MERA μz GLADKO ZAWISIT OT z I ^TO POLE v TOVE GLADKOE. dINAMI^ESKAQ SISTEMA, OPREDELQEMAQ “TIM POLEM, NAZYWAETSQ USREDNENNOJ. mETOD USREDNENIQ SOSTOIT W ZAMENE MEDLENNYH DWIVENIJ TRAEKTORIQMI USREDNENNOJ SISTEMY. eGO OBOSNOWANIE ZAKL@^AETSQ W DOKAZATELXSTWE TOGO, ^TO RAZNOSTX MEVDU ISTINNYM I USREDNENNYM MEDLENNYMI DWIVENIQMI S PODAWLQ@]EJ WEROQTNOSTX@ MALA.

w SLU^AE, KOGDA BYSTROE DWIVENIE NE ZAWISIT OT MEDLENNOGO, IZWESTNY SLEDU@]IE REZULX- TATY [9, 7]. wO-PERWYH, UKAZANNAQ RAZNOSTX UDOWLETWORQET CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREME SO SREDNEKWADRATI^NYM OTKLONENIEM PORQDKA^√ε (GDE ε — MALYJ PARAMETR, HARAKTERIZU@- ]IJ SKOROSTX MEDLENNOGO DWIVENIQ). wO-WTORYH, WEROQTNOSTI UKLONENIJ, PREWOSHODQ]IH PO PORQDKU^√ε, “KSPONENCIALXNO MALY. i W-TRETXIH, POLU^ENY GRUBYE (S TO^NOSTX@ DO LOGARIF- MI^ESKOJ “KWIWALENTNOSTI) OCENKI WEROQTNOSTEJ DLQ RAZLI^NYH TIPOW POWEDENIQ MEDLENNOJ KOMPONENTY TRAEKTORII, UKLONQ@]IHSQ OT USREDNENNOJ TRAEKTORII NA KONE^NOE RASSTOQNIE.

w DANNOJ RABOTE DOKAZYWAETSQ CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA W SLU^AE, KOGDA BYSTRYE DWIVENIQ ZAWISQT OT MEDLENNYH. bOLEE TOGO, WY^ISLQ@TSQ TO^NYE ASIMPTOTIKI WEROQTNOSTEJ BOLX[IH UKLONENIJ, NE PREWOSHODQ]IH ε^δ. pOKAZATELX δ ZAWISIT OT GLADKOSTI SISTEMY I TEM BLIVE K NUL@, ^EM WY[E GLADKOSTX. —TI ASIMPTOTIKI ANALOGI^NY KLASSI^ESKIM KRAMEROW- SKIM ASIMPTOTIKAM DLQ POSLEDOWATELXNOSTI NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDELENNYH SLU^AJ- NYH WELI^IN. oNI MOGUT BYTX POLU^ENY KAK DLQ INWARIANTNOJ MERY μz, TAK I DLQ NEINWARI- ANTNYH MER SLEDU@]EGO WIDA. pUSTX ˝ — GLADKOE PODMNOGOOBRAZIE FAZOWOGO PROSTRANSTWA,

1rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE bELORUSSKOGO FONDA FUNDAMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ. dEPONIROWANA W winiti 07.05.2001, ß 1185–w2001.

2fIZI^ESKIJ FAKULXTET, bELORUSSKIJ GOSUDARSTWENNYJ UNIWERSITET, mINSK, bELARUSX.

E-mail: bakhtin@bsu.by 1 1

2 w.i. bahtin

LEVA]EE W SLOE z = const W MALOJ OKRESTNOSTI ATTRAKTORA, IME@]EE RAZMERNOSTX RASTQGI- WA@]EGOSQ SLOENIQ I NAPRAWLENIE, BLIZKOE K NAPRAWLENI@ RASTQGIWA@]EGOSQ SLOENIQ. pUSTX μ — GLADKAQ FINITNAQ WEROQTNOSTNAQ MERA NA ˝. oBOZNA^IM ^EREZ z(t) MEDLENNU@ KOMPONENTU TRAEKTORII S NA^ALXNYM USLOWIEM z, A ^EREZ z(t) USREDNENNU@ TRAEKTORI@ S TEM VE NA^ALX- NYM USLOWIEM. tOGDA DLQ RAZNOSTI z(t/ε) ∐ z(t/ε) WY^ISLQ@TSQ KRAMEROWSKIE ASIMPTOTIKI PO OTNO[ENI@ K MERE μ. oKAZYWAETSQ, ^TO W PERWOM PRIBLIVENII ONI NE ZAWISQT OT PARY (˝, μ), A ZAWISQT TOLXKO OT NA^ALXNOGO USLOWIQ z. eSLI RASSMATRIWAEMAQ DINAMI^ESKAQ SISTEMA POROV- DAETSQ OTOBRAVENIEM Σε, A J — GLADKAQ POLOVITELXNAQ FUNKCIQ NA FAZOWOM PROSTRANSTWE, TO TE VE REZULXTATY POLU^A@TSQ I DLQ MER WIDA μ × J × J ∘ Σε × . . . × J ∘ Σ^{t/ε}ε .

dOKAZATELXSTWO OSNOWANO NA DWUH NEZAWISIMYH TEHNIKAH. pERWAQ — “TO APPARAT TAK NA- ZYWAEMYH SLOISTYH FUNKCIJ, RAZWITYJ W [1, 2, 5] (W PERWYH DWUH RABOTAH ONI NAZYWALISX REGULQRNYMI FUNKCIQMI). wTORAQ — “TO METOD WY^ISLENIQ ASIMPTOTI^ESKIH RAZLOVENIJ DLQ POLUGRUPP OPERATOROW WZWE[ENNOGO USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ, IZLOVENNYJ W [4] DLQ SLU^AQ KASKADA S MEDLENNYMI I BYSTRYMI MARKOWSKIMI DWIVENIQMI.

sTATXQ IMEET SLEDU@]U@ STRUKTURU. w RAZD. 1 OPISYWAETSQ IZU^AEMAQ SISTEMA, PRIWO- DQTSQ NEFORMALXNYE OPREDELENIQ SLOISTYH FUNKCIJ I OPERATORA USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA (IH DOWOLXNO GROMOZDKIE STROGIE OPREDELENIQ DANY W [5]), IZLAGA@TSQ IH OSNOWNYE SWOJSTWA I STROQTSQ INWARIANTNYE MERY NA ATTRAKTORAH. w RAZD. 2 FORMULIRUETSQ TEOREMA OB ASIMPTOTI^ESKOM RAZLOVENII POLUGRUPPY OPERATOROW USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA (TEOREMA 2.6). w RAZD. 3 ONA DOKAZYWAETSQ. w POSLEDNEM RAZD. 4 IZ ASIMPTOTI^ESKOJ TEOREMY WYWODQTSQ KRAMEROWSKIE ASIMPTOTIKI DLQ WEROQTNOSTEJ BOLX[IH UKLONENIJ OT USREDNENNOGO DWIVENIQ. oSNOWNOJ REZULXTAT OB “TIH ASIMPTOTIKAH SFORMULIROWAN W TEOREME 4.4.

1. sloistye funkcii nIVE ISPOLXZUETSQ TERMINOLOGIQ I OBOZNA^ENIQ IZ RABOTY [5]. pUSTX M — NEKOTORAQ WYPUKLAQ OBLASTX STANDARTNOGO EWKLIDOWA PROSTRANSTWA, A W — RIMANOWO MNOGOOBRAZIE. rASSMATRIWAETSQ N RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOE SEMEJSTWO OTOBRAVENIJ PRQMOGO PRO- IZWEDENIQ W × M W SEBQ WIDA_( w0 = S(w, z, ε), z0 = z + εv(w, z, ε), (1) GDE ε — MALYJ POLOVITELXNYJ PARAMETR, w ∈ W I z ∈ M. bOLEE KOROTKO ONO OBOZNA^AETSQ KAK (w^0, z^0) = Σε(w, z). bUDEM S^ITATX, ^TO Σε(W × M) ⊂ W × M PRI WSEH DOSTATO^NO MALYH ZNA^ENIQH ε. —TOGO LEGKO DOBITXSQ, NAPRIMER, SDELAW WEKTORNOE POLE v NULEWYM W OKRESTNOSTI GRANICY M. tOGDA Σε POROVDAET DINAMI^ESKU@ SISTEMU S DISKRETNYM WREMENEM (KASKAD) NA W × M S BYSTRYMI DWIVENIQMI NA W I MEDLENNYMI DWIVENIQMI NA M (SO SKOROSTX@ PORQDKA ε). pREDPOLAGAETSQ, ^TO OTOBRAVENIE Sz(w) = S(w, z, 0) PRI KAVDOM z ∈ M IMEET PEREME[IWA@]IJ GIPERBOLI^ESKIJ ATTRAKTOR, NEPRERYWNO ZAWISQ]IJ OT z (OPREDELENIQ SM. W [6, 8]). pREDPOLOVIM E]E, ^TO SISTEMA (1) IMEET RAWNOMERNO GIPERBOLI^ESKIJ PEREME[I- WA@]IJ ATLAS (OPREDELENIE KOTOROGO DANO W [5]). pOSLEDNEE USLOWIE MALO OGRANI^ITELXNO, POTOMU ^TO LOKALXNO (W OKRESTNOSTI KAVDOJ TO^KI z ∈ M) ONO WYPOLNQETSQ I EMU WSEGDA MOVNO UDOWLETWORITX PUTEM UMENX[ENIQ OBLASTI M.

w [5] DLQ TAKIH SISTEM BYLI OPREDELENY PONQTIQ LISTA, SLEDA, SLOISTOJ FUNKCII I OPERA- TORA USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA NA PROSTRANSTWAH SLOISTYH FUNKCIJ. kOROTKO GOWORQ, KAVDYJ LIST ˝ PREDSTAWLQET SOBOJ GLADKOE PODMNOGOOBRAZIE W W × M, LEVA]EE W OKREST- NOSTI ATTRAKTORA, IME@]EE RAZMERNOSTX RASTQGIWA@]EGOSQ SLOENIQ I NAPRAWLENIE, BLIZKOE K NAPRAWLENI@ RASTQGIWA@]EGOSQ SLOENIQ. sLED — “TO PARA (˝, Φ), SOSTOQ]AQ IZ LISTA ˝ I GLADKOJ FUNKCII Φ NA NEM, NAZYWAEMOJ PLOTNOSTX@. sTANDARTNYM SLEDOM NAZYWAETSQ TROJKA

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 3

(˝, α, Φ), SOSTOQ]AQ IZ SLEDA (˝, Φ) I TO^KI α ∈ ˝, LEVA]EJ W R_0-WNUTRENNOSTI ˝ (GDE POLO-

VITELXNOE ^ISLO R0 NE ZAWISIT OT SLEDA). pRI “TOM α NAZYWAETSQ CENTROM LISTA ˝. sLOISTAQ FUNKCIQ — “TO FUNKCIQ NA MNOVESTWE STANDARTNYH SLEDOW, ZNA^ENIE KOTOROJ LINEJNO ZAWISIT OT PLOTNOSTI Φ I GLADKO IZMENQETSQ PRI GLADKOJ DEFORMACII SLEDA. dLQ SLOISTYH FUNKCIJ W [5] BYLI OPREDELENY RAZLI^NYE NORMY (W ZAWISIMOSTI OT PORQDKA IH GLADKOSTI) I SOOTWET- STWENNO WWEDENY BANAHOWY PROSTRANSTWA SLOISTYH FUNKCIJ F^{pq} (p I q — NATURALXNYE ^ISLA, HARAKTERIZU@]IE GLADKOSTX SLOISTYH FUNKCIJ I UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM p ≥ 1, q ≥ 4 I

p + q ≤ N ∐ 1, GDE N — PORQDOK GLADKOSTI SISTEMY (1)).

pROSTEJ[IM PRIMEROM SLOISTOJ FUNKCII SLUVIT FUNKCIQ g(˝, α, Φ) = Φ(α). bOLEE SODER- VATELXNYJ PRIMER — FUNKCIQ WIDA g(˝, α, Φ) = Z s ξ(ρ(α, β))Φ(β) dμ(β), (2) GDE μ — RIMANOW OB˙EM NA ˝, ρ(α, β) — RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI α, β ∈ ˝, A ξ — GLADKAQ NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ NA WE]ESTWENNOJ OSI S NOSITELEM W MALOJ OKRESTNOSTI NULQ.

pUSTX u — RAZMERNOSTX RASTQGIWA@]EGOSQ SLOENIQ NA ATTRAKTORE. wESOWOJ FUNKCIEJ (WE- SOM) NAZYWAETSQ L@BAQ GLADKAQ FUNKCIQ J, OPREDELENNAQ NA MNOGOOBRAZII KASATELXNYH K

W × M PODPROSTRANSTW RAZMERNOSTI u. w ^ASTNOSTI, KANONI^ESKAQ WESOWAQ FUNKCIQ — “TO WE-

LI^INA, OBRATNAQ KO“FFICIENTU RASTQVENIQ u-MERNYH OB˙EMOW PRI OTOBRAVENII Σε. wESOWYE FUNKCII ESTESTWENNO SUVA@TSQ NA KAVDYJ LIST. w [5] DOKAZANO, ^TO SLOISTYE FUNKCII OBRA- ZU@T BANAHOW MODULX NAD ALGEBROJ WESOWYH FUNKCIJ S UMNOVENIEM Jg(˝, α, Φ) = g(˝, α, JΦ).

oBRAZ SLEDA (˝, Φ) POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ Σε — “TO TAKOJ SLED (˝^0_ε, Φ^0_ε) = Σε(˝, Φ), ^TO ˝^0_ε = Σε(˝) I Φ = Φ^0_ε ∘ Σε. zAFIKSIRUEM NEKOTOROE SEMEJSTWO WESOWYH FUNKCIJ Jε. tOGDA SOOTWETSTWU@]IJ OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA Aε,n NA PROSTRANSTWE SLOISTYH FUNKCIJ ZADAETSQ FORMULOJ [A_{ε,n}g](˝, α, Φ) = Z s0_ε

ξ_s(α, β)g(˝0_ε, β0, Φ0_ε) dμ(β0), (3)

W KOTOROJ (˝^0_ε, Φ^0_ε) = (ΣεJε)^n(˝, Φ), β ∈ ˝, β^0 = Σ^n_ε (β), FUNKCIQ ξs(α, β) IMEET WID

ξ_s(α, β) = ξ_0(ρ(α, β)) R s ξ_0(ρ(α, β)) dμ(α) , (4)

A ξ0 — FIKSIROWANNAQ GLADKAQ NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ NA WE]ESTWENNOJ OSI S NOSITELEM W MALOJ OKRESTNOSTI NULQ. iZ “TOGO OPREDELENIQ DLQ WSEH SLOISTYH FUNKCIJ g I GLADKIH FUNKCIJ f : W × M → R WYTEKAET GOMOLOGI^ESKOE TOVDESTWO A_{ε,n}(fg) = f ∘ Σ^n_ε · A_{ε,n}g. (5) w [5, TEOREMY 3.2 I 3.3] BYLO DOKAZANO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA 1.1. oPERATOR A_{0,n} NEPRERYWNO OTOBRAVAET KAVDOE PROSTRANSTWO F^{pq} W SEBQ. dLQ KAVDOGO n SU]ESTWUET TAKOE MALOE POLOVITELXNOE ^ISLO ε_0, ^TO PRI WSEH ε ∈ [∐ε_0, ε_0] I l ≤ q ∐ 8 OPERATOR d^lA_{ε,n}/dε^l NEPRERYWNO OTOBRAVAET PROSTRANSTWO F^{pq} W F^{p+1+l,q}o^4o^l (I, TEM BOLEE, W F^{p+2l,q}o^{5l}, ESLI TOLXKO l ≠ 0).

sLOISTAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ POLOVITELXNOJ, ESLI ONA PRINIMAET NEOTRICATELXNYE ZNA- ^ENIQ NA STANDARTNYH SLEDAH S NEOTRICATELXNYMI PLOTNOSTQMI. pOLOVITELXNAQ SLOISTAQ FUNKCIQ g NAZYWAETSQ SILXNO POLOVITELXNOJ, ESLI SU]ESTWUET TAKOE c > 0, ^TO DLQ L@BOGO

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244 1*

4 w.i. bahtin

STANDARTNOGO LISTA ˝ S CENTROM α WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO g(˝, α, 1) ≥ c. lINEJNYJ FUNKCI- ONAL NA PROSTRANSTWE SLOISTYH FUNKCIJ POLOVITELEN, ESLI ON PRINIMAET NEOTRICATELXNYE ZNA^ENIQ NA POLOVITELXNYH FUNKCIQH.

pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO SEMEJSTWO WESOWYH FUNKCIJ Jε POLOVITELXNO I OTDELENO SNIZU OT NULQ. nAPRIMER, “TO SPRAWEDLIWO DLQ KANONI^ESKOJ WESOWOJ FUNKCII. tOGDA OPERATOR Aε,n PEREWODIT POLOVITELXNYE SLOISTYE FUNKCII W POLOVITELXNYE I SILXNO POLOVITELXNYE W SILXNO POLOVITELXNYE. w “TIH USLOWIQH IMEET MESTO SLEDU@]EE UTWERVDENIE [5, TEOREMA 3.3].

tEOREMA 1.2. eSLI N ≥ 6, TO DLQ KAVDOGO DOSTATO^NO BOLX[OGO n ∈ N NAJDUTSQ TA- KIE FUNKCIQ λ = λ_n ∈ C^No^4(M), SILXNO POLOVITELXNAQ SLOISTAQ FUNKCIQ h = h_n ∈ F^{1,N}o^2 I POLOVITELXNYJ C1(M)-LINEJNYJ FUNKCIONAL ν = ν_n : F^No^{5,4} → C^2(M), ^TO PRI USLOWIQH p ≥ 1, q ≥ 4 I p + q ≤ N ∐ 1 A) FUNKCIONAL ν NEPRERYWNO OTOBRAVAET PROSTRANSTWO F^{pq} W C^{qo2}(M); B) WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA A0,nh = e^λh, ν ∘ A0,n = e^λν, ν(h) ≡ 1;

W) POSLEDOWATELXNOSTX OPERATOROW [e^{oλ}A0,n]^m : F^{pq} → F^{pq} PRI m → ∞ SHODITSQ W RAW-

NOMERNOJ OPERATORNOJ NORME K PROEKTORU A_{0,n}g = ν(g)h.

oPREDELIM C^1(M)-LINEJNYJ FUNKCIONAL μn : C^1(W ×M) → C^{No4}(M) FORMULOJ μn(f) =

= ν(fh). iZ TEOREMY 1.2 WYTEKAET, ^TO “TOT FUNKCIONAL POLOVITELEN (PEREWODIT NEOTRICA-

TELXNYE FUNKCII W NEOTRICATELXNYE) I NORMIROWAN (T.E. μn(1) ≡ 1). kROME TOGO, ON UDOWLE- TWORQET TOVDESTWU

μ_n(f ∘ Σ^n_0 ) = μ_n(f). (6)

dEJSTWITELXNO, W SILU (5)

μ_n(f ∘ Σ^n_0 ) = ν(f ∘ Σ^n_0 · h) = ν(f ∘ Σ^n_0 · eo^λA_{0,n}h) = eo^λν f A_{0,n}(fh) � = ν(fh) = μ_n(f). uTWERVDENIE 1.3. eSLI DWE FUNKCII f, f^0 ∈ C^1(W × M) SOWPADA@T PRI NEKOTOROM

z = z_0, TO ZNA^ENIQ FUNKCIJ μ_n(f) I μ_n(f0) W TO^KE z_0 TOVE SOWPADA@T.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX z = (z_1, . . . , z_k) I z_0 = (z_{01}, . . . , z_{0k}). pO LEMME aDAMARA RAZNOSTX

f ∐ f0 PREDSTAWLQETSQ W WIDE f(z, w) ∐ f0(z, w) = kX i=1 (z_i ∐ z_{0i})φ_i(z, w), φ_i ∈ C1(W × M). pO“TOMU RAZNOSTX μn(f) ∐ μn(f^0) =^{Pk}_{i=1}(zi ∐ z0i)μn(φi) OBRA]AETSQ W NULX PRI z = z0.

oPREDELIM SEMEJSTWO LINEJNYH FUNKCIONALOW μn,z : C^1(W × M) → R FORMULOJ μn,z(f) =

= [μ_n(f)](z). kAVDYJ IZ “TIH FUNKCIONALOW POLOVITELEN I NORMIROWAN. iZ TEOREMY rISSA

SLEDUET, ^TO KAVDYJ IZ NIH OTOVDESTWLQETSQ S BORELEWSKOJ WEROQTNOSTNOJ MEROJ NA W × M. a IZ UTWERVDENIQ 1.3 WYTEKAET, ^TO MERA μn,z SOSREDOTO^ENA NA SLOE W × {z}. nAKONEC, POLO- VIM μ_z(f) = 1 n μ_{n,z} f f + f ∘ Σ_0 + . . . + f ∘ Σ^no^1_0 � . tOGDA μz TOVE QWLQETSQ WEROQTNOSTNOJ BORELEWSKOJ MEROJ NA W × {z}. w SILU (6) DLQ NEE WYPOLNQETSQ TOVDESTWO μz(f) = μz(f ∘Σ0). zNA^IT, MERA μz QWLQETSQ Σ0-INWARIANTNOJ. a ESLI

f ∈ C^{1+q}(W × M), TO IZ TEOREMY 1.2 WYTEKAET, ^TO μ_z(f) ∈ C^qo^2(M). —TOT FAKT OZNA^AET GLADKU@ ZAWISIMOSTX INWARIANTNOJ MERY μ_z OT PARAMETRA z.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 5

2. asimptoti~eskaq teorema nAM UDOBNO OTNORMIROWATX OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA A0,n TAKIM OBRAZOM, ^TOBY EGO MAKSIMALXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE RAWNQLOSX NE e^{λn} , A EDINICE. dLQ “TOGO DOSTA- TO^NO W OPREDELENII OPERATORA Aε,n ZAMENITX WESOWU@ FUNKCI@ Jε NA NORMIROWANNU@ WESOWU@ FUNKCI@^bJε = Jεe^{oλn/n}. pOLU^ENNYJ TAKIM OBRAZOM OPERATOR Bε BUDEM NAZYWATX NORMIRO-

WANNYM OPERATOROM USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA. nAPRIMER, W RAZD. 4 BUDET DOKAZANO,

^TO KANONI^ESKAQ WESOWAQ FUNKCIQ NORMIROWANA I DLQ NEE Bε = Aε,n. iZ GOMOLOGI^ESKOGO TOV- DESTWA (5) SLEDUET, ^TO B0 = e^{oλn} A0,n. tEOREMA 1.2 UTWERVDAET, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX B^m_0 SHODITSQ K PROEKTORU B = νn ⊗ hn W PROSTRANSTWE LINEJNYH NEPRERYWNYH OPERATOROW NA F^{pq}. —TO SWOJSTWO BUDEM NAZYWATX “RGODI^NOSTX@ POLUGRUPPY B^m_0 . iZ NEGO, W ^ASTNOSTI, WYTEKAET SU]ESTWOWANIE DOSTATO^NO BOLX[OGO C0 I Λ0 ∈ (0, 1) TAKIH, ^TO

‖B^m_0 g‖_{pq} ≤ C_0Λ^m_0 ‖g‖_{pq} DLQ g ∈ F^{pq} ∩ ker ν. (7)

dLQ WSQKOJ FUNKCII F ∈ C^1(M) OPREDELIM SEMEJSTWO OPERATOROW Bε[F ] RAWENSTWAMI B_ε[F ] g = eo^{F/ε}B_ε f e^{F/ε}g � , B_0[F ] g = lim_ε!_0 B_ε[F ] g. (8)

iZ GOMOLOGI^ESKOGO TOVDESTWA (5) SLEDUET, ^TO

B_ε(F g) = F ∘ Σ^n_ε · B_εg, B_0(F g) = F B_0g, (9)

B_ε[F ] g = exp `F ∘ Σ_{nε} ∐ F ε ´ B_εg, B_0[F ] g = exp ` dF dv_n ´ B_0g, (10) GDE v_n(w, z) = no1X i=0 v_0 ∘ Σ^i_0(w, z), v_0(w, z) = v(w, z, 0). (11)

iZ (9), (10) WYTEKAET C^1(M)-LINEJNOSTX OPERATORA B0[F ], T.E. RAWENSTWO B0[F ]fg = fB0[F ] g DLQ WSEH f ∈ C^1(M) I g ∈ F^{pq}. iZ [5, TEOREMA 3.1] SLEDUET, ^TO NA SAMOM DELE W “TOM TOVDESTWE MOVNO BRATX F ∈ C^{p+q+1}(M) I f ∈ C^{p+qo3}(M). —TO SWOJSTWO OPERATORA B0[F ] BUDEM NAZYWATX

RASSLOENNOSTX@. iZ TEOREMY 1.1 I (10) WYTEKAET, ^TO SEMEJSTWO B_ε[F ] ANALITI^ESKI ZAWISIT

OT F I GLADKO (W NEKOTOROM OSLABLENNOM SMYSLE) OT ε. wOZMU]ENIE Bε OPERATORA B0, DLQ KOTOROGO Bε[F ] ANALITI^ESKI ZAWISIT OT F I GLADKO OT ε, BUDEM NAZYWATX SWERHREGULQRNYM.

w “TOM RAZDELE BUDET DOKAZANO, ^TO ESLI Bε — SWERHREGULQRNOE WOZMU]ENIE RASSLOENNOGO “RGODI^ESKOGO OPERATORA B0, TO DLQ SEMEJSTWA OPERATOROW B^{t/ε}ε e^{ξF/ε} MOVNO POSTROITX ASIMP- TOTI^ESKOE RAZLOVENIE PO STEPENQM MALYH PARAMETROW ξ, ε. —TO RAZLOVENIE ANALOGI^NO TOMU, KOTOROE BYLO POLU^ENO W [4] DLQ SISTEMY S MEDLENNYMI I MARKOWSKIMI BYSTRYMI DWIVENIQMI.

iZ [5, TEOREMA 3.1] I (10) SLEDUET, ^TO OPERATOR B0[F ]: F^{pq} → F^{pq} ANALITI^ESKI ZAWISIT OT FUNKCII F ∈ C^{p+q+1}(M).

uTWERVDENIE 2.1. dLQ WSQKOJ DOSTATO^NO MALOJ FUNKCII F ∈ C^i(M), GDE 6 ≤ i ≤ N, ODNOZNA^NO OPREDELQ@TSQ ANALITI^ESKI ZAWISQ]IE OT F FUNKCIQ λ_F ∈ C^io^4(M), SLOISTAQ FUNKCIQ h_F ∈ F^{1,i}o^2 I C1(M)-LINEJNYJ FUNKCIONAL ν_F : F^io^{5,4} → C^2(M), NEPRERYWNO OTO- BRAVA@]IJ KAVDOE PROSTRANSTWO F^{pq} W C^qo^2(M) (PRI p ≥ 1, q ≥ 4 I p + q ≤ i ∐ 1), UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM

λ_0 = 0, h_0 = h, ν_0 = ν, ν(h_F ) = ν_F (h) = 1,

B_0[F ] h_F = e^{λF} h_F , ν_F ∘ B_0[F ] = e^{λF} ν_F .

zDESX h I ν — SLOISTAQ FUNKCIQ I LINEJNYJ FUNKCIONAL IZ TEOREMY 1.2.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

6 w.i. bahtin

dOKAZATELXSTWO. pROSTRANSTWO F^{1,io2} RAZLAGAETSQ W PRQMU@ SUMMU ker ν ⊕ C^{io4}(M)h. pRIMENIM TEOREMU O NEQWNOJ FUNKCII K URAWNENI@

B_0[F ](h + Δh) ∐ e^λ(h + Δh) = 0 (12)

OTNOSITELXNO FUNKCII λ ∈ C^{io4}(M) I SLOISTOJ FUNKCII Δh ∈ F^{1,io2} ∩ ker ν. iZ (7) SLEDUET, ^TO SUVENIE OPERATORA I ∐ B0 NA F^{1,io2} ∩ ker ν OBRATIMO. pO“TOMU PRI NULEWYH F , λ I Δh PROIZWODNAQ OT LEWOJ ^ASTI URAWNENIQ (12) PO Δh IZOMORFNO OTOBRAVAET F^{1,io2} ∩ ker ν W SEBQ. a PROIZWODNAQ OT LEWOJ ^ASTI (12) PO λ IZOMORFNO OTOBRAVAET C^{io4}(M) NA C^{io4}(M)h. sLE- DOWATELXNO, K “TOMU URAWNENI@ PRIMENIMA TEOREMA O NEQWNOJ FUNKCII I IZ NEGO ODNOZNA^NO OPREDELQ@TSQ λF ∈ C^{io4}(M) I ΔhF ∈ F^{1,io2} ∩ ker ν, ANALITI^ESKI ZAWISQ]IE OT F . pOLOVIM

h_F = h + Δh_F .

zATEM RASSMOTRIM URAWNENIE ı (ν + Δν) ∘ B_0[F ] ∐ e^λ(ν + Δν) ȷfi fi_{ker ν} = 0 (13)

OTNOSITELXNO C^1(M)-LINEJNOGO FUNKCIONALA Δν : F^{io5,4} → C^2(M), UDOWLETWORQ@]EGO USLO- WI@ Δν(h) = 0. k NEMU TOVE PRIMENIMA TEOREMA O NEQWNOJ FUNKCII, POTOMU ^TO OPERATOR

B_0 ∐ I OBRATIM NA F^io^{5,4} ∩ ker ν. iZ NEGO ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ ANALITI^ESKI ZAWISQ]EE

OT F SEMEJSTWO ΔνF .

tE VE SAMYE RASSUVDENIQ MOVNO PROWESTI E]E W DWUH SLU^AQH: WO-PERWYH, KOGDA Δν : F^{pq} →

→ C^qo^2(M), A WO-WTORYH, KOGDA Δν : F^{pq} → C^2(M). w SILU EDINSTWENNOSTI NEQWNOJ FUNKCII

WO WSEH TREH SLU^AQH SUVENIE FUNKCIONALA ΔνF NA F^{pq} DOLVNO BYTX ODNIM I TEM VE. pO“TOMU

Δν_F NEPRERYWNO OTOBRAVAET KAVDOE F^{pq} W C^qo^2(M). dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA OSTALOSX

POLOVITX νF = ν + ΔνF .

uTWERVDENIE 2.2. pRI MALYH F ∈ C^6(M) FUNKCIQ λ_F WYPUKLO ZAWISIT OT F . dOKAZATELXSTWO. iZ “RGODI^NOSTI OPERATORA B_0 SLEDUET, ^TO

λ_F = lim_m!1 λ_m(F ) m , GDE λm(F ) = ln ν^f(B0[F ])^mh^�.

pO“TOMU DOSTATO^NO UBEDITXSQ W WYPUKLOSTI FUNKCIJ λm(F ). w SILU (9)–(11)

(B_0[F ])^mh = exp ` dF dv_n + dF dv_n ∘ Σ^n_0 + . . . + dF dv_n ∘ Σ^{n(m}o^{1)} 0 ´ B^m_0 h = exp ` dF dv_{nm} ´ h. sLEDOWATELXNO, λm(F ) = ln ν^fe^{dF/dvnm} h^� = ln μ^fe^{dF/dvnm �}. mY ZNAEM, ^TO FUNKCIONAL μ(f) =

= ν(fh) POLOVITELEN I NORMIROWAN. dLQ WYPUKLOSTI λ_m(F ) DOSTATO^NO, ^TOBY DLQ L@BYH u, v ∈ C^5(W × M) FUNKCIQ φ(t) = ln μ(e^{u+tv}) IMELA NEOTRICATELXNU@ WTORU@ PROIZWODNU@.

wY^ISLIM EE:

φ0(t) = μ(e^{u+tv}v) μ(e^{u+tv}) , φ00(t) = μ(e^{u+tv}v^2)μ(e^{u+tv}) ∐ μ(e^{u+tv}v)^2 μ(e^{u+tv})^2 . a ^ISLITELX POSLEDNEJ DROBI NEOTRICATELEN, POTOMU ^TO W SILU NERAWENSTWA kO[I–bUNQ- KOWSKOGO

μ(e^{u+tv}v)^2 = μ f e^{(u+tv)/2}v · e^{(u+tv)/2} �_2 ≤ μ(e^{u+tv}v^2)μ(e^{u+tv}). uTWERVDENIE 2.3. eSLI U DWUH FUNKCIJ F, F^0 ∈ C^N (M) W NEKOTOROJ TO^KE z_0 ∈ M SOWPADA@T PERWYE DIFFERENCIALY, TO λ_F (z_0) = λ_F 0 (z_0).

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 7 dOKAZATELXSTWO. pUSTX TO^KA z ∈ M IMEET KOORDINATY z_k. pO LEMME aDAMARA WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE ∂(F ∐ F^0)/∂z_k PREDSTAWLQ@TSQ W WIDE ∂(F ∐ F 0) ∂z_k (z) = X l (z_l ∐ z_{0l})f_{kl}(z), f_{kl} ∈ C^No^2(M).

tOGDA IZ (10) WYTEKAET, ^TO RAZNOSTX B0[F ] ∐ B0[F^0] PREDSTAWLQETSQ W WIDE

B_0[F ] ∐ B_0[F 0] = X l (z_l ∐ z_{0l})φ_lB_0, (14)

GDE φ_l — NEKOTORYE FUNKCII IZ C^{No2}(W ×M). pO UTWERVDENI@ 2.1 SU]ESTWU@T TAKIE WEKTOR

h_F ∈ F^{1,N}o^2 I C1(M)-LINEJNYJ FUNKCIONAL ν_F 0 : F^No^{5,4} → C^2(M), DLQ KOTORYH

B_0[F ]h_F = e^{λF} h_F , ν_F 0 ∘ B_0[F 0] = e^{λF 0} ν_F 0 . (15)

oTNORMIRUEM FUNKCIONAL ν_F 0 USLOWIEM ν_F 0 (hF ) ≡ 1. tOGDA IZ (15), (14) I C^1-LINEJNOSTI ν_F 0 WYTEKA@T RAWENSTWA

e^{λF} ∐ e^{λF 0} = ν_F 0 (B_0[F ]h_F ) ∐ ν_F 0 (B_0[F 0]h_F ) = X l (z_l ∐ z_{0l})ν_F 0 (φ_lB_0h_F ).

sLEDOWATELXNO, λF (z0) = λ_F 0 (z0).

uTWERVDENIE 2.4. fUNKCIQ λ_F = λ_F (z) ZAWISIT TOLXKO OT z I ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA FUNKCII F W TO^KE z, T.E. λ_F (z) = λ(z, p), GDE p = dF (z)/dz. oNA N ∐ 4 RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA PO z I ANALITI^ESKI ZAWISIT OT p.

dOKAZATELXSTWO. iZ UTWERVDENIQ 2.3 SLEDUET, ^TO λ_F (z) = λ(z, dF/dz). a ESLI F (z) RAWNQETSQ SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ (p, z), TO PO UTWERVDENI@ 2.1 FUNKCIQ λF (z) = λ(z, p) IMEET GLADKOSTX PORQDKA N ∐ 4 PO z I ANALITI^ESKI ZAWISIT OT p.

oPREDELIM WEKTORNOE POLE vn NA M RAWENSTWOM

v_n = ν(v_nh). (16)

oNO IMEET GLADKOSTX NE NIVE N ∐ 4. iZ OPREDELENIQ (11) POLQ vn I OPREDELENIQ SEMEJSTWA INWARIANTNYH MER μz WIDNO, ^TO vn = nv, GDE v(z) — “TO SREDNEE ZNA^ENIE POLQ v(w, z, 0) PO MERE μz.

uTWERVDENIE 2.5. dLQ WSQKOJ FUNKCII f ∈ C^6(M) df dv_n = d dξ fi fi ξ=0 ν(B_0[ξf]h) = d dε fi fi ε=0 ν(B_εfh ∐ fB_εh) = d dξ fi fi ξ=0 λ_{ξf} . (17)

dOKAZATELXSTWO. pERWOE RAWENSTWO WYTEKAET IZ (10). iZ (9) SLEDUET, ^TO B_εf ∐ fB_ε =

= (f ∘ Σ^n_ε ∐ f)B_ε. o^EWIDNO, f ∘ Σ^n_0 ∐ f = 0 I d(f ∘ Σ^n_ε ∐ f) dε fi fi ε=0 = df dv_n . oTS@DA WYTEKAET WTOROE RAWENSTWO (17). sPRAWEDLIWOSTX TRETXEGO DOKAZYWAET WYKLADKA d dξ fi fi ξ=0 λ_{ξf} = d dξ fi fi ξ=0 ν_{ξf} (B_0[ξf]h_{ξf} ) ν_{ξf} (h_{ξf} ) = d dξ fi fi ξ=0 ν(B_0[ξf]h). trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

8 w.i. bahtin

mY IZU^AEM NORMIROWANNYJ OPERATOR WZWE[ENNOGO SDWIGA Bε, POLU^ENNYJ IZ Aε,n PU- TEM ZAMENY WESA Jε NA NORMIROWANNYJ WES^bJε = Jεe^{oλn/n}. oPREDELIM E]E OPERATORY B I^eB FORMULAMI Bg = νn(g)hn I^eB = I ∐ B. o^EWIDNO, ONI QWLQ@TSQ WZAIMNO DOPOLNITELXNYMI PROEKTORAMI. pOLOVIM

p_j = 1 + 2j, q_{ij} = N ∐ 7 ∐ 6i ∐ 10j,

D^0 =^�(i, j) ∈ Z^2_+^fi 6i + 10j ≤ N ∐ 21^�.

oPREDELENIE 2.1. pRAWILXNOJ DIAGRAMMOJ nX@TONA BUDEM NAZYWATX PROIZWOLXNOE OGRA- NI^ENNOE MNOVESTWO D ⊂ Z+ × Z+, KOTOROE WMESTE S KAVDOJ SWOEJ TO^KOJ (i, j) SODERVIT I WESX PRQMOUGOLXNIK Πij =^�(i^0, j^0)^fi 0 ≤ i^0 ≤ i, 0 ≤ j^0 ≤ j^�. tO^KU (i, j) ∈ Z+ × Z+ NAZOWEM

TO^KOJ ROSTA PRAWILXNOJ DIAGRAMMY nX@TONA D, ESLI ONA NE LEVIT W D, A WSE OSTALXNYE

TO^KI PRQMOUGOLXNIKA Πij LEVAT W D.

tEOREMA 2.6. pUSTX N ≥ 27 I SEMEJSTWO FUNKCIJ F_t(ξ) ∈ C^{No5}(M) PRI t ∈ [0, t_0] I WSEH DOSTATO^NO MALYH WE]ESTWENNYH ξ UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ Ḟ_t(ξ) = λ_{Ft(ξ)} S NA^ALXNYM USLOWIEM F_0(ξ) = ξF . tOGDA DLQ WSQKOJ SLOISTOJ FUNKCII

g_0 ∈ F^{1,N}o^2 I PRAWILXNOJ DIAGRAMMY nX@TONA D ⊂ D0 S MNOVESTWOM TO^EK ROSTA G SU]ESTWU@T TAKIE SEMEJSTWA SLOISTYH FUNKCIJ U_t(ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^j f U_{ijt}h_{Ft(ξ)} + eU_{ijt} � , V_{tτ} (ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^j f V_{ijtτ} + eV_{ijtτ} � , (18)

DLQ KOTORYH PRI WSEH t ∈ [0, t_0] I τ ∈ Z_+ WYPOLNQ@TSQ TOVDESTWA

g_0 = U_0(ξ, ε) + V_{00}(ξ, ε) + X (i,j)2G O(ξ^iε^j), (19)

B_εe^{Ft(ξ)/ε} f U_t(ξ, ε) + V_{tτ} (ξ, ε) � = e^{Ft+ε(ξ)/ε} U_{t+ε}(ξ, ε) + V_{t+ε,τ+1}(ξ, ε) + X (i,j)2G O(ξ^iε^j) ! , (20)

W KOTORYH SLOISTYE FUNKCII ξo^iεo^jO(ξ^iε^j) ∈ F^{[2N/5],4} RAWNOMERNO OGRANI^ENY. kO“FFICI- ENTY SEMEJSTW (18) TAKOWY, ^TO PRI WSEH t ∈ [0, t_0] I τ ∈ Z_+ OPREDELENY PROIZWODNYE d^nU_{ijt} dt^n ∈ C^{qij}o^7o^n(M), n ≤ q_{ij} ∐ 9, d^nV_{ijtτ} dt^n ∈ BF^{pj ,qij} o^n, d^n eU_{ijt} dt^n , d^n eV_{ijtτ} dt^n ∈ eBF^{pj ,qij} o^n, n ≤ q_{ij} ∐ 4. wSE ONI RAWNOMERNO OGRANI^ENY W UKAZANNYH PROSTRANSTWAH, LINEJNO I NEPRERYWNO ZAWISQT OT g_0, A NORMY PROIZWODNYH d^nV_{ijtτ} /dt^n I d^n eV_{ijtτ} /dt^n “KSPONENCIALXNO UBYWA@T PO τ.

eSLI W TOVDESTWAH (19), (20) PRENEBRE^X OSTATO^NYMI ^LENAMI, TO IZ NIH WYTEKAET ASIMP- TOTI^ESKOE RAZLOVENIE B^{t/ε}_ε e^{ξF/ε}g_0 ∼ e^{Ft(ξ)/ε} f U_t(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � , t ∈ εZ ∩ [0, t_0], ε > 0. (21)

dOPOLNENIE 1. nA^ALXNYE KO“FFICIENTY RAZLOVENIJ (18) IME@T WID eU_{00t} = V_{00tτ} = 0,

eV_{00tτ} = Bτ_0 eBg_0, A U_{00t} UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ dU_{00t} dt = dU_{00t} dv + αU_{00t}, U_{000} = ν(g_0), GDE α = d dε fi fi ε=0 ν(B_εh) ∈ C^No^9(M).

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 9

eSLI FUNKCIQ U 000 NA M OTDELENA SNIZU OT NULQ, TO I SEMEJSTWO U 00t NA OTREZKE [0, t0] OTDELENO SNIZU OT NULQ.

mNOGO^LENY tEJLORA STEPENI k PO PEREMENNOJ ξ OT FUNKCII Ft(ξ) I SEMEJSTWA OPERATOROW

U_t(ξ, ε) OBOZNA^IM J^k_ξ F_t(ξ) I J^k_ξ U_t(ξ, ε).

dOPOLNENIE 2. w TEOREME 2.6 MOVNO ZAMENITX F_t(ξ) NA J^k_ξ F_t(ξ) I U_t(ξ, ε) NA J^k_ξ U_t(ξ, ε). pRI “TOM k MOVNO BRATX W PREDELAH OT (N ∐26)/6 DO 3N/5∐11. w ^ASTNOSTI, GODITSQ k = [N/5].

dOPOLNENIE 3. eSLI SLOISTAQ FUNKCIQ g_0 SILXNO POLOVITELXNA, TO DLQ L@BOGO STAN- DARTNOGO SLEDA (˝, α, Φ) S PLAWNOJ PLOTNOSTX@ Φ (W SMYSLE OPREDELENIQ 5.1 IZ [5]) I L@BOGO NATURALXNOGO k W PREDELAH OT (N ∐ 26)/6 DO 3N/5 ∐ 8 SPRAWEDLIWO RAWENSTWO e^{Jkξ Fiε(ξ)/ε} f J^k_ξ U_{iε}(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � (˝, α, Φ) e^{Jkξ Fiε(ξ)/ε} f J^k_ξ U_{iε}(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) + P_{(i,j)} 2G^{O(ξiεj)�(˝, α, Φ) =} X (i,j)2G O(ξ^iε^j) RAWNOMERNO PO (˝, α, Φ) I t ∈ [0, t0].

3. dokazatelxstwo asimptoti~eskoj teoremy 2.6 nAPOMNIM, ^TO NORMIROWANNYJ OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA B0 = e^{oλn} A0,n PRI NEKOTORYH C0 I Λ0 ∈ (0, 1) UDOWLETWORQET OCENKE (7)

‖B^m_0 g‖_{pq} ≤ C_0Λ^m_0 ‖g‖_{pq}, g ∈ F^{pq} ∩ ker B, (22)

GDE p ≥ 1, q ≥ 4 I p + q ≤ N ∐ 1. iZ (10) WYTEKAET RAWENSTWO eo^{Ft+ε(ξ)/ε}B_εe^{Ft(ξ)/ε}g = e^{�t(ξ,ε)}B_εg, (23) W KOTOROM Φ_t(ξ, ε) = Φ_t(ξ, ε, w, z) = F_t(ξ, Σ^n_ε (w, z)) ∐ F_{t+ε}(ξ, z) ε . pO USLOWI@ TEOREMY 2.6 SEMEJSTWO FUNKCIJ Ft(ξ, z) UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU URAW- NENI@^˙F = λF S NA^ALXNYM USLOWIEM F0(ξ, z) = ξF (z) I IMEET GLADKOSTX N ∐ 5. iZ RAWENSTWA

λ_0 = 0 WYTEKAET, ^TO F_t(0, z) ≡ 0 I SOOTWETSTWENNO Φ_t(0, ε) ≡ 0.

lEMMA 3.1. w USLOWIQH TEOREMY 2.6 FUNKCIQ Φ_t(ξ, ε, w, z) NEPRERYWNO DIFFERENCIRU- EMA N ∐ 6 RAZ PO WSEM PEREMENNYM, A SEMEJSTWO SLOISTYH FUNKCIJ h_{Ft(ξ)} OBLADAET TEM SWOJSTWOM, ^TO ∂^{i+n} ∂ξ^i∂t^n h_{Ft(ξ)} ∈ F^{1,N}o^7o^io^n, i + n ≤ N ∐ 11.

dOKAZATELXSTWO. pERWOE O^EWIDNO. wTOROE WYTEKAET IZ TOGO, ^TO PO UTWERVDENI@ 2.1 FUNKCIQ h_{Ft(ξ)} ∈ F^{1,No7oion} ANALITI^ESKI ZAWISIT OT Ft(ξ) ∈ C^{No5oion}(M), A POSLEDNEE SEMEJSTWO W UKAZANNOM PROSTRANSTWE i + n RAZ DIFFERENCIRUEMO PO t, ξ.

lEMMA 3.2. pREDPOLOVIM, ^TO p + q ≤ N ∐ 6 I ^TO SEMEJSTWO FUNKCIJ U_t ∈ C^{qo2}(M) I SEMEJSTWA SLOISTYH FUNKCIJ eU_t, V_{tτ} ∈ F^{pq} UDOWLETWORQ@T OCENKAM WIDA fl fl fl d^nU_t dt^n fl fl fl_qo_2o_n ≤ M, fl fl fl d^n eU_t dt^n fl fl fl_{p,q}o_n ≤ M, fl fld^nV^{tτ} dt^n fl fl p,qon ≤ MΛ^τ , n ≤ q ∐ 4, trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

10 w.i. bahtin

S NEKOTORYMI KONSTANTAMI M > 0 I Λ ∈ (Λ_0, 1), NE ZAWISQ]IMI OT t ∈ [0, t_0] I τ ∈ Z_+. tOGDA SLOISTYE FUNKCII W^1_t (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε f U_th_{Ft(ξ)} � ∐ U_{t+ε}h_{Ft+ε(ξ)}, W^2_t (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε eU_t ∐ eU_{t+ε}, W^3_{tτ} (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_εV_{tτ} ∐ V_{t+ε,τ+1}, W^4(ξ) = U_0h_{ξF} + eU_0 + V_{00}

MOVNO RAZLOVITX W MNOGO^LENY tEJLORA PO ξ, ε DO L@BOJ STEPENI ν ≤ (q ∐ 4)/5:

W^1_t (ξ, ε) = X l>0 k+l<ν ξ^kε^lW^1_{klt} + X l>0 k+l=ν ξ^kε^lW^1_{klt}(ξ, ε),

W^2_t (ξ, ε) = X k+l<ν ξ^kε^lW^2_{klt} + X k+l=ν ξ^kε^lW^2_{klt}(ξ, ε), W^3_{tτ} (ξ, ε) = X k+l<ν ξ^kε^lW^3_{kltτ} + X k+l=ν ξ^kε^lW^3_{kltτ} (ξ, ε), W^4(ξ) = X k˘0 ξ^kW^4_k .

sU]ESTWU@T TAKIE BOLX[IE KONSTANTY C_{kl}, NE ZAWISQ]IE OT M I Λ, ^TO KO“FFICIENTY “TIH RAZLOVENIJ UDOWLETWORQ@T OCENKAM fl W^1_{klt}(ξ, ε) fl 1+2ν,qo5ν ≤ CklM, fl W^2_{klt}(ξ, ε) fl p+2ν,qo5ν ≤ CklM, fl W^3_{kltτ} (ξ, ε) fl p+2ν,qo5ν ≤ CklMΛ τ ; fl fl fl d^nW^1_{klt} dt^n fl fl fl_{1+2l,q}o_ko_{5l}o_n ≤ C^{kl}M, fl fl fl d^nW^2_{klt} dt^n fl fl fl_{p+2l,q}o_ko_{5l}o_n ≤ C^{kl}M, fl fl fl d^nW^3_{kltτ} dt^n fl fl fl_{p+2l,q}o_ko_{5l}o_n ≤ C^{kl}MΛ^τ , ‖W^{4k} ‖^{p,q} ≤ C^{k0}M PRI n ≤ q ∐ k ∐ 5l ∐ 4. w “TOJ FORMULIROWKE PODRAZUMEWAETSQ, ^TO ESLI WYPISANA OCENKA NORMY ‖g‖_{α,β} , TO SOOT- WETSTWU@]AQ FUNKCIQ g OPREDELENA I PRINADLEVIT F^{αβ}.

dOKAZATELXSTWO. iZ UTWERVDENIQ 2.1 I TEOREMY 3.1 IZ [5] SLEDUET, ^TO U_th_{Ft(ξ)} ∈ F^{1,q}. iZ TEOREMY 1.1 I LEMMY 3.1 WYTEKAET, ^TO PRI l ≥ 1

∂^lW^1_t (ξ, ε) ∂ε^l ∈ F^{1+2l,q}o^{5l},

∂^lW^2_t (ξ, ε) ∂ε^l ∈ F^{p+2l,q}o^{5l}, ∂^lW^3_{tτ} (ξ, ε) ∂ε^l ∈ F^{p+2l,q}o^{5l}. dALXNEJ[EE DIFFERENCIROWANIE PO ξ, t W SILU LEMMY 3.1 I TEOREMY 3.1 IZ [5] POKAZYWAET, ^TO ∂^{k+l+n}W^1_t (ξ, ε) ∂ξ^k∂ε^l∂t^n ∈ F^{1+2l,q}o^ko^{5l}o^n, ∂^{k+l+n}W^2_t (ξ, ε) ∂ξ^k∂ε^l∂t^n ∈ F^{p+2l,q}o^ko^{5l}o^n, ∂^{k+l+n}W^3_{tτ} (ξ, ε) ∂ξ^k∂ε^l∂t^n ∈ F^{p+2l,q}o^ko^{5l}o^n.

pRI ε = 0 OPERATOR B0 NEPRERYWNO OTOBRAVAET PROSTRANSTWO F^{pq} W SEBQ. pO“TOMU POSLEDNIE WKL@^ENIQ WERNY TAKVE PRI NULEWYH l I ε. iZ NIH WYTEKA@T TEJLOROWSKIE RAZLOVENIQ DLQ

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 11

W^i_t (ξ, ε) PRI i = 1, 2, 3, A TAKVE OCENKI NORM KO“FFICIENTOW “TIH RAZLOVENIJ. sU]ESTWOWA-

NIE RAZLOVENIQ I OCENKI DLQ W^4(ξ) WYTEKA@T PROSTO IZ TOGO, ^TO FUNKCIQ h_{ξF} ∈ F^{1,No7} ANALITI^ESKI ZAWISIT OT ξ.

iZ (23) I UTWERVDENIQ 2.1 WYTEKA@T TOVDESTWA

e^{�t(ξ,0)}B_0 = eo^{Ḟt(ξ)}B_0[F_t(ξ)], B_0[F_t(ξ)] h_{Ft(ξ)} = e^{Ḟt(ξ)}h_{Ft(ξ)}.

iZ NIH I RASSLOENNOSTI B0[Ft(ξ)] SLEDUET, ^TO W^1_t (ξ, 0) ≡ 0. pO“TOMU W^1_{k0t} = 0.

w USLOWIQH TEOREMY 2.6 RASSMOTRIM NEWQZKI P_t(ξ, ε) = eo^{Ft+ε(ξ)/ε}B_εe^{Ft(ξ)/ε}U_t(ξ, ε) ∐ U_{t+ε}(ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_εU_t(ξ, ε) ∐ U_{t+ε}(ξ, ε), (24) Q_{tτ} (ξ, ε) = eo^{Ft+ε(ξ)/ε}B_εe^{Ft(ξ)/ε}V_{tτ} (ξ, ε) ∐ V_{t+ε,τ+1}(ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_εV_{tτ} (ξ, ε) ∐ V_{t+ε,τ+1}(ξ, ε), (25) R(ξ, ε) = g_0 ∐ U_0(ξ, ε) ∐ V_{00}(ξ, ε). (26)

o^EWIDNO, SUMMA “O-BOLX[IH” W (19) RAWNA R(ξ, ε), A SUMMA “O-BOLX[IH” W (20) RAWNA

P_t(ξ, ε) + Q_{tτ} (ξ, ε). pUSTX

p_j = 1 + 2j, q_{ij} = N ∐ 7 ∐ 6i ∐ 10j,

p0_{ij} = max{p_j0 | (i0, j0) ∈ D ∩ Π_{ij}}, q0_{ij} = min{q_i0_j0 ∐ 5 | (i0, j0) ∈ D ∩ Π_{ij}},

bUDEM DOKAZYWATX TEOREMU 2.6, NARA]IWAQ PO INDUKCII DIAGRAMMU D.

pREDPOLOVENIE INDUKCII. pUSTX PRAWILXNAQ DIAGRAMMA nX@TONA D SODERVITSQ W MNO-

VESTWE D^0 = {(i, j) ∈ Z^2_+ | 6i + 10j ≤ N ∐ 21}. oBOZNA^IM ^EREZ G MNOVESTWO TO^EK ROSTA D, A ^EREZ G^0 MNOVESTWO TO^EK ROSTA D^0. dOPUSTIM, ^TO W USLOWIQH TEOREMY 2.6 A) POSTROENY SEMEJSTWA OPERATOROW U_t(ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^jU_{ijt}, eU_t(ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^j eU_{ijt}, U_t(ξ, ε) = U_t(ξ, ε)h_{Ft(ξ)} + eU_t(ξ, ε);

V_{tτ} (ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^jV_{ijtτ} , eV_{tτ} (ξ, ε) = X (i,j)2D ξ^iε^j eV_{ijtτ} , V_{tτ} (ξ, ε) = V_{tτ} (ξ, ε) + eV_{tτ} (ξ, ε); B) PRI WSEH t ∈ [0, t0] I τ ∈ Z+ OPREDELENY PROIZWODNYE d^nU_{ijt} dt^n ∈ C^{qij}o^7o^n(M), n ≤ q_{ij} ∐ 9, d^nV_{ijtτ} dt^n ∈ BF^{pj ,qij} o^n, d^n eU_{ijt} dt^n , d^n eV_{ijtτ} dt^n ∈ eBF^{pj ,qij} o^n, n ≤ q_{ij} ∐ 4, KOTORYE RAWNOMERNO OGRANI^ENY W UKAZANNYH PROSTRANSTWAH, LINEJNO I NEPRERYWNO ZAWISQT OT g0, A NORMY PROIZWODNYH d^nV ijtτ /dt^n I d^{n e}Vijtτ /dt^n “KSPONENCIALXNO UBYWA@T PO τ;

W) WYPOLNQETSQ NA^ALXNOE USLOWIE

R(ξ, ε) = g_0 ∐ U_0(ξ, ε) ∐ V_{00}(ξ, ε) = X (i,j)2Z2+nD ξ^iε^jR_{ij}, R_{ij} ∈ F^{p0ij ,q0ij} ; trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

12 w.i. bahtin

G) WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA P_t(ξ, ε) = X (i,j)2D0nD ξ^iε^jP_{ijt} + X (i,j)2G0 ξ^iε^jP_{ijt}(ξ, ε), (27) BP_{ijt} = 0 PRI (i, j ∐ 1) ∈ D I (i, j) ∈ D0 \ D, (28) Q_{tτ} (ξ, ε) = X (i,j)2D0nD ξ^iε^jQ_{ijtτ} + X (i,j)2G0 ξ^iε^jQ_{ijtτ} (ξ, ε); (29) D) SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY Cij I Λ ∈ (Λ0, 1), NE ZAWISQ]IE OT g0, ^TO PRI WSEH

t ∈ [0, t_0], τ ∈ Z_+ SPRAWEDLIWY OCENKI ‖P_{ijt}(ξ, ε)‖_{[2N/5],4} ≤ C_{ij}‖g_0‖_{1,N}o_2, ‖Q_{ijtτ} (ξ, ε)‖_{[2N/5],4} ≤ C_{ij}‖g_0‖_{1,N}o_2, fl fld^nP^{ijt} dt^n fl fl p_j ,q_{ij} on ≤ C_{ij}‖g_0‖_{1,N}o_2, fl fld^nQ^{ijtτ} dt^n fl fl p_j ,q_{ij} on ≤ C_{ij}Λ^τ ‖g_0‖_{1,N}o_2, (30)

W KOTORYH n ≤ qij ∐ 4, A ESLI (i, j ∐ 1) /∈ D, TO fl fld^nP^{ijt} dt^n fl fl p_j ,q_{ij} +5on ≤ C_{ij}‖g_0‖_{1,N}o_2, n ≤ q_{ij} + 1 (31)

(PODRAZUMEWAETSQ, ^TO WSE UKAZANNYE PROIZWODNYE SU]ESTWU@T I PRINADLEVAT SOOTWETSTWU- @]IM PROSTRANSTWAM);

E) PRI ε = 0 WYPOLNQETSQ TOVDESTWO^eUt(ξ, 0) ≡ 0.

o^EWIDNO, ESLI MY DOKAVEM “TO PREDPOLOVENIE DLQ PROIZWOLXNOJ PRAWILXNOJ DIAGRAMMY

D ⊂ D^0, TO TEM SAMYM BUDET DOKAZANA I TEOREMA 2.6.

bAZIS INDUKCII. pREDPOLOVENIE INDUKCII WYPOLNENO, ESLI DIAGRAMMA D PUSTA, FUNKCII U_t(ξ, ε), V_{tτ} (ξ, ε) I NEWQZKI P_t(ξ, ε), Q_{tτ} (ξ, ε) NULEWYE, A R(ξ, ε) = R_{00} = g_0. dLQ D = ? ^ISLA p0_{ij} I q0_{ij} FORMALXNO NE OPREDELENY, NO MOVNO WZQTX p0_{ij} = 1 I q0_{ij} = N ∐ 2.

–AG INDUKCII. rASSMOTRIM L@BU@ TO^KU ROSTA (i, j) ∈ G DIAGRAMMY D, LEVA]U@ W D0.

pOLOVIM P_{ijt} = BP_{ijt}, eP_{ijt} = eBP_{ijt}, Q_{ijtτ} = BQ_{ijtτ} , eQ_{ijtτ} = eBQ_{ijtτ} . a. wY^ISLENIE^eUijt. wNA^ALE ZAMETIM, ^TO P ijt ≡ 0. pRI j > 0 “TO WYTEKAET IZ (28), A PRI

j = 0 IZ TOGO, ^TO W SILU USLOWIQ E) PREDPOLOVENIQ INDUKCII I RASSLOENNOSTI B_0[F_t(ξ)] BUDET

P_t(ξ, 0) = eo^{Ḟt(ξ)}B_0[F_t(ξ)] f U_t(ξ, 0)h_{Ft(ξ)} � ∐ U_t(ξ, 0)h_{Ft(ξ)} ≡ 0. (32)

sLEDOWATELXNO, ^TOBY “UBITX” SLAGAEMOE ξ^iε^jPijt W (27), DOSTATO^NO PODOBRATX TAKOJ DOBAWO^- NYJ ODNO^LEN ξ^iε^{j e}Uijt K SLOISTOJ FUNKCII Ut(ξ, ε) W (24), PRI KOTOROM WYPOLNQETSQ URAWNENIE B_0 eU_{ijt} ∐ eU_{ijt} = ∐ eP_{ijt}. oNO IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE

eU_{ijt} = (I ∐ B_0)o1 eP_{ijt}. (33)

w SILU (22) I (30) BUDET d^{n e}Uijt/dt^n ∈ F^{pj ,qij on} PRI n ≤ qij ∐ 4. zAMETIM, ^TO PRI j = 0 IZ TOVDESTWA (32) WYTEKAET Pi0t ≡ 0, OTKUDA^eUi0t ≡ 0. pO“TOMU POSLE DOBAWLENIQ ξ^iε^{j e}Uijt K Ut(ξ, ε) USLOWIE E) PREDPOLOVENIQ INDUKCII OSTANETSQ W SILE.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 13

b. wY^ISLENIE^eVijtτ . ~TOBY “UBITX” SLAGAEMOE ξ^iε^{j e}Qijtτ W (29), NUVNO PODOBRATX TAKOJ DOBAWO^NYJ ODNO^LEN ξ^iε^{j e}Vijtτ K FUNKCII Vtτ (ξ, ε) W (25), PRI KOTOROM WYPOLNQETSQ RAWENSTWO B_0 eV_{ijtτ} ∐ eV_{ijt,τ+1} = ∐ eQ_{ijtτ} . iZ NEGO SLEDUET, ^TO

eV_{ijtτ} = eQ_{ijt,τ}o_1 + B_0 eV_{ijt,τ}o_1 = eQ_{ijt,τ}o_1 + B_0 eQ_{ijt,τ}o_2 + B2_0 eV_{ijt,τ}o_2 = . . . =

= eQ_{ijt,τ}o_1 + B_0 eQ_{ijt,τ}o_2 + . . . + B^τo^1_0 eQ_{ijt0} + B^τ_0 eV_{ijt0}. (34)

fUNKCI@^eVijt0 SLEDUET WZQTX TAKOJ, ^TOBY POSLE ZAWER[ENIQ [AGA INDUKCII MOGLO WYPOLNQTX- SQ NA^ALXNOE USLOWIE W) DLQ NOWOJ DIAGRAMMY D, K KOTOROJ PRISOEDINENA RASSMATRIWAEMAQ TO^KA (i, j) ∈ G∩D^0. —TO BUDET WOZMOVNO TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI^eVij00 =^eRij ∐^eUij0. oSTAETSQ SWOBODA WYBORA^eVijt0 PRI t > 0. pRO]E WSEGO WZQTX^eVijt0 =^eVij00. o^EWIDNO, p^0_{ij} ≤ pj, A ESLI

(i, j) /∈ D, TO q0_{ij} ≥ q_{ij}. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII R_{ij} ∈ F^{p0ij ,q0ij} ⊂ F^{pj ,qij} I eQ_{ijtτ} ∈ F^{pj ,qij} , A

PO POSTROENI@^eUij0 ∈ F^{pj ,qij} . pO“TOMU^eVijtτ ∈ F^{pj ,qij} .

w. wY^ISLENIE V ijtτ . ~TOBY “UBITX” SLAGAEMOE ξ^iε^jQ_{ijtτ} W (29), NEOBHODIMO I DOSTATO^NO PODOBRATX TAKOJ DOBAWO^NYJ ODNO^LEN ξ^iε^jV ijtτ K FUNKCII Vtτ (ξ, ε) W (25), ^TOBY WYPOLNQLOSX URAWNENIE V_{ijtτ} ∐ V_{ijt,τ+1} = ∐Q_{ijtτ} . nAM NUVNO NAJTI EGO RE[ENIE V ijtτ , STREMQ]EESQ K NUL@ PRI τ → ∞. iZ NEGO POLU^AEM V_{ijtτ} = ∐Q_{ijtτ} + V_{ijt,τ+1} = ∐Q_{ijtτ} ∐ Q_{ijt,τ+1} + V_{ijt,τ+2} = . . . = = ∐Q_{ijtτ} ∐ Q_{ijt,τ+1} ∐ Q_{ijt,τ+2} ∐ . . . (35) tOGDA IZ (30) SLEDUET, ^TO_fl fl fl d^nV_{ijtτ} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n ≤ C^{ij} Λ^τ 1 ∐ Λ

‖g_0‖_{1,N}o_2.

g. wY^ISLENIE U ijt. zAMENIM SLOISTU@ FUNKCI@ Ut(ξ, ε) NA Ut(ξ, ε) + ξ^iε^{j e}Uijt I ZANOWO WY^ISLIM SOOTWETSTWU@]U@ NEWQZKU (24). oNA BUDET IMETX WID P 0_t (ξ, ε) = P_t(ξ, ε) + ξ^iε^jW^2_t (ξ, ε), GDE W^2_t (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε eU_{ijt} ∐ eU_{ij,t+ε}. s POMO]X@ LEMMY 3.2 POSTROIM TEJLOROWSKOE RAZLOVENIE W^2_t (ξ, ε) PO ξ, ε DO STEPENI ν =

= [q_{ij}/5] ∐ 1. w REZULXTATE POLU^IM TEJLOROWSKOE RAZLOVENIE DLQ P 0_t (ξ, ε). w “TOM NOWOM RAZ-

LOVENII PO SRAWNENI@ SO STARYM KO“FFICIENT Pi,j+1,t (PRI ξ^iε^{j+1}) IZMENITSQ I STANET RAWEN P 0_{i,j+1,t} = P_{i,j+1,t} + d dε fi fi ε=0 f B_ε eU_{ijt} ∐ eU_{ij,t+ε} � = P_{i,j+1,t} + W^2_{01t}. (36)

iZ LEMMY 3.2 I (31) SLEDUET, ^TO

d^nW^2_{01t} dt^n ∈ F^{pj +2,qij} o^5o^n, d^nP_{i,j+1,t} dt^n ∈ F^{pj+1,qi,j+1+5}o^n, OTKUDA_{dnP 0} i,j+1,t dt^n ∈ F^{pj +2, qij} o^5o^n, n ≤ q_{ij} ∐ 9. (37)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

14 w.i. bahtin

nAM OSTALOSX PODOBRATX TAKOJ DOBAWOK ξ^iε^jU ijte_{Ft(ξ)} K FUNKCII Ut(ξ, ε) W (24), ^TOBY UDOWLE- TWORITX RAWENSTWU (28), ILI, ^TO TO VE SAMOE, “UBITX” SLAGAEMOE ξ^iε^{j+1}BP^0_{i,j+1,t} W (27). dLQ “TOGO NEOBHODIMO I DOSTATO^NO RE[ITX URAWNENIE d dε fi fi ε=0 B f B_ε(U_{ijt}h) ∐ U_{ij,t+ε}h � = ∐BP 0_{i,j+1,t}. oNO RAWNOSILXNO d dε fi fi ε=0 ν ı B_ε(U_{ijt}h) ∐ U_{ijt}B_εh + U_{ijt}B_εh ∐ U_{ijt}B_0h + U_{ijt}h ∐ U_{ij,t+ε}h ȷ = ∐ν(P 0_{i,j+1,t}). a POSLEDNEE W SILU UTWERVDENIQ 2.5 RAWNOSILXNO dU_{ijt} dv_n + αU_{ijt} ∐ dU_{ijt} dt = ∐ν(P 0_{i,j+1,t}), GDE α = d dε fi fi ε=0 ν(B_εh) ∈ C^No^9(M). (38)

—TO NEODNORODNOE LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA. oNO IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE PRI L@BOM NA^ALXNOM USLOWII U ij0. ~TOBY UDOW- LETWORITX USLOWI@ W) PREDPOLOVENIQ INDUKCII, SLEDUET WZQTX U ij0 = ν(Rij ∐ V ij00). u NAS

R_{ij} ∈ F^{p0ij ,q0ij} ⊂ F^{pj ,qij} I V_{ij00} ∈ F^{pj ,qij} . sLEDOWATELXNO, U_{ij0} ∈ C^{qij}o^2(M). a IZ (37) WYTE-

KAET, ^TO d^nν(P^0_{i,j+1,t})/dt^n ∈ C^{qij o7on}(M). pO“TOMU DLQ RE[ENIQ U ijt URAWNENIQ (38) BUDET d^nU_{ijt}/dt^n ∈ C^{qij} o^7o^n(M). d. pOSTROENIE NOWYH NEWQZOK. wNA^ALE DOKAVEM OCENKI fl fl fl d^nU_{ijt} dt^n fl fl fl_{qij} o_7o_n ≤ C‖g^0‖^{1,N}o^2, fl fl fl d^n eU_{ijt} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n ≤ C‖g^0‖^{1,N}o^2, fl fl fl V_{ijtτ} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n ≤ CΛ^τ ‖g^0‖^{1,N}o^2, fl fl fl d^n eV_{ijtτ} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n ≤ CΛ^τ ‖g^0‖^{1,N}o^2

S NEKOTOROJ KONSTANTOJ C, NE ZAWISQ]EJ OT g0. pERWYE TRI IZ NIH WYTEKA@T PROSTO IZ OPRE- DELENIJ FUNKCIJ U ijt,^eUijt, V ijtτ I SOOTWETSTWU@]IH OCENOK D) PREDPOLOVENIQ INDUKCII. a IZ (22), OPREDELENIQ^eVijtτ I OCENOK DLQ d^nQijtτ /dt^n WYTEKAET fl fl fl d^n eV_{ijtτ} dt^n fl fl fl_{pj ,qij}o_n ≤ ‖ eB‖C_{ij}fΛτo1 + C_0Λ_0Λτo2 + . . . + C_0Λ^τo^1_0 �‖g_0‖_{1,N}o_2 + C_0Λτ_0 fl fl fl d^n eV_{ijt0} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n≤ ≤ ‖ eB‖C_{ij}C_0 Λ^τ Λ ∐ Λ_0

‖g_0‖_{1,N}o_2 + C_0Λ^τ fl fl fl d^n eV_{ijt0} dt^n fl fl fl_{pj ,qij} o_n . nETRUDNO WIDETX, ^TO PRAWAQ ^ASTX POSLEDNEGO NERAWENSTWA PO PORQDKU NE PREWOSHODIT

Λ^τ ‖g_0‖_{1,N}o_2.

zAMENIM W OPREDELENIQH NEWQZOK (24)–(26) FUNKCII Ut(ξ, ε) I Vtτ (ξ, ε) SOOTWETSTWENNO NA U0_t (ξ, ε) = U_t(ξ, ε) + ξ^iε^j f U_{ijt}h_{Ft(ξ)} + eU_{ijt} � , V 0_{tτ} (ξ, ε) = V_{tτ} (ξ, ε) + ξ^iε^j f V_{ijtτ} + eV_{ijtτ} � . tOGDA NOWYE NEWQZKI BUDUT IMETX WID

P 0_t (ξ, ε) = P_t(ξ, ε) + ξ^iε^j f W^1_t (ξ, ε) + W^2_t (ξ, ε) � , (39)

Q0_{tτ} (ξ, ε) = Q_{tτ} (ξ, ε) + ξ^iε^jW^3_{tτ} (ξ, ε), (40)

R0(ξ, ε) = R(ξ, ε) + ξ^iε^jW^4(ξ), (41)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 15 GDE W^1_t (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε f U_{ijt}h_{Ft(ξ)} � ∐ U_{ij,t+ε}h_{Ft+ε(ξ)}, W^2_t (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε eU_{ijt} ∐ eU_{ij,t+ε}, W^3_{tτ} (ξ, ε) = e^{�t(ξ,ε)}B_ε f V_{ijtτ} + eV_{ijtτ} � ∐ f V_{ij,t+ε,τ+1} + eV_{ij,t+ε,τ+1} � , W^4(ξ) = U_{ij0}h_{ξF} + eU_{ij0} + V_{ij00} + eV_{ij00}.

s POMO]X@ LEMMY 3.2 RAZLOVIM DOBAWO^NYE FUNKCII W^1_t (ξ, ε), W^2_t (ξ, ε), W^3_{tτ} (ξ, ε) W MNOGO^LE- NY tEJLORA PO ξ, ε DO STEPENI ν = [qij/5] ∐ 2, A W^4(ξ) W RQD PO ξ. oSTAETSQ PROWERITX, ^TO W REZULXTATE POLU^ATSQ RAZLOVENIQ DLQ NEWQZOK (39)–(41), UDOWLETWORQ@]IE TREBOWANIQM W) I D) PREDPOLOVENIQ INDUKCII DLQ DIAGRAMMY D ∪ {(i, j)}.

e. pROWERKA USLOWIJ W) I D). dLQ WSEH TREH NEWQZOK ONA PROIZWODITSQ PRIMERNO ODINAKOWO. pO“TOMU MY RASSMOTRIM TOLXKO ODNU NEWQZKU (39), DLQ KOTOROJ “TA PROWERKA NAIBOLEE SLOVNA. w RAZLOVENII P^0_t (ξ, ε) PO STEPENQM ξ, ε KO“FFICIENT PRI ξ^{i0} ε^{j0} OBOZNA^IM P^0_i0_j0_t. eSLI i^0 < i ILI

j0 < j, TO P 0_i0_j0_t = P_i0_j0_t, A DLQ P_i0_j0_t OCENKI (30), (31) WYPOLNQ@TSQ. pUSTX TEPERX i0 ≥ i I j0 ≥ j.

pREDSTAWIM i^0 = i + k, j^0 = j + l.

wNA^ALE RASSMOTRIM SLU^AJ k + l < ν. tOGDA P^0_i0_j0_t = P_i0_j0_t + W^1_{klt} + W^2_{klt} (GDE KO“FFICIENTY

W^1_{klt} I W^2_{klt} WZQTY IZ LEMMY 3.2). pO LEMME 3.2 d^nW^1_{klt} dt^n ∈ F^{1+2l,qij} o^5o^ko^{5l}o^n, d^nW^2_{klt} dt^n ∈ F^{pj +2l,qij}o^ko^{5l}o^n, (42)

PRI^EM W^1_{k0t} = 0. lEGKO WIDETX, ^TO 1 + 2l ≤ pj + 2l = p_j0 I qij ∐ k ∐ 5l ≥ q_i0_j0 + 5(k + l). pO“TOMU PROIZWODNYE (42) PRINADLEVAT PROSTRANSTWU F^{pj0 ,qi0j0 on}, A W SLU^AE (k, l) ≠ (0, 1) PROSTRANSTWU

F^{pj0 ,qi0j0 +5}o^n, GDE IM I POLOVENO BYTX W SOOTWETSTWII S OCENKAMI D).

rASSMOTRIM SLU^AJ k + l = ν. u NAS ν = [qij/5] ∐ 2. sLEDOWATELXNO,

6i0 + 10j0 > 6i + 10j + 5ν ≥ 6i + 10j + q_{ij} ∐ 14 = N ∐ 21

I TO^KA (i^0, j^0) LEVIT WNE D^0. pO“TOMU NUVNO LI[X PROWERITX, ^TO W^1_{klt}(ξ, ε), W^2_{klt}(ξ, ε) ∈

∈ F^{[2N/5],4}. —TO DEJSTWITELXNO TAK, POTOMU ^TO PO LEMME 3.2 FUNKCII W^1_{klt}(ξ, ε), W^2_{klt}(ξ, ε)

PRINADLEVAT F^{pj +2ν,qij o5o5ν}, GDE

p_j + 2ν ≤ 1 + 2j + 2q_{ij}/5 ∐ 4 = ∐3 + 2j + 2(N ∐ 7 ∐ 6i ∐ 10j)/5 < 2N/5,

q_{ij} ∐ 5 ∐ 5ν ≥ q_{ij} ∐ 5 ∐ q_{ij} + 10 = 5.

iZ TOJ VE LEMMY 3.2 SLEDUET, ^TO NORMY PROIZWODNYH d^nW^1_{klt}/dt^n I d^nW^2_{klt}/dt^n W SOOTWET- STWU@]IH PROSTRANSTWAH BUDUT OCENIWATXSQ ^EREZ ‖g0‖1,No2. sLEDOWATELXNO, I d^nP^0_i0_j0_t/dt^n BUDUT OCENIWATXSQ ^EREZ ‖g0‖1,No2. tEOREMA 2.6 DOKAZANA.

dLQ DOKAZATELXSTWA DOPOLNENIQ 1 DOSTATO^NO SDELATX TOLXKO ODIN [AG INDUKCII PRI

i = j = 0. pOSKOLXKU P_{00t} = Q_{00tτ} = P_{01t} = 0, A R_{00} = g_0, TO IZ FORMUL (33)–(35) POLU^AEM

eU_{00t} = 0, eV_{00tτ} = Bτ_0 eV_{00t0} = Bτ_0 eR_{00} = Bτ_0 eBg_0, V_{00tτ} = 0.

tOGDA IZ (36) SLEDUET, ^TO P^0_{01t} = 0, I URAWNENIE (38) DLQ NAHOVDENIQ U 00t PRIOBRETAET WID dU_{00t} dt = dU_{00t} dv_n + αU_{00t}, GDE U_{000} = ν(R_{00}) = ν(g_0).

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

16 w.i. bahtin

pUSTX g^t — FAZOWYJ POTOK WEKTORNOGO POLQ ∐vn NA M. tOGDA FUNKCIQ ut = U 00t ∘ g^t UDOW- LETWORQET OBYKNOWENNOMU LINEJNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ u̇t = α ∘ g^tut. iZ OPRE- DELENIQ (38) FUNKCII α WIDNO, ^TO ONA OGRANI^ENA NA M. eSLI infM u0 = m > 0, TO OTS@DA SLEDUET NERAWENSTWO ut ≥ me^{t inf α}.

~TOBY UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI DOPOLNENIQ 2, DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO RAWENSTWA

(19), (20) OSTA@TSQ W SILE, ESLI W NIH ZAMENITX F_t(ξ) NA F 0_t (ξ) = J^k_ξ F_t(ξ), A U_t(ξ, ε) NA U0_t(ξ, ε) =

= J^k_ξ U_t(ξ, ε). oTS@DA ESTESTWENNO WOZNIKA@T OGRANI^ENIQ NA k. s ODNOJ STORONY, k DOLVNO

BYTX NASTOLXKO BOLX[IM, ^TOBY OBRAZU@]IESQ POSLE UKAZANNOJ ZAMENY W (19), (20) DOPOLNI- TELXNYE NEWQZKI PREDSTAWLQLISX W WIDE^P_{(i,j)2}G O(ξ^iε^j). nA SAMOM DELE ONI IME@T WID O(ξ^{k+1}), PO“TOMU NAM DOSTATO^NO, ^TOBY TO^KA (k + 1, 0) LEVALA WNE D^0, ^TO RAWNOSILXNO NERAWENSTWU

k ≥ (N ∐ 26)/6. s DRUGOJ STORONY, k DOLVNO BYTX NE SLI[KOM WELIKO, ^TOBY “TI DOPOLNI-

TELXNYE NEWQZKI IMELI NEOBHODIMU@ GLADKOSTX I PRINADLEVALI PROSTRANSTWU F^{[2N/5],4}. dLQ “TOGO DOSTATO^NO, ^TOBY ^ETYRE FUNKCII f J^k_ξ U_0(ξ, ε) ∐ U_0(ξ, ε) �ffi ξ^{k+1}, f J^k_ξ U_{t+ε}(ξ, ε) ∐ U_{t+ε}(ξ, ε) �ffi ξ^{k+1}, f e^{Jkξ �t(ξ,ε)}B_εJ^k_ξ U_t(ξ, ε) ∐ e^{�t(ξ,ε)}B_εU_t(ξ, ε) �ffi ξ^{k+1}, f e^{Jkξ �t(ξ,ε)}B_εV_{tτ} (ξ, ε) ∐ e^{�t(ξ,ε)}B_εV_{tτ} (ξ, ε) �ffi ξ^{k+1} (43)

PRINADLEVALI F^{[2N/5],4}. iZ LEMMY 3.1 SLEDUET, ^TO FUNKCIQ (J^k_ξ Φt(ξ, ε) ∐ Φt(ξ, ε))/ξ^{k+1} IMEET GLADKOSTX NE NIVE N ∐7∐k PO WSEM PEREMENNYM I ^TO SLOISTAQ FUNKCIQ (J^k_ξ h_{Ft(ξ)}∐h_{Ft(ξ)})/ξ^{k+1} PRINADLEVIT PROSTRANSTWU F^{1,No8ok}. iSHODQ IZ OPREDELENIQ Ut(ξ, ε) I Vtτ (ξ, ε) NESLOVNO PO- KAZATX, ^TO MOVNO OBESPE^ITX PRINADLEVNOSTX SLOISTYH FUNKCIJ (43) PROSTRANSTWU F^{[2N/5],4}, DOBIW[ISX, ^TOBY ONO BYLO MODULEM NAD C^{No7ok}(W ×M). a “TO BUDET PRI N∐7∐k ≥ [2N/5]+4, DLQ ^EGO DOSTATO^NO k ≤ 3N/5 ∐ 11. pOZWOLIM SEBE OPUSTITX PODTWERVDA@]IE “TO “LEMENTAR- NYE RASSUVDENIQ.

dOKAVEM DOPOLNENIE 3. wNA^ALE ZAMETIM, ^TO IZ OPREDELENIJ PLAWNOJ PLOTNOSTI I NORMY SLOISTOJ FUNKCII (OPREDELENIQ 5.1 I 3.3 IZ [5]) WYTEKAET SU]ESTWOWANIE TAKOGO BOLX[OGO C, ^TO DLQ L@BOGO STANDARTNOGO SLEDA (˝, α, Φ) S PLAWNOJ PLOTNOSTX@ I L@BOJ FUNKCII g ∈ F^{pq} WYPOLNQETSQ OCENKA |g(˝, Φ)| ≤ C‖g‖_{pq} inf Φ. (44) pO USLOWI@ FUNKCII g0 I h0 SILXNO POLOVITELXNY, ^TO OZNA^AET OBY^NU@ POLOVITELXNOSTX PL@S SU]ESTWOWANIE TAKOGO c > 0, ^TO g0(˝, α, 1) ≥ c I h0(˝, α, 1) ≥ c DLQ WSEH STANDARTNYH LISTOW (˝, α). nAZOWEM SLOISTU@ FUNKCI@ SLABO POLOVITELXNOJ, ESLI ONA PRINIMAET NEOTRI- CATELXNYE ZNA^ENIQ NA STANDARTNYH SLEDAH S PLAWNYMI PLOTNOSTQMI. pOSKOLXKU OBRAZ SLEDA S PLAWNOJ PLOTNOSTX@ TOVE IMEET PLAWNU@ PLOTNOSTX (SLEDSTWIE 5.1.1 IZ [5]), OPERATOR B0 SOHRANQET KAK SILXNU@, TAK I SLABU@ POLOVITELXNOSTX.

fIKSIRUEM STANDARTNYJ SLED S PLAWNOJ PLOTNOSTX@ (˝, α, Φ). iZ SILXNOJ POLOVITELXNO- STI g0 I OCENKI (44) DLQ FUNKCII h0 WYTEKAET, ^TO PRI NEKOTOROM δ > 0 FUNKCIQ g0 ∐ δh0 SLABO POLOVITELXNA. tAKOJ VE BUDET I B^k_0 (g0 ∐ δh0) = B^k_0 g0 ∐ δh0. pO“TOMU

B^k_0 g_0(˝, Φ) ≥ δh_0(˝, Φ) ≥ δc inf Φ.

iZ (19), (20) PRI ξ = ε = 0 SLEDUET, ^TO U0(0, 0) + V_{0,k}(0, 0) = B^k_0 g0. pO SOOBRAVENIQM NEPRE- RYWNOSTI DLQ L@BOGO NATURALXNOGO m SU]ESTWUET TAKAQ MALAQ OBLASTX IZMENENIQ PARAMETROW ξ I ε, W KOTOROJ � U_{kε}(ξ, ε) + V_{kε,k}(ξ, ε) � (˝, α, Φ) ≥ δc 2 inf Φ, k = 0, . . . , m. (45)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 17

a IZ DOPOLNENIQ 1 LEGKO WYWESTI SU]ESTWOWANIE TAKOGO c0 > 0, ^TO

U_t(ξ, ε)(˝, α, Φ) ≥ c_0 inf Φ (46)

PRI WSEH DOSTATO^NO MALYH ξ, ε I t ∈ [0, t0]. pOSKOLXKU Vtτ “KSPONENCIALXNO UBYWAET PO τ, IZ (45), (46) WYTEKAET SU]ESTWOWANIE TAKOGO c1 > 0, ^TO � U_t(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � (˝, α, Φ) ≥ c_1 inf Φ.

s DRUGOJ STORONY, W SILU (44)_” X (i,j)2G O(ξ^iε^j) # (˝, α, Φ) = X (i,j)2G O(ξ^iε^j) · inf Φ

RAWNOMERNO PO (˝, α, Φ) I t ∈ [0, t0]. iZ POSLEDNIH DWUH OCENOK WYTEKAET DOPOLNENIE 3.

4. kramerowskie asimptotiki rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO (Ω, A, P). sKAVEM, ^TO DRUGOE WERO- QTNOSTNOE PROSTRANSTWO (Ω^0, A^0, P^0) QWLQETSQ EGO RAS[IRENIEM, ESLI ZADANA IZMERIMAQ PROEK- CIQ π : (Ω^0, A^0, P^0) → (Ω, A, P), SOHRANQ@]AQ MERU (T.E. P(M) = P^0(π^{o1}(M)) DLQ WSEH M ∈ A). wSQKAQ SLU^AJNAQ WELI^INA χ NA Ω INDUCIRUET SLU^AJNU@ WELI^INU χ^0 = χ ∘ π NA Ω^0. pRI “TOM FUNKCII RASPREDELENIQ χ I χ^0 SOWPADA@T. nIVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX PEREHOD OT Ω K RAS[IRENNOMU WEROQTNOSTNOMU PROSTRANSTWU Ω^0 DLQ WY^ISLENIQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY χ.

nAPOMNIM, ^TO OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA Aε,n OPREDELQETSQ FORMULOJ A_{ε,n}g(˝, α, Φ) = Z s0_ε

ξ_s(α, β)g(˝0_ε, β0, Φ0_ε) dμ(β0). (47)

w NEJ (˝, α, Φ) — PROIZWOLXNYJ STANDARTNYJ SLED S CENTROM α, TO^KA β PRINADLEVIT ˝,

β0 = Σ^n_ε (β), SLED (˝0_ε, Φ0_ε) SOWPADAET S (Σ_εJ_ε)^n(˝, Φ), A μ — RIMANOW OB˙EM NA ˝0_ε. sTANDART-

NAQ NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ ξs(α, β) NA ˝ × ˝ OPREDELQETSQ TAKIM OBRAZOM, ^TO ONA STROGO POLOVITELXNA, ESLI RASSTOQNIE MEVDU α I β MENX[E NEKOTOROGO DOSTATO^NO MALOGO, NO FIK- SIROWANNOGO ^ISLA r0 > 0, OBRA]AETSQ W NULX, ESLI RASSTOQNIE MEVDU α I β BOLX[E 2r0, I UDOWLETWORQET TOVDESTWU_Z s ξ_s(α, β) dμ(α) ≡ 1. (48)

kAK I RANX[E, BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO WESOWAQ FUNKCIQ Jε OTDELENA SNIZU OT NULQ. tOGDA

NORMIROWANNYJ OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA B_ε POLU^AETSQ IZ A_{ε,n} PUTEM ZAME-

NY W OPREDELENII Aε,n WESA Jε NA NORMIROWANNYJ WES^bJε = e^{oλn/n}Jε (GDE e^{λn} — MAKSIMALXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE A0,n). eSLI ISHODNYJ WES IZNA^ALXNO NORMIROWAN, TO Aε,n SOWPADAET S Bε. pUSTX (G0, Φ0) — NEKOTORYJ SLED, IME@]IJ DOSTATO^NO BOLX[IE LINEJNYE RAZMERY, S PO- LOVITELXNOJ PLOTNOSTX@ Φ0. pREDPOLOVIM, ^TO MNOVESTWO ˝0 KOMPAKTNO SODERVITSQ W G0 I ^TO DLQ L@BOJ TO^KI α ∈ ˝0 SU]ESTWUET STANDARTNYJ LIST (˝, α) S CENTROM α, CELI- KOM LEVA]IJ W G0. pUSTX SLOISTAQ FUNKCIQ g0 OPREDELQETSQ TEM, ^TO EE ZNA^ENIE NA WSQ- KOM STANDARTNOM SLEDE (˝, α, Φ) RAWNO Φ(α). oPREDELIM SLEDU@]IE LINEJNYE FUNKCIONALY

ν_k : C1(G_0) → R:

ν_k(f) = Z s0 A^k_{ε,n}g_0(˝, α, fΦ_0) dμ(α). (49)

2 trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

18 w.i. bahtin

iSHODQ IZ OPREDELENIQ (47) “TI FUNKCIONALY MOVNO PREDSTAWITX KAK KRATNYE INTEGRA- LY. dLQ “TOGO POSTROIM POSLEDOWATELXNOSTI SLEDOW (Gi, Φi) = (ΣεJε)^{ni}(G0, Φ0) I (Gi, fi) =

= Σ^{ni}_ε (G_0, f). tOGDA, O^EWIDNO,

Φ_i f Σ^{ni}_ε (α) � = f Φ × J_ε × J_ε ∘ Σ_ε × . . . × J_ε ∘ Σ^{ni}o^1_ε � (α), f_i f Σ^{ni}_ε (α) � = f(α), (G_i, f_iΦ_i) = (Σ_εJ_ε)^{ni}(G_0, fΦ_0).

bUDEM RASSMATRIWATX TAKIE POSLEDOWATELXNOSTI PAR TO^EK (αi, βi) ∈ Gi, i = 0, . . . , k, W KOTORYH

α_{i+1} = Σ^n_ε (β_i) PRI WSEH i = 0, . . . , k ∐ 1. tOGDA IZ (47), (49) WYTEKAET, ^TO

ν_k(f) = Z G_k f_k(α_k)Φ_k(α_k) dμ(α_k) Z G_k11

ξ_{Gk11} (α_ko_1, β_ko_1) dμ(α_ko_1) . . .

. . . Z G1 ξ_{G1} (α_1, β_1) dμ(α_1) Z s0 ξ_G(α_0, β_0) dμ(α_0) = (50)

= Z s0 dμ(α_0) Z G1 ξ_{G0} (α_0, β_0) dμ(α_1) . . . Z G_k ξ_{Gk11} (α_ko_1, β_ko_1)f_k(α_k)Φ_k(α_k) dμ(α_k). (51)

dLQ L@BOGO R > 0 OBOZNA^IM ^EREZ ˝^{+R}_0 MNOVESTWO TO^EK LISTA G0, KOTORYE LEVAT NA RASSTOQNII MENX[E R OT ˝0, A ^EREZ ˝^{oR}_0 MNOVESTWO TEH TO^EK ˝0, KOTORYE LEVAT NA RASSTO- QNII BOLX[E R OT G0 \ ˝0. nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTI, MOVNO S^ITATX, ^TO OTOBRAVENIE Σε RASTQGIWAET WSE LISTY S KO“FFICIENTOM RASTQVENIQ NE MENX[E Λ^{o1}, GDE ^ISLO Λ ∈ (0, 1) NE ZAWISIT OT LISTA.

uTWERVDENIE 4.1. dLQ KAVDYH ε, k SU]ESTWUET TAKAQ NEOTRICATELXNAQ GLADKAQ FUNKCIQ ζ : G_0 → [0, 1], OBRA]A@]AQSQ W EDINICU NA ˝o^R_0 I W NULX NA G_0 \ ˝^{+R}_0 , GDE R = 2r_0(1 ∐ Λ)o^1, ^TO

ν_k(f) = Z G ζfΦ_0 × J_ε × J_ε ∘ Σ_ε × . . . × J_ε ∘ Σ^{nk}o^1_ε dμ ∘ Σ^{nk}_ε (52)

(GDE μ — RIMANOW OB˙EM NA Σ^{nk}_ε (G0)). w ^ASTNOSTI, DLQ KANONI^ESKOGO WESA Jε POLU^AEM

ν_k(Φ) = Z G0 ζΦ dμ, GDE μ — RIMANOW OB˙EM NA G_0.

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM ζ(α) = Z G_k11

ξ_{Gk11} (α_ko_1, β_ko_1) dμ(α_ko_1) . . . Z s0 ξ_{G0} (α_0, β_0) dμ(α_0), (53)

GDE β_{ko1} = Σ^{n(ko1)}ε (α). tOGDA IZ (50) WYTEKAET (52). pUSTX

˝o_0 = ˝o^{2r0}_0 , ˝o_1 = f Σ^n_ε (˝o_0 )

�o_{2r0} , . . . , ˝o_k = f Σ^n_ε (˝o_ko_1)

�o_{2r0} . iZ TOGO ^TO OTOBRAVENIE Σε RASTQGIWAET WSE LISTY S KO“FFICIENTOM NE MENX[E Λ^{o1}, WYTEKAET WKL@^ENIE Σ^{ni}_ε (˝^{oR}_0 ) ⊂ ˝^o_i DLQ WSEH i. pOSLEDOWATELXNO WY^ISLQQ W (53) INTEGRALY SPRAWA NALEWO I U^ITYWAQ (48), POLU^AEM, ^TO PRI βi ∈ ˝^o_i Z G_i ξ_{Gi} (α_i, β_i) dμ(α_i) . . . Z G1 ξ_{G1} (α_1, β_1) dμ(α_1) Z s0 ξ_G(α_0, β_0) dμ(α_0) = 1.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 19

iZ “TOGO RAWENSTWA (DLQ i = k ∐ 1) I WKL@^ENIQ Σ^{n(ko1)}ε (˝^{oR}_0 ) ⊂ ˝^o_{ko1} WYTEKAET RAWENSTWO

ζ(α) = 1 PRI α ∈ ˝o^R_0 . aNALOGI^NO PROWERQETSQ, ^TO ζ(α) = 0 PRI α ∈ G_0 \ ˝^{+R}_0 . nAKONEC,

IZ (48) I (53) WIDNO, ^TO ζ(α) ∈ [0, 1] PRI α ∈ G0. uTWERVDENIE 4.1 DOKAZANO.

mY IZU^AEM SLED (G0, Φ0) S POLOVITELXNOJ PLOTNOSTX@ Φ0 I LIST ˝0 ⊂ G0, OBLADA@]IJ TEM SWOJSTWOM, ^TO DLQ KAVDOJ TO^KI α ∈ ˝0 SU]ESTWUET STANDARTNYJ LIST (˝, α), CELIKOM LEVA]IJ W G0. oPREDELIM LINEJNYE FUNKCIONALY P_k NA C^1(G0) FORMULOJ

P_k(f) = ν_k(f) ν_k(1)

. (54)

iZ (52) WIDNO, ^TO FUNKCIONAL P_k POLOVITELEN (PRINIMAET NEOTRICATELXNYE ZNA^ENIQ NA NEOTRICATELXNYH FUNKCIQH). kROME TOGO, ON NORMIROWAN (T.E. P_k(1) = 1). iZ TEOREMY rISSA SLEDUET, ^TO P_k OPREDELQET BORELEWSKU@ WEROQTNOSTNU@ MERU NA G0.

rASSMOTRIM WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO (G0, B, P_k), GDE B — BORELEWSKAQ σ-ALGEBRA NA G0. oPREDELIM WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO Ω_k KAK MNOVESTWO POSLEDOWATELXNOSTEJ PAR TO^EK

(α_i, β_i) ∈ G_i, i = 0, . . . , k ∐ 1, W KOTORYH RASSTOQNIE MEVDU α_i I β_i NE PREWOSHODIT 2r_0

I αi+1 = Σ^n_ε (βi) PRI WSEH i. o^EWIDNO, W KAVDOJ TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI TO^KI βi OD- NOZNA^NO WOSSTANAWLIWA@TSQ PO αi. pO“TOMU WSQKAQ FUNKCIQ f NA Ω_k PREDSTAWLQETSQ KAK

f = f(α_0, . . . , α_k). oPREDELIM WEROQTNOSTNU@ MERU P0_k NA Ω_k KAK LINEJNYJ FUNKCIONAL

P0_k(f) = ν0_k(f)/ν0_k(1), GDE

ν0_k(f) = Z s0 dμ(α_0) Z G1 ξ_{G0} (α_0, β_0) dμ(α_1) . . . Z G_k ξ_{Gk11} (α_ko_1, β_ko_1)f(α_0, . . . , α_k)Φ_k(α_k) dμ(α_k). (55)

eSLI f(α0, . . . , α_k) = f_k(α_k), TO (55) SOWPADAET S (51). pO“TOMU (Ω_k, B, P^0_k) QWLQETSQ RAS[I- RENIEM (G0, B, P_k). sOOTWETSTWU@]AQ PROEKCIQ π : Ω_k → G0 SOPOSTAWLQET POSLEDOWATELXNO- STI (α0, . . . , α_k) TAKU@ TO^KU α ∈ G0, ^TO Σ^{nk}_ε (α) = α_k. rASSMOTRIM SLU^AJNU@ WELI^INU

f(α) = F ∘Σ^{nk}_ε (α) NA G_0. oNA INDUCIRUET SLU^AJNU@ WELI^INU f ∘π(α_0, . . . , α_k) = F (α_k) NA Ω_k.

pO“TOMU RASPREDELENIE F ∘ Σ^{nk}_ε PO MERE P_k SOWPADAET S RASPREDELENIEM F (α_k) PO MERE P^0_k.

tEOREMA 4.2. pUSTX WES J_ε NORMIROWAN, PLOTNOSTX Φ_0 NA LISTE G_0 PLAWNAQ, A ZNA^ENIE SLOISTOJ FUNKCII g_0 NA L@BOM STANDARTNOM SLEDE (˝, α, Φ) RAWNO Φ(α). tOGDA W USLOWIQH TEOREMY 2.6 SU]ESTWUET SEMEJSTWO NEPRERYWNYH FUNKCIJ G_k(ξ, ε): Ω_k → C , ANALITI^ESKI ZAWISQ]EE OT ξ I WE]ESTWENNOE PRI ξ ∈ R, DLQ KOTOROGO PRI WSEH DOSTATO^NO MALYH ξ, ε I t ∈ εZ ∩ [0, t_0] WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA P0_{t/ε} f exp(ξF (α_{t/ε})/ε + G_{t/ε}(ξ, ε)) � = e^{F �t (ξ)/ε} R s0 f U�_t (ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � (˝, α, Φ_0) dμ(α) R s0 f U�_t (0, ε) + V_{t,t/ε}(0, ε) � (˝, α, Φ_0) dμ(α)

, (56)

W KOTORYH F �_t (ξ) = J^{[N/5]}_ξ F_t(ξ) I U�_t (ξ, ε) = J^{[N/5]}_ξ U_t(ξ, ε) + eU_t(ξ, ε) QWLQ@TSQ MNOGO^LENAMI tEJLORA STEPENI [N/5] PO PEREMENNOJ ξ, I G_{t/ε}(ξ, ε) = εo^1 X (i,j)2G O(ξ^iε^j). (57)

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM DLQ KRATKOSTI k = t/ε. pEREPI[EM TOVDESTWA (19) I (20) IZ TEOREMY 2.6 S U^ETOM DOPOLNENIQ 2 K NEJ, W KOTOROM WOZXMEM k = [N/5]:

g_0 = U�_0 (ξ, ε) + V_{00}(ξ, ε) + X (i,j)2G O(ξ^iε^j), (58)

B_εe^{F �t (ξ)/ε} f U�_t (ξ, ε) + V_{tτ} (ξ, ε) � = e^{F �t+ε(ξ)/ε} U�_{t+ε}(ξ, ε) + V_{t+ε,τ+1}(ξ, ε) + X (i,j)2G O(ξ^iε^j) ! . (59)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244 2*

20 w.i. bahtin

oBOZNA^IM ^EREZ (i̋, αi) STANDARTNYJ LIST, LEVA]IJ W Gi. oPREDELIM FUNKCII

ψ_ko_i(ξ, ε)(α_ko_i) = e^{F �}iε^{(ξ)/ε} f U�_{iε}(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � (˝_ko_i, α_ko_i, Φ_ko_i) e^{F �}iε^{(ξ)/ε} f U�_{iε}(ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) + P_{(i,j)} 2G^{O(ξiεj)�(˝}koi^{, α}koi^{, Φ}koi^{),} ψ_k(ξ, ε)(α_k) = g_0(˝_k, α_k, Φ_k) f U�_0 (ξ, ε) + V_{00}(ξ, ε) + P_{(i,j)} 2G^{O(ξiεj)�(˝}k^{, α}k^{, Φ}k^{),}

GDE ^ISLITELI I ZNAMENATELI BERUTSQ IZ (58) I (59), A TAKVE

Ψ_k(ξ, ε)(α_0, . . . , α_k) = kY i=0 ψ_ko_i(ξ, ε)(α_ko_i).

wOZXMEM W (55) FUNKCI@ f = Ψ_k(ξ, ε)e^{ξF (αk )/ε}. wY^ISLIM POSLEDOWATELXNO WSE INTEGRALY W (55), ISPOLXZUQ NA KAVDOM [AGE OPREDELENIE OPERATORA Bε I RAWENSTWA (58), (59). u NAS POLU^ITSQ ν0_k f Ψ_k(ξ, ε)e^{ξF (αk )/ε} � = Z s0 e^{F �t (ξ)/ε} f U�_t (ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε) � (˝, α, Φ_0) dμ(α), (60)

ν0_k(Ψ_k(0, ε)) = Z s0 f U�_t (0, ε) + V_{t,t/ε}(0, ε) � (˝, α, Φ_0) dμ(α). (61)

pOLOVIM G_k(ξ, ε) = kX i=0 ln ψ_i(ξ, ε)(α_i) ∐ ln ν0_k(Ψ_k(0, ε))

ν0_k(1) . tOGDA DELENIE (60) NA (61) DAET (56). iZ DOPOLNENIQ 3 SLEDUET, ^TO ψi(ξ, ε)(αi) ∐ 1 = = P_{(i,j)} 2G^{O(ξiεj)} RAWNOMERNO PO^{i = 1, . . . , k.} oTS@DA WYTEKA@T OCENKI^{(57).} tEOREMA DO^- KAZANA.

sFORMULIRUEM TEPERX TEOREMU, POZWOLQ@]U@ IZWLEKATX IZ (56) TO^NYE ASIMPTOTIKI WERO- QTNOSTEJ BOLX[IH UKLONENIJ DLQ SLU^AJNOJ WELI^INY F ∘Σ^{t/ε}ε PO OTNO[ENI@ K WEROQTNOSTNOJ MERE P_{t/ε}. pREDPOLOVIM, ^TO NEKOTORAQ WE]ESTWENNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA S IMEET FUNKCI@ RASPREDELENIQ Ψ, A Φ_d — GAUSSOWO RASPREDELENIE S NULEWYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM I DISPERSIEJ d.

tEOREMA 4.3 [3]. pUSTX WYPOLNQETSQ TOVDESTWO E e^{ξS+G(ξ)} = e^{φ(ξ)} PRI |ξ| ≤ R, GDE

G(ξ) — SLU^AJNAQ WELI^INA, ANALITI^ESKI ZAWISQ]AQ OT KOMPLEKSNOGO PARAMETRA ξ I WE- ]ESTWENNAQ PRI WE]ESTWENNYH ξ, A φ — ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@]AQ USLO- WIQM φ(0) = φ0(0) = 0 I φ00(0) = d > 0. eSLI POLOVITELXNAQ KONSTANTA ˝ I NE UBYWA@]AQ PRI r > 0 FUNKCIQ γ(r) TAKOWY, ^TO supj_ξj_{<R} |φ(ξ)| ≤ ˝ I supj_ξj_{<r} ess sup |G(ξ)| ≤ γ(r), TO PRI WSEH α > 0

1 ∐ Ψ(φ0(α))

1 ∐ Φ_d(φ0(α)) = e^{φ(α)}o^{αφ0(α)+φ0(α)2/2d} ˇ 1 + O ` inf 0<r<dR3/s ` 1 r √ d + γ(r) ´ f α √ d + 1 �´˘ . (62)

w “TOJ FORMULE SIMWOL O(ζ) OBOZNA^AET FUNKCI@, DLQ KOTOROJ |O(ζ)| ≤ Δ|ζ| PRI WSEH

|ζ| ≤ δ, GDE Δ I δ — UNIWERSALXNYE POLOVITELXNYE POSTOQNNYE.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

kramerowskie asimptotiki w metode usredneniq 21

pRIMENIM “TU TEOREMU K SLU^AJNOJ WELI^INE F ∘ Σ^{t/ε}ε . w USLOWIQH TEOREM 2.6 I 4.2 WWEDEM OBOZNA^ENIQ f_t(ξ, ε) = F �_t (ξ) ε + ln

R_s 0 (U�_t (ξ, ε) + V_{t,t/ε}(ξ, ε))(˝, α, Φ_0) dμ(α) R_s 0 (U�_t (0, ε) + V_{t,t/ε}(0, ε))(˝, α, Φ_0) dμ(α)

, (63)

a = ∂f_t(ξ, ε) ∂ξ fi fi ξ=0 , S = F ∘ Σ^{t/ε}_ε ε ∐ a, φ(ξ) = f_t(ξ, ε) ∐ aξ. (64) pUSTX Ψ — FUNKCIQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY S = F ∘ Σ^{t/ε}ε /ε ∐ a PO MERE P_{t/ε}, A

Φ_d — GAUSSOWO RASPREDELENIE S NULEWYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM I DISPERSIEJ d = φ00(0).

tEOREMA 4.4. eSLI W USLOWIQH TEOREMY 4.2 PROIZWODNAQ ∂^2F_t(0)/∂ξ^2 POLOVITELXNA, DIAGRAMMA D SOWPADAET S MNOVESTWOM D0 = {(i, j) ∈ Z^2_+ fi 6i + 10j ≤ N ∐ 21}, A ^ISLO N > 32, TO W OBOZNA^ENIQH (63), (64) DLQ L@BOGO δ > 9/(N ∐ 14) I WSEH α ∈ (0, ε^δ )

1 ∐ Ψ(φ0(α))

1 ∐ Φ_d(φ0(α))

= e^{φ0(α)}o^{αφ0(α)+φ0(α)2/2d} � 1 + O f εo^{9/(N}o^{14)}(α + √ ε ) � . (65)

—TO I ESTX KRAMEROWSKAQ ASIMPTOTIKA DLQ SLU^AJNOJ WELI^INY S, A TEM SAMYM I DLQ SLU^AJNOJ WELI^INY F ∘ Σ^{t/ε}ε /ε, POSKOLXKU POSLEDNQQ OTLI^AETSQ OT S LI[X NESLU^AJNYM SLAGAEMYM a. oNA OHWATYWAET OBLASTX, W KOTOROJ α < ε^δ. w “TOJ OBLASTI φ^0(α) PO PORQDKU NE PREWOSHODIT ε^{δo1} I SOOTWETSTWENNO RAZNOSTX F ∘ Σ^{t/ε}ε ∐ εa PO PORQDKU NE PREWOSHODIT ε^δ.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 4.4. iZ TEOREMY 4.2 WYTEKAET TOVDESTWO E e^{ξS+Gt(ξ,ε)} = e^{φ(ξ)}. pO“TOMU DOSTATO^NO WSEGO LI[X SOSLATXSQ NA TEOREMU 4.3. nUVNO TOLXKO OCENITX NEWQZKU W RAWENSTWE (62). w DANNOJ SITUACII DISPERSIQ d = φ^{00}(0) = ε^{o1}F^{00}_t (0) + O(1) BUDET PORQDKA ε^{o1}. nETRUDNO WIDETX, ^TO ^ISLO R W (62) MOVNO WZQTX PORQDKA EDINICY, A ˝ — PORQDKA ε^{o1}. pODBEREM TAKU@ FUNKCI@ γ(r, ε), ^TOBY WYPOLNQLASX OCENKA sup_{jξj<r} ess sup |Gt(ξ, ε)| ≤ γ(r, ε). wOSPOLXZUEMSQ IZWESTNYM NERAWENSTWOM a^pb^q ≤ a + b, GDE p + q = 1. eSLI (i, j) ∈ G, TO

6i + 10j ≥ N ∐ 20. tOGDA

|ξ^iε^j| ≤ |ξ|^{(6i+10j)/6} + ε^{(6i+10j)/10} ≤ |ξ|^{(N}o^{20)/6} + ε^{(N}o^{20)/10}.

sLEDOWATELXNO, PRI MALYH ξ, ε I NEKOTOROM DOSTATO^NO BOLX[OM C |G_t(ξ, ε)| = εo^1 X (i,j)2G O(|ξ|^iε^j) ≤ Cεo^1 f |ξ|^{(N}o^{20)/6} + ε^{(N}o^{20)/10} � . pO“TOMU MOVNO WZQTX γ(r, ε) = Cε^{o1f}r^{(No20)/6} + ε^{(No20)/10�}. —LEMENTARNAQ WYKLADKA POKAZY- WAET, ^TO W “TOJ SITUACII inf 0<r<dR3/s ` 1 r √ d + γ(r, ε) ´ ∼ ε^{(N}o^{32)/(2N}o^{28)}

(INFIMUM DOSTIGAETSQ PRI r ∼ ε^{9/(No14)}). iZ “TOJ OCENKI I (62) WYTEKAET (65).

w ZAKL@^ENIE SKAVEM NESKOLXKO SLOW O MATEMATI^ESKOM OVIDANII I DISPERSII SLU^AJNOJ WELI^INY F ∘ Σ^{t/ε}ε . rAZLOVIM FUNKCI@ Ft(ξ) PO STEPENQM ξ: Ft(ξ) = ξF1t + ξ^2F2t + . . . iZ (56) WIDNO, ^TO MATEMATI^ESKOE OVIDANIE F ∘Σ^{t/ε}ε RAWNO F1t +O(ε), A DISPERSIQ RAWNA 2εF2t +O(ε^2). pO POSTROENI@ FUNKCIQ Ft(ξ) QWLQETSQ RE[ENIEM DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ^˙F = λF S

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244

22 w.i. bahtin

NA^ALXNYM USLOWIEM F0(ξ) = ξF . w SILU UTWERVDENIQ 2.5 dλ_{ξf} /dξ^fi_{ξ=0} = df/dvn, GDE vn = nv. pO“TOMU KO“FFICIENTY F1t I F2t UDOWLETWORQ@T DIFFERENCIALXNYM URAWNENIQM dF_{1t} dt = n dF_{1t} dv , dF_{2t} dt = n dF_{2t} dv + 1 2 d^2λ_{ξF1t} dξ^2 fi fi fi_{ξ=0}

S NA^ALXNYMI USLOWIQMI F10 = F I F20 = 0. pUSTX g^t — FAZOWYJ POTOK WEKTORNOGO POLQ v NA M. tOGDA F1t(z) = F ∘g^{nt}(z). pO UTWERVDENI@ 2.2 WTORAQ PROIZWODNAQ d^2λ_{ξf} /dξ^2 WSEGDA NEOT- RICATELXNA. pO“TOMU FUNKCIQ F2t TOVE NEOTRICATELXNA (A W SLU^AE OB]EGO POLOVENIQ STROGO POLOVITELXNA). —TI FAKTY SLEDUET ISTOLKOWYWATX SLEDU@]IM OBRAZOM. eSLI {(wi, zi)}^1_{i=0} — TRAEKTORIQ ISHODNOGO KASKADA (1) S NA^ALXNYM USLOWIEM (w0, z0) ∈ G0, TO TO^KA z_{t/ε} IMEET ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNOE RASPREDELENIE, U KOTOROGO MATEMATI^ESKOE OVIDANIE W PERWOM PRIBLIVENII RAWNO g^t(z0), A DISPERSIQ PO PORQDKU NE PREWOSHODIT ε. fORMULA (65) POZWOLQ- ET WY^ISLITX ASIMPTOTI^ESKIE RAZLOVENIQ PO STEPENQM ε DLQ MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ, DISPERSII I STAR[IH SEMIINWARIANTOW SLU^AJNOJ WELI^INY F (z_{t/ε}), A TAKVE DAET TO^NYE ASIMPTOTIKI WEROQTNOSTEJ BOLX[IH UKLONENIJ F (z_{t/ε}) OT F ∘ g^t(z0) NA RASSTOQNIQ, PO PORQDKU NE PREWOSHODQ]IE ε^δ.

spisok literatury

1. bAHTIN w.i. pRQMOJ METOD POSTROENIQ INWARIANTNOJ MERY NA GIPERBOLI^ESKOM ATTRAKTORE // iZW. ran.

sER. MAT. 1992. t. 56, ß 5. s. 934–957.

2. bAHTIN w.i. sLU^AJNYE PROCESSY, POROVDENNYE GIPERBOLI^ESKOJ POSLEDOWATELXNOSTX@ OTOBRAVE-

NIJ. I, II // iZW. ran. sER. MAT. 1994. t. 58, ß 2. s. 40–72; ß 3. s. 184–195.

3. bAHTIN w.i. bOLX[IE UKLONENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY S KONE^NYM ^ISLOM SEMIINWARIANTOW, ZNA^ENIQ

KOTORYH WY^ISLENY PRIBLIVENNO // tEORIQ WEROQTN. I EE PRIMEN. 1997. t. 42, ß 3. s. 603–608.

4. bAHTIN w.i. kRAMEROWSKIE ASIMPTOTIKI W SISTEME S MEDLENNYMI I MARKOWSKIMI BYSTRYMI DWIVENIQMI

// tEORIQ WEROQTN. I EE PRIMEN. 1999. t. 44, ß 1. s. 14–33.

5. bAHTIN w.i. sLOISTYE FUNKCII I OPERATOR USREDNENNOGO WZWE[ENNOGO SDWIGA DLQ WOZMU]ENIJ GIPERBO-

LI^ESKIH OTOBRAVENIJ // nAST. IZD. s. ??.

6. bOU“N r. mETODY SIMWOLI^ESKOJ DINAMIKI: sB. ST. m.: mIR, 1979. 245 S.

7. mINASQN w.b. pRINCIP USREDNENIQ I TEOREMA O BOLX[IH UKLONENIQH DLQ NEKOTOROGO SEMEJSTWA RAS[IRE-

NIJ Y-POTOKA // umn. 1980. t. 35, ß 2. s. 215–216.

8. pESIN q.b. oB]AQ TEORIQ GLADKIH GIPERBOLI^ESKIH DINAMI^ESKIH SISTEM // sOWREMENNYE PROBLEMY MA-

TEMATIKI. fUNDAMENTALXNYE NAPRAWLENIQ. m.: winiti, 1985. t. 2. s. 123–173. (iTOGI NAUKI I TEHNIKI).

9. Kifer Yu. Averaging in dynamical systems and large deviations // Invent. Math. 1992. V. 110, N 2. P. 337–370.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2004, T. 244