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 Доказана корректная сильная разрешимость задач Коши 

  ( ) ( ) ] [2 2 2 2
1/ ( ) / ( ) ( ) ( ), 0, ,md dt A t d dt A t u t f t t T+ + = ∈L  

          0/ ,0 2 1, 1,2,...,i i
t id u dt H i m mϕ= = ∈ ≤ ≤ − =  

где линейные  положительные самосопряженные различные, но сравнимые, операторы  ( )kA t  в 

гильбертовом пространстве H  с зависящими от t  областями определения негладки и 

разрывны по t , а их ограниченные обратные 1( )kA t−  имеют в H  локально по t   ограниченные 

сильные  регулярные производные  ( )( )1( ) , 1, 2,
i

kA t i− =  что локально по  t  при ,g v H∀ ∈  

 ( )( )( ) ( ) ( )1 11 1( ) , ( ) , ,k k k HH
A t g g c A t g g− −− ≤   ( )( )( ) ( ) ( )2 1/ 221 1( ) , ( ) ,k k kH HH

A t g v c g A t v v− −≤  . 

 Библиогр. 6 назв. 
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УДК 517.955 

Ф. Е. Л О М О В Ц Е В 

ЗАДАЧИ  КОШИ  ДЛЯ  ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО- 

ОПЕРАТОРНЫХ  УРАВНЕНИЙ  ЧЕТНЫХ  ПОРЯДКОВ  С  ПЕРЕМЕННЫМИ 

ОБЛАСТЯМИ  ОПРЕДЕЛЕНИЯ  РАЗРЫВНЫХ  КОЭФФИЦИЕНТОВ 

(Представлено академиком И.В. Гайшуном) 

 

 Задачи Коши для гиперболических дифференциально-операторных  (г. д.-о.) уравнений 

четных порядков с постоянными областями определения операторных коэффициентов 

исследованы в [1]. Задачи Коши для г. д.-о. уравнений четных порядков с переменными 

областями определения гладких операторных коэффициентов изучались в  [2]. В случае 

негладких и разрывных операторных коэффициентов эти задачи изучены только для 

уравнений второго порядка [3,4]. 

 1. Постановка задач. Пусть H  – гильбертово пространство (г.п.) со скалярным 

произведением   ( ),⋅ ⋅   и нормой  ⋅ . На ограниченном интервале  ] [0,T  рассматриваются 

задачи Коши  (З.К.) 

      L ( ) ( ) ] [2 2 2 2
1( ) / ( ) / ( ) , 0, ,m mt u d dt A t d dt A t u f t T≡ + + = ∈L       (1) 

   0/ ,0 2 1, 1,2,...j j
j t ju d u dt H j m mϕ=≡ = ∈ ≤ ≤ − =l  ,      (2) 

где  u   и  f  – функции переменной  t   со значениями в  H ,  ( ), ,kA t t θ∈  – линейные 

самосопряженные положительные операторы в  H  с зависящими от  t  областями определения 

( ( ))kD A t   и  θ  – некоторое множество полной меры из  [ ]0,T   с  0 .t θ= ∈  

 Предполагается, что операторы  ( )kA t   удовлетворяют следующим условиям. 

 I. Операторы  ( ), ,kA t t θ∈   являются сужениями на  ( ( ))kD A t   линейных операторов  

( )kA t%   в  H   с кусочно-постоянными по   t   областями определения   ( ( )).kD A t%  

 II. Области определения  ( ( ))m
kD A t   степеней  ( ),1 ,m

kA t k m≤ ≤   плотны в  ;H  

эквивалентны нормы:  ( ) ~ ( ) ~ ( ) ( ) ( ( )), ,1 ;s k s k kA t u A t u A t u A t u u D A t t s k mθ− ∀ ∈ ∈ ≤ ≠ ≤  

( )
4

, ,( ) 3 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 4, , 0,s k k s s k s kt t

A t A t u A t A t u c u u W t t m s k cα
α α

θ α+
+

− ≤ ∀ ∈ ∈ ≤ − ≠ ≥  где 

гильбертовы пространства (г.п.) ( )W tα  – области определения  / 2
1( ( ))D A tα   степеней / 2

1 ( )A tα ,  

наделенные эрмитовыми нормами        / 2
1( )

( ) , 2
t

v A t v mα
α

α= ≤ ,  и   0 ( )W t H= . 

 III. Интервал  ] [0,T   разбит на взаимно непересекающиеся интервалы  ] [1,r r rI t t += , 
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0,r R=  , 0 10, ,Rt t T+= =   так, что на   rI∀   существуют сильные регулярные производные [5] 

1( ) / ( ,i i
k rd A t dt L I−

∞∈ ℒ ( )), 1, 2,H i =   удовлетворяющие при почти всех  rt I θ∈ ∩   неравенствам 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1( ( ) / ) , ( ) , , 0,k k k kdA t dt g g c A t g g g H c− −− ≤ ∀ ∈ ≥      (3) 

  ( ) ( ) ( ) ( )1/ 22 22 1 2 1( ( ) / ) , ( ) , , , 0,1 .k k k kd A t dt g v c g A t v v g v H c k m− −≤ ∀ ∈ ≥ ≤ ≤  

 IV. На   rI∀   существуют не зависящие от  t   банаховы пространства (б. п.)  2i
rV  , 

0 ,i m≤ ≤   такие, что  0 2 2 2 2 2; ( ( )); , ; ( ) , ,0 ;j i i i
r r k r r rV H V D A t V V j i W t V t i mθ= ⊃ ⊂ > ⊂ ∈ ≤ ≤%   и  

существуют сильные регулярные производные     ( ) / ( ,i i
k rd A t dt L I∞∈% ℒ [ ] [ ]( )2 / 2 2 2 / 2, ),j j

r rV V+   

0 2 2 ,0 2 2,j m i i m≤ ≤ − − ≤ ≤ −   где  [ ]⋅  – целая часть числа.   

 Согласно [2], условий I-IV достаточно для существования (единственных) локальных 

сильных решений  ЗК для уравнений (1) на каждом  rI   в отдельности. Чтобы из этих 

локальных сильных решений можно было склеивать глобальные сильные решения ЗК (1), (2) 

нужны дополнительные условия согласования. Предполагается, что в неусранимых точках 

разрывов [3] и негладкости  , 1, ,rt r R=   операторов  ( )kA t   выполняются следующие условия 

согласования. 

 V. Для каждых двух соседних интервалов   1rI −    и   rI   

 a) в их общей граничной точке rt   пересечения областей определения  3 / 2
1( ( 0))m

rD A t − ∩  

3 / 2
1( ( 0))m

rD A t +   степеней  3 / 2
1 ( 0)m

rA t −   и  3 / 2
1 ( 0)m

rA t +  плотны в  2 1( 0), 1,m
rW t r R− − =  ,  и 

  
2 21/ 2 1/ 2 2 1

1 1 1 1( 0) ( 0) ( 0), 1, , 1,m m m
r r rA t u c A t u u W t r R c− − −+ ≤ − ∀ ∈ − = ≥        (4) 

где / 2
1 ( 0)rA tα −  и / 2

1 ( 0)rA tα + —односторонние продолжения слева и справа операторов / 2
1 ( )A tα ; 

 b) на левом интервале  1rI −   неравенства (3) имеют место со знаком абсолютной 

величины в их левых частях;  

 с) существуют сильные регулярные производные   ( )2 / 2 ( ) / ( ,m ki i
k pd A t dt L I− −

∞∈ ℒ ( ))H ,  

1, 2, 1, ,i p r r= = −  1 ,k m≤ ≤       что  ( ) ( )( )2 / 2 2 / 2( ) ( ) / ( ,m k m ki i
k k pA t d A t dt L I− − −

∞∈ ℒ ( )1( ), )iW t H− , 

1, , 1, 2,p r r i= − =   1 ,k m≤ ≤  и существуют сильные регулярные производные 1( ) /j j
kd A t dt− ∈ 

( ,pL I∞ ℒ ( )),1 2 2 , 1, ,H j m k p r r≤ ≤ − = − 1 ,k m≤ <   что 1( ) / ( ,j j
k pd A t dt L I−

∞∈ ℒ 2 2( ( ),m k s n jW t− − − + +   

2 ( )), 1, ,1 1,1 ,1 ,1 2 2 ,m k s nW t p r r n i j j i i s s m k− − + = − ≤ ≤ − + ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ −   1 .k m≤ <  

 Докажем корректную сильную разрешимость ЗК (1), (2), которыми в приложениях  

являются, в частности, смешанные задачи для гиперболических факторизованных 
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дифференциальных уравнений  с высшими порядками производных по временной переменной 

и переменными порядками частных производных по пространственным переменным [6]. 

 

 2. Теорема существования и единственности. Сначала введем пространства и дадим 

определение сильных решений. Обозначим символами  ℋα  г.п. ] [( )2 0, , ( ) , 2 ,L T W t mα α ≤   

ℋ 0 =ℋ. За пространства сильных решений ЗК (1),(2) возьмем б.п. mE – пополнения множеств 

 ] [ ( )( )2 2 1 /2( ) { ( ) : / 0, , ( )m ss s
m mD L u D L d u dt L T W t− +  

∞= ∈ ∈ ∩% ℋ, 0 2 , 0, }s m r R≤ ≤ = , 

где                 ( ) {mD L u= ∈% ℋ: ( )( )2 2 1 / 2
2/ , ,0 2 , 0, ;m ss s

r rd u dt L I V s m r R− +  ∈ ≤ ≤ =  

  
2 2

2 2 ,
m

m

d u
dt

−

−   
( )

( ) ( )
1

1

1

2 2 2
2

22 2 2

( )( )
, ( ) ,

p

p

p

m p p
kk

rm p p

d A td A t d u L I W t
dt dt dt

αα α

αα α

− − −

− − −
∈

%%
L   

        ( ) 10 2 2 2,1 1,1 ,..., , , 0, }p i jp m p p m k k m k k r Rα≤ ≤ − − ≤ ≤ − ≤ ≤ ≠ =  , 

[ ]⋅  – целая часть числа,   ( ) ( )1,..., p
pp Zα α α += ∈     и     ( ) 1 ... ppα α α= + +  ,  по нормам 

    
( )

1/ 222 1

0 0 2 1 ( )

( )sup .
im

im t T i m i t

d u tu ess
dt

−

< < = − −

  =  
  

∑  

Для правых частей уравнений (1) и начальных условий (2) возьмем г.п. mF =ℋ 2 1(0)mW −× ×L  

H×  –  множества всех элементов     ℑ  ={ }0 2 1, ,..., m
mf Fϕ ϕ − ∈    с эрмитовыми нормами 

    
( )( )

1/ 2
2 1 22

2 1 0
00

( )
T m

jm m j
j

f t dt ϕ
−

− −
=

 
ℑ = + 

 
∑∫ . 

ЗК (1), (2) соответствуют линейные неограниченные операторы  {mL = L 0 2 1( ), ,..., }:m mt −l l  

( ) .m m
mE D L F⊃ →  Если выполняются условия  I, IV  и  ( )mD L   плотны в  ℋ, то операторы 

mL   допускают замыкания  {mL ≡ L ̅ 0 2 1( ), ,..., }m mt −l l  с областями определения   ( )mD L . 

Решения операторных уравнений   , ,m
mL u F= ℑ ℑ∈   называются сильными решениями (с. р.)  

ЗК (1), (2). Корректную сильную разрешимость ЗК (1), (2) дает следующая 

 Т е о р е м а 1. Пусть выполняются условия I-V. Если существует сильная регулярная 

производная  1( ) / ( ,rdA t dt L I−
∞∈ ℒ ( )2 1, ( ) ), 0,mH W t r R− = ,  обратных  ] [1( ) ( 0, ,A t L T−

∞∈ ℒ ( ))H  

операторов  1( ) ( )mA t A t=   при  1m >   и  ( )mD L   плотны в  ℋ,  то для каждых   f ∈ℋ    и 

2 1 (0),0 2 1,m j
j W j mϕ − −∈ ≤ ≤ −  существует единственное с. р. mu E∈   ЗК  (1), (2) , что 
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  { }2 2
0 0 2 1 0( ) , , ,..., , ( ) 0, 1, 2,...m

mm m
u c m f F c m mϕ ϕ −= ℑ ℑ = ∈ > =  .      (5) 

 Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 из [2]  для  ,1( )mu D L∀ ∈   имеем неравенства     

        
( )

3 1 0

0 1

22 1
( )

2
0 2 1 ( )

sup
im

c t t
i

t t t i m i t

d uess c e
dt

−
−

< < = − −

≤∑
1

0

{t

t
∫ L̅ ( )m t u

( )

2 1 22
2 32 1 (0)

0
, , 0}m

j m j
j

dt u c c
−

− −
=

+ >∑ l ,      (6) 

где ,1( )mD L  получаются из ( )mD L  заменой ] [0,T  на ] [0 1,t t . По теореме 2 из [2] для  1f f∀ = ∈ 

2 1
2 0( , ), (0)m j

jL I H Wϕ − −∀ ∈   ∃   с.р. 1 1
mu E∈  уравнений  { },1 1 1 0 2 1 1, ,..., m

m mL u f Fϕ ϕ −= ℑ = ∈ , где 

нормы б. п. 1
mE  и 1

mF  определяются левой и правой частями (6). По теореме 1 из [2] для 

,2( )mu D L∀ ∈  

( )

3 2 1

1 2

22 1
( )

2
0 2 1 ( )

sup
im

c t t
i

t t t i m i t

d uess c e
dt

−
−

< < = − −

≤∑
2

1

{t

t
∫ L̅ ( )m t u

( ) 1

22 1
2 1

0 2 1 ( 0)

( ) ,}jm

j
j m j t

d u tdt
dt

−

= − − +

+ ∑         (7) 

где  ,2( )mD L   получаются из  ( )mD L   заменой  ] [0,T  на ] [1 2,t t .По теореме 2 из [2] в силу (4) для 

2f f∀ = ∈ 2 1
2 1 ,2 1 1 1( , ), ( ) / ( 0)j j m j

jL I H d u t dt W tϕ − −= ∈ + ∃ с.р. 2 2
mu E∈ уравнений

,2 2 2 0,2{ , ,...mL u f ϕ= ℑ = , 2 1,2 2} m
m Fϕ − ∈ ,  где нормы б. п.  2

mE  и 2
mF  определяются левой и правой 

частями (7). Сложим (6) и (7), правую часть в (7) оценим сначала с помощью (4), а потом 

правой частью из (6) и получим  функцию   1,2 1,2
mu E∈ ,  равную  ru   на  1, 1, 2,rI r− =   и 

удовлетворяющую неравенствам 

( )
( ) 3 2 0

0 2

22 1
( )

2 1 2
0 2 1 ( )

sup 1
im

c t t
i

t t t i m i t

d uess c c c e
dt

−
−

< < = − −

≤ +∑
2

0

{t

t
∫ L̅ ( )m t u

( )

2 1 22
2 1 (0)

0
}m

j m j
j

dt u
−

− −
=

+ ∑ l  .  (8) 

Функция  1,2u  будет с.р. уравнений   { },1,2 1,2 0 2 1 1,2, ,..., m
m mL u f Fϕ ϕ −= ℑ = ∈ ,  если  ∃  ( )

1,2 ,1,2( )n
mu D L∈ , 

что ( )
1,2 1,2

nu u→   в  1,2
mE   и  ( )

,1,2 1,2 1,2
n

mL u → ℑ   в  1,2
mF   при  .n → ∞  Нормы б. п. 1,2

mE  и 1,2
mF  

определяются левой и правой частями (8), а  ,1,2( )mD L  —  из  ( )mD L   заменой  ] [0,T   на  ] [0 2,t t . 

 Используя V b), для  ,1( )mu D L∀ ∈   выводятся  неравенства 

( )

3 1 0

0 1

22 1
( )

2
0 2 1 ( )

sup
im

c t t
i

t t t i m i t

d uess c e
dt

−
−

< < = − −

≤∑
1

0

{t

t
∫ L̅ ( )m t u

( ) 1

22 1
2 1

0 2 1 ( 0)

( ) .}jm

j
j m j t

d u tdt
dt

−

= − − −

+ ∑         (9) 
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Функция 1u – единственное с. р. ЗК с обратным временем на [ ]0 1,t t  для  1f    и ,1jϕ = ,2jϕ ∈  

2 1
1( 0)m jW t− − − .В силу ( ) ( )2 0 2 0, ( ) ,mL I W t L I H= ∃  ( )( )

1 2 0 , ( )n mf L I W t∈ , что ( )
1 1

nf f→  в ( )2 0 , ,L I H  

и в силу V a) ( ) 3 / 2
,1 1 1( ( 0)) (n m

j D A t Dϕ∃ ∈ − I 3 / 2
1 1( 0),mA t + что ( )

,1 ,1
n

j jϕ ϕ→  в 2 1
1( 0)m jW t− − − при  .n → ∞  

 Т е о р е м а 2. Если выполняются I-IV, 1
1( ) / ( ,rdA t dt L I−

∞ −∈ ℒ ( )2 1, ( ) ),mH W t− 1, 1,r R= +  

при 1m >  и  ( )mD L  плотны в ℋ r , то для каждых rf ∈ℋ r  и 

2 1
, 1( 0),0 2 1,m j

j r rW t j mϕ − −
−∈ + ≤ ≤ −  существует единственное с. р. m

ru E∈   ЗК  для уравнений 

(1) на  I 1r−   со свойствами    /i id u dt ∈ℋ 2 ,0 2 .m i
r i m− ≤ ≤  

 Пространства ℋ r
α  и m

rE получаются из пространств ℋα и mE  заменой ] [0,T  на ] [1, .r rt t +  

 По этой теореме, которая вытекает из теоремы 4 в [3], ЗК с обратным временем на  

[ ]0 1,t t  для  ( )
1

nf   и ( )
,1
n

jϕ  имеют с. р. ( )
1 ,1( ),n

mu D L∈  благодаря Vc). Из (9) видно, что ( )
1 1

nu u→  в 

1 ,mE  когда  ( )
1 1

nf f→  в  ( )2 0 ,L I H   и  ( )
,1 ,1
n

j jϕ ϕ→   в  2 1
1( 0)m jW t− − −   при  .n → ∞  По теореме 2 

для ( )
2 2 1( , ( ))n mf L I W t∈  и  ( ) ( )

,2 ,1
n n

j jϕ ϕ=   ЗК на  [ ]1 2,t t  имеют с.р.  ( )
2 ,2( ),n

mu D L∈  благодаря Vc). Из 

(7) видно, что  ( )
2 2
nu u→  в  2 ,mE  когда ( )

2 2
nf f→  в  ( )2 1,L I H  и ( )

,2 ,2
n

j jϕ ϕ→   в  2 1
1( 0)m jW t− − + при 

.n → ∞  Пусть  ( ) ( )
1,2

n n
ru u=  на  1, 1, 2,rI r− =  так как из (8) следует, что ( )

1,2 1,2
nu u→   в 1,2 ,mE  когда  

( )
,1,2 1,2 1,2

n
mL u → ℑ  в  1,2

mF   при  .n → ∞  

По теоремам 1 и  2 из [2] для  2 2( , )f L I H∈   и  2 1
,3 2 2 2( ) / ( 0)j j m j

j d u t dt W tϕ − −= ∈ + ∃  3u ∈  

1,3
mE  — с.р. ЗК на  [ [2 3,t t . Функция  1,3u , равная  ru  на  1, 1,2,3,rI r− =  будет с.р. на [ [0 3, ,t t  если ∃   

( )
1,3 ,1,3( ),n

mu D L∈  что  ( )
1,3 1,3

nu u→  в  1,3
mE   и  { }( )

,1,3 1,3 1,3 0 2 1, ,...,n
m mL u f ϕ ϕ −→ ℑ =  в  1,3

mF   при  .n → ∞  

Нормы б. п. 1,3
mE   и   1,3

mF   определяются левой и правой частями неравенств ( ),1,3( )mu D L∀ ∈  

( )
( ) 3 3 0

0 3

22 1
2 ( )

2 1 2
0 2 1 ( )

sup 1
im

c t t
i

t t t i m i t

d uess c c c e
dt

−
−

< < = − −

≤ +∑
3

0

{t

t
∫ L̅ ( )m t u

( )

2 1 22
2 1 (0)

0
}m

j m j
j

dt u
−

− −
=

+ ∑ l  ,  (10)  

а  ,1,3( )mD L  получаются из  ( )mD L  заменой  ] [0,T  на  ] [0 3, .t t  Аналогично на  ] [1 3,t t  ∃  ( )
2,3
nu ∈  

,2,3( ),mD L  что  ( )
2,3 1,3
nu u→   в  2,3

mE  , L ( )
2,3( ) n

m t u f→   в ] [2 1 3( , , )L t t H   и  ( )
2,3 1 2 1( ) / ( ) /j n j j jd u t dt d u t dt→  

в  2 1
1( 0)m jW t− − +   при  ,n → ∞  где  2,3 2,3,m mE F   и  ,2,3( )mD L  определяются аналогично  1,2 1,2,m mE F   и  

,1,2( )mD L . Тогда   ( ) ( ) ( )
1,3 1,2 2,3 ,1,3( )n n n

n n mu q u q u D L− += + ∈   при всех больших  ,n  где  ( ) ( ) 1n nq t q t− ++ =  для 
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,t R∀ ∈   ( )( ) ( ) ( ) ,n
R

q t n n t s s dsω χ+ = −∫   ( ),C Rω ∞∈   0,ω ≥   ( ) 0tω =   при  1,t >   ( ) 1,t dtω =∫
¡

  

( ) 0tχ =   при  1 2 1( ) / 2t t t t t< = + −   и  ( ) 1tχ =   при  t t≥ . 

 Из оценок  4( ) / ,i i i
nd q t dt c n+ ≤   4 4 4, 2 , ( ), 0,t R i m c c n c∈ ≤ ≠ >  при всех больших  n  

  
3

0

t

t
∫ L

2

0

( ) 2
1,3( ) 3

t
n

m
t

t u f dt− ≤ ∫ L
3

1

( ) 2
1,2( ) 3

t
n

m
t

t u f dt− + ∫ L ( ) 2
2,3( ) n

m t u f dt− +  

          ( )
1,2 2,3

2 22 2 1 ( ) ( )
4 5 1,2 1,3 2,3 1,3 5 5 54 , ( ), 0,m m

m n n
E E

c c n u u u u c c n c− − + − ≠ >   

где  
1,2
mE

⋅   и   
2 ,3
mE

⋅  — нормы б. п.  1,2
mE   и  2,3

mE . Отсюда  L ( )
1,3( ) n

m t u f→   в  ] [2 0 3( , , )L t t H   и, 

следовательно, из (10)  ( )
1,3 1,3

nu u→   в  1,3
mE   при  n → ∞   и т. д. В итоге, для  f∀ ∈ℋ  и   jϕ∀ ∈ 

2 1 (0),0 2 1,m jW j m− − ≤ ≤ −   ∃  mu E∈  – с. р. ЗК (1), (2),  равное  ru   на  1, 1, 1,rI r r− = +  

удовлетворяющее неравенствам  (5)  при  0 2 1 2 3( ) ( 1) exp( )Rc m c c c c T= + . 

 З а м е ч а н и е. Методом продолжения по параметру утверждение теоремы1 

(возможно, с большими  0 ( ))c m   распространяются на уравнения с младшими частями 

                                     L
2 1

0
( ) ( ) ,

km

m k k
k

d ut u B t f
dt

−

=

+ =∑   ] [0, ,t T∈   1, 2,...m =  , 

если    ] [( ) ( 0, ,kB t L T∞∈ ℒ ( )2 1 ( ), )m kW t H− − ,  0 2 1.k m≤ ≤ −  
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Р  Е  З  Ю  М  Е   

 Доказана корректная сильная разрешимость задач Коши для гиперболических  

факторизованных дифференциальных уравнений четных порядков с переменными областями 

определения негладких и разрывных операторных коэффициентов.  


