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Пусть G — конечная группа. Обозначим через π(G) множество всех простых делителей
порядка группы G. Граф простых чисел (граф Грюнберга — Кегеля) Γ(G) группы G опре-
деляется как граф с множеством вершин π(G), в котором две различные вершины p и q
смежны тогда и только тогда, когда в G есть элемент порядка pq. Группа G называется n-
примарной, если |π(G)| = n. Обозначим число компонент связности графа Γ(G) через s(G),
а множество его связных компонент — через {πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)}; для группы G четного
порядка считаем, что 2 ∈ π1(G).

В рамках общей задачи изучения конечных групп по свойствам их графов простых чисел
наше внимание прежде всего привлекает более подробное изучение класса конечных групп
с несвязным графом простых чисел. Это объясняется тем, что указанный класс широко
обобщает класс конечных групп Фробениуса, что сразу видно из известной структурной
теоремы Грюнберга —Кегеля о конечных группах с несвязным графом простых чисел (см.
[1]). Заметим также, что класс конечных групп с несвязным графом простых чисел совпадает
с классом конечных групп, имеющих изолированную подгруппу.

В рамках отмеченной задачи А.С. Кондратьев и И.В. Храмцов [4] — [7] изучали конечные
группы, имеющие несвязный граф простых чисел с числом вершин, не превосходящим 4. А.С.
Кондратьевым были определены конечные почти простые 5-примарные группы и их графы
Грюнберга — Кегеля [8]. Автором совместно с А.С. Кондратьевым [9] было получено описание
главных факторов коммутантов конечных неразрешимых 5-примарных групп G с несвязным
графом Грюнберга—Кегеля в случае, когда G/F (G) — почти простая n-примарная группа
для n ≤ 4. Наша цель — описать 5-примарные группы G с несвязным графом простых
чисел в остальных случаях. Естественным является начать изучение, накладывая некоторые
ограничения на компоненту π1(G). Результатом этой работы является описание 5-примарных
групп G с несвязным графом простых чисел таких, что либо π1(G) = {2}, либо 3 ̸∈ π1(G) ̸=
{2} и 3 ∈ π(G). Доказаны две теоремы.

Теорема 1. Пусть G — конечная 5-примарная группа и π1(G) = {2}. Тогда выполняется
одно из следующих утверждений:

(1) G ∼= O(G)h S — группа Фробениуса, где O(G) — 4-примарная абелева группа и S —
циклическая 2-группа или обобщенная группа кватернионов;

(2) G — группа Фробениуса с ядром O2(G) и 4-примарным дополнительным множите-
лем;

(3) G ∼= A h (B h C) — 2-фробениусова группа, где A = O2(G), B — циклическая 4-
примарная 2′-группа и C — циклическая 2-группа;

(4) G ∼= L2(r), r ≥ 65537 — простое число Ферма или Мерсенна и |π(r2 − 1)| = 4;
(5) G = G/O2(G) ∼= L2(2

m), где либо m ∈ {6, 8, 9}, либо m ≥ 11 — простое число.
Если O2(G) ̸= 1, то O2(G) является прямым произведением минимальных нормальных
подгрупп порядка 22m в G, каждая из которых как G-модуль изоморфна естественному
GF (2m)SL2(2

m)-модулю;
(6) G = G/O2(G) ∼= Sz(q), где q = 2p, p ≥ 7 и q − 1 — простые числа, |π(q − ε

√
2q +

1)| = 2 и |π(q + ε
√
2q + 1)| = 1 для ε ∈ {+,−}, 5 ∈ π(q − ε

√
2q + 1). Если O2(G) ̸= 1,

то O2(G) является прямым произведением минимальных нормальных подгрупп порядка q4

в G, каждая из которых как G-модуль изоморфна естественному 4-мерному GF (q)Sz(q)-
модулю.



Теорема 2. Пусть G — конечная 5-примарная группа с несвязным графом простых
чисел, G = G/F (G) — почти простая 5-примарная группа, 3 ∈ π(G) и 3 ̸∈ π1(G) ̸= {2}.
Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) G изоморфна L2(5
3) или L2(17

3);
(2) G ∼= L2(p), где либо p ≥ 65537 — простое число Ферма или Мерсенна и |π(p2−1)| = 4,

либо p ≥ 41 — простое число, |π(p2 − 1)| = 4 и 3 ∈ π(p+1
2 );

(3) G изоморфна L2(3
r) или PGL2(3

r), где r — нечетное простое число, |π(32r − 1)| = 4
и r ̸∈ π(G);

(4) G ∼= L2(p
r), где p ∈ {5, 17}, r — нечетное простое число, |π(p2r − 1)| = 4, 3 ∈ π(p

r+1
2 )

и r ̸∈ π(G).
Работа выполнена при финансовой поддержке программы РНФ для отдельных научных
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