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В теории трансцендентных чисел известны неравенства Гельфонда [1] для значений двух
многочленов P1, P2 ∈ Z[x] в трансцендентной точке, при выполнении которых получаем, что
P1 и P2 обязательно имеют общий корень. Мы обобщаем и усиливаем лемму Гельфонда в
важных для приложений случаях.

Пусть P = P (t) ∈ Z[t], degP = n и высота многочлена H(P ) равна H, где H(P ) — это
максимум модулей его коэфициентов. Через ci = ci(n), i = 1, 2, 3, 4, обозначим некоторые
величины, зависящие от n и не зависящие от H. Пусть p ≥ 2 — простое число, x ∈ R, ω ∈ Qp

— трансцендентные числа. Если многочлен P приводим над Z, т. е. P (t) = P1(t) · P2(t), то
хорошо известно (см. [2, с. 26]), что n = n1 + n2, где n1 = degP1, n2 = degP2, и c1H <
H(P1)H(P2) < c2H. Положим H(P1) = Hλ1 при 0 ≤ λ1 ≤ 1, H(P2) = H1−λ1 . Приведем
неравенство Гельфонда для P1, P2 ∈ Z[t] без общих корней [1, с. 182]:

1 ≤ c3(|P1(t)|+ |P2(t)|) ·H(P1)
degP2 ·H(P2)

degP1 , max
i=1,2

H(Pi) ≤ Q. (1)

Отсюда если mini=1,2 |Pi(t)| ≤ Q−w при w > 0, то w ≤ 2n, иначе неравенство (1) противоре-
чиво.

Мы получаем неравенство вида (1)для многочленов P1, P2 ∈ Z[t] без общих корней в поле
C и алгебраическом замыкании Q∗

p поля Qp:

1 ≤ c4max
i=1,2

|Pi(t)| ·max
i=1,2

|Pi(ω)|p ·Qλ1(n−n1)+(1−λ1)n1 , max
i=1,2

H(Pi) ≤ Q. (2)

Нетрудно показать, что λ1(n−n1)+ (1−λ1)n1 ≤ n− 1. Поэтому если maxi=1,2 |Pi(x)| < Q−w,
maxi=1,2 |Pi(ω)|p < Q−v, то из (2) следует, что w + v ≤ n − 1. Неравенство (2) обобщает и
усиливает неравенство (1). Отметим, что неравенство (2) в Qp было доказано в [3].

Авторы выражают благодарность профессору В.И. Бернику за постановку задачи и по-
лезные обсуждения.
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