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РАЦИОНАЛЬНЫЕ ТОЧКИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

КРИВЫХ НУЛЕВОГО РАНГА 
 
   The method of calculation of rational points on the elliptic curves of 

zero rank is described. 

 

   Проблема нахождения ранга эллиптических кривых в общем 

случае является достаточно сложной. В этой работе мы предлагаем 

подход к доказательству того, что эллиптическая кривая имеет 

нулевой ранг. В этом случае группа рациональных точек 

эллиптической кривой Е(Q) совпадает с ее подгруппой кручения, 

которая, как известно, является конечной, и, следовательно, группа 

Е(Q) может быть описана явно, посредством перечисления 

элементов, а также с точки зрения абстрактной структуры. 

Напомним, что всякая эллиптическая кривая над Q может быть 

задана в форме Вейерштрасса    

Е: ,)( 232 dcxbxaxxfy )(xf Q[x] 

   В зависимости от типа разложения многочлена f (x) над Q обычно 

различают три случая: неразложимый,полуразложимый и  

разложимый  каждый из которых мы рассматриваем отдельно.  

    1. Пусть f(x) неприводим над Q и ),( 000 yxP E(Q). Положим 
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Следовательно,  
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Так как x Q, то дискриминант уравнения (1) является полным 

квадратом, т.е.  
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где D Q. Пусть ,
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t  (m,n)=1. Перепишем (2) в виде 
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где kdcba ,,,, 1111 Z. Далее, к уравнению (3) применяем метод 

бесконечного спуска.  

   2. Пусть Е: ),)(()( 2

0

2 cbxaxxxxfy  

где cbxaxxg 2)( неразложимый многочлен над Q, 0x Q. 

Заметим, что ),( 00 yx E(Q), где .00y  Из равенств (2), (3) получаем 

уравнение  ,24
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1 kncnmbma  к которому применяем метод 

бесконечного спуска. 

    

3. Пусть Е: ),)()(()( 321
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где 321 ,,, xxxa Q. Положим  .1xxt  Тогда ),( 22 cbtatty  

где многочлен cbtattg 2)(  разложим над Q. Можно считать, 

что a, b, c  Z. В противном случае рассмотрим кривую, заданную 

уравнением ),( 64222 cdtbdtadty  изоморфную кривой E   

с целочисленными коэффициентами для достаточно большого 

значения d. 

   Пусть ,
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Если M ),,( 22 cnbmnamm N ),,( 22 cnbmnamn то M делит с, 
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к которой снова применяем метод бесконечного спуска.  

   Рассмотрим теперь вышеописанную процедуру применительно к 

некоторым классам эллиптических кривых. 

  Теорема 1. Пусть задано семейство эллиптических кривых 
QttE , 

где .2)143()23(: 232232 tttxttxtxyEt  

Тогда для любого рационального значения t имеет место 

следующий изоморфизм tE (Q) Z/2Z, причем tE (Q)= )0,(, tO . 

Доказательство. Пусть z=x-t. Тогда tE : .2 232 zzzy  Если 
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В первом случае имеем ,2 24224 cbbaa                                     (4) 

где a, b, c Z, b 0. Предположим, что а 0. Так как (m,n)=1, то 

(a,b)=1. Имеем  

.2))(( 42222 bcbacba                                                             (5) 

Рассматривая уравнение (4) по (mod 4), заключаем, что a 1 (mod 2), 

b 0 (mod 2). Так как разность и произведение  чисел ,22 cba  

cba 22  четны, то четны и они сами.  



Поскольку )(2 22 ba , делясь на 2, не делится на 4, то из (5) следует, 

что ,2 422 ucba ,16 422 vcba где b=2uv, (u, v)=1. 

Действительно, если нечетное простое число р делит cba 22 , то 

р делит ,22 ba причем из равенства (5) вытекает, что р делит b. 

Cледовательно,  р делит (a, b)=1, что невозможно. Итак,  

),8( 4422 vuba  )84( 42242 vvuua . Так как 

,0)84( 4224 vvuu  то  42242 84 vvuua .  

Поскольку  а 1 (mod 2), то u 1 (mod 2), ибо 124 au (mod 4).  

Ввиду u 1 (mod 2), (u, v)=1 имеем .1)2,2( 222 vvu Таким 

образом, avvu ,2,2 222  образуют примитивную пифагорову  

тройку. Cледовательно, ,2 2222 rqvu ,22 2 qrv где (q, r)=1,  

q 1 (mod 2), r 0 (mod 2). Так как ,1),(,2 rqvqr  то  

,, 22 hrgq  ,2 42242 hhggu причем hb  и мы 

оказываемся в рамках применения бесконечного спуска.  

   Аналогично показывается, что уравнение 24224 2 cbbaa  

имеет решение лишь при а=0. Итак, а=0, m=0, z=0, x=t, y=0, т. е. 

tE (Q)= )0,(, tO Z/2Z, что и требовалось доказать.  

Следствие. Алгебраическая кривая С рода 2, заданная уравнением 

),163288)(1( 2342 xxxxxy  

содержит единственную рациональную точку, а именно, (1, 0). 

   Доказательство. Пусть )24)(1(: 2422

1 xxxyC . Рассмотрим 

бирациональный изоморфизм : ).
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Кривая 1C  содержит в точности две рациональные точки, а именно, 

).0,1(  Действительно, если txt ,12
Q, то tttyC 232

1 2: . 

Cогласно теореме 1, t=0, т. е. .1x  Поскольку  - изоморфизм,  

кривая С содержит единственную рациональную точку (1,0),         

что и требовалось  доказать. 

   Можно привести ряд других семейств эллиптических кривых, для 

которых указанная процедура позволяет полностью описать их 

группы рациональных точек. Так, например, справедлива 

следующая теорема.  

  Теорема 2. Пусть задано семейство эллиптических кривых 
QttE , 

где ).12)(2()2106()56(2: 2232 tttxttxtxyEt  

Тогда для любого рационального значения t имеет место 

следующий изоморфизм tE (Q) Z/2Z  Z/4Z, причем 

tE (Q)= .)1,1(),3,1(),0,
2
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