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УДК 517.5 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
Д Л Я ФУНКЦИЙ С К О М П А К Т Н Ы М Н О С И Т Е Л Е М 

И ЕГО СВОЙСТВА 

О . В . Д У Б Р О В И Н А 

It is considered the integral wavelet transform of functions with compact support and 
the transform generated by the wavelets with compact support . Acting properties of such 
a transform in subspaces of continuous functions and the corresponding weighted spaces are 
investigated. 

Интегральное вейвлет-преобразование 

оо 
{W^a.b) = cQ{a) j x { t ) i > { ~ ^ j d t (1) 

—00 

определено на некотором семействе функций ф : К —> R(C) (малых волн, всплесков, вейвле-
тов) из L2(M) , обладающих нулевым средним, т.е. ф($<И = 0, где с0(а) — нормирующий 

множитель, который обычно принимается равным либо либо - (см. [1]). Данное преобра-
жу/Q й 

зование ставит в соответствие каждой функции х G Ь2 (К) (сигналу) функцию двух переменных 
(а,Ь), играющих роль масштабирующего параметра (масштабного коэффициента) и параметра 
сдвига (времени) соответственно. 

Преобразование (1) наряду с его дискретным аналогом (см., например, [1]) играет важную 
роль во всевозможных приложениях благодаря, прежде всего, хорошей локализации по частоте 
/ (/ ~ ~) и по времени. 

а 
О п р е д е л е н и е (формальное определение вейвлета). Вейвлетом называется функция ф : 

К —* М(С), удовлетворяющая условиям: 
1 ) £ „ № ) № < +00, 

где i>(f) - — преобразование Фурье функции ф. 
Отсюда, в частности, следует f ^ 'tp(t)dt — 0. 
Если ф имеет компактный носитель ф : [с, d) —» Е(С), то интегральное вейвлет-преобразо-

вание имеет вид 
ad+b 

Wt(x)(a,b) = со(а) J х($ф dt, 

a c+b 
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с < 
конечному^пром^кут^'' ' 6 ^ ' ° > ^ ^ ^ ™ р Ш ь Н Ы м оператором п о 

н е ™лько . „ н е ™ Ы Ж > , „ о „ , 0 многих других ~ Г 0 ° а х Р а 3 0 В а Н И Я 

ф и к с " ~ Г Р « > Г Р е б Р — » Ь За-

k j u t ^ j ^ 

имеет компактный носитель supp ф{1) = [с, d], соответственно supp ф t-b4 
)- ' с — Ь d-b' 
) а J а 

- . Тогда при а = —-— < а < ^ £ - у - п - Д Я ^ а ^ е . „ 
^ " ^ Ai ' ^ — а — -dip < b < В - Aia = 5 интегральное 

веивлет-преобразование имеет вид 

в 
\Уф)(а, 6) = со (a) J х{1)ф dt_ (2) 

Л ' 

Из общих теорем о действии оператора типа свертки Лапласа вытекает (см (31) 
I е о р е м а 1. v ' 1 Jy 

W„ В]) и ^ 00]. Я** интегральное еейе.ет-преобраэование 
W^^eL^^}) по переменной Ъ при любом фиксированном а € [а,(3). 

гг) Пусть х е Ы^ВХ), ф - измеримая по Борелю ограниченная функция Тогда W (п ) 

mj Яусшь ж € i i ( H , 5 ] ) , ф ограниченная непрерывная функция Тогда W,(n \ „„„ 
>v; пусть х 6 Ltdограниченная равномерно непрерывная функция Тогда W (п \ 

;22 с::т— й  р а т о м е р н о  и е п~ ~ ^ 
V) Пусть X € а ф — функция ограниченной вариации Тогда W (n \ „ 

« ш e w u a „ 0 ^ » п р и л ю б 0 : т 
^ Кроме того, справедливо в некотором смысле обратное утверждение, также вытекаквдее 

г) {Щ){а, •) € Li([7, <5]) для любой функции ф € £«.([4 , 5]) , 
Х о ° ( М ] ) дМ ЛЮб°й ^иченной непрерывной функции ф, для которой 

lim^oo ф I —— J = о, 
т) {Щ){а> •) е £i([7,5]) для любой функции ф е Ьг{R). 
Тогда х принадлежит Li([A,B]). 

По переменой а ядро ф является мультипликативным, а соответствующее инте-
гральное вейвлет-преобразование является сверткой Меллина по пепемрттпй h ч 

оо оо 

У <р(г)е-*<а = J(р{\пx)xp~ldx. (3) 
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Кроме того, связаны между собой свертки Лапласа и Меллина: 

оо оо 

J т-т)д1{т)йт = J f ( ^ M v ) j , / = /l 0 Ь, g 01 о In. (4) 

Отсюда вытекает, что свойства вейвлет-преобразования (2) по переменной 6, сформулиро-
ванные в теоремах 1, 2, могут быть перенесены на отображение Ъ) для фиксированных 
значений Ь. 

Поскольку формулы (3) и (4) являются достаточно громоздкими, непосредственно иссле-
дуем действие преобразования (2) в подпространствах пространства непрерывных функций 
единообразно по обеим переменным. 

Рассмотрим сначала случай, когда сигнал х непрерывен на некотором отрезке [А, В] (т.е. 
х £ С {{А, В})), а вейвлет ф £ С1,л([с, d}). По определению норма в С есть супремум-норма, а 
норма в С1,Л задается равенством 

|М|С 1 .Л= sup \ф(и)\ + snp \ф'(и)\ + sup 

и\фич 

Ниже будет показано, что в данном случае W^a, Ь) € С1 ,Л([а, /3) х [7, <5]), где промежутки [а,/?], 
[7, <5] определены выше. Под нормой функции двух переменных F € С1 ,Л([а, (3] х [7,5]) понима-
ется 

||F(a,&)||ci,A = sup !F(a ,b) |+ sup 
(а,Ь)е[о,/?]х[7,г] (а,Ь)е[а,/3]х[7,г] 

д_ 
дЪ 

F(a,b) + sup 
(a,b)eM]x[7,J] 

д 

+ sup 
(a,bb62)e[a,/?]x[7,5]x[7,5] 

bi фь2 

1 £bF(aM)-ibF(a,b2) 
\bi-b2\x 

да 
F(a,b) + 

• + sup 
{ai ,a2,fc)e[a,j3] x [a,0] x [7,5] 

ai 5̂ 0.2 

\faF(ai,b) - faF(a2,b)\ 
a i — a 2] 

Оценим каждое слагаемое нормы. Заметим, что так как а £ [а, /3], а > 0, то в этих оценках 
можно положить со (a) = 1: 

В 

sup \W^(a,b)\< [ sup Ix(t)\ sup \ф{и)\& < \\х\\сМ\с^(В - А); 
j.6)G[q,̂ ]х(7,5) J t£[A,B} ue[c,d\ 

sup |—W^{a,b)\ < sup 
[a,/3]x(7,5) 

D 

~a J 
t-b 

dt < - I N I cH\MB-A); 

Q 

sup b)| < sup 
ia,0]x(7,i) 0a (a,b)6[a,/3]x(7,5) 

В 

J xW 
, ( t - b 

dt <-^McMwAB - A). 

Для оценки четвертого слагаемого нормы рассмотрим 

в _ 1 

ijW^aM) ~ sup 
(a,biM \bi - b21 

= sup 
(aMM 

dt 

\k - b2\x < 
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где супремум берется по всем (0,61,62) € [а, (3] х [7,5] х [7,5]. 
Аналогично оценим пятое слагаемое 

sup 
(ai,a2,b) 

- 1\Уф(а2,Ъ)\ 
|ai — а>2\ 

sup 
(ai,a2,6) 

b f x ( t ) \ al J az^ \ a2 J ) dt 

\ai - a2 |A < 

<26\\х\\с{В - А)\\ф\\Съ 

где супремум берется по всем (ai,a2,6) G [a.0\ х [а,(3] х [7,(5], а\ ф 02. 
Таким образом, если х € С([А,В]), ф е C l iA([c,d]), то Ъ){х) е C1>A([a,/3] х [7,(5]) как 

функция двух переменных. 
Если сигнал х имеет компактный носитель, то в окрестности концов отрезка информация 

о сигнале является неточной. Это автоматически приводит к искажению значений вейвлет-
преобразования в окрестности точек, соответствующих концам отрезков изменения параметров 
а и Ь. Аналогичная ситуация возникает в случае, когда вейвлет имеет компактный носитель. 
Более того, в этом случае подынтегральное выражение в (2) имеет поведение, значительно 
отличающееся от поведения x{t) в этой окрестности. Это приводит к необходимости рассмотре-
ния интегрального вейвлет-преобразования для х и ф с компактным носителем в пространствах 
с весом. 

Рассмотрим действие оператора \Уф(а, Ь)(х) в пространстве CQ'A(P^), где вес задает-
" I 7 , I "] 

ся формулой р{з) = - А)(В - , j = 0,1, 0 < ц < 1, причем ф 6 C o ' V 0 ) ) , 
cl а 

ф' £ Cy^i//1)), ф(А) = ф(В) — 0. Для функции двух переменных Ь) соответсвующее 
пространство определяется следующим образом: pf\a) = [(a — а)((3 — a)]J+M, p^\b) — [ ( 6 -
- 7 

1¥ф(а,Ь)(х)£С1
0'х[р?,$)) W^a,b)-p?\a)-p$\b)eCl

0>x([a,(3}x[<y,6}), 

£шф(а,Ь)-р^\а)еС°0'х(К/3]) х С ^ р ^ Х М ] ) , 

рГф(а,Ъ) • £\Ь) € С{'л(р10))([в,/Ч) х с£'А([7,<5]). 

Достаточно рассмотреть поведение преобразования при Ь —> А. Так как ф G Cq'Л(р ( 0 ))([а, в)), 

положим ф{Ь) = "ф\{Ь) 

Обозначим 

t-b А) , 0 < / х < 1 , ф г е С 1 ^ . 

в 
ь - л 

x(t)ipi(t, a, Ь)бй. 

Покажем, что ||G||c0'A([7,(5]) гДе ~~ абсолютная постоянная: 

|G(6 + h) — G(b)\ = 

в 
/ ( Л+У Л ) &(t)ipi(t,a,b + h)dt — £ / ( твггл ) x(t)Mt,a,b)dt < 

в 
i\\x\\c\(b + h - AY - (b - АУ\ J 

' A 

if>l(t,a,b+h) _ j>i(t,a,b) 
(t~(b+h)_Ay (tdl-Ay dt. 
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Так как ф1(t,a,b) £ С } ' \ ТО \ipi(t,a,b)\ < ||^i|jco,x 

венства (см., [4]) 

t-b 
а 

— А 1 (см., например, [4]). Из нера-

следует 

а также 

Следовательно, 

< \fi\(x-y)y"-1, х > у > 0, р<1, 

\{b + h- Ay - (ъ- Ay\ < \ц\h (ь ~ A y 1 , 

h, 

< N 4 ^ - a J " 1 

в 

\G(b + h)-G(b)\<~\\x\\cM ( b - A y ~ l m \ c o , J j |( 
\A 

t~(b + h) _ A_M Ay-»\dt+ 

(5) 

(6) 

Л - A ^ l d t ] . 

Интеграл f |( A)x~^\d,t сходится в точке А при Х- ц> —1. подынтегральное выра-
А а 

жение во втором интеграле преобразуем по формуле (6), полученный интеграл сходится при 
в t-b 

-д + 1 > - 1 , т.е. при д < 2, а / 1 ( СХОдится при -ц + А - 1 > - 1 , т.е. при 
А а 

р < А. 
Таким образом, ||G||c°.*([7,<5]) — -^ill'^illc1'A(M])» гДе ^f i абсолютная постоянная, д < А. 
Аналогично доказывается, что ||G"||cO,A(p(O)) < ^ЦФЛс^.^ЦЫ})-
При оценке компонент нормы Wy, соответствующих переменной а, нормирующий множи-

тель со (а) следует рассматривать равным —-= или -. В остальном оценки этих компонент \Ja а 
проводятся аналогично. Отсюда вытекает следующий результат. 

Т е о р е м а 3. 
(г) Пусть х £ С[А,В], ф £ С1,Л([с, d]), тогда интегральное вейвлет-преобразование (2) 

^ ( а , Ь ) € С 1 - А ( [ а , / 3 ] х [ 7 , 5 ] ) . 

(И) Пусть х € С[А,В], ф £ C^X(p^)({c,d}), р® = t-b 
а ' а 

1,А/ 

,3 = 0,1, 

О < р < 1, /л < X, тогда интегральное вейвлет-преобразование W^(a,b) £ Cq' ([а,(3} х [7,(5]). 

Литература 

1. Ч у й К. Введение в вейвлеты. М., 2001. 
2. К н я з е в П . Н . Интегральные преобразования. Мн., 1969. 
3 . G r i p e n b e r g G . , L o n d e n S . -O . , S t a f f a n s О. Volterra Integral Equations. Encyclopedia of 

Mathematics and Its Applications. V. 34. Cambridge-London-New York, 1990. 
4 . С а м к о С.Г. , К и л б а с А . А . , М а р и ч е в О . И . Интегралы и производные дробного порядка и 

некоторые их приложения. Мн., 1987. 

Белорусский национальный технический университет, г. Минск, Беларусь 


