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2. Чтобы найти минимум функции xpx + ypy при условии lnx + lny ≥ U, составим 
функцию Лагранжа L = – xpx – xpy + λ(lnx + lny – U).

Потребуем, чтобы выполнялись условия:
(3)

λ(lnx + lny – U) = 0,  λ ≥ 0.                                                    (4)
Из (3), (4) находим:

Точка удовлетворяет условиям (3), (4) и является точкой

глобального минимума функции xpx+ ypy при условии lnx + lny ≥ U. Функции компенси-
рованного спроса имеют вид:

3. Имеем т. е. товары X и Y взаимозаменяемые.

Пример 2. Полезность товаров X, Y, Z задается функцией u(x, y, z) = lnx + ln(min{y, x}).
Будут ли товары Y, Z взаимозаменяемыми?

Решение. Пусть px, py, pz – цены товаров X, Y, Z; (x0, y0, z0) – точка минимума функции 
xpx + ypy + zpz при условии u(x, y, z) ≥ U. Из вида функции полезности ясно, что y0 = z0, по-
этому поиск точек (x0, y0, z0) сводится к поиску точек минимума функции xpx + y(py + pz) 
при условии lnx + lny ≥ U. Данная задача была решена в предыдущем примере, откуда 
имеем

Следовательно, 

т. е. товары Y, Z взаимодополняющие.
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Василий Васильевич Леонтьев – великий ученый, внесший огромный вклад в развитие 
экономики. Он родился 5 августа 1906 г. в Мюнхене. Детство и юность будущего Нобелев-
ского лауреата прошли в Санкт-Петербурге. К 15 годам он был настолько образован, что его 
зачислили на социально-экономическое отделение факультета общественных наук Петро-
градского университета. В 22 года В. Леонтьев получил за работы по анализу цикличности 
экономических потоков степень доктора философии. В 1927 г. на немецком языке выходит 
его работа – «Теория и статистическое описание концентрации».

Теоретические основы межотраслевого баланса были разработаны в СССР в 1923–1924 гг. 
В 1930-е годы В. Леонтьев применил метод анализа межотраслевых связей с привлечением 
аппарата линейной алгебры для исследования экономики США. Метод стал известен под 
названием «затраты-выпуск». Во время Второй мировой войны разработанная Леонтьевым 
матрица «затраты-выпуск» для экономики Германии служила для выбора целей ВВС США.
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Межотраслевой баланс – экономико-математическая балансовая модель, характери-
зующая межотраслевые производственные взаимосвязи в экономике страны. Характеризует 
связи между выпуском продукции в одной отрасли и затратами, расходованием продукции 
всех участвующих отраслей, необходимым для обеспечения этого выпуска. Межотраслевой 
баланс составляется в денежной и натуральной формах.

На наш взгляд, метод «затраты–выпуск» можно представить следующим образом: что-
бы прогнозировать развитие экономики, нужен системный подход. Экономика каждой стра-
ны – это большая система, в которой много разных отраслей, и каждая из них что-то произ-
водит – промышленную продукцию, услуги и т. д., которые передаются другим отраслям. 
Каждое звено, компонент системы может существовать только потому, что он получает что-
то от других. Это как расписание поездов – откуда, куда, в какое время приезжают.

Допустим, надо рассчитать эффективность производства хлеба. Мы делаем расчет: 
сколько на одну тонну расходовать муки, дрожжей, молока и т. д. по всем компонентам 
согласно рецепту. Затем определяем трудовые затраты. Все эти расчеты делаются в нату-
ральных (физических) показателях. Очень важно не считать сразу в деньгах. На основе рас-
четов расхода материальных ресурсов и трудовых затрат на конкретное изделие или объект 
анализируются и сравниваются предполагаемые результаты в денежном выражении. Анало-
гичный подход применяется и при расчете любых видов продукции – стали, автомобилей, 
обуви. Во всех подготовительных расчетах учитывается расход компонентов, необходимых 
для производства данного вида продукции. И лишь затем с учетом цен и уровня зарплаты 
выбирается наиболее эффективный вариант выпуска конечной продукции.

Пример расчета межотраслевого баланса. Рассмотрим 2 отрасли промышленности: 
производство угля и стали. Уголь требуется для производства стали, и некоторое количество 
стали в виде инструментов требуется для добычи угля. Предположим, что условия таковы: 
для производства 1 т стали нужно 3 т угля, а для 1 т угля – 0,1 т стали.

Отрасль Уголь Сталь
Уголь 0 3
Сталь 0,1 0

Мы хотим, чтобы чистый выпуск угольной промышленности был 2·105 т угля, а стальной 
промышленность – 5·104 т стали. Если каждая из них будет производить лишь 2·105 и 5·104 т, 
то часть продукции будет использоваться в другой отрасли. Для производства 5·104 т стали 
требуется 3·5·105 = 15·104  т  угля, а для производства 2·105 т угля нужно 0,1·2·105 = 2·104 т 
стали. Чистый выход будет равен: 2·105 – 1,5·105 = 0,5·105  т угля и 5·104 – 2·104 = 3·104 т ста-
ли. Нам нужно дополнительно производить уголь и сталь, чтобы использовать их в другой 
отрасли. Обозначим x1 – количество угля, x2 – количество стали. Валовый выпуск каждой 
продукции найдем из системы уравнений:

Решение: (500000;100000). Для систематического решения задач расчета межотраслево-
го баланса находят, сколько угля и стали требуется для выпуска 1 т каждого продукта:

Откуда x1 = 1,42857 и x2 = 0,14286. Чтобы найти, сколько угля и стали нужно для чистого 
выпуска 2·105 т угля, нужно умножить эти цифры на 2·105 . Получим: (285714; 28571). Анало-
гично составляем уравнения для получения количества угля и стали для выпуска 1 т стали:

x1 - 3x2 = 2 $105

- 0,1x1 + x2 = 5 $104.
*

x1 - 3x2 = 1
- 0,1x1 + x2 = 0.
*

x1 - 3x2 = 0
- 0,1x1 + x2 = 1.
*
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Откуда x1 = 4,28571 и x2 = 1,42857. Для чистого выпуска 5·104 т стали нужно: (214286;  
71429). Валовый выпуск для производства 2·105 т угля и 5·104 т стали: (285714 + 214286; 
28571 + 71429) = (500000; 100000).

литература
1. О чем думают экономисты: беседы с нобелевскими лауреатами / под ред. П. Самуэль-

сона, У. Баннета. – М.: Альпина Бизнес Букс, 2009. – 490 с.
2. Леонтьев, В. Межотраслевая экономика / В. Леонтьев. – М.: Экономика, 1997. – 480 с.
3. Леонтьев, В. Экономические эссе / В. Леонтьев. – М., 1990. – 150 с. 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
В ЭКОНОМИКЕ

к. Шило (ГИУСТ БГУ)
Научный руководитель: 
кандидат физ.-мат. наук, доцент л.г. третьякова

Наиболее часто встречающиеся математические модели в экономике связаны с диффе-
ренциальными уравнениями.

Рассмотрим два таких примера-иллюстрации, связывающих учебные курсы «Высшей 
математики» и «Экономической теории».

Пример 1. Модель рынка с прогнозируемыми ценами.
Рассмотрим равновесный рынок в предположении, что спрос s и предложение q опреде-

ляются только ценой p(t). При увеличении цены предложение растет. Вместе с тем предло-
жение положительно реагирует на скорость изменения цены p′(t) и на темп роста цены p″(t) 
в предположении, что p(t) – дважды непрерывно дифференцируемая функция. Таким обра-
зом, получаем уравнение предложения

q(t) = ap″ + bp′ + cp + q0,
где a, b, c – положительные коэффициенты пропорциональности, q0 – начальное пред-

ложение.
Увеличение цены отрицательно влияет на спрос, скорость роста цены также влияет на 

интерес к товару. Однако если при всем этом скорость роста цены увеличивается, т. е. темп 
роста положителен, то это подогревает интерес к товару. Получаем уравнение спроса

s(t) = αp″ – βp′ – γp + s0,
где α, β, γ – положительные коэффициенты пропорциональности, s0 – начальный спрос.
Условие равновесия рынка приводит к равенству q(t) = s(t), которое равносильно урав-

нению
ap″ + bp′ + cp + q0 = αp″ – βp′ – γp + s0

или
(a – α)p″ – (b + β)p′ + (c + γ)p – s0 – q0.

Это линейное ДУ второго порядка с постоянными коэффициентами представляет собой 
математическую модель рынка с прогнозируемыми ценами.

Рассмотрим конкретный пример такой модели. Пусть функции предложения и спроса 
имеют следующие зависимости от цены:

q(t) = 4p″ + p′ + 3p + 3;

s(t) = 3p″ – p′ – 2p + 18.
                                                      (1)

Еще раз подчеркнем, что отрицательные знаки коэффициентов при p′ и p в функции 
спроса s(t) говорят о том, что быстрый рост цены отпугивает покупателя, а положительные 


