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да становится ясно, какой должна быть величина ΔQ для того, чтобы процесс продажи това-
ра закончился в точке Q*:

Таким образом, мы получим, что суммарные затраты потребителей при покупке товара 
мелкими партиями ΔQ равны P1Q1 + …+PnQn = S1+…+S2. В итоге имеем, что 

Потребительский излишек при покупке данного товара – превышение общей стоимости, 
которую потребитель готов уплатить за все единицы товара, над его реальными расходами 
на их приобретение (площадь заштрихованной фигуры см. на рис. 1). 
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Применяя метод Лагранжа для вычисления условных экстремумов в экономических 
исследованиях, мы можем находить экстремальные (т. е. максимальные или минималь-
ные) значения экономических показателей, таких как максимальная полезность набора 
товаров, минимальные издержки производства, максимальная прибыль и др., а также 
решать задачи на оптимизацию производственных процессов.

Пример 1. Полезность набора товаров X и Y определяется функцией и(х, у) = lnх + lnу. 
Для дохода I и цен на товары px,, py требуется:

а) найти спрос на X и Y;
б) найти компенсированный спрос на Х и Y;
в) выяснить, являются ли товары X и Y взаимозаменяемыми.
Решение. 1. Чтобы найти точку максимума u(х,у) при бюджетном ограничении 

хрx + урy < I, составим функцию Лагранжа
L = lnx + lny + λ(I – xx – xy)

и приравняем ее частные производные нулю:
Lx= x–1 – λpx = 0,  Ly= y–1 – λpy = 0.                                              (1)

Потребуем также, чтобы выполнялись условия: 
λ(I – xpx – xpy) = 0,  λ ≥ 0.                                                    (2)

Из (1), (2) находим: λ = 2I–1, x = I(2 px)
–1, y = I(2 py)

–1. Точка (x*, y*) = (I(2 px)
–1, I(2 py)

–1) 
удовлетворяет условиям (1), (2) и является точкой глобального максимума функции полез-
ности при бюджетном ограничении. Таким образом, имеем функции спроса: 

xD = 2p x

I , yD = 2p y
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2. Чтобы найти минимум функции xpx + ypy при условии lnx + lny ≥ U, составим 
функцию Лагранжа L = – xpx – xpy + λ(lnx + lny – U).

Потребуем, чтобы выполнялись условия:
(3)

λ(lnx + lny – U) = 0,  λ ≥ 0.                                                    (4)
Из (3), (4) находим:

Точка удовлетворяет условиям (3), (4) и является точкой

глобального минимума функции xpx+ ypy при условии lnx + lny ≥ U. Функции компенси-
рованного спроса имеют вид:

3. Имеем т. е. товары X и Y взаимозаменяемые.

Пример 2. Полезность товаров X, Y, Z задается функцией u(x, y, z) = lnx + ln(min{y, x}).
Будут ли товары Y, Z взаимозаменяемыми?

Решение. Пусть px, py, pz – цены товаров X, Y, Z; (x0, y0, z0) – точка минимума функции 
xpx + ypy + zpz при условии u(x, y, z) ≥ U. Из вида функции полезности ясно, что y0 = z0, по-
этому поиск точек (x0, y0, z0) сводится к поиску точек минимума функции xpx + y(py + pz) 
при условии lnx + lny ≥ U. Данная задача была решена в предыдущем примере, откуда 
имеем

Следовательно, 

т. е. товары Y, Z взаимодополняющие.
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Василий Васильевич Леонтьев – великий ученый, внесший огромный вклад в развитие 
экономики. Он родился 5 августа 1906 г. в Мюнхене. Детство и юность будущего Нобелев-
ского лауреата прошли в Санкт-Петербурге. К 15 годам он был настолько образован, что его 
зачислили на социально-экономическое отделение факультета общественных наук Петро-
градского университета. В 22 года В. Леонтьев получил за работы по анализу цикличности 
экономических потоков степень доктора философии. В 1927 г. на немецком языке выходит 
его работа – «Теория и статистическое описание концентрации».

Теоретические основы межотраслевого баланса были разработаны в СССР в 1923–1924 гг. 
В 1930-е годы В. Леонтьев применил метод анализа межотраслевых связей с привлечением 
аппарата линейной алгебры для исследования экономики США. Метод стал известен под 
названием «затраты-выпуск». Во время Второй мировой войны разработанная Леонтьевым 
матрица «затраты-выпуск» для экономики Германии служила для выбора целей ВВС США.
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