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После подведения итогов торговли за год страна под номером i получит выручку
рi = ai1 Хх + аi2 Х2 + ai3 Х3.

Например, США будут иметь выручку:

Далее используем условие бездефицитной торговли, записанное в матричном виде: 
АХ = Х, где X = (X1, X2, X3)

T.
Система уравнений для нахождения X  имеет вид

Нетрудно найти общее решение этой системы:

поэтому в качестве собственного вектора можно взять вектор X = (4;3;2).
В частности, это означает, что сбалансированность торговли этих трех стран может быть 

достигнута только в том случае, когда госбюджеты находятся в отношении Х1:Х2:Х3 = 4:3:2.
Таким образом, мы на конкретном примере убедились в том, что данная модель между-

народной торговли применима для нахождения условий бездефицитной торговли.
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Дифференциальное исчисление – широко применяемый для экономического анализа 
математический аппарат. В каком направлении изменится доход государства при увеличе-
нии налогов или при введении импортных пошлин? Увеличится или уменьшится выручка 
фирмы при повышении цены на ее продукцию? Для решения подобных задач должны быть 
построены функции связи входящих в них переменных, которые затем изучаются с помо-
щью методов дифференциального исчисления.

Важный раздел методов дифференциального исчисления, используемых в экономике, 
называется методами предельного анализа. Предельный анализ в экономике – совокупность 
приемов исследования изменяющихся величин затрат или результатов при изменениях объ-
емов производства, потребления и т. п. на основе анализа их предельных значений. Предель-
ный показатель функции y = f(x) – это ее производная.

Итак, рассмотрим понятие предельных величин подробнее. Пусть функция I = I(х) ха-
рактеризует зависимость издержек производства от количества выпускаемой продукции. 

p1 = 2
1X1 + 3

1X2 + 2
1X3.
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Предположим, что количество выпускаемой продукции увеличится на ∆x, т. е. равно x + ∆x, 
соответствующие издержки производства будут равны I (x + ∆x). Тогда приращению про-
дукции ∆x соответствует приращение издержек производства продукции 

I (x + ∆x) – I (x) = ∆I(x).
Среднее приращение издержек производства – это величина постоянных издержек, при-

ходящихся на единицу продукции. Если перейти к пределу, когда ∆x0, то получим зна-
чение предельных издержек производства (предельные издержки – это прирост издержек, 
вызванный увеличением объема выпуска на единицу продукции)

Пример 1. Зависимость между издержками производства у и объемом выпускаемой про-
дукции х выражается функцией у = 50х – 0,05х (ден. ед). Определить средние и предельные 
издержки при объеме продукции 10 ед.

Решение. Функция средних издержек выражается отношением 

при х = 10 уср(10) = 50 – 0,05·102 = 45 (ден. ед.).
Функция предельных издержек выражается производной y'(х) = (50x – 0,05x3)'= 50 – 0,15х2, 

при х = 10 предельные издержки составляют y'(10) = 50 – 0,05·102 = 35 (ден. ед.).
Ответ. Средние издержки –45 (ден. ед), предельные издержки –35 (ден. ед).
задача на экстремум. Пример 2. Функция суточного спроса Q на мороженое (тыс. шт.) 

в зависимости от цены P за одну порцию (руб.) имеет вид  . Эффективная об-
ласть «работы» этой формулы от 1 до 9. При какой цене за порцию мороженого совокупная 
выручка будет максимальной?

Решение. Совокупная выручка определяется из соотношения TR = QP, где Q – количе-
ство реализованных порций мороженного (тыс. шт.); P – цена за одну порцию (руб.). Тогда 
функция совокупной выручки в зависимости от цены примет вид TR = (3 - P)P. Требуется 
найти наибольшее значение этой функции на отрезке [1; 9].

Для этого находим критические точки функции, принадлежащие данному отрезку:  
; P = 4. Критическая точка P = 4. Вычислим значение функции совокупной вы-

ручки на концах интервала и в критической точке: TR(1) = 2, TR(4) = 4, TR(9)= 0.
Следовательно, при цене 4 руб. за порцию совокупная выручка будет максимальной  

и составит 4 тыс. руб.
эластичность и ее применение в экономическом анализе. Эластичность – это чис-

ленная характеристика изменения одного показателя к другому и показывающая, на сколько 
процентов изменится первый показатель при изменении второго на один процент.

– формула эластичности.

Пример 3. Зависимость между себестоимостью единицы продукции у (тыс. руб.) и вы-
пуском продукции х (млрд. руб.) выражается функцией у = –0,5х + 80. Найти эластичность 
себестоимости при выпуске продукции, равном 60 млн. руб.

Решение.

при х = 60 Ex(y) = 60. 
То есть при выпуске продукции, равном 60 млн. руб., увеличение его на 1 % приведет  

к снижению себестоимости на 0,6 %.
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1. Степень равенства распределения дохода
Одной из важнейших проблем в социальных и экономических науках является пробле-

ма измерения социального неравенства. Наиболее распространена следующая методика из-
учения: 1) по какому-либо критерию (имущество, количество земли, и т. п.) вся совокуп-
ность людей делится на богатые, средние и бедные группы; 2) определяется доля каждой 
группы; 3) если преобладают «середняки», а крайние группы по численности одинаковые, 
то социальная совокупность более или менее однородна, если же какая-то из крайних групп 
преобладает, то на лицо расслоение неравенства. Это методика отношений преимуществен-
ных прослоек. В последнее время в социальных и экономических науках при изучении не-
равенства используется коэффициент Джинни и кривая Лоренса (см. рис.  1). Кривая Лорен-
са выражает график зависимости процента доходов от процента имеющего их населения.  
С помощью кривой Лоренса можно определить степень неравенства 
в распределении доходов населения. Отклонение реального распре-
деления доходов от идеального измеряется отношением L = SOAB/
SOAC площади прямой (биссектрисы OA) и кривой Лоренса к пло-
щади ограниченной прямыми y = x, x = 1 и осью х (треугольником 
OAC), и называется коэффициентом неравномерности распределе-
ния доходов. При коэффициенте L = 0 – полное равенство в доходах 
населения; при L < 0,3 слабое неравенство; при L = 0,3 – 0,7 – значи-
тельное неравенство, при L = 0,7 – 1 – сильное неравенство доходов 
населения.

2. Объем продукции
Применение определенного интеграла в экономике основано на том, что любой меня-

ющийся социально-экономический процесс может быть интерпретирован как скачкообраз-
ный, скачки которого близки к нулю. Объем продукции, произведенный за определенный 
промежуток времени (например от нуля до T при производительности труда y = f(t)), вычис-
ляется по формуле .

3. Потребительский излишек (CS – consumer’s surplus)
Для определения потребительского излишка изобразим на графике (см. рис. 2) обрат-

ную функцию спроса P = f(Q). Предположим, что товар в количестве Q* продается продав-
цами не сразу, а поступает на рынок небольшими партиями  Q. Имен-
но такое допущение вместе с предположением о непрерывности функ-
ции спроса и предложения является основным при выводе формулы для 
расчета потребительского излишка. Данное допущение вполне оправда-
но, потому что такая схема реализации товара довольно распростране-
на на практике и вытекает из цели продавца поддерживать цену на то-
вар как можно выше. Тогда получим, что процесс продолжается до тех 
пор, пока не дойдем до равновесного количества товара Q* = Qn. Тог-

Q = f(t)dt
0

T
# .

Рис. 1

Рис. 2


