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МАТРЫЧНАЕ АДНАРОДНАЕ РОЗНАСНАЕ РАЎНАННЕ ПЕРШАГА ПАРАДКУ
СА ЗМЕННЫМІ КАЭФІЦЫЕНТАМІ Ў КАМУТАТЫЎНЫМ ВЫПАДКУ

Построена алгебра m mK 
 матричных гиперпоследовательностей с умножением в виде свертки. В этой алгебре определены 

операции алгебраического интегрирования, дифференцирования и класс вполне коммутативных матриц. Сформулированы 
некоторые необходимые и достаточные условия, согласно которым матрица принадлежит этому классу. Изучены алгебраиче-
ские, функциональные и дифференциальные свойства вполне коммутативных матриц.

Рассмотрено однородное разностное уравнение с переменными вполне коммутативными коэффициентами. Этому урав-
нению было поставлено в соответствие алгебраическое дифференциальное уравнение первого порядка в алгебре m mK  . При 
наложении некоторых условий на собственные значения матричных коэффициентов было получено общее решение рассма-
триваемого уравнения в алгебре K0

mm матричных последовательностей.
Ключевые слова: дискретные уравнения; разностные уравнения; матричные уравнения; дискретное операционное исчис-

ление; последовательности; гиперпоследовательности.
The algebra m mK   of matrix hypersequences with convolution multiplication is constructed. In this algebra we defi ne the opera-

tions of algebraic differentiation and integration and the class of completely commutative matrices. Some necessary and suffi cient 
conditions under which the matrix belongs to this class are stated. The algebraic, functional and differential properties of completely 
commutative matrices are studied.

We consider homogeneous difference equation with variable completely commutative coeffi cients. This equation corresponds in 
algebra m mK  to the matrix algebraic differential equation of the fi rst order. Under some conditions on the eigenvalues of matrix coef-
fi cients the general solution of the equation under consideration is obtained in the algebra K0

mm of matrix sequences.
Key words: discrete equations; difference equations; matrix equations; discrete operational calculus; sequence; hypersequence.

Няхай K  – алгебра гіперпаслядоўнасцей [1] над   выгляду  0 1,0, ,0, , , , ,k
k r

k r
x x h x x x
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      ,

дзе kx  , r  – любы натуральны лік (падкрэслены элемент стаіць на нулявым месцы), 

 ,0, ,0,1,0, ,0,k

k
h      , з множаннем у выглядзе дыскрэтнай згорткі Фур’е. Падмноства 0K  

элементаў выгляду 
0

k
k

k
x x h





  утварае алгебру паслядоўнасцей з множаннем у выглядзе дыскрэтнай 

згорткі Лапласа [1]. 
m mK   – алгебра  m m -матрыц з элементамі з K . Матрыцы з m mK   уяўляюцца ў выглядзе 

фармальных ступеневых шэрагаў k
k

k r
A A h


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  , m m
kA  . Заўважым, што тут маецца на ўвазе зручны 

спосаб запісу і пытанне збежнасці не паўстае.
Па аналогіі з [2] жарданавай клеткай  

im iJ   з i im mK   назавём  i im m -матрыцу, якая мае выгляд 
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, дзе k
i ki

k r
h K





    ,  0 ,0,1,0,I h    . Жарданавай матрыцай 

m mJ K   назавём квазідыяганальную матрыцу 
    1 1diag , ,

lm m lJ J J   , дзе 1 lm m m   .                                    (1)

Азначэнне 1. Матрыца k m m
k

k r
A A h K






   завецца цалкам камутатыўнай (ц. к. м.), калі ,i j  

i j j iA A A A .
Азначэнне 2. Матрыцы , m mA B K   завуцца  -падобнымі, калі m mT   такая, што 1TAT B  . 

Пазначэнне: A B

 .

Тэарэма 1. Жарданава матрыца з m mK   цалкам камутатыўна. 
Дока з .  ► Відавочна, жарданава клетка  

im iJ   – (ц. к. м.). Сцверджанне тэарэмы вынікае 
з выяўлення (1). ◄

Адсюль вынікаюць наступныя сцверджанні:
1) няхай A  – ц. к. м., A B


 . Тады B  – ц. к. м.

2) калі A J

 , дзе J  – жарданава, то A  – ц. к. м.
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Характарыстычны мнагасклад для матрыцы m mA K   азначым, як звычайна, ( ) det( )Af A E    . 
Ягоныя карані   назавём уласнымі значэннямі. Мае месца

Тэарэма 2. Няхай m mA K   – ц. к. м., тады:
1) характарыстычны мнагасклад ( ) det( )Af A E     прыводны над K ;
2) A 


 , дзе m mK   – трохвугольная.

Дока з .  ► Маем k
k

k r
A A h





  , i j j iA A A A . Будуем функцыянальна-камутатыўную матрыцу ( )A t  

такую, што ( ) kA k A . З тэарэмы  У. У. Марозава [3] вынікае, што ўсе матрыцы kA  могуць быць 
прыведзены да трохвугольнага выгляду адным сталым пераўтварэннем падабенства, адкуль і вынікае 
сцверджанне тэарэмы. ◄
Заўвага 1. Тэарэму 2 нельга перафармуляваць на мове неабходных і дастатковых умоў, бо, увогуле 

кажучы, трохвугольная матрыца з m mK   не з’яўляецца  -падобнай жарданавай.
Заўвага 2. Калі ў тэарэме 2 0

m mA K  , то яе ўласныя значэнні належаць да 0K . 
Азначым у m mK   алгебраічныя дыферэнцаванне і інтэграванне формуламі
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пры гэтым інтэграл вызначаны толькі, калі 1A   .
Аналітычная функцыя ад матрыцы з m mK   у агульным выпадку не азначаецца. Калі ўсе ўласныя 

значэнні i  матрыцы A  належаць да 0K , паступім наступным чынам. Функцыі ад жарданавых клетак 
азначым, як у [2, с. 87]:
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. Для жарданавых матрыц маем  

        1 1diag , ,
lm m lf J f J f J   .

Калі 1A T JT , дзе m mT K  , J  – жарданава, то    1f A T f J T . 
Такім чынам, для вызначэння  f A  неабходна і дастаткова вызначыць f  на ўласных значэннях i .

Для 0
0

k
i ki

k
h K





     гэта зроблена ў [1] пры ўмовах lim k
kik

    i .

Ніжэй гэтыя ўмовы будзем лічыць выкананымі ва ўсіх выпадках, калі разглядаюцца функцыі ад 

матрыц з m mK  . Напрыклад, калі  det 0iA E   , то 
2

1! 2! !
i

n
i i ie I

n
   
        і exp A  можна 

выявіць у форме 
2

1! 2! !

n
A A A Ae E

n
       .

Калі m mA   мае простую структуру і  1
1diag , , mTAT     , дзе m mT  , 1, , 0m    – цэлыя, 

не абавязкова розныя, тады  11diag , , mAh T h h T  . Надалей для спрашчэння запісу ў выпадку 
неабходнасці будзем атаясамліваць матрыцу m mA   з элементам m mAI K  .

Няхай A  – ц. к. м. З вышэйпрыведзенага вынікаюць наступныя ўласцівасці:
1) DA , A  – ц. к. м.;
2)    A DA DA A ,    A A A A  ;
3) f  – аналітычная функцыя    f A  – ц. к. м.;
4)     D f A f A DA ;
5)       exp exp expD A A DA DA A 

пры ўмовах, што  f A  вызначана. Адсюль вынікае
Тэарэма 3. Няхай m mA K   – ц. к. м. і вызначаны A ,  exp A . Тады агульны развязак у m mK   ма-

трычнага алгебраічнага дыферэнцыяльнага раўнання
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DX AX
мае выгляд

 A
X e C ,                                                                         (2)

дзе m mC   – адвольная матрыца.
Доказ атрымліваецца непасрэдным дыферэнцаваннем з улікам вышэйпрыведзеных уласцівасцей.
У прыватнасці, калі   1A h ME B  , дзе , m mM B   такія, што MB BM ,

то    1 BB BX h ME C M E M h C    , дзе матрыца BM  вызначаецца, як у [2], 

       1 1 11 1
!

B k
E M h E BM h B B E B k E M h

k
             .

Разгледзім матрычнае рознаснае раўнанне I парадку
   1 On nAn B X Mn L X    , 0,1,n  ,                                             (3)

дзе , , ,A B M L  – папарна камутуючыя матрыцы з m m ,   00
m m

n nX K 

  – невядомая матрыца-

паслядоўнасць. Зададзім  пачатковую ўмову 0

0 0
O

0 0
X

 
    
  


  


.

Пры гэтых умовах раўнанне (3) тым жа самым чынам, што і ў [1], прыводзіцца да аднароднага ма-
трычнага дыферэнцыйнага раўнання ў алгебры m mK 

   1 1DX A Mh h A B Lh X     ,                                             (4)
у якога каэфіцыент пры X  у правай частцы – ц. к. м.

Заўважым, што раўнанне (3) з ненулявымі пачатковымі ўмовамі ці ненулявой правай часткай 
прыводзіцца да неаднароднага раўнання выгляду (4), даследаванне якога выходзіць за рамкі дадзе-
нага артыкула.

Разгледзім выпадак M   , 1A . З (4) атрымаем раўнанне

 1 1 1DX h E A B A Lh X     .
Непасрэднай праверкай можна ўпэўніцца, што матрыца 

  1 1expE A BX h A Lh C
                                                          (5)

задавальняе гэта раўнанне пры ўмовах, што ўсе функцыі, якія ўваходзяць у яго, вызначаны.
Высветлім, у якіх выпадках (5) дае шуканы развязак раўнання (3). Для любых матрыц ,A L

   21 1 11exp
2!

A Lh E A Lh A Lh        
 



ёсць матрычная паслядоўнасць з 0
m mK  .

Няхай матрыца  1E A B  мае простую структуру і 1, , m   – яе ўласныя значэнні (не абавязкова 
розныя). Тады m mT    такая, што

   1 1
1diag , , ,mT E A B T      

і  1
11diag , , mE A Bh T h h T

    .
Калі 1k   – цэлыя, 1,k n , тады X  з (5) – матрыца-паслядоўнасць выгляду

X hX  , дзе 0
m mX K   і 0 OX  . Пры іншых k  ці калі матрыца  1E A B  не мае простай структуры, 

матрыца (5) не дае развязак раўнання (3) у 0
m mK  , бо ў гэтай алгебры не вызначаны ln h  і h , калі 

0 . Калі : 0jj   , маем 0 OX  .
Разгледзім выпадак OM  , 1 1A M  . Непасрэднай падстаноўкай можна ўпэўніцца ў тым, што мат рыца

      
1 1

1 11 1 1 1exp ln
A B M L EE A B E A BX h E A Mh C h A B M L E E A Mh C
 

             ,           (6)

дзе m mC   – адвольная, задавальняе раўнанне (4).
Пазначым 1 1P A B M L E    . Для любых перастаўляльных матрыц , , ,A B M L  матрыца 

       
1 1 21 1 1 11 1 1( ) ( )

1! 2! !
A B M L E P

E A Mh E A Mh E P A M h P P E A Mh P P E
k

               
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
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      ёсць матрыца-паслядоўнасць з 0
m mK  . Тады з (6) 

1

0

E A B k
k

k
X h E V h C








 
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 
 ,

адкуль вынікае, што (6) дае агульны развязак раўнання (3) у алгебры 0
m mK   з пачатковым значэннем 

0 OX   пры тых жа абмежаваннях, што і ў (5). 
Заўважым, што развязкі (5) і (6) не атрымліваюцца як прыватныя выпадкі з формулы (2), таму што 

інтэграл пад знакам экспаненты не вызначаны. Аднак жа развязкі (5) і (6) вызначаны, паколькі з тэарэ-
мы 2 вынікае, што ўласныя значэнні адпаведных матрыц належаць да 0K , а магчымасць дыферэнца-
вання вынікае з уласцівасцей ц. к. м.

Развязак (6) можа быць прадстаўлены ў больш зручнай форме. Пазначым 
   1 1 1lnA B M L E E A Mh       .

З нагоды перастаўляльнасці матрыц, якія ўваходзяць у  , m mU    такая, што

 
1

21 1 1 0

0 0 m

U A B M L E U  

    
      
  
  

 


,  
1

21 1 0

0 0 m

U A M U 

    
    
  
  

 


.               (7)

Тут у правай частцы стаяць верхнетрохвугольныя матрыцы з уласнымі значэннямі (не абавязкова 
рознымі) адпаведна 1, , m   і 1, , m  . Адсюль вынікае, што ўласныя значэнні матрыцы   маюць 
выгляд  lni iI h   , дзе множнікі бяруцца ў тым жа парадку, што і ў (7).

Няхай 

 
 

 

ln 0 0
0 ln 0

0 0 ln

i

i i

i i
m

i i

I h I
I h I

J

I h

   
        
 

    

   


. Карыстаючыся формулай з 

крыніцы [2, с. 87] для вылічэння функцый ад жарданавых матрыц, атрымаем
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 
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i

m

e e I h
m



 
  
 

      
 
 
  





   


.

У агульным выпадку існуе матрыца m mW K   такая, што  1

1 diag , ,
lm mW W J J J     – жардана-

ва матрыца над 0
m mK  , 1 lm m m   . Тады 

 11 1diag , , mm lJJJe W e W W e e W    
і (6) можна запісаць у выглядзе 

 1
11diag , , mm lJJE A BX h W e e WC

   . 
Усё вышэйсказанае абагульняе
Тэарэма 4. Няхай 1A , матрыца  1E A B  мае простую структуру і яе ўласныя значэнні

1, , m   – натуральныя. Тады матрыцы (5) і (6) даюць агульны развязак раўнання (3) з нулявой па-
чатковай умовай у алгебры 0

m mK   у выпадках OM   і 1M   адпаведна.
Заўвага 3. Калі існуе прынамсі адно натуральнае ўласнае значэнне j  матрыцы  1E A B , раўнанне 

(3) можа мець нетрывіяльны развязак, які не задаецца формулай (5) ці (6). Разгляд такіх развязкаў (так 
званых асобых) не ўваходзіць у межы дадзенага артыкула.

Аўтары ўдзячны прафесару А. Б. Антаневічу за каштоўныя заўвагі, якія былі ўлічаны пры 
падрыхтоўцы артыкула.
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УДК 513.51
Е. В. ДИРВУК, К. А. СМОТРИЦКИЙ

РАЦИОНАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ТИПА РАДО
Объектом исследования в данной работе являются квадратурные формулы интерполяционно-рационального типа на от-

резке. Цель исследования – построение квадратурных формул типа Радо и изучение некоторых их свойств. Раскрывается ак-
туальность темы, приведены ссылки не некоторые статьи, связанные с данной тематикой. Описано построение интерполяци-
онных рациональных функций Лагранжа с узлами в нулях синус-дробей Чебышева – Маркова и одной заранее фиксированной 
точке –1 и 1, вычислены коэффициенты квадратурных формул типа Радо, построенных с применением указанных функций 
Лагранжа. Изучены некоторые свойства построенных квадратурных формул, в частности, дана оценка их погрешности. По-
лученные результаты могут быть использованы для дальнейшего исследования квадратурных формул, а также для изучения 
свойств интерполяционных рациональных функций.

Ключевые слова: рациональные квадратурные формулы; интегрирование на отрезке; рациональные дроби Чебышева – 
Маркова; рациональная аппроксимация.

The research object of this paper are the quadrature formula rational interpolation type on the segment. The major goal is the con-
struction of Radau type quadrature formulas and some of their properties research. At the beginning of the paper specifi ed relevance 
of research theme and references to some related articles. The rational interpolating Lagrange functions construction with nodes in the 
zeros of Chebyshev – Markov sine-fractures and one fi xed point of –1 and 1 is considered in the present paper. The main part of the pa-
per is devoted to the computation of the coeffi cients of Radau-type quadrature formulas constructed with the use of specifi ed Lagrange 
functions and estimation of their error in particular. The received results can be used in further research of quadrature formulas and for 
studying the properties of rational interpolating functions.

Key words: rational quadrature formulas; integration on the segment; Chebyshev – Markov rational functions; rational approximation.

Квадратурные формулы интерполяционного типа представляют собой одно из актуальных направ-
лений теории приближений. Классические результаты, полученные в полиномиальном случае, под-
робно описаны, например, в монографии [1]. Отметим, что, для того чтобы квадратурная формула об-
ладала наилучшими в некотором смысле свойствами, в качестве ее узлов выбирают нули специальных 
полиномов (например, многочленов Чебышева первого или второго рода).

Отдельной проблемой в подобных исследованиях является задача построения квадратурных фор-
мул, часть узлов которых задается заранее, другая же часть узлов может быть взята произвольно (не-
обходимость таких квадратурных формул возникает, например, при решении различных граничных за-
дач). При этом если фиксируются оба конца рассматриваемого отрезка, то такая квадратурная формула 
называется квадратурной формулой типа Лобатто, если же один – квадратурной формулой типа Радо. 
Достаточно подробно подобные результаты в полиномиальном случае изложены в [2].

При решении указанных задач в рациональном случае возникает проблема выбора системы функ-
ций, нули которых выступают в качестве узлов интерполирования. Одним из классических способов 
решения этой задачи на отрезке является использование косинус- и синус-дробей Чебышева – Марко-
ва. Такой подход был предложен и развит Е. А. Ровбой [3]. В продолжение этих исследований была 
построена квадратурная формула типа Лобатто [4]. Некоторые вопросы, связанные с построением ква-
дратурных формул на вещественной прямой, были рассмотрены в работе [5]. Следует отметить, что 
П. Борвейн, Т. Эрдели, Д. Чанг в [6] используют несколько иной подход к построению системы раци-
ональных функций, обобщающих классические многочлены Чебышева. Соответствующие квадратур-
ные формулы построены в [7, 8].

В данной работе рассматриваются вопросы, связанные с изучением рациональных квадратурных 
формул типа Радо следующего вида:
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