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УДК 512.542 
Р. В. бОРОДич

О ПЕРЕСЕчЕНИИ А-ДОПУСТИМЫх МАКСИМАЛьНЫх ПОДГРУПП,  
НЕ СОДЕРЖАщИх ℑ-РАДИКАЛ

В теории конечных групп особую роль играют максимальные подгруппы, а также связанные с ними  различные обоб-
щения подгруппы Фраттини. Данная статья посвящена исследованию в группах с операторами пересечений максимальных 
подгрупп, не содержащих -корадикал, которые либо содержат, либо не содержат -радикал, где  – формация Фиттинга. 
В частности, в качестве следствия из результатов работы вытекает, что если в разрешимой группе G с определенной группой 
операторов А существуют ненильпотентные абнормальные максимальные A-допустимые подгруппы, не содержащие подгруп-
пу Фиттинга F(G), то пересечение всех таких подгрупп совпадает с подгруппой ( , ),G A∆  и, как следствие, является нильпо-
тентной подгруппой, а пересечение абнормальных максимальных А-допустимых подгрупп, содержащих подгруппу Фиттинга 
F(G), – метанильпотентной подгруппой.

Ключевые слова: формация; нормальная подгруппа; максимальная подгруппа; группа операторов. 
In the theory of finite groups the objects which are extremely situated in the group, take the central position. In the first place, 

maximal subgroups belong to these objects. This paperwork is dedicated to the investigations within the groups with the operators 
of maximal groups crossing without -residual which either contain or not -radical, where  is Firting’s formation. Particularly, 
according to the results of the investigation, there is a conclusion that if there are Fitting F(G) free nonnilpotent abnormal maximal 
A-permissible subgroups in solvable group G with a certain group of A operators, the crossing of all such groups coincides with the 
∆(G, A) group is the nilpotent subgroup. The crossing of the abnormal maximal A-permissible subgroups with the Fitting F(G) sub-
group is the metanilpotent group.

Key words: formation; normal subgroups; maximal subgroup; group of operators. 

Все рассматриваемые в статье группы предполагаются конечными. В теории конечных групп цен-
тральное место занимают объекты, экстремально расположенные в группе. К таким объектам в первую 
очередь относятся максимальные подгруппы. Одно из направлений теории пересечений максимальных 
подгрупп связано с задачей о свойствах пересечений заданных максимальных подгрупп и исследовании 
влияния этих свойств на подгрупповое и нормальное строение группы. Данное направление берет начало 
в работе Фраттини [1], установившего нильпотентность пересечения Ф(G) всех максимальных подгрупп 
конечной группы G. Полученные им результаты в дальнейшем развивались в работах [2] и [3]. 

В настоящее время одно из направлений развития данной теории связано с исследованием пересече-
ний максимальных подгрупп, не содержащих некоторую нормальную подгруппу конечной группы [4]. 
Данная статья посвящена разитию указанного направления в группах с операторами. 

1. Определения и обозначения
Через MG обозначают ядро подгруппы M в группе G (т. е. пересечение всех подгрупп из G, сопря-

женных с подгруппой M). 
Учитывая, что максимальные подгруппы оказывают существенное влияние на строение конечных 

групп, рассмотрим максимальные подгруппы среди подгрупп, обладающих общим заданным свой-
ством, и изучим их пересечения и влияние на нормальное строение группы. 



Математика и информатика

65

Напомним, что класс групп – всякое множество групп, содержащее вместе с каждой своей группой 
G и все группы, изоморфные G. 

Класс групп ℑ  называется формацией, если выполняются следующие условия: 
1) G ∈ℑ  и N G , то G N/ ∈ℑ; 
2) 1G N/ ∈ℑ  и 2G N/ ∈ℑ, то 1 2G N N/ ∩ ∈ℑ. 
Отображение f класса G всех групп в множество классов групп называют экраном, если для любой 

группы G выполняются следующие условия: 
1)  f (G) – формация; 
2) f G f G f( )⊆ ( )∩ ( )ϕ ϕKer  для любого гомоморфизма ϕ  группы G; 
3)  f (1) = G. 
Экран f называют локальным, если для любого простого числа p он принимает одинаковые значения 

на всех неединичных p-группах и  для любой группы G. 
Формацию ℑ  называют локальной, если она имеет хотя бы один локальный экран. 
Формация Фиттинга – нормально наследственная формация ℑ, замкнутая относительно произведе-

ний нормальных ℑ-подгрупп. 
Пусть ℑ – формация. Тогда через Gℑ обозначается ℑ-корадикал группы G – пересечение всех нор-

мальных подгрупп N группы, для которых G N/ ∈ℑ . Если ℑ – формация, замкнутая относительно 
произведений нормальных ℑ-подгрупп, то наибольшую нормальную ℑ-подгруппу называют ℑ-ради-
калом группы G и обозначают Gℑ. 

Пусть даны группа G, множество End( )A G⊂ , где End( )G  – множество эндоморфизмов группы G. 
Подгруппа M называется A-допустимой, если M выдерживает действие всех операторов из A, т. е. 

 для любого оператора Aa∈ . 
Несложно заметить, что поскольку операторы действуют как соответствующие им эндоморфизмы, 

то каждая характеристическая подгруппа является A-допустимой для произвольной группы операто-
ров. 

Обозначим через Ф(G, A) пересечение ядер всех максимальных A-допустимых подгрупп. Если таких 
подгрупп в группе G нет, то положим Ф(G, A) = G. 

Заметим, что максимальная A-допустимая подгруппа M либо целиком содержит ℑ-радикал группы G, 
 либо MG Gℑ = . Поскольку произведение A-допустимых подгрупп A-допустимо и Gℑ – характеристи-
ческая подгруппа, а, следовательно, A-допустимая, то MG Mℑ =  или MG Gℑ = . Аналогичные рассуж-
дения верны и для ℑ-корадикала. 

Пусть ℑ  – формация, через D G Aℑ ,( )  обозначим подгруппу, равную пересечению ядер всех макси-
мальных A-допустимых подгрупп группы G, не содержащих ℑ-корадикал. 

Пусть ℑ  – формация, замкнутая относительно произведений нормальных ℑ-подгрупп. Введем сле-
дующие обозначения: 

• ( )
G

G AD ℑ

ℑ ,  – подгруппа группы G, равная пересечению ядер всех максимальных A-допустимых 
подгрупп группы G, не содержащих ℑ-радикал, ℑ-корадикал и не принадлежащих формации ℑ; 

• D G AGℑ

ℑ ,( )  – подгруппа группы G, равная пересечению ядер всех максимальных A-допустимых 
подгрупп группы G, не содержащих ℑ-радикал и ℑ-корадикал; 

• ( )GD G A
ℑ

ℑ ,  – подгруппа группы G, равная пересечению ядер всех максимальных A-допустимых 
подгрупп группы G, содержащих ℑ-радикал и не содержащих ℑ-корадикал. 

Если A – единичная группа операторов, то понятия A-допустимой максимальной подгруппы, не со-
держащей ℑ-корадикал, и максимальной ℑ-абнормальной подгруппы совпадают. В этом случае будем 
использовать обозначения ℑ

ℑ
G GΦ ( ), ( )G G

ℑ

ℑΦ , ( )G G
ℑ

ℑΦ . 
Напомним, что подгруппой Гашюца ( )G∆  называют подгруппу, равную пересечению всех ненор-

мальных максимальных подгрупп группы G, а ( )Gℑ∆  – подгруппой, равной пересечению всех ℑ-аб-
нормальных максимальных подгрупп группы G [2, 3]. 

Всегда полагаем, что пересечение пустого множества подгрупп из G совпадает с самой группой G. 
Необходимо отметить, что не каждая максимальная подгруппа будет максимальной A-допустимой 

относительно некоторой группы операторов A, а также не всякая максимальная A-допустимая подгруппа  
группы является максимальной подгруппой в этой же группе. 

Пример 1.1. Пусть Q – группа кватернионов 8-го порядка. Рассмотрим 3[ ]G Q Z= , где 3Z  – группа 
операторов для Q. В группе Q подгруппа K порядка 2 является максимальной допустимой относительно  
группы операторов 3Z , но не является максимальной подгруппой группы Q.  
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Пример 1.2. Рассмотрим группу 
 2 3 3 1 aG a b c a b c bc cb b c∗ = < , , | = = = , = , = > ..

Тогда [ ]G G A∗ = , где G b c= < > ⋅ < >  и A a= < >  – группа операторов группы G. Простая проверка 
показывает, что в группе G есть максимальная A-допустимая подгруппа H bc= < >  порядка 3, но не все 
подгруппы порядка 3, например b, являются A-допустимыми. Отмеченный класc групп становится до-
статочно широким, если образовать группу R G Q∗= ⋅ , где Q – сверхразрешимая группа и ( ) 1G Q| |,| | = .  

2. Вспомогательные результаты
Теорема 2.1 [4]. Пусть ℑ –  Snзамкнутая локальная формация и группа G  имеет группу операто-

ров A  такую, что ( ) 1G A| |,| | = . Тогда ( )D G A A Bℑ , = × , где A∈ℑ, ( )B G A⊆ Φ , , ( ) ( )Bπ ∩ π ℑ = ∅.
Теорема 2.2 [4]. Пусть ℑ –  Snзамкнутая локальная формация и группа G имеет группу операторов A 

такую, что ( ) 1G A| |,| | = . Если N – нормальная Aдопустимая подгруппа группы G и ( )N N D G Aℑ/ ∩ , ∈ℑ, 
тогда N представима в виде прямого произведения 1 2N N N= × , множители которого удовлетворяют 
следующим условиям: 

1) 1N ∈ℑ; 
2) 2( ) ( )Nπ ∩ π ℑ = ∅; 
3) 2 ( )N G A⊆ Φ , .  
Теорема 2.3 [4]. Пусть группа G имеет группу операторов A, ℑ  – формация. Если в группе G су-

ществуют максимальные Aдопустимые подгруппы, не содержащие ℑкорадикал и не принадлежа  
щие ℑ, тогда пересечение всех таких подгрупп совпадает с ( )D G Aℑ , . 

3. Основной результат
Теорема 3.1. Пусть группа G имеет группу операторов A такую, что ( ) 1G A| |,| | = , ℑ – локальная 

формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные группы и ( )D G A Gℑ , ≠ . Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) D G A Gℑ
ℑ, ⊆( ) , если G – разрешимая неединичная группа, то ( )D G A Gℑ

ℑ, ⊂ ; 
2)  
Доказательство .  Из теоремы 2.1 следует, что ( )D G Aℑ , ∈ℑ. Следовательно, ( )D G A Gℑ

ℑ, ⊆ .  
Пусть G – разрешимая неединичная группа. Тогда ( )G D G Aℑ/ ,  – разрешима и неединична. Пусть 

( )B D G Aℑ/ ,  – минимальная нормальная подгруппа в ( )G D G Aℑ/ , . Поскольку ( )B D G Aℑ/ ,  – p-группа 
для некоторого простого p, а формация ℑ  содержит все нильпотентные группы, то по теореме 2.2 
B ∈ℑ, а это значит, что B Gℑ⊆ . Следовательно, ( )D G A Gℑ , ⊂ . 

Если , то по теореме 2.2 K ∈ℑ, поэтому K Gℑ⊆  и
G D G A G D G A/ ,( )( ) ⊆ / ,( )ℑ

ℑ ℑ
ℑ . Обратное включение следует из определения подгруппы Gℑ. 

Если группа операторов A является тривиальной, то имеет место следующее следствие.
Следствие 3.1.1. Пусть ℑ  – локальная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные 

группы. Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) ( )G Gℑ

ℑ∆ ⊆ ; если G – разрешимая неединичная группа, то ( )G Gℑ
ℑ∆ ⊂ ; 

2)  
Теорема 3.2. Пусть группа G имеет группу операторов A такую, что ( ) 1G A| |,| | = , ℑ  – локальная 

формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные группы, тогда в разрешимой группе справед-
ливы следующие утверждения: 

1) ( ) ( )GD G A D G A
ℑ

ℑ ℑ, = , ; 
2) если G – не ℑгруппа, то 2( )GD G A

ℑ

ℑ , ∈ℑ . 
Доказательство .  Подгруппы ( )GD G A

ℑ

ℑ ,  и ( )GD G A
ℑ

ℑ ,  являются характеристическими в G и 

 ( ) ( ) ( )GGD G A D G A D G A
ℑℑ

ℑ ℑ ℑ, ∩ , = , .

Для факторгруппы ( )G D G Aℑ/ ,  выполняется 
 ,
поэтому 
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Предположим, что ( ) ( ) 1GD G A D G A
ℑ

ℑ ℑ, / , ≠  и пусть ( )K D G Aℑ/ ,  – минимальная нормальная подгруппа 
в ( )G D G Aℑ/ , , содержащаяся в ( ) ( )GD G A D G A

ℑ

ℑ ℑ, / , . Поскольку формация ℑ  включает формацию всех 
нильпотентных групп, то ( )K D G Aℑ/ , ∈ℑ и по теореме 2.2 K ∈ℑ. Следовательно, K Gℑ⊆ . Тогда 
 ( ) ( )GGK D G A D G A

ℑℑ

ℑ ℑ⊆ , ∩ , ,
получили противоречие. Значит, допущение неверно и ( ) ( ) 1GD G A D G A

ℑ

ℑ ℑ, / , = , а следовательно, 
( ) ( )GD G A D G A

ℑ

ℑ ℑ, = , . 
Пусть G – разрешимая не ℑ-группа. Из того, что ( )GG D G A G

ℑ

ℑ
ℑ ℑ⊆ ,  и ( ) ( )GD G A G D G G A

ℑ

ℑ ℑ
ℑ ℑ, / = / , ,

следует, что подгруппа 2( )GD G A
ℑ

ℑ , ∈ℑ . 
Следствие 3.2.1. Пусть группа G имеет группу операторов A такую, что ( ) 1G A| |,| | = , ℑ  – локаль-

ная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные группы, тогда в разрешимой неединичной 
группе подгруппа ( )GD G A

ℑ

ℑ , ∈ℑ . 
Если группа операторов A  является тривиальной, то имеет место следующее следствие.
Следствие 3.2.2. Пусть ℑ  – локальная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные 

группы. Тогда для разрешимой группы G справедливы следующие утверждения: 
1) ( ) ( )G G G

ℑ

ℑ ℑΦ = ∆ ; 
2) если G ∉ℑ, то 2( )G G

ℑ

ℑΦ ∈ℑ . 
Следствие 3.2.3. Пусть ℑ  – локальная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные 

группы. Тогда в разрешимой группе G подгруппа ( )G G
ℑ

ℑΦ  принадлежит ℑ. 
Если группа операторов A является тривиальной, а формация ℑ  совпадает с формацией всех ниль-

потентных групп, то из теоремы 3.2 получаем следствие.
Следствие 3.2.4. В разрешимой группе G пересечение абнормальных максимальных подгрупп, не 

содержащих F (G), совпадает с ( )G∆ , а пересечение абнормальных максимальных подгрупп, содержа-
щих F (G), метанильпотентно. 

Из следствия 3.2.4 вытекает соответствующий результат работы [5]. 
Теорема 3.3. Пусть группа G имеет группу операторов A такую, что ( ) 1G A| |,| | = , ℑ  – локальная 

формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные группы, G  – разрешимая группа. Если

ℑ

ℑ
, ≠GD G A G( ) , то 

ℑ

ℑ ℑ, = ,GD G A D G A( ) ( ). 
Доказательство .  Пусть G обладает максимальными A-допустимыми подгруппами, не содержа-

щими ℑ-корадикал, не содержащими Gℑ  и не принадлежащими ℑ. Несложно заметить, что 
 D G A D G A D G AG

ℑ ℑ ℑ
, ⊆ , ⊆ ,

ℑ
( ) ( ) ( )

и согласно теореме 2.3 ( ) ( )D G G AD
ℑℑ = , . 

Пусть подгруппа 
ℑ

ℑ ,GD G A( )  не совпадает с подгруппой ( )G AD
ℑ

, , тогда 
ℑ

ℑ ℑ
, / , ≠GD G A D G A( ) ( ) 1  

и пусть ( )K G AD
ℑ

/ ,  – минимальная нормальная подгруппа в ( )G G AD
ℑ

/ , , содержащаяся в

ℑ

ℑ ℑ
, / ,GD G A D G A( ) ( ). Поскольку формация ℑ  включает формацию всех нильпотентных групп, то
( )K G AD

ℑ
/ , ∈ℑ. Тогда на основании теорем 2.2 и 2.3 следует, что K ∈ℑ. Откуда получаем, что K Gℑ⊆ . 

Тогда 
 K D G A D G AG G⊆ , ∩ , ,

ℑ ℑ

ℑ ℑ( ) ( )

имеем противоречие. Значит, допущение неверно и 
ℑ

ℑ ℑ
, / , =GD G A D G A( ) ( ) 1, откуда следует, что 

ℑ

ℑ ℑ, = ,GD G A D G A( ) ( ). 
Применяя теорему 2.2, получаем следствие.
Следствие 3.3.1. Пусть группа G имеет группу операторов A такую, что ( ) 1G A| |,| | = , ℑ  – ло-

кальная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные группы, G – разрешимая группа. Если 
ℑ

ℑ
, ≠GD G A G( ) , то 

ℑ

ℑ
, ∈ℑGD G A( ) . 

В случае когда группа операторов A  является тривиальной, из теоремы 3.3 имеем следствие. 
Следствие 3.3.2. Пусть ℑ  – локальная формация Фиттинга, содержащая все нильпотентные 

группы, G – разрешимая группа. Если 
ℑ

ℑ
≠G G GΦ ( ) , то 

ℑ

ℑ ℑ= ∆ ∈ℑG G GΦ ( ) ( ) . 
Если группа операторов A является тривиальной, а ℑ  – формация всех нильпотентных групп, тогда 

из теоремы 3.3 имеем следствие.
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Следствие 3.3.3. Пусть G – разрешимая группа. Если в группе G существуют ненильпотентные 
абнормальные максимальные подгруппы, не содержащие подгруппу Фиттинга F(G), то пересечение 
всех таких подгрупп совпадает с подгруппой Гашюца ( )G∆ . 

Из следствия 3.3.3 вытекает соответствующий результат работы [5]. 
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УДК 512.543.76
В. В. бЕняшКРиВЕц, и. О. ГОВОРУшКО

О МНОГООБРАЗИях ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУПП БАУМСЛАГА – СОЛИТЕРА
Группа G называется нехопфовой, если она изоморфна своей собственной факторгруппе. Баумслаг и Солитер по-

строили примеры нехопфовых групп с двумя образующими и одним соотношением, которые имеют копредставление 
( ) 1, , p qBS p q a t t a t a−= = . Если p, q имеют различные множества простых делителей, то группа ( ),BS p q  не является хоп-

фовой. Будем считать, что p и q – взаимно простые числа. В статье дается описание многообразий n-мерных представлений 
( )( ),nR BS p q . Доказано, что каждая неприводимая компонента ( )( ),nR BS p q является унирациональным многообразием 

размерности n2. Количество неприводимых компонент равно числу классов сопряженности матриц ( )nA GL K∈  таких, что 
Ap и Aq сопряжены.

Ключевые слова: многообразие представлений; группа Баумслага – Солитера; неприводимая компонента; размерность; 
линейное представление.

A group G is said to be non-Hopfian if it is isomorphic to one of its proper quotients. Baumslag and Solitar constructed examples of 
non-Hopfian groups with two generators and one relation, which have a presentation ( ) 1, , p qBS p q a t t a t a−= = . If p, q have distinct 
sets of prime divisors, then the group ( ),BS p q  is non-Hopfian. We will assume that p and q are coprime. In the paper we give a de-
scription of the variety of n-dimensional representations ( )( ),nR BS p q . It is proved that any irreducible component of ( )( ),nR BS p q  
is unirational variety of dimension n2. The number of irreducible components is equal to the number of conjugacy classes of matrices 

( )nA GL K∈  such that Ap and Aq are conjugate.
Keу words: a representation variety; a Baumslag – Solitar group; an irreducible component; a dimension; a linear representation.

Группа G называется хопфовой, если всякий эпиморфизм :f G G→  является автоморфизмом. Соот-
ветственно, группа G нехопфова, если она изоморфна своей собственной факторгруппе.

Баумслагом и Солитером в [1] впервые предложены примеры нехопфовых  конечно представленных 
групп. Группы Баумслага – Солитера ( , )BS p q  имеют копредставление 

( ) 1, , p qBS p q a t t a t a−= = .

В [1] доказано, что если | | 1p > , | | 1q >  и числа p, q имеют различные множества простых делителей, 
то группа ( , )BS p q  не является хопфовой. В дальнейшем будем считать, что p и q – взаимно простые чис-
ла. В [2] описаны все неприводимые представления группы ( , )BS p q  над полем комплексных чисел .  
Ф. А. Дудкин [3] указал все неприводимые представления произвольной подгруппы конечного индекса 
группы ( , )BS p q  над полем . 

В работе дается описание многообразий представлений ( )( ),nR BS p q . Напомним [4], что если 
1, , mG g g= < … >  – конечно порожденная группа и K – алгебраически замкнутое поле нулевой характе-

ристики, то любому представлению   можно поставить в соответствие набор элементов 

.
Очевидно, что этот набор удовлетворяет всем определяющим соотношениям группы G. По-

этому соответствие  в действительности задает биекцию между множеством 
( )( )Hom , nG GL K  и K-точками некоторого аффинного K-многообразия ( ) ( )m

n nG GLR K⊂ , называемого  
многообразием n-мерных представлений группы G.


