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ПРЕДИСЛОВИЕ

Уравнения типа свертки являются одним из важнейших ма- 
тематических средств решения практических задач. Трудно 
указать какую-либо другую математическую теорию, которая 
была бы более тесно связана с различными приложениями. 
Здесь и разнообразнейшие задачи классической математической 
физики, и всевозможные задачи современной техники и эконо- 
мики: теории атомного ядра, автоматического управления, игр, 
массового обслуживания и многое другое.

Решение интегральных и сходных с ними уравнений типа 
свертки основывается на интегральных преобразованиях. С их 
помощью простые уравнения непосредственно сводятся к линей- 
ным алгебраическим уравнениям, а более сложные — к линей- 
ным краевым задачам аналитических функций. Уравнения по- 
следнего типа составляют предмет этой книги.

В настоящее время в исследованиях по уравнениям типа 
свертки сложились три явно выраженных направления. Первое, 
которое мы назовем прикладным, развивается представителями 
прикладных наук — физиками, техниками и др. — преимуще- 
ственно в США. Они не интересуются теоретической стороной 
дела, а все внимание сосредоточивают на решении практиче- 
ских задач. Ясное представление об этом направлении читатель 
может получить из двух опубликованных у нас переводных мо- 
нографий [17], [19] или нашей отечественной монографии [1]. 
В них приведена обширная библиография.

Второе направление — функционально-теоретическое — ха- 
рактерно стремлением к наибольшей общности и абстрактности 
постановки задач. Методом исследования здесь является функ- 
циональный анализ. Главное внимание уделяется теоремам су- 
ществования в наиболее общей постановке. Даже в тех слу- 
чаях, когда речь идет о чисто прикладных вопросах (например, 
приближенные решения), изложение ведется с абстрактных по- 
зиций. Исходной точкой этого направления является опублико- 
ванная в 1958 г. статья М. Г. Крейна [14]. Подробный обзор 
результатов этого направления содержится в монографии [7].

Третье направление мы условно назовем конструктивным. 
Для него характерно соединение доказательств существования
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решений .с алгоритмом (конструкцией) для получения решения 
и приоритет второго перед первым. Основным методом исследо- 
вания является использование теории краевых задач для ана- 
литических функций и особых интегральных уравнений с ядром 
Коши. Истоками этого направления являются классические ра- 
боты Винера — Хопфа, В. А. Фока и И. М. Рапопорта. Кон- 
структивное направление можно считать промежуточным между 
первыми двумя.

Настоящая книга написана, главным образом, в конструк- 
тивном духе. В основу ее положены исследования авторов 
книги и ряда их учеников. Начало этих исследований относится 
к 1953 г.*). В целях придания материалу большей доступности, 
в особенности для специалистов прикладных наук, авторы со- 
знательно пошли в ряде случаев на сужение классов заданных 
и искомых функций по сравнению с максимально возможными. 
Почти вся книга доступна лицам, не знакомым с функциональ- 
ным анализом.

Кроме особенностей способа изложения, отличающих эту 
книгу от других, можно указать также на ряд отличий в содер- 
жании. Важная для приложений теория уравнений в классах 
функций показательного роста или убывания, послужившая ис- 
точником для всей теории уравнений типа свертки (теория Ви- 
нера — Хопфа), в дальнейшем нигде не развивалась, кроме ра- 
бот авторов книги и их учеников. Здесь она впервые излагается 
в связном виде. Как читатель убедится, изучая главу IV, воз- 
никают задачи несравненно более сложные, чем в случае клас- 
сов L и U  Многое здесь до конца не исследовано и требует 
дальнейшей разработки. В главе IV излагается также теория 
нового, но уже нашедшего приложения, «уравнения плавного 
перехода».

Нигде до сих пор в монографической литературе не излага- 
лась в отчетливой форме теория уравнений первого рода 
(гл. III).

Некоторым известным направлениям, например теории урав- 
нений типа свертки в классах обобщенных функций или реше- 
нию задач математической физики методом факторизации, дана 
новая, как нам представляется, более простая трактовка.

Остановимся на некоторых особенностях принятой в книге 
терминологии и обозначений.

Из двух родственных друг другу уравнений: парного 
и с двумя ядрами — многие авторы принимают за основное пар- 
ное, второму же не дают самостоятельного названия, а именуют

*) Обзор работ в их хронологической последовательности содержится в 
исторических замечаниях, которыми заканчиваются все главы (§§ 4, 8, U, 16,
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сопряженным к парному. Мы, исходя из того, что эти уравне- 
ния при решении различных практических задач встречаются 
независимо друг от друга, рассматриваем их как самостоятель- 
ные уравнения с собственными названиями.

В тех случаях, когда оба уравнения приходится исследовать 
совместно (теория Нетера), мы в качестве исходного берем не 
парное, а уравнение с двумя ядрами. В пользу парного говорят 
лишь исторические соображения — оно стало известно ранее. 
Парное уравнение можно, например, найти уже в монографии 
Е. Титчмарша (1 изд. в 1937 г.), уравнение же с двумя ядрами 
встретилось впервые в работе Ю. И. Черского 1) лишь в 1953 г. 
Но все другое говорит за приоритет уравнения с двумя ядрами. 
Оно во многих отношениях проще:

1. Путем простого расчленения искомой функции на правую 
и левую односторонние и преобразования Фурье сразу возни- 
кает краевая задача относительно интеграла Фурье искомой 
функции. При решении же парных уравнений приходится вво- 
дить пару вспомогательных односторонних функций. После пре- 
образования Фурье и исключения искомой функции возникает 
краевая задача относительно вспомогательных функций.

2. Путем использования символа sgn и преобразования 
Фурье уравнение с двумя ядрами сводится к простейшему син- 
гулярному интегральному уравнению с ядром Коши — характе- 
ристическому. Последнее непосредственно решается сведением 
к краевой задаче Римана. Парное же уравнение сводится не 
к характеристическому, а к более сложному сопряженному 
с ним.

Ко всему сказанному следует добавить, что уравнения пар- 
ное и с двумя ядрами не являются сопряженными; для сопря- 
женности необходимо у ядер одного из уравнений поменять 
знак аргумента.

Нами введены еще некоторые новые термины: «односторон- 
ние» функции, «односторонние» интегралы Фурье, «односторон- 
ние» уравнения и др. Смысл терминов каждый раз объясняется. 
Так же как в монографии [5], не употребляются термины «голо- 
морфная», «регулярная» и т. п. (функция), а только термин 
«аналитическая».

Авторы выражают надежду, что их книга послужит пред- 
ставителям прикладных наук средством для уверенного пользо- 
вания важной для них теорией.



Г л а в а  I
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА

Здесь будут даны (чаще без доказательств) основные свой• 
ства преобразования Фурье, которое является, как уже указы- 
валось в предисловии, основным орудием решения исследуемых 
в книге уравнений. Другие свойства будут даны в дальнейшем 
(§§ 12, 28).

В результате изучения у читателя должно возникнуть отчет- 
ливое представление о тесной зависимости степени гладкости 
интеграла Фурье F(x) от поведения исходной функции (ориги- 
нала) f(t) на бесконечности. Так, если f(t) только абсолютно 
интегрируема, то F(x) просто непрерывна, но может оказаться 
недифференцируемой. Потребовав от f(t) убывания на ± о о  
степенного порядка t~n, получим п — 1 раз дифференцируемый 
интеграл Фурье F(x).

Если пойти еще дальше и потребовать от f(i) убывания по- 
казательного порядка, то получим F(x),  аналитически продол- 
жимую в полосу комплексной плоскости. Наконец, если f(t) 
тождественно равна нулю на целом луче действительной оси, 
то Р \ г )  имеет полуплоскость аналитичности.

Напротив, если f(t) на бесконечности не стремится к нулю, 
а тем более имеет рост, то F(x) в обычном смысле не суще- 
ствует, а становится обобщенной функцией (см. гл. VIII).

Именно благодаря свойствам аналитичности интегралов 
Фурье уравнения типа свертки удается решать с помощью крае- 
вой задачи Римана теории аналитических функций. Некоторые 
общие соображения по поводу этого второго важнейшего орудия 
решения уравнений типа свертки будут высказаны во введе- 
нии к § 3.

§ 1. Преобразование Фурье
1. 1. Интегралы Фурье и преобразование Фурье. Интегралом 

Фурье от f(t) называется следующая функция параметра х:
оо

f ( x ) =־ —i=r  ̂ f(t )e{xtdt, — ОО <  X <  ОО.
*гв»־־

( 1. 1)
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Функции f(t) и F(x) связаны также взаимной формулой
оо

f (/) =  .1— J F(x)e~i1ctdx, — 00 < / < 00. (1.2)
י —סס

Они могут принимать комплексные значения.
Будем называть исходную функцию /(/)  оригиналом, а ее 

интеграл Фурье /7(ж) — изображением. Оригиналы и изображе- 
ния будем обозначать одноименными буквами — соответственно 
строчной и заглавной, например, g(t)  и G(x), k{t) и К{х)  и т. д.

При изучении несобственных интегралов (1.1) и (1.2) часто 
используются следующие две теоремы из курса математиче- 
ского анализа.

Т е о р е м а  1. Если подынтегральная функция непрерывна 
относительно параметра и интеграл с бесконечными пределами 
равномерно сходится, то он есть непрерывная функция пара- 
метра.

Т е о р е м а  2. Если подынтегральная функция имеет непре- 
рывную производную по параметру и интеграл от нее равно- 
мерно сходится, то функция, представленная интегралом, не- 
прерывно дифференцируема и производная по параметру от 
интеграла равна интегралу от производной.

Как известно, для функций комплексного переменного не- 
прерывная дифференцируемость автоматически влечет за собой 
аналитичность.

На основании этого из последней теоремы можно получить 
следующее важное

С л е д с т в и е .  Если параметр является комплексным чис- 
лом г, то во всей области значений г, для которой выполняются 
условия теоремы 2, интеграл определяет аналитическую функ- 
цию параметра г.

Если предположить функцию /(/)  абсолютно интегрируемой 
на всей прямой (класс таких функций принято обозначать сим- 
волом L (—00, 00) ) ,  то, согласно теореме 1, изображение F(x) 
будет функцией непрерывной; известно также, что F (± ° o )  =  0 
(См. [22], стр. 19). К сожалению, указанных двух свойств изо- 
бражения недостаточно, чтобы оригинал, определенный по фор- 
муле ( 1.2), обязательно был абсолютно интегрируемой функ- 
цией (не от всякой непрерывной функции интеграл Фурье бу- 
дет абсолютно интегрируемым). Поэтому класс L (—00, 00) не 
совсем удобен.

Более подходящим оказывается класс L2(—00,001 функций, 
квадрат модуля которых интегрируем по Лебегу, т. е.
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$ | f ( t ) f d t  существует, f ( t ) ^ L z (— 00, оо)*). Преимущество
— оо
класса Lz(—00, 00) перед многими другими классами заклю- 
чается в следующем его замечательном свойстве:

Т е о р е м а .  Если оригинал f(t) принадлежит L2(—00, 00), 
то изображение Р(х) также принадлежит этому классу и об- 
ратно.

Содержание теоремы коротко формулируется так: класс Lz 
инвариантен относительно преобразования Фурье. Строгое до- 
казательство этой теоремы, так же как и некоторых других 
свойств интегралов Фурье, выходит за рамки книги. Доказа- 
тельство можно найти, например, в книге П. Н. Князева 
[13], § 12.

Оператор, ставящий в соответствие функции f(t) ее инте- 
грал Фурье F(x),  назовем преобразованием Фурье и обозначим 
буквой У. Результат действия оператора V над функцией f(t) 
записывается в виде Vf. По определению Vf есть изображе- 
ние F(x):

оо •׳

Vf — ■is.־ \  f (t)eixi dt =  F (х), — 00 <  л: < 00. (1.3)
л/2п J— оо

Вместо Vf будем иногда пользоваться обозначением (Vf){x)t 
когда нужно указать, что аргументом функции Vf является х.

Из сформулированной теоремы следует, что оператор V дей- 
ствует из пространства Lz(—00, 00) в то же пространство. Оче- 
видно, что V — линейный оператор, т. е. для любых функций 
f(t) и g (0  из 12 (— 00, 00) и любых комплексных чисел а и р  
выполнено равенство

V[af +  fe] =  aVf +  $Vg.

Формулой (1.2) определен обратный оператор V-1:
оо

{V־ lF){t) =  - j = -   ̂F (х) e~lxt dx =  f {t). (1.4)

*) При этом сходимость интеграла Фурье понимается в смысле среднего 
квадратичного, т. е.

Нт
ЛГ-» оо

На практике это не приводит к осложнениям, так как оригиналы чаще 
всего принадлежат не только классу L2(— 00), но и L (—оо, оо), а тогда 
интеграл (1.1) можно понимать как обычный несобственный.

dx « 0.

00 /V

$ f W ־ v k •  S ' « * N— ’ 00״■׳״
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Последнее равенство, так же как и ( 1.2), называется формулой 
обращения. Она позволяет по изображениям находить ориги- 
налы. Доказательство формулы можно найти, например, 
в [13], [21].

Важно подчеркнуть, что из существования обратного опера• 
тора V1־׳  следует взаимно однозначное соответствие между ори- 
гиналами и изображениями.

Преобразование Фурье У есть непрерывный (ограниченный) 
оператор. Это следует из замечательного равенства Парсеваля 
(см. [13], стр. 57)

со 00

\ \f(t)\2d t =  \ \F(x)fdx.  (1.5)
— оо — оо

1.2. Классы {0} и {{0}}. При построении теории интеграль- 
ных уравнений типа свертки нельзя обойтись только одним 
классом L2(— оо, с») хотя бы потому, что произведение двух 
функций из Z.2(—оо, оо) может этому классу не принадлежать. 
Поэтому приходится вводить новые классы функций — отдельно 
для оригиналов и отдельно для изображений. При выборе клас- 
сов в данной книге решающее влияние оказала тесная связь 
между интегральными уравнениями типа свертки и теорией 
краевых задач и особых интегральных уравнений с ядром Коши. 
Последняя теория в доступной форме изложена в монографиях 
[5] и [18] для функций, удовлетворяющих условию Гельдера 
(класс Я ), и именно для этих функций имеет наиболее простой 
вид. В случае функции F(x),  заданной на действительной оси, 
условие Гельдера заключается в существовании постоянных А 
и Л, 0 <  % ^  1, таких, что для любых действительных Ху и Х2

\F(xl) - F ( x 2) \ < A \ x l - x 2f  

И ДЛЯ любых ПО модулю больших единицы Ху и х2

1^ (* 1) - / 7(*2) 1< л | ^ г - Л - | \

Функции, удовлетворяющие условию Гельдера, обладают 
рядом полезных свойств, о которых подробно говорится в ука* 
занных монографиях. Естественно в данной книге в качестве 
основного класса взять пересечение Ь2(—00, 00) и Я. Введем 
обозначения, смысл которых выяснится в дальнейшем (§ 12).

Символом {{0}} обозначим класс функций-изображений F(x),  
принадлежащих L2(—00, оо) и удовлетворяющих условию 
Гельдера.

Через {0} обозначим класс функций-оригиналов f(t),  инте- 
гралы Фурье которых принадлежат {{0}}.
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Исходным для нас в дальнейшем будет оригинал f(t); по- 
этому представляет интерес указать достаточные условия, на- 
ложенные на саму функцию f(t),  обеспечивающие ее принад- 
лежность классу {0}. Не останавливаясь на отыскании наименее 
ограничительного условия, укажем, что достаточным будет 
вместе с требованием f ( t ) ^ L 2(—00, 00) предположение об аб- 
солютной интегрируемости tf(t).  При этих условиях изображе- 
ние F(x) будет иметь непрерывную производную и, следова- 
тельно, принадлежать классу Н с любым показателем 1.

Из определения классов {0} и {{0}} следует, что преобразо- 
вание Фурье V можно рассматривать как оператор, действую- 
щий из {0} в {{0}}; это будет сужением прежнего оператора V, 
первоначально определенного на всем пространстве Z.2(— 00, 00), 
частью которого является как {0}, так и {{0}}. Пользуясь при- 
нятой наглядной символикой, можно записать:

V: L2 (— оо, о о )-> 1 2(— оо, оо),
V: {0} - 0 ,(сужение) {{־> {{
V~l: L2(— °о, оо)—► Ь2{— оо, оо),
V“1:' {{0}} -> {0} (сужение).

На протяжении первых трех глав мы будем предполагать, 
если не оговорено обратное, что все оригиналы принадлежат 
классу {0}. Большинство дальнейших рассуждений основывается 
на перестановке порядка интегрирования в повторных интегра- 
лах с бесконечными пределами. Законность этой операции в ру- 
ководствах по теории интегралов Фурье [13J, [22] доказывается 
для функций всего класса L2(— 00, 00).

1.3. Формула свертки и другие свойства преобразования 
Фурье. Интеграл

оо

А ( 0 ~ ў =  5 f(t — s)g(s)dS  (1.6)
—- 00

называется сверткой*) двух функций f(t),  g( t ) .  Путем замены 
переменных t — s — и легко установить, что свертка симмет- 
рична относительно свертываемых функций:

оо оо

v t  $ f ( * - s ) 8 ( s ) d s — n=  $ f (и) g(t  — и) du.
— оо v —оо

Из дальнейшего будет видно, что если свертываемые функ- 
ции принадлежат классу {0}, то свертка будет принадлежать

*) Происхождение термина поясняется в п. 24.3.
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тому же классу. Преобразуем обе части равенства (1.6) по 
Фурье:

ОО СО

—  ОО ’  — ОО

ОО ОО

=  v t  « )< ־־»
סס —סס  —

סס סס

7 5 ־ r  $ 5 * ( * - ־,׳ ) ״־ , WOW. (1.7)
лл — ׳י гм — ׳י

Отсюда получаем важнейшую для дальнейшего теорему 
о свертке:

ОО

v S r — סס$ 
Теорема.  Преобразование Фурье свертки

равно произведению интегралов Фурье свертываемых функций 
F(x)G{x),  а обратное преобразование Фурье произведения изо• 
брожений F(x)G(x) равно свертке оригиналов.

Последняя часть теоремы вытекает из однозначности соот- 
ветствия между h(t) и Я (זג). В качестве упражнения дадим не- 
посредственный вывод этой второй части:

(1.8)

оо

$ F(x)G(x)e~txtdx =V־ l (FG) =  ■

« ( ־ » « י ״ * - 5 A ^ r“* ׳w־ ־w 5׳ ־

g  (s) ds =]F (x) e~{ (*-*>x dx

=  v b S f ־ ( t ~ s)s(s)ds .

откудаF ( x ) - G ( x ) e = m ) ,Легко проверить, что
ООJ f ( t - s ) g ( s ) d s < = { 0).
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Под формулой свертки мы будем понимать одно из еле- 
дующих равносильных равенств*

V \  f ( t ~ s ) g  (s) ds^ =  F (x)G (x),

со

V~' (FG) =  - 4 = = J f ־ ( t - s ) g ( s ) d s .
V — oo

В дальнейшем в целях экономии места будем использовать 
следующее употребительное сокращенное обозначение:

(1.9)
оо

==■ J k(t — s) f ( s )ds  =  k* f .-\/2я

Отметим еще ряд свойств преобразования Фурье, вывод ко- 
торых можно предоставить читателю в качестве упражнений.

а) Формула свертки изображений
сю

V(fg) =  - j L -  5 F ( x - s ) G ( s ) d s  =  F*G.  (1.10)
י —סס

б) Интеграл Фурье комплексно сопряженной функции

(Vm) (x)  =  FT=T) или V - ' F j x i ^ r r Т). (1 .11)
в) Обобщенные равенства Парсеваля

оо оо

5 f (־■־ S) g (s) ds =  \ f (x) G (x) dx, (1.12)
— oo —oo

oo oo

5 f (s)S ’(s)ds  — 5 F(—x)G(x)dx,  (1.13)
— oo — oo

oo oo

\ f ( s ) g ( s ) d s =  $ F (x) Gjx) dx. (1.14)
— oo —oo

г) Сдвиг в оригинале. Если ף — вещественное число, то 

V f ( t - n )  =  eiv F(x) или V־ l (eirveF(x)) =  f ( t - 1\). (1.15)
Д) Сдвиг в изображении. Аналогично предыдущему 

V{e i1'tf(t)) =  F(x — r\) или V־ lF (x — r\) =  e~l1ttf{t). (1.16)
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Формула подобия. Для отличного от нуля веществен- 
К

W ״ > ־ ־ W f ( T ) •  <м 7 >

е)
ного

ж) Наиболее часто встречающийся случай % =  —1 формулы 
(U 7 )

Vf(r- t )  =  F ( - x ) .  (1.18)

з) Интеграл Фурье от изображения

VF(t) =  f ( —x) или (V2f(t))(x) — f (— x). (1.19)

и) Преобразование производной оригинала. Если оригинал п 
раз дифференцируем и все производные принадлежат классу 
{0}, то

Vf (*> (/) =  ( -  i xf  F[x), k =  \ .......... n. (1.20)

к) Умножение на tk. Если tnf (t) e  {0}, то

V (tkf (t)) =  ( -  i f  F<*> (x), k =  \ ...........n. (1.21)

л) Преобразование производной по параметру. Пусть ори-
гинал зависит от параметра %, f =  Тогда изображение
также будет функцией двух переменных: F =  F(x,%). При со- 
блюдении условий, сформулированных в теореме 2 в начале 
параграфа, имеет место формула

*, -ЯГ׳ « • » — ! г •<*•*> ׳7

или в более общем случае

V - g p r / f l ,  % ) = ^ F ( x ,  %). ( 1.22)

м) Двумерный интеграл Фурье. Если функция f(t ,s)  при- 
надлежит двумерному пространству L2, то интеграл Фурье

оо оо
F(x, r )  =  - ^   ̂  ̂ f(t, s)elxt+ixsdtds  (1.23)

также принадлежит этому пространству и справедлива формула 
обращения (см. [20], том V, п. 178)

оо оо

5 $ F (х> זו) е - ixt~ixs 4xdx =  f{t, s).
“ 99 - 9 9

(1.24)
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1.4. Примеры.
1. В качестве первого примера рассмотрим функцию /(*) =־־е“ 1**. Для 

решения вопроса о принадлежности этой функции классу {0} используем до- 
статочные условия п. 1.2. Имеем неравенства

оо оо
 ̂ I a2 d־־־1*1!  t < o o ,  ̂  | fe־־l * <  °°»

— оо —оо

из которых следует, что е * * * е  {0}. Так как функция f(/) 1 ^  абсолютно
интегрируема, ее интеграл Фурье вычисляется как обычный несобственный:

о

Нетрудно убедиться непосредственно, что F (*)e{{0}}. Интересно, что, кроме 
того, F (x )e { 0}, несмотря на то, что здесь достаточные условия п. 1.2 не 
выполняются.

Введя параметр % >  0 согласно правилу (1.17), получим полезную для 
дальнейшего формулу

(1.25)V2 %
п х2 +  Л*

>׳ <׳ ־ Л / Г־  ГТТГ2. Для определения интеграла Фурье от функции>־
теперь достаточно применить левую формулу (1.19):

А 1* ̂V'—ן

Очевидно, что по отношению к четным функциям действия как оператора V, 
так и V1־ , приводят к одному и тому же результату.

3. Без труда вычисляется интеграл Фурье функции

1, \ t \ C X ,  
0, | / 1>Я.

(Заметим, что эту функцию нет необходимости определять в точках t =* ±h. 
Так же, как в L (—00, 00) и 12(—00, 00), функции пространства {0} можно 
без ущерба не определять на множестве меры нуль. Функции класса {{0}} 
в силу их непрерывности определены во всех точках действительной оси.) 
Находим

х __
Vf =  F ( X ) ----- jLr  [ вш  dt =  д / l Ш) ־ )

у 2я J V Я *



[ГЛ. IПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЗАДАЧА РИМАНА18

4. Функция / (/) •££־ קך=  непрерывна и имеет показательный порядок
убывания на бесконечности. Поэтому /( /)е{ 0 ). Найдем интеграл Фурье. Оче- 
видно,

dt .>ixt
І׳ ж т ׳ ״ ־

N-
гдеF (x) =  lim 7 —־־  IN, 

N->oo Д/23Т 7' ׳

Образуем на комплексной плоскости замкнутый контур в виде прямо- 
угольника со сторонами — N <  х г/ =  0; — у — 2я; * = ־ ±Af,
0 <  г/ <  23т. Внутри контура подынтегральная функция eix& имеет только

две особые точки ־— полюсы £ = г־7 *   и £ =  i ־^ך с вычетами i exp 

и / exp По теореме о вычетах интеграл по прямоугольнику равен

□

XTC
- ie 2 +  ie

~N+2ni -N+2ni
f eixl f

N-\-2tti
Г

1 ג +  3 -
N+2nl -N N

d l  +

откуда
N

I chg
- N

(1.27)
3*я\

Г 2 Л
7 хп
и ־2 ־ т־23- 

Первый интеграл в левой части есть /л־. Учитывая, что ch£ имеет пе- 
риод 2ш', получим, что второй интеграл равен — e~2nxIN. Несложная оценка 
остальных двух интегралов показывает, что они стремятся к нулю при 
N-*  00. Переходя в равенстве (1.27) к пределу, получим

У23Г/7 (*) — ^ 2 n e ~ 27lxF (я) 2 ־ л־  (е~хп/2 — e " to /2)

и окончательно

ch•«2יי

Много вычисленных интегралов Фурье и родственных им интегралов Лап- 
ласа содержат книги [2], [8], [9], [21], [22].

§ 2. Аналитическое продолжение интегралов Фурье
2.1. Вспомогательные соотношения.
1. Докажем вначале положение, известное под названием 

леммы Жордана, являющееся важным вспомогательным сред- 
ством вычисления интегралов Фурье. В доказательстве будет
использовано неравенство sinqp^ — <р, которое вытекает из
того, что минимум монотонно убывающей функции sin ф/ф ДО- 
стирается при <р =  л/2 и равен 2/jx,
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Л е м м а  Ж о р д а н а .  Если Q (г) в верхней полуплоскости 
и на действительной оси равномерно стремится к нулю при 
2 —► оо, а Сд — полуокружность в верхней полуплоскости с цент- 
ром в начале координат и радусом R, то при т >  О

Ит [ Q(z)elx*dz=*0.  (2. 1)
я->оо J 

CR

Аналогичное соотношение при х <  0 имеет место для Сн, ле- 
жащей в нижней полуплоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вводя полярные координаты г  =  Яе**, 
будем иметь

^  Q  ( z )  e i x *  d z —

Л

J  Q  ( R e i(p)  e U R  <c o s  'р + '  81п * H R e 1*  d q > <

4
Л

0

Л

<  J | Q (Rehיי) | в810**־  *R d(f <  max | Q (Re1*) \ \ е~ '* s,n יי R dq> =
0 0

я/2
=  2 max IQ {Reiv) |  ̂ e־ *tfsm<p 

о
Л

(последнее равенство получается заменой в интеграле \
я/2

Ф на я — ф). Используем неравенство, о котором говорилось 
выше:

Я/2 я/2 2
$ в - « s i n rf(p ^  J е1> ־ ן/ז ״ >  йф =  J L (I _  в-т«).
о о

При R -> 00 последняя величина остается конечной, a Q (/?е{<Р)->0־. 
Отсюда следует заключение леммы. Подобное рассуждение 
легко провести для нижней полуплоскости.

2. Рассмотрим интеграл

<2-2>
—  ОО

где т — некоторое действительное, a z  — комплексное число. Be- 
личина интеграла будет различной в зависимости от того, какой 
знак имеет действительный параметр т и где (в верхней или 
нижней полуплоскости) лежит комплексный параметр г.
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а) т >  0. Применяя лемму Жордана, а затем теорему о вы• 
четах, будем иметь

(2.3)
1 Г ег* 1 f eiix м _ { е1гх> 1т 2 > 0,

2лі ) t - г  а1— 2ш ) t - z  Ш~ 1  0, 1т 2 < 0.
— оо ^

(2.4)
ІШ 2 >  0,
1т  2  <  0.

б) х <  0. Аналогично предыдущему

г И т г т ״‘ “ {

ОО

— оо

2.2. Связь интеграла Фурье с интегралом типа Коши. Под•
робное исследование интегралов типа Коши дается в курсах по 
теории краевых задач аналитических функций и особых (сингу• 
лярных) интегральных уравнений [5], [18]. Здесь мы приведем 
без доказательства некоторые результаты, которые понадобятся 
в дальнейшем.

Пусть F(x) — интегрируемая на контуре L (замкнутом или 
разомкнутом) функция. Интеграл

1 f F (т) dx
2ni J x — z 

L

называется интегралом типа Коши. Он определяет функцию, 
аналитическую в плоскости с разрезом по контуру L. Если L — 
замкнутая кривая, то интеграл будет функцией аналитической 
в каждой связной части плоскости, ограничиваемой L. Нам при• 
дется иметь дело со случаем, когда контур L есть вещественная 
ось или совокупность прямых, параллельных ей, a F принадле* 
жит классу {{0}}. В случае прямой

(2 . 6)!_  f  F(t) , I  F+ (z), Im z >  0,
м  Хх~г T —! / ־7 (z). Im 2 <  0.

Если F (t) s {{0}}, to существуют предельные значения функ* 
ций F± (z) на действительной оси и они будут связаны с плот- 
ностью F интеграла следующими формулами, носящими имя 
Ю, В. Сохоцкого:

(2.6)

F - ( x ) ------ ^ < »  +  ■55•
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(2.7)dx.F(  т)
Т — X

ИЛИ

F+ (x) — F~ (x) =  F ( x),

Интеграл в последних формулах понимается как особый 
в смысле главного значения.

В интеграле Фурье (1.1) действительный параметр х входит 
через посредство аналитической функции, поэтому в нем 
можно х заменить на комплексное г. Функция комплексного 
переменного F(z),  определяемая интегралом

сю

F{z) =  ^ \ f { i ) e u t dt, (2.8)

будет аналитической в той области комплексной плоскости 
z  =  х +  iy, где интеграл (2.8) абсолютно сходится. Если такая 
область не сводится к одной действительной оси, то интеграл
(2.8) даст аналитическое продолжение интеграла Фурье (1.1) 
в комплексную плоскость г  — х +  iy. Интеграл (2.8) будем 
также называть интегралом Фурье. Оставляя изучение поведе- 
ния интеграла Фурье в комплексной плоскости для дальней- 
шега, установим сначала связь между этим интегралом и инте- 
гралом типа Коши с плотностью F(x),  взятыми по оси. Будем 
иметь

оо оо 00

סס

!
У2яrfT-t

00О

S'«*57S1
V2ІГ

Рассмотрим теперь два случая.
1. Точка г  лежит в верхней полуплоскости. На основании 

формул (2.3), (2.4) первый из внутренних интегралов равен 
нулю, а второй равен еІХг. Следовательно,

оо оо

( 1 т г > 0 ) • (2-9>— оо י О
2. Точка г  лежит в нижней полуплоскости.

\ С помощью совершенно аналогичных рассуждений получим
оо О

5 5 » S І ־ О־" .О2 «־׳ 10) .(0> •״ ־ )т — г
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В качестве упражнения докажем, что и обратно из правых частей по- 
следних формул вытекают их левые части. Установим сначала два соотно-
шения, связывающих ядро Фурье eizt с ядром Коши — —־ .Т ■״־ Z

Пусть, как и выше, / и т — вещественные, а г =  х +  iy — комплексное 
число, имеем Если у и t одного знака, причем t
безгранично растет, то

в«(״- т ) ^ 0в
Отсюда

(2. 11)

ОО

J •*<״ ־ «* л - 1 
־ 0

г вг<*-т>/1־“ 1 (Іт  2 >  0).Ь ( г - т )  J0 < (Т — 2)

0
J *»<«-*>< Л  _ |
— סס

ГвМ־-т)<10 1 (Іт  2 <  0),L t(z -T ) І (Т — 2)

Теперь имеем

J еш  dt ^ F (т) е ixt dx ־־־
0 — оо

со оо

 ג  S 5 • , " ״ ־ י ׳
סס ס 

Отсюда на основании (2.11) получаем (2.9), (2.10).
В качестве приложения дадим схематический вывод формулы обращения 

преобразования Фурье. Здесь за исходную удобнее взять формулу (1.2):
оо

/ ( / ) 5 -= 4 - ־  F ( x ) e - M dx.
ж _ י

Покажем, что из последней будет следовать равенство (1.1).
Взяв интеграл типа Коши (2.5), согласно формулам (2.9) и (2.10) будем 

иметь

eu t d l1
V2ft

оо

F+ (z) _  - L =  \  f (t) еШ dt, F~ (z) 
V2 n J

В силу непрерывности этих интегралов относительно г можно получить пре- 
дельные значения функций F±(z) на оси путем замены в последних формулах 
z на х . После этого остается лишь применить формулу Сохоцкого:

F+ (х) — F־ (זג) —

־vt[S׳)׳<'!“׳‘״+
(*)׳/

что и требовалось.
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2.3. Условие аналитической продолжимости на полупло- 
скость комплексной функции, заданной на действительной оси.
Известно, что произвольно заданная на замкнутом контуре 
функция класса Я, вообще говоря, не продолжима аналити- 
чески с контура в область. В монографии [5] (п. 4.3) приведены 
условия такой продолжимости, выраженные через интегралы 
типа Коши. Сейчас для случая, когда контур есть действитель- 
ная ось, мы получим те же условия, выраженные посредством 
интеграла Фурье.

Т е о р е м а .  Для того чтобы заданная на действительной оси 
функция F(x) класса L2(—00, 00) была краевым значением 
аналитической в верхней (нижней) полуплоскости функции 
F+{z) (F~(z)), такой, что

оо

\ \ F * ( x  +  i y ) U x < M ,  (2.12)
— оо

где М не зависит от у, необходимо и достаточно, чтобы обра- 
щался в нуль на отрицательной (положительной) полуоси ее 
оригинал f(t).  (См. [13], § 20, [22], стр. 120.)

Для большей наглядности сформулированного результата 
дадим здесь его схематическое доказательство, основанное на 
материале предшествующего пункта.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть F (2) — F+ (2) есть аналитиче- 
ская в верхней полуплоскости функция, имеющая своим пре- 
дельным значением на действительной оси функцию F(x) — 
=  F+(x) класса L2(—00, 00). Из неравенства (2.12) следует 
представимость F+(z) интегралом Коши, а потому можно ис- 
пользовать формулу (2.9), следовательно,

оо

В силу непрерывности интеграла предельные значения на 
оси получим простой заменой в последнем равенстве 2 на х:

оо

где f(t) есть, согласно выводу формулы (2.9), оригинал для 
г(х) .  Правую часть можно рассматривать как интеграл Фурье 
от функции, равной тождественно нулю для отрицательных /. 
Отсюда в силу единственности представления функции F+(x) 
интегралом Фурье следует, что f ( l ) s O  на отрицательной по- 
луоси.
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Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть f ( f ) s = 0 ־  для t <  0. Ее интеграл 
Фурье принимает вид

00

От замены параметра х на число 2, лежащее в верхней полу- 
плоскости, сходимость интеграла только улучшается. Отсюда 
следует аналитичность функции

ОО

v О

в верхней полуплоскости (см. следствие к теореме 2 п. 1.1). Те- 
перь на основании равенства (2.9) получаем представимость 
функции F(z) интегралом Коши, а из этого факта следует не* 
равенство (2. 12).

Случай нижней полуплоскости рассматривается аналогично.
Данная теорема имеет исключительно важное значение для 

всего дальнейшего. Она служит инструментом для сведения раз- 
личного рода уравнений к краевой задаче Римана, решение ко- 
торой будет дано в следующем параграфе.

2.4. Односторонние интегралы Фурье. Односторонние функ- 
ции. В предыдущем пункте уже встречались интегралы

оо О

F+ ( z ) ^ - ^ \ f ( ( ) e iztdt, F~ (2) = ------ j= -  5 f{t)eizidt, (2.13)
0 י  *  — ОО

которые называются односторонними интегралами Фурье, пра- 
вым и левым. На практике их применяют, например, тогда, 
когда f(t) достаточно быстро стремится к нулю лишь на одном 
из концов оси. Подобные случаи будут рассмотрены в главе IV, 
а сейчас, предполагая, что Д £ ) е { 0), мы можем применить 
теорему из п. 2.3, в соответствии с которой значки ±  над сим- 
волами функций, как и в формуле (2.5), будут означать анали- 
тичность этих функций соответственно в верхней (нижней) по- 
луплоскости. Эти значки ±  над символами будут также озна- 
чать выполнение неравенства (2.12). При этом будем говорить, 
что предельные значения F+(x) и F~(x) принадлежат классам 
{{0, 00}} и {{— оо,0}} соответственно. Так как известно ([5], [18]), 
что предельные значения F± (x) удовлетворяют условию Гель- 
дера, то введенные классы {{0, 00}} и {{—00, 0}} будут содер- 
Шться в {{0}}.
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Введем в рассмотрение 

t >  О,
(2.14)

Пусть по-прежнему / (* ) е { 0 ) .

фуяк“и” ( Н 0 . 0  0, ( о, /
׳ ♦ » ־ {  о, / < о, ׳ - » ־ { - , и .  / < а

Будем называть их односторонними для f{t),  соответственно 
правой и левой, а иногда просто правой и левой. Очевидно, бу- 
дет справедливо равенство

— — (0• (2.15)
Употребляя известный символ sgn, с которым нам в дальней- 
шем придется часто встречаться,

1, t >  О,
(2.16)

(2.17)

< 0 ,
_ •י ‘ {

1 - 1, I
Sgn t

можно f± выразить через / в следующем виде:

(0  =  4• (d= I +  sgn

Класс правых односторонних функций обозначим символом 
{О, 00}, а класс левых — через {—00,0}. Нетрудно видеть, что эти 
классы содержатся в {0}. У односторонних функций значки ±  
пишем внизу.

Из результатов предыдущего пункта следует
Т е о р е м а .  Интегралы Фурье правой и левой односторон- 

них функций есть краевые значения функций, аналитических со- 
ответственно в верхней и нижней полуплоскостях.

Точнее, для того чтобы оригиналы принадлежали классам 
{0, 00} или {—оо,0}, необходимо и достаточно, чтобы изображе- 
ния были из классов {{0, оо}} или {{—оо,0}} соответственно.

Этим важным фактом мы будем в дальнейшем часто поль- 
зоваться. Укажем теперь аналоги формул Сохоцкого (2.7) в ин- 
тегралах Фурье:

— оо ’ О
О

+  -п = -  \  f (0 еш di =  F+ (x) — F~ {х),
— оо

оо оо

І  \ j ^ d t  =  F+ {x) +  F - { x ) = ^ j = - \ f { t ) e lxtd t -
~00 l ~ x •У2Я J

О оо

־  y b S ־ f>( 0 ш = = ж  $ f ( / ) s g n і е Ш d t ■ (2• 18)
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Таким образом, первая из формул Сохоцкого (представление 
произвольной функции в виде разности краевых значений ана* 
литических функций) здесь является тривиальным следствием 
разбиения интеграла Фурье по последовательности границ на 
правый и левый. Вторую из формул можно записать еще в еле* 
дующей форме:

V tfsgn o-■ ^  V - ' f i  5 ^ L d , )  =  /W Sgnf.
— סס ' —סס ׳

(2.19)
2.5. Примеры. Интегралы Фурье от рациональных функций.
1. Пусть k — целое неотрицательное, а а — комплексное число с положи- 

тельной действительной частью. Тогда правая односторонняя функция

f w - f  ' > ׳0
w +ז  1 0 , t <  о,

будет принадлежать классу {0, оо}. Применяя k раз формулу интегрирования 
по частям с учетом обращения проинтегрированной части в нуль на обоих 
концах, найдем изображение:

оо оо

F+ w  _  _ _ fkgi-a+ix) t dt ] ז  , J zd l* 1— i a (**+״-)* ]  t .
V21t J V2Jt (— a +  ix)k J

(2.20)

(2.21)

ik+1k\
V2n (x +  ia)k+l '

В частности, при fe ■=* 0
V [e~at]+ =  1--------- .

+ V23t (x +  ia)
2. Аналогично интегралом Фурье левой односторонней функции

f ° '0׳ > ׳ 
f־ W l  tkeal, t <  0,

будет
ik+lk\F~(x)<

У2я (х -  ia)k+l י
3. Пусть ру (<) — некоторые многочлены степени fey. Из предыдущего 

путем суммирования можно получить изображения и оригиналы

Re а/ >  0,

(2.22)

R e a /> 0 .

(2.23)

Р(х)

/ - 1

Рх (X)

/-1

F+ ־(זג)

F~ W■

/ > 0,

0, / < 0,

0,
•

/ > 0,

( 0 * 4 < < 0,

) +f־/ 1 0 ־

_/ )0־

/ - 1
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Здесь Р и Pi ־־־ многочлены, степени которых по крайней мере на единицу 
ниже степени соответствующего знаменателя.

Итак, можно утверждать, что применение оператора V1־  к рациональной 
Функции класса {{0}}, имеющей все полюсы в нижней (верхней) полуплоско- 
сти дает правую (левую) одностороннюю линейную комбинацию степенно- 
показательных функций.

4. Ввиду большого теоретического и практического значения рассмотрен- 
ных примеров, а также в виде упражнения получим те же результаты, поль- 
зуясь формулой обращения. Пусть

F+ W  “  (х +  Іа)п * Re a >  °•

Применяя лемму Жордана, а затем теорему о вычетах, будем иметь при 
* > 0

* Г נ ־ ־ ״ *

f+ {t) = V "־  2T  j  (S +  ia)n “

= - i ^ l K . J ^ L ( e- m) l=ta=  (-')"■V2iT
( » - 1 ) !  d z n ~ '  ( П - 1 ) !

1 f  e-« c
) ג ЗШГ־ t+ te d ״( i ~ 0■ v

f+ (0

при / <  0

Этот результат согласуется с (2.20). Аналогично для формулы (2.21).
5. Пусть теперь

F W - • --------------־־ 4^ < Re а1 ׳-----------------  ° < Re bi ׳  0, (2.24)

П ־ *)   Д  (* + ״  г)Г/

Р(х)— многочлен, степень которого ниже степени знаменателя. Разлагая F(x) 
на простые дроби и применяя к каждой дроби полученные результаты, а за* 
тем суммируя, найдем

(2.25)

т -ь  t
£  Р1 (0 е 1, О  0,
1=1

t <  0•

/ - 1

/ ( 0 - V~l F =

Здесь рг (/), q ̂  (t) — многочлены соответственно степеней rt — 1, kj — \.

§ 3. Краевая задача Римана

Задача Римана, являющаяся основным аппаратом решения 
Уравнений типа свертки, будет использована в дальнейшем 
почти во всех разделах книги. Встречается она также и во 
Многих других вопросах м атем атики и приложений; поэтому
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изложение методов решения ее и ее многообразных обобщений 
можно найти во многих монографиях и оригинальных работах.

Наиболее полное изложение этих вопросов в классах функ- 
ций, близких к используемым нами здесь, имеется в моногра- 
фиях Н. И. Мусхелишвили [18] и Ф. Д. Гахова [5]. Задача ре• 
шается там на контуре, составленном из любого конечного 
числа раздельных или пересекающихся простых гладких замк- 
нутых или разомкнутых дуг.

В нашей книге будут встречаться два вида контуров: дей- 
ствительная ось и пара параллельных ей прямых. Укажем еще, 
что наше изложение будет отличаться от всех имеющихся тем, 
что решение будет выражаться не в интегралах типа Коши, 
а в интегралах Фурье. Для решения рассматриваемых нами 
уравнений последний аппарат является более удобным.

В связи с различными обобщениями к задаче Римана мы бу- 
дем еще возвращаться в §§ 9, 17, 18, 29.

3.1. Вспомогательные предложения.
1. И н д е к с .  Обозначим символом [ф(0]Гте изменение <р(/), 

когда t проходит в положительном направлении действитель- 
ную ось, т. е. [ф (/)]“м =  Ф (оо) — ф (— оо).

О п р е д е л е н и е .  Индексом непрерывной не обращающейся 
в нуль комплексной функции M(t) =  m\ (0 4 2 ־ מ& (t) , —оо <  
<  t < .  оо (М (— о о )= А І(о о ) ) ,  называется изменение аргумента 
М(<) на действительной оси, выраженное в полных оборотах:

Ind М (0 = [arg М (01:״  -  i  [In М (ОС. -
ОО

־ ־ І  S r f lnAf(0 (з л )
•—оо

(если M(t ) не дифференцируема, но имеет ограниченную ва- 
риацию, то интеграл нужно понимать в смысле Стилтьеса).

Из правил действий над аргументом вытекают следующие 
свойства индекса:

Ind М,М2 =  Ind М, +  Ind М2, Ind ~  =  Ind М, -  Ind М2,
(3-2)

Ind М =  п Ind М,

а из теоремы о логарифмическом вычете (принцип аргумента) 
следует, что если функция М есть краевое значение аналитиче- 
ской, за исключением разве что конечного числа полюсов 
в верхней (нижней) полуплоскости функции, то справедливо 
равенство

Ind M(t) =  ± ( N - P ) t (3.8)
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где дן — число нулей, а Р — число полюсов в соответствующей 
полуплоскости (кратные нули или полюсы считаются столько 
раз, какова их кратность).

Уравнение М =  /га! + ״״2 = ״  ti (t) +  im2(t) определяет в ком* 
плексной плоскости ( т 1, т 2) некоторую заданную в параметри- 
ческой форме замкнутую кривую. Согласно определению, ин- 
деке равен числу завиваний этой кривой около начала коорди- 
нат. Очевидно, индекс есть целое число (положительное, отри* 
дательное или нуль).

В качестве упражнения вычислим индекс одной простой 
функции, которая нами будет часто использоваться. Функцию
AJ (/)־־=-y^- j  можно рассматривать или как краевое значение
на действительной оси функции, аналитической и имеющей один 
простой нуль в верхней полуплоскости, или как краевое значе- 
ние функции, отличной от нуля и аналитической, за исключе- 
нием одного простого полюса в нижней полуплоскости. По лю- 
бой из двух формул (3.3)

(3.4)1.
t - i
t +  IInd

Этот же результат легко получается и из геометрических сооб- 
ражений. Функция М (t) =  y q r f  переводит действительную ось
в единичную окружность, причем, когда t проходит ось в поло- 
жительном направлении, то М =  т !  +  im2 обходит единичный 
круг в том же направлении.

В монографии [5] свойства индекса изучаются более по- 
дробно. В частности, там дается способ его приближенного вы- 
числения. Укажем, что для того чтобы знать точную величину 
индекса, достаточно вычислить его приближенное значение 
с погрешностью, меньшей половины.

Приведем еще одну часто используемую в дальнейшем тео- 
рему теории аналитических функций.

2. Т е о р е м а  (об аналитическом продолжении и обобщен- 
ная Лиувилля). Если функции /2) ך), F2(z) аполитичны соответ- 
ственно в верхней и нижней полуплоскостях, за исключением 
разве что конечного числа точек z0 =  00, zh (k — 1, 2, . . . ,  п), 
где они могут иметь полюсы с главными частями

G0(z) =  c״z +  . . .  4 ־

*

,к
mkс

(г 2־ * Г *
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и совпадают на действительной оси, то они представляют еди- 
ную во всей плоскости рациональную функцию

п

F(z) =  c + G 0 (z) +  £  G* ( т ^ Ь ־׳ (3-5 ) )
к ־4 1=6 '

где с — произвольная постоянная. Полюсы Zh могут лежать как 
в полуплоскостях, так и на действительной оси.

3.2. Постановка задачи. Задача о скачке. Задача Рима- 
на состоит в следующем:

На действительной оси заданы две функции: D(x)  — коэф- 
фициент задачи и Н (х)— свободный член, Н(х) и D(x)— 1 
принадлежат классу {0}, причем D (х) ф  0 *). Требуется найти 
две функции F± {z) — аналитические соответственно в верхней 
и нижней полуплоскостях (одну кусочно аналитическую функ- 
цию), предельные значения которых на действительной оси 
принадлежат классам {{0, 00}}, {{—00, 0}} и удовлетворяют крае- 
вому условию

F+ (х) =  D {х) F~ (х) +  Н (х). (3.6)

Из представления D(x)  вытекает, что D ( 00) = 1. Заметим, 
что это не является ограничением, так как путем деления крае- 
вого условия на £>(оо) всегда можно прийти к этому случаю.

Начнем решение с простейшего случая £>(л:)з= 1.
З а д а ч а  о с к а ч к ё .  Определить F± (z) по краевому ус- 

ловию
F+ ( x ) -F ~ ( x )  =  H(x).  (3.7)

Решение поставленной задачи дает формула (2.18). Задан- 
ную функцию Н(х)  будем считать изображением некоторой 
функции h(t).  Тогда искомые функции представятся односто־ 
ронними интегралами

оо О

F+ (z) =  - 7U  5 h (t) еіія dt, F~ (z) =  -  - ± = -  $ h {t) eitz dt, (3.8)
V 0  V — 00

где
oo

Л (0 = — \ H(x)e~itxdx. (3.9)
V2ft J

*) Последнее условие называется условием нормальности; так называв- 
мый исключительный случай, когда D(x) может обращаться в нуль или бес״ 
Конечность целого порядка, будет рассмотрен в § 9,
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Таким образом, для получения решения задачи о скачке 
нужно от функции скачка Н(х) перейти к оригиналу h(t),  
а затем от последнего язять правый и левый интегралы Фурье.

3.3. Каноническая функция. Факторизация.
О п р е д е л е н и е .  Если в окрестности некоторой точки 20 

аналитическая функция F(z) имеет представление
F (2) =  (2 - ״׳ (2), (3.10(20 (ך/

где F1(z) аналитична и Р1(го) ф 0 ,  то целое число т (положи- 
тельное, отрицательное или нуль) будем называть порядком 
F(z) в точке 20.

Начнем с нахождения некоторой вспомогательной функции, 
через которую, как будет показано далее, выражается общее 
решение однородной и неоднородной задачи Римана. Будем 
искать частное решение Х(г) однородной задачи

F+ (х) ־ ־  D (х) Г  (*), D (00) =  1, (3.6°)
не обращающееся на контуре (действительной оси) в нуль с до- 
полнительным условием Х ±(оо)= ־1 . Обозначим через N+, N - 
числа нулей функций Х± соответственно в верхней и нижней 
полуплоскостях. Взяв индекс от обеих частей краевого условия 
(3.6°), на основании свойств индекса (п. 3.1) получим

tf+ +  tf_»=IndD ( * ) 3 . 1 1 (־־־*. (
Индекс к коэффициента D(x)  будем называть индексом за- 
дачи Римана.

Пусть х 0 =  В этом случае In D (х) будет однозначной .־
функцией. Из (3.11) следует N+ =  N- =  0, т. е. решение не 
имеет нулей во всей плоскости. Функции \nF± (z) будут по- 
этому аналитическими в своих полуплоскостях и, следова- 
тельно, однозначными вместе со своими краевыми значениями 
1пХ ±(х).

Логарифмируя краевое условие (3.6°), будем иметь
1пХ+ ( * ) - 1 п Х ־ (х) =  1п/)(х). (3.12)

Для lnD(x) выберем такую ветвь, чтобы 1п£>(оо)=0. Оконча- 
тельный результат, как легко проверить, не зависит от выбора 
ветви.

Мы пришли к решенной в предыдущем пункте задаче оты- 
скания кусочно аналитической функции Х± (2) по заданному на 
оси скачку.

Обозначим
00

(злз>
—о©
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Тогда из (3.12) решение задачи (3.6°) представится в виде

Х ± (г) =  ег±(г), (3.14)
где

00 О

Г+ (2) =  \  у (о еш dt, Г-  (2) = ך —  ק = ־  j Y (0 еш dt. (3.15)

Отсюда вытекает важное
С л е д с т в и е .  Не обращающуюся на действительной оси 

в нуль функцию нулевого индекса D{x),  такую, что D(x)— 1 е
ег+ (*>

е  {{0}}, можно представить в виде отношения D (х) =

функций, являющихся краевыми значениями функций, анали• 
тических соответственно в верхней и нижней полуплоскостях 
и не обращающихся там в нуль.

Переходя к общему случаю любого индекса, будем искать 
кусочно аналитическую функцию, удовлетворяющую краевому 
условию (3.6°) и условию Х± (о о )=  1 и имеющую нулевой по- 
рядок всюду, кроме одной исключительной точки, где ее поря- 
док равен индексу задачи х. Всюду в дальнейшем, если не бу- 
дет оговорено особо, в качестве исключительной точки будем 
брать точку —/.

О п р е д е л е н и е .  Канонической функцией X (2) будем на- 
зывать удовлетворяющую краевому условию (3.6°) функцию, 
кусочно аналитическую и отличную от нуля всюду, за исклю- 
чением разве что точки — i, где порядок ее равен индексу за- 
дачи х.

Эту функцию можно построить приведением к рассмотрен- 
ному выше случаю нулевого индекса

Х+ (х) ־=  D (х) X־  (х) 7 ^ 7 ) ] (־=  " ХD (*)] [ ( 7 ^ 7 ) Х X ־ (*)]. (3.16 )

На основании предыдущего имеющая нулевой индекс функция
( * )  D {х) может быть представлена в виде отношения
краевых значений аналитических в полуплоскостях функций. 
Отсюда и из краевого условия (3.16) получим выражение для 
канонической функции

Х + (г) =  ег+ (г), X־ (z) =  ( “ f ) ~ % r3.17) ,<*>־ )

где !1*(г) определяются формулами (3.13), (3.15) с заменой 
в них D(x)  на D{х). Х~ (х) в случае х > 0  имеет
в точке — i нуль порядка х, а при х <  0 — полюс порядка | א |•
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Из (3.16) вытекает важное
С л е д с т в и е .  Коэффициент краевой задачи Римана D(x) 

может быть представлен в виде отношения краевых значений 
канонических функций

״ ־) « ־ ■ £ $ • и 8 )
Иногда вместо Х2)־ ) берут 1 /Х2)־ ), и тогда представление

(3.18) принимает вид D {x) — X+ (x)X־־(jic).
Последнее представление называют факторизацией функции D(x) (от 

«фактор-множитель»). Представление (3.18) часто также называют фактори- 
задней. Мы в дальнейшем всегда будем пользоваться представлением (3.18). 
Оно позволяет получить, как будет видно из дальнейшего, решение краевой 
задачи Римана в симметричной форме.

З а м е ч а н и е .  В качестве канонической функции с тем же 
успехом можно было бы взять более общее, чем (3.17), выра- 
жение

X
J J  (г — 2Л

Х+ (г) =  ет+ <г), X ־  (г) -  ----------- ег ־ )״ >,

ш ״ - ״ аfc-1

где г к — точки нижней, z'k — верхней полуплоскости.
3.4. Однородная задача. Пусть х есть произвольное целое 

число. Подставляя в краевое условие (3.6°) D(x)  в форме
(3.18) , приведем его к виду

F+ (х) _  Г  (ж)
Х+ (*) X־  (х) ־

Согласно формулам (3.17) для Х (г), в левой и правой 
частях последнего равенства стоят краевые значения функций, 
аналитических соответственно в верхней или нижней полупло* 
скости, за исключением разве что точки —I, где порядок есть х. 
В силу принадлежности классу {{0}} значение на бесконечности 
есть нуль. По теореме об аналитическом продолжении и обоб- 
!Ценной теореме Лиувилля (п. 3.1) при х >  0

F+ (х) р~ м  ...р«-1 (*>
Х + (х) X ! ) *) + ״ ־  ( * ) '

гДе Рк_, — произвольный многочлен степени х — 1 (степень чис- 
дителя ниже степени знаменателя в силу F(oo) =  0). Отсюда

F ( 2) - X ( z ) | * = l M f (3.19)

2 Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский



[ГЛ. tПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЗАДАЧА РИМАНА34

при х < 0  в силу F(00) =  0 по обыкновенной теореме Лиувилля 
F(z) =  0.

Отсюда вытекает
Т е о р е м а .  Однородная краевая задача Римана при х >  О 

имеет точно х линейно независимых решений вида

1 , 2, . . . ,  х),
(2 + Г־

при х ^  0 нетривиальных (ненулевых) решений нет.
Обобщим теперь формулу (3.11) о числе нулей решения од- 

нородной задачи Римана. Легко видеть, что правая часть ра- 
венства (3.19) имеет во всей плоскости точно х нулей (включая 
и нуль на бесконечности). Эти нули могут помещаться в любых 
точках верхней и нижней полуплоскости или действительной 
оси. Обозначим число нулей на действительной оси через N0. 
Тогда формула (3.11) в общем случае (без ограничения отсут- 
ствия нулей на контуре) примет вид

N+ +  N_ +  Л̂о =  х.
3.5. Неоднородная задача. Заменим в краевом условии (3.6) 

коэффициент D(x)  отношением канонических функций, разде- 
лим равенство на Х+(х) и представим Н(х)/Х+(х)  в виде раз- 
ности краевых значений аналитических в полуплоскостях функ-

ций класса{{0}} -£+*1)=  М  — (*)• Тогда краевое условие
примет вид

Рассуждая теперь совершенно так же, как в предыдущем 
пункте, получим при х >  О

F (г) =  X (г) [ 4 3 . 2 0 ) • + (׳ (2) 

В правой части последней формулы содержится в качестве' 
слагаемого общее решение (3.19) однородной задачи. Отсюда; 
вытекает, что получено общее решение неоднородной задачи.

При х < 0  на основании рассуждений предыдущего пункта і 
нужно положить Рх- 1 (2) s O ,  и искомое решение запишется j , 
в виде I

F (2) =  X (2) *P (2). (3.21)1
Однако, как легко усмотреть, лишь при х =  0 последняя фор- 
мула дает решение, удовлетворяющее всем условиям. Если же 
х <  0, то X (2) будет иметь в точке —i полюс порядка |х| .
В этом случае для существования решения требуемого класса 
необходимо, чтобы второй множитель имел в точке —i нуль со•;
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ответствующего порядка. Разлагая ,К־ (г) в ряд по степеням 
2 -(- і и приравнивая нулю начальные коэффициенты при 
(2 -±-і)ь-1 (ft =  1, 2, . . . ,  | х | ) ,  получим условия разрешимости 
задачи.

В заключение сформулируем все полученные результаты 
и выпишем все необходимое для получения решения.

Т е о р е м а .  Если индекс задачи х >  0, то однородная и не- 
однородная задачи Римана безусловно разрешимы и их реше- 
ния (3.19), (3.21) зависят от х произвольных комплексных 
постоянных. Если х 0, то однородная задача имеет лишь три- 
виальное нулевое решение, а неоднородная задача при соблю- 
дети  |х | условий (3.27) имеет единственное решение (3.21). 

Выпишем все необходимые формулы:

Х+ (z) ־ ־  е г+ <*>, X ־  (г) =  ( f = f  У  ег3.22) ,< ־ ־> )
оо О

г + ( г ) = 7 г Ь ( , ) Л ( ' г ־ и  =  - у § Г  Ь « ‘ <׳"■"■ <3-23
v о V - о о

оо

<3•24»
V  — ОО

ОО О
W+ (z) =  - ^ - \ ^ ( t ) e izidt, 4 ־ {z) =  - - ^ = -   ̂ ty(t)eizt dt, (3.25)

V 0 V — оо
оо

♦ « ־ (3-2 ־ ד » ־ в)— оо

Условия разрешимости неоднородной задачи при х <  О 
в наиболее простой форме можно получить, если с помощью 
формулы (2.10) заменить односторонний интеграл Фурье Т ־ (г)

оо

на интеграл типа Коши ,К-  (г) ==  ̂ 3 F ^ ־ T ^ "~־־ азлагая

последний интеграл в ряд по степеням (z -f- 0 и приравнивая 
начальные коэффициенты нулю, получим условия разрешимо- 
сти в виде

(3.27)k =  \,  2 ......... Iх| .С H(t) dt .л

А , х+ (0 ( * + 0*

Укажем схематически порядок действий для получения ре־ 
шения:

2*
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1) По формуле (3.24) отыскивается у (я), а по ней с по- 
мощью (3.23)— функция Г (2).

2) По формулам (3.22) находится каноническая функция
X (2).

3) По формуле (3.26) определяется ф(я),  а затем с помощью 
(3.25) ¥ ( 2).

После этого по формулам (3.19), (3.21), (3.22) находится 
решение однородной и неоднородной задач. В случае и <  О не- 
обходимо еще проверить выполнимость условий разрешимо- 
сти (3 27).

3.6. Решение задачи методом аналитического продолжения. Полученное 
решение задачи Римана требует вычисления ряда интегралов Фурье. Легко 
можно было бы выразить решение также через интегралы типа Коши, как 
это делается во всех существующих руководствах по теории краевых задач. 
Как правило, интегралы не берутся в конечном виде, а вычисляются различ- 
ными приближенными методами. Это трудоемкий процесс, поэтому представ- 
ляет интерес выделить те случаи, когда решение можно получить по краевому 
условию методом аналитического продолжения, минуя квадратуры.

1. З а д а ч а  с р а ц и о н а л ь н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  Пусть в 
краевом условии (3.6)

ח  , \ _  р W  Р+ (*) Р_ (*) 
q(x) ~ ' q + (x)q_  (ж) *

Здесь р+(г), q+(z) (p-(z), q~(z) )— многочлены, нули которых лежат соответ- 
ственно в верхней (нижней) полуплоскости (не следует смешивать их с вве- 
денными ранее, имеющими одинаковые обозначения, односторонними функ- 
циями). Обозначим степени многочленов р+, p - t q+, q~ соответственно т+<

п+, п_. Так как по условию задачи D(oо) не может обращаться ни в 
нуль, ни в бесконечность, будет выполняться соотношение т + + т _ =  ._л++л־
Индекс задачи может быть вычислен по формулам (3.3) и выразится равен- 
ством

х =  Ind D (х) == т + — =  — (т_ — tij).

Умножив краевое условие на <7_ (х)/р_ (х), будем иметь

Н(х).
д_ (*)
р_ (*)

Р~ (X)Р+ (^)
q+  (*)F+ (X)

q _  (х)
р_ ״)  )

Если свободный член Н(х) также есть рациональная функция, то легко ре- 
шается задача о скачке

(3.28)» + ( * ) - ¥ 2 ■ - ( * ) ־ = ^ .  Я(*).

Для этого достаточно правую часть разложить на сумму простых дробей. 
Тогда ? + ( (זגי  'Р־ (*) будут соответственно суммами дробей с полюсами в 
нижней (верхней) полуплоскости. К полученному равенству

 (*) +Fр־־ (*) - У־ (*)
<?+ (*)

F+ (х) -  У + (х)д_ (х) 
Р_ (X)
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можно непосредственно применить теорему об аналитическом продолжении 
и обобщенную теорему Лиувилля. Единственной исключительной точкой, где 
единая во всей комплексной плоскости аналитическая функция может иметь 
ненулевой порядок, будет бесконечно удаленная, где порядок функции будет 
равен х — 1 =  т+  — л+ — 1 =  л -־ -  т -  — 1.

При х >  0 решение запишется в виде

F+ (2) в О־  І Г [v+ {г) +  Р*־ ' {г)]■ р ~ {г) *־־ 7־ §т [1р~ {г) +  р * - ' (г)1•
При х ^ О  нужно положить PX1־ S 0 и при х <  0 выписать еще условия 
разрешимости, получаемые приравниванием нулю |х | начальных членов раз- 
ложения рациональной функции ^ (г )  в ряд в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки (по степеням 1 /г).

Решение задачи о скачке (3.28) можно получить или используя метод не- 
определенных коэффициентов, как это делается при интегрировании рацио- 
нальных функций, или же используя теорию вычетов аналитических функций.

q _
Пусть Zh есть полюс кратности т функции ---- Я. Тогда коэффициенты глав-

Р _
ной части ее разложения в окрестности точки гн

k
тС

( * ~ 4 Г
+

могут быть получены по формуле

Я (г)
~zk

Г Я- (г) 
L Р_ (г)

_ J ___  d>^_
(/ — 1)! dz1-1

k
IC

Рассмотренный пример представляет интерес не только сам по себе, как 
случай, нередко встречающийся в практике, он важен также и как один из 
возможных путей решения задачи при общих предположениях. Аппроксима- 
ция произвольных коэффициентов рассматриваемого класса рациональными 
функциями является одним из распространенных способов приближенного 
решения краевой задачи Римана.

2. Аналогичными приемами можно решить задачу в несколько более об- 
щих случаях коэффициентов, аналитически продолжимых в верхнюю или 
нижнюю полуплоскость с некоторыми фиксированными особенностями с за- 
данными в них главными частями. Успех обеспечивается умением решить 
без помощи квадратур две задачи: 1) представить в виде отношения канони- 
ческих функций коэффициент D(x) и 2) решить для функции Н(х)/Х+(х) 
задачу о скачке. При этом, кроме указанных выше приемов, характерных для 
операций с многочленами, полезно использовать представление целых функ- 
ций в виде бесконечного произведения

> ־ >׳‘־ “ П 0 ־ £ К ״ м
00 со

(например, sin яг =־ яг 0 я ־־  J׳112  J ־и пРеД ־־־ 1) 
/l-1 — ОО /1 — 1

ставление мероморфных функций в виде отношения двух целых функций или 
в виде суммы простых дробей. Например,

оо

П-1

cos ягя  ctg яг
sin яг



На этом мы закончим раздел. Большое число решенных элементарными 
методами частных задач (часто с физическим содержанием) можно найти в 
монографиях Б. Нобла [19] и Р. Миттра и С. Ли [17]. Правда, указанные 
авторы употребляют другие обозначения, и это несколько затруднит читателю 
пользование этими книгами.

Дополнением к настоящему пункту являются задачи №№ 6—16 в конце 
главы.

3.7. Задача на паре прямых, параллельных действительной 
оси. Рассматриваемый контур является частным случаем произ- 
вольного контура, составленного из любого числа как угодно 
расположенных простых кривых. В этом случае приходится от- 
казаться от понятия двух раздельных, взаимно дополняющих 
друг друга областей D*, а кусочно аналитической функции дать 
определение, как функции, аналитической в каждой связной ча- 
сти плоскости, не содержащей точек контура.

Сформулируем задачу в том виде, как она будет возникать 
в главе IV, где будет использована эта теория. На контуре L, 
состоящем из двух прямых L!, 1 2 с уравнениями 1т г  =  р, 
1ш 2 =  а ( а < Р ) ,  заданы краевые условия

[ 1 +  к л х + а д f + (x + т = щ * + ip)+ я , ( * + ip), (3 29)
[1 +  К2{х +  га)] F~ (х 4 = (а/ ־  Q (х +  га) +  Н2(х +  га),

—  ОО <  х  <  О О ,

где К1, К2, Ни Н2 принадлежат классу {{0}}.
Обе прямые условимся проходить слева направо. Как 

всегда, значок +  (— ) над функцией означает, что ее область
аналитичности лежит слева 
(справа) при положительном об- 
ходе прямой. Таким образом, ис- 
комые функции F± (z) предпола- 
гаются аналитичными соответ- 
ственно в полуплоскостях 1ш г >  
>  Р, 1ш z  <  а. Область анали- 
тичности й (г ) лежит справа от 
прямой L! и слева от L2, т. е. яв- 
ляется полосой а  <  1т  2 <  р 
(см. рис. 1). (Если придержи- 
ваться обычных для задачи Ри- 
мана обозначений, следовало бы 
в первом уравнении писать Q־ , 
а во втором Q+. Приводя крае- 
вые условия, решенные относи- 

тельно F+, Q+, к стандартному виду, получили бы для коэффи- 
циентов выражения

״ ' W - T F 5 W •
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D2( x ) = l + K 2(x +  ia).) (3.30)
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Индекс по каждой прямой определяем так же, как в п. 3.1: 
и, =  Ind D1 (*) =  — Ind [1 +  Ki (x +  ip)],
«2= I n d [ l  + K 2(x +  ia)]. ( '

Индекс по всему контуру L определим как сумму индексов по 
всем линиям, составляющим контур:

х =  и, +  х2 = + Ind [1 ־  К2 (х +  /а)] -  Ind [1 +  К, (х +  ip)]. (3.32)

Канонические функции X!, Х2, X для контуров L!, L2 и L 
определим вполне аналогично тому, как это сделано в п. 3.3, 
т. е. как кусочно аналитические функции, удовлетворяющие 
краевому условию соответственно на контурах L!, L% L и имею- 
щие нулевой порядок всюду, кроме одной исключительной 
точки, где их порядок равен х!, «2> х.

Если для всех канонических функций выбрать одну общую 
исключительную точку, то из определения непосредственно вы- 
текает равенство

Х(г) =  Х ,(2)Х 2(2). (3.33)

Построение канонических функций Х1, Х2 может быть про- 
ведено по методу п. 3.3, придется лишь стандартную пару то- 
чек ± /  заменить некоторой парой точек, лежащих слева и 
справа от соответствующей прямой. Пусть 20 — точка в полосе 
а <  1т  2 <  р, а 2!, г2 — точки соответственно в полуплоскостях 
1т 2 > р ,  1 т г < а .  За исключительную точку, где канониче- 
ские функции имеют ненулевой порядок, выбираем 20. Рассуж- 
дая так же, как в п. 3.3, найдем:

dt,

(3.34)

ХІ,2) ־) е ̂  (г), ХГ (2) =  ( f־ ^ f (־ X‘ eFT (г).

Х2+ (2) 7 ) ־=  EH I)*‘ *Г2+ (г>. Х22/  = ־ (2)  ‘  (г),

£3+00 £3

= ־7־  \  ъ И ) е ш й 1 ,  ГГ(2) = ----- \  Ш е ш

00+iP

$ 17 ) ] ״ ^ Г £>‘< Ф ־ ы л •
~ о о  +  £3

где

П ( г )

По аналогии читатель сам выпишет выражение для Г* (2).
Заменяя в краевых условиях коэффициенты £>!, D2 отноше- 

ниями канонических функций и произведя в каждом из них
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деление на X! , X *, запишем их в форме*)

. F+ =  +  —Ё1 , — С — =  °  , (3.35)
Х^Х^־ XfX^ ־ ר  X fX + X fX J  x j־x f  XfX^־

Для приведения краевых условий к виду, пригодному для 
применения теоремы об аналитическом продолжении, заменим 
последние слагаемые разностью предельных значений (решение 
задачи о скачке п. 3.2)

(3.36)- - Ч 2 - Ч 2 ,Нг
х гх w־+ - w ,

н.
X f X +

*3 + 00 *3
! = 5 Ы ־  0 е ы Л,  W  (2) =  — - ̂  -==ד ф, (/)<+'<*/,

fP-OO

rft.

оV 2:
оо+гв

®-г<гН(х)
(т)Х+(т)(/) V2n - L־־  נ* 

ф,

где

ЧГ?2)־)

Аналогично для 1?*(z).
Перенесем в левые стороны равенств (3.35) члены *Р* и Ч̂ Г. 

Прибавляя затем к обеим частям первого равенства 4*^, а вто- 
рого — ЧГГ, получим краевое условие в виде равенств

- ' I T  +  Ч'2+,X fX +
• Wt  +  Ч2׳+x+x2־

-  ч׳г +  ч } ,
а

хГх+W  -  Ч'ГF
ч ч

представляющих собой условие аналитической продолжимости 
функции, определенных каждая в полосе или соответствующей 
полуплоскости, на всю комплексную плоскость. Эта единая ана- 
литическая функция будет всюду, кроме точки 20, иметь нуле- 
вой порядок. В Z0 ее порядок будет равен х — 1. При и >  О 
согласно обобщенной теореме Лиувилля единая аналитическая 
функция будет равна Px_ !(z )/(z  + i)*> при х 0 ;̂  -она тожде ־
ственно равна нулю. Отсюда вытекает

Т е о р е м а .  Если х 0, го однородная задача Римана имеет 
х линейно независимых решений (при х =  0 лишь тривиальное 
нулевое), а неоднородная задача безусловно разрешима и ре- 
шение содержит линейно х произвольных постоянных. Если

*) В результате этого преобразования каждый знаменатель становится 
канонической функцией в области определения соответствующих функций.
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и <  0, то однородная задача не имеет решений, отличных от 
тривиального, а неоднородная задача разрешима лишь при вы- 
полнении |х|  условий разрешимости.

Решение при х >  0 выражается формулами

F+ (г) =  Хі1־ (г) Х2 (z) [W  (;г) -  4 }  (z) + J־  j f r ] ׳ 

Г  (г) =  ХГ (2) Х2" (г) [V,2) ־ ) -  W  (2) +  , (3.37)

Q (2) =  ХГ (г) Х2+ (2) [^Г  (2) -  W t (2) +  ^ ^ ך1־ ]  •

При х ^  О нужно положить Ру-1 (2) s O ,  а при х <  0 потребо- 
вать еще выполнения условий разрешимости. Последние можно 
получить, разложив Ч׳Г (г) — Ч?2 (2) в ряд по степеням (2 — 20) 
и приравняв нулю первые |х | коэффициентов. Заменяя по фор- 
мулам (2.9), (2.10) односторонние интегралы интегралами
типа Коши, получим условия разрешимости в следующем виде:

\ — Щ --------- ^  Л _ _ І М £ І --------- * Ц . -  о, (3.38)
J X f (0 Х+ (/) (t -  z0f  Г J X f (О Х+ {() (/ -  г0)*

Л =  0, 1, . ! . ,  | х | - 1.
В случаях, когда коэффициенты краевых условий допускают 

аналитическое продолжение в области, решение можно полу- 
чать по методам предыдущего пункта, не прибегая к квадра״ 
турам.

Ввиду сравнительной простоты контура и ограниченных им областей (они 
не перекрываются) рассмотренную задачу можно было бы решить также, 
используя процедуру решения краевой задачи Римана для многосвязной об- 
ласти. В этом случае полосу нужно было бы принять за область D+, а со- 
вокупность полуплоскостей за 6 ־ ; при этом прямая L2 должна проходиться 
слева направо, a L! — справа налево.

§ 4. Исторические сведения
Интегральные преобразования, являющиеся ныне одним из наиболее мощ- 

ных орудий исследования задач математической физики, эпизодически ветре- 
чаются уже в трудах первых классиков математического анализа. Система- 
тическое употребление они получили в начале XIX века в работах Фурье и 
Лапласа (отсюда соответствующие интегралы получили свое название) по 
уравнениям математической физики, главным образом по теории теплопро- 
водности.

В конце XIX века задачи теории электричества привели английского ин- 
жеиера-электрика Хевисайда к созданию так называемого операционного 
исчисления*). Оно было дано в виде формальных правил, по которым

*) Основы этого исчисления под названием «символического» значитель- 
но ранее были построены русскими математиками Ващенко-Захарченко и 
Летниковым. Но их труды не получили широкого распространения и поэтому 
оказали малое влияние на практику.
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действия дифференцирования и интегрирования заменялись алгебраическими 
операциями. С помощью своего исчисления Хевисайд решал обыкновенные 
линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами и 
некоторые простейшие уравнения в частных производных. Никакого матема- 
тического обоснования исчислению дано йе было. Хевисайд довольствовался 
тем*), что использование его формальных правил всегда приводило на прак- 
тике к правильным результатам.

Лишь в двадцатых годах нашего века установили, что в основе опера- 
ционного исчисления лежат интегральные преобразования, при этом важней- 
шую роль играет теорема о свертках, утверждающая, что характерный для 
разнообразных физических процессов интеграл свертки двух функций ориги- 
налов при соответствующем интегральном преобразовании переходит в обык- 
новенное произведение функций-изображений. С этих пор начинается много- 
стороннее и плодотворное использование интегральных преобразований. 
Формальная равносильность операционного исчисления и интегральных пре- 
образований ныне прочно установлена, и исторически сложившееся различие 
в изложении этих теорий сейчас проявляется лишь в обозначениях и внешнем 
виде формул. Однако некоторое существенное различие между операционным 
исчислением формальным и основанном на интегральных преобразованиях все 
же имеется. Последнее может осуществляться лишь над классом функций, 
для которых соответствующие интегралы сходятся, а это при обычном пони- 
мании интегрирования ведет к серьезному сужению области применимости 
исчисления.

За последние 45 лет выполнено большое число работ, направленных на 
расширение области применения операционного исчисления. Исследования ве- 
дутся в двух направлениях:

1) Усовершенствование формального операционного исчисления; здесь тон 
задает польская математическая школа во главе с Я. М и к у с и н с к и м .

2) Обобщение интегральных преобразований за счет расширения понятия 
интегрируемости. В последние годы это направление развивается на фунда- 
менте новой математической дисциплины — теории обобщенных функций (см. 
гл. VIII).

Последний путь, по-видимому, способен послужить операционному исчис- 
лению основой в максимально возможном классе функций.

Краевая задача Римана имеет обширную историю и богатое поле при- 
ложений. Все это можно найти в монографиях [5], [18]. Первое полное ре- 
шение примерно в том виде, как это изложено в § 3, дано в работе Ф. Д. Г а- 
х о в а  1) **). В применении к уравнениям типа свертки задачу Римана впер- 
вые использовал в 1948—49 гг. И. М. Р а п о п о р т  1), 2), 3); метод, близкий 
к задаче Римана, много ранее (1931 г.) был указан В и н е р о м  и Х о п ф о м  
(N. W i e n e r ,  Е. Ho pf ) .  Об этих важных работах речь еще будет впереди 
(см. исторические сведения к главам II, IV).

Задачи к главе I

1. Пусть у. ^ и р — вещественные числа, Я ф  0. Показать, что ориги- 
налу ф ехР | ־־“ * ** ־׳  -̂  |  соответствует изображение | Я \ е ^ х X
Х ¥ ( Я * - р ) .

*) Хотя имеется предположение, что Хевисайд знал основания своего 
исчисления (по крайней мере теорему о свертке), но по примеру средневеко- 
вых математиков засекречивал свои открытия.

**) В интегралах типа Коши; форма записи решения задачи Римана в ин- 
тегралах Фурье встретилась в работе Ю. Й. Ч е р с к о г о  1).
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2. Исходя из формулы (1.28) и пользуясь некоторыми свойствами п. 1.3, 
вычислить интегралы Фурье от функций

sh t t 1 / sh / ( ^ m
ch 2 Г  ch t ״ c h a r  ch2 * [a >

3. Показать, что Ve~*2/2 = .е~хЦ2 (см. [22], стр. 233)־
4. С помощью преобразования Фурье найти частное решение неоднород- 

ного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами:
Г = (t) ־״ 0)   g(t), -  00 <  / <  00, Я >  0.

סס
О т в е т .  / ( / ) - -ך— ^ ־£ —  “X|*~5, g (s)ds.

— оо
5. С помощью теории вычетов найти интегралы Фурье от функций

а> t* -ן_ ь* ׳ б) fi -ן- ьв ^  > °^'
О т в е т ы .

т >
Уз

* ״ - ־ ( ר ^ + ד ) V ^‘1־ י 7
sinsin д ו) V23Tg b\xא I זג  \ V23T ־ ן&_

6. Решить задачу о скачке F = F (л:) — (זג) +  — с» < * х> זג  זג ־ץ־  j
<  00, разлагая правую часть на простые дроби.

х — 2 ГГ. =  -* +  *О т в е т .  F+ (זג) =  •

7. Решить задачу о скачке F+ (זג) — F ( (זג ~ ־“<־־־־ — 00 > זג  <  оо,
с помощью преобразования Фурье (формулы (3.7) — (3.9)).

1 q̂ x — ן _ e'“ x̂ — 1
О т в е т  . F + (X) — — , F  W - 2 - S J - .

8. Применить формулы (2.5) и (2.7) к вычислению интегралов типа Коши:

, 1т  г ф  О,

(главное значение).

sin т dx
х х — г

sin т dx
X X — X

а) 2НГ \
—  С*

оо

fli Uт ג 

, Im г < О,е£г- 1  г .  л e־־i z - \
2iz־, Іт  г > 0;2/2О т в е т ы ,  а)

*v cos 1 — זג б) -----:------.*זג
9• Решить задачу о скачке
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М + (І) 
х — і

где М+(х)— заданная функция, аналитически продолжимая на верхнюю 
полуплоскость и ограниченная при 1т  г ^  0.

О т в е т .  F+ (х) =  ~  + (^  ~ ץ  -+ (І) , F~ (х) ־

10. Решить задачу о скачке

Р +  (дЛ _  /7 “  (дЛ - М  . ( * ) _________ N  ( * )
W  W  (х -  ia)m (х +  ib)n י

где данные функции М+ и N-  аналитически продолжимы соответственно на 
верхнюю и нижнюю полуплоскости и ограничены в этих полуплоскостях, 
включая границу, т и п — целые положительные числа; у постоянных а и 
b — положительные действительные части.

О т в е т .
М+ (х)

(х — ia)n
F+ (זג) .

у — I
Lj (Ь —

Af+(* n (fa)

f a  ( * - 1)1 (x +  ib)n~k+l ׳ 

AT (*)
(* +  ib)n

ia)m~k+1

t

(ft- 1)1(*■- Е 7 Г Гft־ l

M+ ( k \ i a )
-  l״ \m-k+lf a x (A — 1)1 (זג — ia)w — Ц - —

« 1 ־1־* , ( - t t )
(k — 1)!(זג +  ib)n~k+l *

-  У ----- -
ft«1 ־

11. Найти индексы функций, определенных на действительной оси: 
( х + , ) 3 ( * - 3 0  л  ( | * | + ! ) ( * » + ! )

а) У זגcos + 2 זג זג) + 2(/2
б)2)2 + 2(זג

О т в е т ы ,  а) 1־־־־, б) +1.
12. Найти канонические функции, когда коэффициент D(x) имеет вид 

sin * 1
л:4+  4

в)х*+\б) еа) е х*+ \0х2 +  9 
О т в е т ы .  Функция Х+ (я) равна

( х + 1 + і )  ( * ־ ־ ! +  /) 
(х +  І) (х +  31)в)б) ехра) ехр 21х 9 '  к 2 (х +  І) 9

13• Решить задачу Римана
а2 — Ь2 , л ^ ^

Ь2 ^   ̂* 00 ^  ^
J. д2 _

*2+ 1 г/? <־<״f + ,(זג) 

где а и b — положительные постоянные, а функция #  задана в классе (*)־־
{{—оо, 0}}.

О т в е т .  Задача имеет единственное решение
(а -  Ь) / Г  ( -  1а) 

і (г  + Ь)F+ (г ) י
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(достаточно указать одну из функций F+, Т7־־; тогда вторая сразу находится 
из краевого условия).

14. Решить задачу Римана
*4 +  4 — 00 <  X <  00.sin X

+ *х (זג) +  10хг +  9 F ־־

О т в е т .  Задача имеет единственное решение. Функция F+ (г) равна
+ . . е1г — 1 . (1 — 2i) (е*1 — 1־ ) (г — 1 +  <)

F (г} 3 +  2) 0  +  2) (/4 - י (4  ־־ 2/2 י ()
(1 +  2/) (е~*~* -  1) (г +  1 +  i)

(4 +  40 (2 + ( ) ( 2  +  3()
15. Решить задачу Римана 

sin X
1 — 00 <  х < со.х — Iх f ־ W +F+ (*)■

О т в е т .  Задача имеет единственное решение:
1 г * ־ 1— 

а > 0, —־ оо <  х <  00.

]־
/, _ 1 __

' г ־ аі .

16. Решить задачу Римана 

F+ ( * ) - sin ) / ׳ ־ <*) +  

О т в е т .  Общее решение

х — си

С . Z  —----- - Sin---г
Z  —  I  Z  +

F+ (2).

где с — произвольная комплексная постоянная.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ТИПА СВЕРТКИ В КЛАССЕ {0}

В ближайшем параграфе будет дан метод решения уравне- 
ний, которые можно объединить под названием характеристи- 
ческих. Они, подобно известному характеристическому особому 
интегральному уравнению с ядром Коши, приводятся к краевой 
задаче Римана и тем самым решаются в квадратурах.

Следующий параграф посвящен основным положениям об- 
щей теории уравнений типа свертки. Как и в предыдущем, 
в этом параграфе налагаются определенные условия нормаль- 
ности, при которых для уравнений типа свертки оказываются 
справедливыми теоремы Нетера. Это роднит данные уравнения 
с особыми интегральными уравнениями с ядром Коши, для ко- 
торых теория Нетера также справедлива. Но если сингуляр-
ность ядра Коши _|_ך ־  заключается в разрыве при s =  t, то
сингулярность ядра k(t — s) интегрального уравнения типа 
свертки вызвана неограниченностью промежутка интегрирова- 
ния, и это ядро, в отличие от регулярного ядра, не убывает, 
если двигаться к бесконечности вдоль прямых t =  s -f- const.

Теоремы Фредгольма для интегральных уравнений типа 
свертки будут выполняться лишь в одном частном случае, когда 
индекс этих уравнений равен нулю. Но и в этом случае оказы- 
вается справедливой не вся теория Фредгольма, например, 
спектр будет не дискретным, а непрерывным.

§ 5. Характеристические уравнения типа свертки
5.1. Интегральное уравнение с одним ядром. Это самое про- 

стое уравнение со сверткой:
<х>

f(t) +  - 4 = -  5 b(t — s) f ( s )ds  =  g(t),  — о о < / < о о .  (Ао)
V —оо

Здесь k(t) и g(t)  — заданные функции класса {0}. Решение f( t ) 
ищется в том же классе.
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Приступая к решению, преобразуем обе части уравнения 
/До) по Фурье. Используя линейность этого оператора и фор- 
мулу свертки, получим для изображений простое алгебраиче- 
ское уравнение *)

F (х) +  К  (х) F(x) =  G(x), — оо <  х <  оо. (5.1)
Здесь К(х) и G (х) — интегралы Фурье известных функций, 

— интеграл Фурье искомой функции. Предполагая, что вы- 
полнено условие нормальности **)

1 +  К (х) ф  0, — оо <  х <  00, (5.2)

находим единственное решение уравнения (5.1)

^ ( х ) 1 ־[ ־ + К ( * ) Г 10(х). (5.3)
Отсюда по формуле обращения находим решение уравнения 

(Ао), причем это решение в силу взаимно однозначного соответ- 
ствия между оригиналами и изображениями будет также един- 
ственным:

оо

f  (/) =  -1]  ̂ ק==■  -\r K(x)]~l G(x)e~lxt dx, — o o < t < o o .  (5.4)

Предоставляем читателю проверить, что решение f(t) дей- 
ствительно принадлежит классу {0}.

Для придания решению другой формы определим функцию 
R (х) такую, что

[ К ־14 (*)Г‘1 ־ ־ + Л ( 4
Отсюда

R (*) =  — [ И К ־ ־[(*)  ' К (х). (5.5)
В новых обозначениях формула (5.3) примет вид 

F (х) =  G (*) +  /? (х) G (х).
Теперь возвращаемся от изображений к оригиналам:

оо

f(t) — g  (0 +  -ў==5 ־ r(t — s)g(s)ds,  — o o < t < o o .  (5.6)
— оо

Эта формула решения имеет то преимущество, что не требует 
вычисления интеграла Фурье G(x).  Функцию r(f — s) в теории 
интегральных уравнений принято называть резольвентой.

*) Ввиду элементарности уравнения (А0) здесь задача Римана не воз- 
никает.

**) Исключительные случаи, когда условие нормальности не выполняется, 
6УДут рассмотрены в третьей главе.
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Изложенный выше метод вполне пригоден для решения систем интеграль- 
ных уравнений типа свертки:

п ~
fp (О 4“ j  kpq s) fq (5) ds =  gp (/), (5.7)

<7 1 - V ־» סס
р >=* 1, . . ft, — 00 >  > .סס 

Пусть через /(*) обозначен вектор с координатами / 1(0 , •••, /п(0,  через 
fif(0 обозначен вектор с координатами £!(/), . . . .  gn(t), a k(t — s) означает 
матрицу с элементами kPq(t — $). Тогда системе (5.7) можно придать век- 
торную форму (Ао) и решать так, как указано выше. Теперь условие (5.2) 
означает невырожденность матрицы I + К(х) в каждой точке х (/-единиц- 
ная матрица). Выражение [Z +  ZC(* )]-1 надо понимать как обратную 
матрицу.

П р и м е р .  Пусть число X вещественно. Решим уравнение
оо

/(/) +  *  5 e־ l<־ s l/(s) Cfs=־ g(0,  - о о < / < 00. (5.8)

(5.9)

(5.10)

Сравнивая это уравнение с (А0), находим, что
k (/) ==־ Я У 2я е־־  ̂* I, — 00 <  t <  оо. 

Согласно формуле (1.25)
2^

х2 +  1А(*)־

Условие нормальности будет выполнено, если К ф (-׳־* оо, — 1/2].
2ЯПо формулам (5.6) и (5.10) определим R (х) — ------0 , t . Осталосьх2 +  \ +  2К

-ш  dx
2 +  I +  2Я, •

ОО

=  _  2к [  -  
V2iT J *

dx-ixtR(x)evH
найти функцию 

г(0 ־=

Этот интеграл можно вычислить с помощью теории вычетов. Получим

- ГУ Ч .. й- 1мУГ+2я 
V1 +  2л

Итак, формула (5.6) дает решение уравнения (5.8)
оо

/(< )0 ) £ = -----־ = ז =7  е-1 * -  I (s) rfs.
V! + 2я J

Рассмотрим вкратце случай, когда — 00 <  Л ^  — ־^ . Теперь 1 +  2А <  0.
Обозначим — 1 — 2% =  а2. Уравнение (5.8) с помощью преобразования Фурье 
приводим к виду

G (*),f . w*2 +  2Л+ 1 
2+ 1
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Q(*) +  <?(*)•

, i״  F (x) — G (л:). Отсюда х2 +  1

f W - . < “ t 1)0. wv x2 — a2

t. e.

Правая часть имеет особенность в точках х =  ±  а. Потребуем, чтобы G (я) 
была дифференцируема в окрестности этих точек и чтобы G' (х) удовлетво- 
ряла условию Гельдера. При условии С( = Ь а ) = 0 ,  т. е.

оо оо

g (t) cos at dt = ̂  ,־ 0 g (0 sin at dt =  0.

мы получим единственное решение в классе {0}

Можно показать, что при сделанных предположениях действительно f(t)&{0}. 
Можно привести полученное решение к более простому виду

оо

f(t) =  g (0 — а 21 ^ + sin as • g (s ^ ־  t) ds, — 00 <  * <  00.
0

Если допускать решения, не принадлежащие классу {0}, то однородное 
уравнение, соответствующее (5.8), имеет нетривиальное решение, и общее 
решение имеет вид

оо

/  (/) =  С1 sfn at +  С2 cos at +  g (t) — a \  g (s) sin a | s — 11 da.

5.2. Интегральное уравнение с двумя ядрами. Рассмотрим 
уравнение

оо

f (0 + + ds (s) — ־־^־־ 5 
О

О

+  ў = -  ^ k 2(t — s)f (s)ds  =  g{t), — o o < t < o o ,  (A)
—  CO

в классе {0}. Заметим, что каждое из ядер ki(t) и £2(0 задано 
на всей вещественной оси. Представляя искомую функцию 
в виде разности односторонних (см. (2.14), (2.15))

(5.11)
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запишем уравнение в виде
оо

f + ( 0 + y = — >J М ־ s ) f + (s)«te — L ( 0  —
 סס —

סס

— \ k 2{t — s)f_{s)d$ =  g(t),  — o o < / < o o .  (5.12)
—סס

Переходим от оригиналов к изображениям с использованием 
формул п. 1.3:

F+ (х) +  Кх (х) F+ (х) -  Г  (х) -  К2 (х) Г  (х) =  G(x),
—  СО <  X  <  ОО.

Здесь Кх(х), К2(х) и G(x)— интегралы Фурье известных функ- 
ций. Неизвестные изображения F+(x) и F~(x) согласно п. 2.4 
являются краевыми значениями функций, аналитических соот- 
ветственно в верхней и нижней полуплоскости, точнее, принад- 
лежат классам {{0, оо}} и {{—оо,0}}. Как видим, получена 
краевая задача Римана (см. § 3). Предполагая, что выполнены 
условия нормальности

1 +  Кх {х) Ф  0, 1 +  К2(х)Ф0,  (5.13)

запишем задачу Римана в ее обычной форме

F+ {x) =  D(x)F-(x)  +  H(x), — оо < х  <  оо, (5.14) 
где

D  (* )=  1 +  К1 (х) ’ =  1 ‘ (5 1 5 (־

Задача Римана (5.14) равносильна уравнению (А): они од- 
новременно разрешимы или неразрешимы, имеют в общих ре- 
шениях одинаковое число произвольных постоянных. Отсюда 
и на основании результатов п. 3.5 следует

Т е о р е м а .  Если индекс

положителен, то однородное уравнение (A) (g =  0) имеет 
ровно к линейно независимых решений, а неоднородное урав- 
пение безусловно разрешимо, и его решение зависит от к Нроиз- 
вольных комплексных постоянных.

В случае и 0 однородное уравнение не имеет отличных 
от нуля решений. Неоднородное уравнение при к =  0 безус-
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ловно разрешимо, причем решение единственно. Когда индекс х 
отрицателен, условия

£ =  1 , 2 .........- и  (5.17)________ <3 (0 ________
X+ (t) [1 +/С, (01 (t +  i)kJ

необходимы и достаточны для разрешимости неоднородного 
уравнения.

Во всех случаях, когда решение уравнения (А) существует, 
его можно найти по формуле {см. (5.11))

оо

f (0 =  5 [F+ w  ~  F~ (*Я е־ Ш dx00 — ׳ <  i <  оо, (5.18)

где F+(x), F~{x)— построенное по формулам (3.22) — (3.26) ре• 
шение задачи Римана (5.14), (5.15).

Итак, решение уравнения (А) равносильно решению крае- 
вой задачи Римана и сводится к вычислению некоторого числа 
интегралов Фурье. Для иллюстрации метода решим пример, 
подбирая данные так, чтобы при вычислении интегралов Фурье 
можно было воспользоваться результатами п. 2.5.

П р и м е р .  Зададим ядра и свободный член следующими выражениями:

t>  О, 
/ <  О,

/о
О,

2я 0 *, < > 0, ( - (
,t .< 0״ 62 )0 = 1

( О, о  0,
8 ' 1 ׳1־ - V S . t,׳ <  0,

о,

а, р — вещественные постоянные. Тогда k 1 (t — s ) =  О для t <  s, k! (t — s ) =  О 
для t <  s. Следовательно, заданное уравнение имеет форму

( И
/ (/) -  (1 +  а) 5 * ' ־)־ s)/ W ds -  (I +  р) $ *־׳>־*>/ (s) ds -  0, / >  О,

О —оо
t

/ ( 0 - 0  +  W 5 «י*־״־/ (s)л - - V S • * . t<  0.

г(1 Ч- ft)
X +  І 9. К2 ( Х)

Вычислим интегралы Фурье согласно п. 2.5:
оо

/с, (х)------(1 +  а) 5 -  г (1 + а ) -

лг — /р
т ־■־־ х)х/)( 7 י

• ( l + a ) J  е ~ геш М
о

i
J ־־־ X0 W
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(5.19)

Краевое условие запишется в виде

i (х +  /)
(х — i) (х — ia ) 'f ־ w  +

х — /р 
х — iaF+ (x)

Решение задачи Римана будет различным в зависимости от знака а, р.
1) а  >  0, Р >  0. В этом случае х =  Ind D(x) =  0. В левой и правой 

частях краевого условия стоят функции, аналитически продолжимые соответ- 
ственно на верхнюю и нижнюю полуплоскости. Применяя непосредственно 
теорему об аналитическом продолжении и теорему Лиувилля, будем иметь

i{z + i)
(г — г) (г — ia)- — Г  (г) z *— 1а

F+ (*) в  0,

\   L i 1 ± Л  е - ш а Х '
נ  ( х — і) { х — ф )

1
V 2яо,

Отсюда

/+(*>

Вычисляя последний интеграл в предположении Р #  1, по теореме о вычетах 
получим

0, t >  0,
f(t):

(1 + 2/), t <  0.
f °׳

В случае р ==1 ־

Читателю рекомендуется проверить, что найденная функция действитель־ 
но удовлетворяет уравнению.

2) а <  0, р <  0. Здесь снова х =  0, Х+ (z) =  Z Х~ (г) 1 ־=־. Труп-
пируя члены, содержащие краевые значения аналитических в каждой из 
полуплоскостей функций (см. п. 3.6) и применяя затем теорему Лиувилля, 
найдем

Г ־1 (*) . Р + 1  __ 1 Р־ (Х) ן !.ס

о  о,

/ <  0.

/ (Р — 1) Х  —  І

2 i 1
S Р -  1 Х - І  9

‘аі

X (х) 

F~ (X)■■

/ ( р - 1 )  Х - ф

i

X+ (x)

_ P - I  
2 V 2n t 
P - 1  *e.

/?+ и  JLihJ_______
W  p -  1 * -  ia 9

4־00

4=• ^ [F+ (ж) -  F~ (ж)] e~ixi dx =V 2 n

Отсюда

/0־ (

3) a  <  0, P >  0, x =  1. В этом случае, используя рассуждение п. 3.6, 
краевое условие (5.19) запишем в виде

г+ /х\ ן * О Н1 (° ־ х ZP jp • 1 ־  
F  W  +  T ־ a T ^ T a  -  x - i a  F (x) 1 - a x - / ־
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На основании обобщенной теоремы Лиувилля последние выражения равны
с- — . Поэтому 

to —זג
+ Г г  г־  ( \ С_______ ________* — /а

F (*) 1 1 ־־־ — a J х — /а 9 'Х х — /0 1 — а (ג; — /) (х — /р) י

где С можно считать произвольной постоянной. Беря обратное преобразова- 
ние Фурье, получим общее решение

t>  О,

t<  0.2 V 2S *£ »1 - р

1 — aj
2 (а -  Р)

(1

«С

2 (а -  Р) ן  
— а) (1 — Р) J '

— У"2я [״

— V 2л [ л  -Ь
/(0

4) а >  0, р <  0, х =  — 1. По теореме Лиувилля

S S 2  0 ,
і(х + і)

(х — і ) f(а/ — זג) ־ wזג — /р 
х — /аf + W =

так что F+ (х) =  О, F (ג:) = ---- — г*(* — ta) • И3 выражения для F־ (z)
видно, что полярная особенность функции F~(z) в точке /р исчезнет, если 
положить Р =  —1. Последнее равенство и будет условием разрешимости за- 
дачи Римана, соответствующим условию (3.27) общей теории. В этом случае 
имеем единственное решение

t>  0,
* < 0.

о,
— л/ 2п et,

+ оо
1

V 2л
f ( t ) =

5.3. Парное уравнение. Встречаются задачи, где искомая 
функция на двух множествах, составляющих область ее опреде- 
ления, удовлетворяет двум различным условиям. Соответствую- 
щее уравнение называется парным. Мы будем рассматривать 
здесь парное интегральное уравнение

40®

47 )נ0 + ־ך =■  ̂ kl ( t - s )<p(s )ds  =  g{f), 0 < i < o o ,
סס —
(Б) +־־

?(0  + =קך 5  k2{t — s)y(s)ds ־  =  g(t), — o o < / < 0.
—oo

Здесь все функции принадлежат классу {0}. Функция <р является 
искомой.

Записанному в виде пары условий уравнению (Б) при желании можно 
придать обычный вид интегрального уравнения второго рода, заданного на 
Всеи вещественной оси:

4*00
Ф (0 +  J k (t, s) ф (s) ds =  g (0, — 00 <  t <  +  00, (5.20)

—00
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kx (t — s), t >  0,

k2 (t — s), t < 0.

V _2л 
__ 1_
V  23T

где ядро равно

k (/, s) =

Точно так же уравнению с двумя ядрами можно придать форму (5.20) 
с ядром

\ ^ m k' ( t - s)׳ s > 0 -

k2 (t — s), s <  0.

V  2Я 
1

V  23т

& (/, s) =  <

С целью использовать аппарат преобразования Фурье до- 
определим оба условия в уравнении (Б), формально записав 
их для всех действительных значений t. Это достигается путем 
введения в правые части новых неизвестных функций. Послед- 
ние должны быть выбраны так, чтобы они не нарушали задан- 
ных на полуоси условий. Следовательно, верхнее условие (Б) 
дополняется слагаемым, которое обращается в нуль на поло- 
жительной полуоси, а нижнее — слагаемым, равным нулю на от- 
рицательной. Итак, запишем парное уравнение в форме

+  оо

<р(0 +  ў = = kAt-s)<t>(s)ds ־ 5  g(t) +  f_(t),

(5.21)

ф(0 +  \  К  (/ -  s) ф (s) ds =  g (t) +  f+ (t),

— oo <  / <  00,

где f±(t) — пока неизвестные правая и левая односторонние 
функции.

Теперь можно переходить к интегралам Фурье:

[1 +  Кх (*)] Ф (х) =  G (х) +  Г  (х), [1 +  К2(*)]Ф М  =  G (x) +  F+ (х).
Неизвестными являются три функции Ф, F+ и F~. Предполагая, 
что выполнены условия нормальности (5.13), мы можем исклю- 
чить неизвестную функцию Ф(*)

(5.22)
G w  +  r w  G(x) + F+ (x)

1 +  ^1W _  1 + f t W
и получить краевое условие задачи Римана

G( x) ~1 +  К2 (X) р - , ,  , К2( х ) - К  1 (X)
\ + К ! ( х ) г  W ־1־  I + K , ( x )

— ОО <  X <  00.
F+(x) = G(x), (5.23)
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В силу обратимости операций, которыми пользовались при 
получении задачи (5.23), она равносильна — в смысле одновре- 
менной разрешимости и числа решений — исходному парному 
уравнению. Решив задачу Римана, по формуле (5.22) опреде- 
лим функцию Ф(*),  а отсюда путем обратного преобразования 
Фурье найдем искомое решение парного уравнения:

- ^ е ~ ш dx =Q(x) +  F-
1 +  Ki (*)

+ о о

= _ _ L  [ -
л / 2 п  Jф(0 ־

(5.24)М + ^ г И л.־Г !
(*)V 2л J 1 +/C2

Так как индекс краевых задач Римана (5.23) и (5.14) оди- 
наков, то относительно разрешимости и числа решений парного 
уравнения можно сформулировать теорему, совершенно анало- 
гичную установленной в предыдущем пункте. Условия разреши- 
мости при отрицательном индексе здесь будут записываться 
так:

и. (5.25)k —  1, 2...........
f  K2 ( x ) - K l (x) r ( , dx — л
+x נ w [ 1 + K , ( * ) ] a w  (*+/)* ’

5.4. Одностороннее уравнение (Винера — Хопфа). В прило- 
жениях часто встречаются уравнения вида

(А+)О <  / <  оо. ̂ k(t — s)f  (s) ds =  g (t), 
0

1
V 2л/ ( 0 4

Уравнение определено только на положительной полуоси, по- 
этому мы называем его односторонним. По историческим моти- 
вам часто употребляют еще название уравнение Винера — 
Хопфа (см. исторические сведения в конце главы).

Уравнение (А+) можно различными способами получить из 
Уравнений (А) или (Б). Мы будем рассматривать его как част- 
ный случай уравнения (А). Положим в уравнении (А)

, Г &(0» * > 0 ,
М 0  =  *(0. М О ־0 ־ , ff(0 =  tf+ (0 26•5) .0> >  <0 } ־ >

Тогда при t >  0 решение уравнения (А) будет одновременно 
Решением одностороннего уравнения (А+). Обратно, доопреде- 
ляя уравнение (А+) на отрицательной полуоси путем введения 
односторонних функций f-(t)  и f+ (/) (f+(t) =  f(t) при * > 0),



[ГЛ. IIУРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ В КЛАССЕ {0}56

получим уравнение
4־00

М О +  7 =  \  b ( t - s ) f + {s)ds =  f_(t) +  g + (t), (5.27)
— оо

— оо <  / <  оо,

которое будет частным случаем уравнения (5.12), а значит, 
и уравнения (А). Таким образом, одностороннее уравнение рав- 
носильно уравнению (А) в частном случае (5.26). Переходя 
в равенстве (5.27) к интегралам Фурье и предполагая, что вы- 
полнено условие нормальности (5.2), получим задачу Римана

F+ (*) =  1 +  ^ ( )̂ F~ (*) + ך ^־  ך־. ^ )■ Q+ (x), — 00 <  * <  00. (5.28)

Решение исходного уравнения (А+) получим из решения за- 
дачи (5.28) по формуле обращения

־400

f (0 = ־7־ = / + ( * ) - ־  $ Г*(х)е־ ш dx, t >  0. (5.29)
V —оо

Последняя формула показывает, что решение не зависит от 
т. е. не зависит от способа доопределения уравнения на отрица- 
тельной полуоси.

Для уравнения (А+) будет, очевидно, справедлива теорема 
п. 5.2, где индекс

* — - I n d [ l + * ( * ) ] .  (5.30)
5.5. П р и м е р .  Рассмотрим уравнение

оо

/ ( 0  +  5 ( a + 6 | < - s | ) e |־ ־, s | / (s)ds =  £(0 . t >  0, (5.31)
О

где постоянные а и Ъ вещественны, Ъ Ф 0. Итак, в уравнении (А*) 
к (/) =־־ л/2п (а +  Ъ 11 \ ) в“11К

Находим изображение:
00

К ( х ) =  5 ( а + Я / | ) Г <־ + ^7'2* 2' ^ ׳)^ + Л •
— оо

Отсюда

1 +  Kix)  =  -{x2 j * \ j 2 ■ Р(г) =  г* +  2 ( а - Ь + 1 ) г *  +  2а + 2Ь +  \.

Исходя из условия нормальности, предполагаем, что постоянные а, b таковы, 
что многочлен Р(г) не имеет вещественных корней. Пусть а  +  1'Р — корень 
биквадратного уравнения Р ( 2 ) = 0 ,  причем а  >  О, Р >  0. Тогда, очевидно, 
в силу вещественности коэффициентов уравнения, величины (а — 1’РЬ
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/_а -ן- ф) и (—а — <'Р) будут тремя остальными корнями. Также в силу ве-
тественности функция 1 + /((* )  имеет нулевой индекс, так что решение 
уравнения (5.31) существует и единственно.
У Х~ (х) где

Х+ (х)
(х — а  — tP) (х +  а  — гр)

Разлагая на множители, находим 1 +  К (*) =

Х+ W  =  (х +  а +  ф) (х — а  +  ф) ׳ Х (* -  О*
Используя этот результат, представим краевое условие (5.28) в виде 

F+ (x) ( x - i f G + (x)_______F־ (x)

(*+»•)*

— 00 <  х <  00. (5.32)______________ ( x - / ) 2G+ (x)___________
X+ (x) (x — a — ф) (x +  a  — ф) X~ (x)

Применяя аналитическое продолжение и обобщенную теорему Лиувилля, 
получаем возможность приравнять обе части равенства величине

С2___ ן
а — ф У

х — а — /р ‘ х +  а — ф י 
где постоянные С! и С2 подлежат определению. Отсюда 

( x - i ) 2G(x) , С!
\ (х +  а — ф) 1 х — а — /р х +  а — /р .

(5.33)
Для устранения полюсов в точках (а +  /’Р) и (־־־ а +  *P) необходимо и доста-
точно положить

(— a + f p  — Q2G+ ( - a  +  fp) 
— 2аС2■( а + ф - і ) 20 + (а +  ф) 

2аС, ------

(5.34)
Ввиду сравнительной громоздкости переход от изображения (5.33) к ори- 

гиналу будем осуществлять в два этапа. Сначала найдем оригинал слагаемого

)СI־1■(*)־ x - i f G + (х)

G+ (x) +  R(x )G+ (x).

]А____  . _____ P

(x — a — /р) (x +  a ־— /р) 1 +  К (*)

2x2 (a -  b) + 2a + 2b
[x2 -  (a +  ф )2] [x2 -  (a -  *P)2] x2 -  (a +  /p)2T jc2- ( a -  /p)2״ 

(a +  /p )2 (a — b) +  a +  b 
2ap

Ft W = * + (x)

Здесь

\1 =  1-

Находим оригинал первой дроби, пользуясь формулой (1.25) (которая спра* 
ведлива и для комплексного числа Л с положительной вещественной частью):

(5.35)

V я _ И
2 р -  /а *

[ сразу в соот

. л / і __д_
А /  2 р +І

/ - І
х2 — (а +  /р)2

Оригинал второй дроби записывается сразу в соответствии с правилом (1.11):

1/ ־1  - ____ Р___ р-(Э+/а)|#|
х2 — (а — / р
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Таким образом,

Г (t) — y \ J j  Р (ег0+ га 1' 1 +  е- г0 0 ־<1 ' ')  в-  » ו > ו  =  ре־־в 1*1 cos (0 +  а 11 | )

(5.36)

оо

/1 (0 = ё { і )  +  Р ^ cos (0 +  a W — 5 1) S (s) ds,

*e.
P -  ш ״* >  0, ре

< 00.

Заметим, что мы попутно нашли резольвенту г (/ — s) интегрального 
уравнения с одним ядром

4־00

/0 (0 +   ̂ (a +  b \ t  — s \ ) e - {t- s l fo{s)ds=*g0(t), — 00 <  t
— оо

Теперь рассмотрим оставшуюся часть изображения (б.ЗЗ):

^ ( х ) = Х + (х)Г------ С ' -д И----- ך?- ן - .— а — ф дс +  а■—*pj

(.x +  i f e ~ ixt dx

Вычислив интегралы

lr $У—*'־״ 2я J (* +  »Р — a) (* +  Ф + a) (x — а — г'Р) T
—oo

C2 ^ + ;ג)__________  i f  e־־ixt dx
V23x J (* +  Ф — a) (x +  Ф +  a) {x +  a — if)+

с помощью теории вычетов (см. п. 2.5) и подставив вместо постоянных С! 
и С2 их значения (5.34), получим при t >  О

оо

/8 (0 =  - а ± -£ ־  ^  ^ в־ р (<+s) cos a ( t  — s)g  (s) ds +
0

00

+  5 e15־  <<+s) cos M> +  a  «  +  s)l g (s) ds, Re»  =  (5-37)
0

Так как F+ (л:) =־  Л + (ש;)   F2 (*), то искомое решение будет суммой 
функций (5.36) и (5.37).

5.6. Уравнения с переменным пределом интегрирования. Уравнение в ко- 
нечных пределах

t
s)i(s) ds =  g(t)t t >  О,

׳ :ЫV 2‘)־
(5.38)f (0 +
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можно рассматривать на промежутке [О, R) как при конечном, так и беско- 
печном R. Мы будем здесь решать уравнение на всей положительной полу- 
оси, предполагая, как и прежде, что все функции принадлежат классу {0} 
(точнее, этому классу принадлежат соответствующие правые односторонние 
функции).

Уравнение (5.38) можно рассматривать как частный случай односторон- 
него уравнения (А+). Для этого достаточно записать его в виде

0 <  t <  00,
V2:т  + ! = ) +k ^ ־ t - s ) f ( s )  ds =  g(t),

О
приводящемся согласно п. 5.4 к краевой задаче (5.28):

G+ (x)F (х)
1 +  К+ (х)1 +  К+ (*)

F+ (х) .

Здесь коэффициент 1/(1 +  /(+ (*)) задачи есть функция, аналитически про- 
должимая в верхнюю полуплоскость, за исключением конечного числа воз- 
можных полюсов, являющихся нулями функции 1 +  /С+(г) (считаем, как 
обычно, что имеем дело с нормальным случаем, так что на действительной 
оси 1 +  К+ (г) Ф  0). Поэтому индекс х задачи всегда неположителен, х ^  0. 
Переписав задачу в виде [ 1 +  К+ (х) ] F+ (*) — F - (х) +  G+ (х), видим, что 
F~ (х) =  0, так что

F+ (х) =  — в * ( * ) - (־ (5.39 
1 + К+ (х)

Рассмотрим следующие случаи.
С л у ч а й  1. Функция 1 + / ( + (2) не имеет нулей в верхней полуплоскости 

(это означает, что х =  0). Из (5.39) получаем, что F+(x) действительно при- 
надлежит классу {{0, 00}}. Следовательно, уравнение (5.38) при любой правой 
части g(t) имеет единственное решение, которое можно выразить через ре- 
зольвенту:

(5.40)s) g (s) ds, t >  О,1־׳'И
dx.~ixt

V2:

( x )

f ( t ) = g ( t )  +

1 +  К  (X)

סס־ן־

_____ L r  [ •
V 21t j

где r(t)

С л у ч а й  2. Функция 1 +  K+ (z) имеет нули в точках z =  а17 аг, . . . ,  ат 
верхней полуплоскости (тогда х <  0, причем х равно взятому со знаком 
минус суммарному порядку нулей). Могут представиться две возможности: 

2а) Функция G+(z) в точках а!, . . . ,  ат  обращается в нуль, причем 
порядки этих нулей не ниже порядков нулей функции 1 + К+(г). В этом

опять не будет иметь полюсов, так что по-G+ (z)случае функция
1 +  К+ (г)

прежнему уравнение имеет единственное решение (5.40).

Предложение — г б + (а / ) ==:0 об обращении O'1" (г) в нуль равносильно 
dz* *

условиям

(M l)т,J g ( t ) e - lal itk dt =  0, k =  0........v ^ - 1.
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где Vj — кратность нуля функции 1 +  K+(z) в точке а! (для получения (5.41) 
продифференцировать k раз интеграл Фурье G+(z) и подставить z ־=־ aj). 
Условия (5.41) накладываются уже непосредственно на правую часть урав-
нения.

26) Функция G+(z) не обращается в нуль в точках а!, 02, . . .» ат (или, 
если обращается, то с кратностями, меньшими, чем 1+/С+(2)). Тогда функция

имеет полюсы, и потому функция (5.39) не принадлежит классуО ־1־  (г)
1 +  К+ (г)

{{О, <»}}. Уравнение (5.38) не имеет решений в классе {0}. В рассматриваемом 
случае условия (5.41) не выполняются.

Последний результат не противоречит известному факту, что уравнение 
Вольтерра всегда имеет единственное решение. Уравнение (5.38) принадлежит 
классу уравнений типа Вольтерра и потому в случае 26) будет также раз- 
решимо, но не в классе {0}, а в более широком пространстве функций с пока- 
зательным ростом (см. § 14).

Другим простым частным случаем уравнения (А+) будет уравнение с пе- 
ременным нижним пределом:

(5.42)g(t), 0 <  / <  00.k( t  — s)f  (s) ds

סס

V2n J
f(t) 4

Это соответствует случаю, когда в уравнении (А+) функция k(t) будет ле- 
вой односторонней: k(t)=*k-(t).  Задача Римана (5.28) при условии 
1 + ф (זג)   0 примет вид:

(5.43)■а+ (*).
1

1 +  к ־  (*)
F~ (*) +1

1 +  К~ (х)
F+ (х) ■■

С л у ч а й  1. Функция 1 +  А“ (г) не имеет нулей в нижней полуплоскости. 
Отсюда вытекает, что

(5.44)F~ (х) е  {{- оо, 0}}.1
1 +  /С  (х)

Согласно п. 2.4 это означает, что оригиналом функции (5.44) служит левая 
односторонняя, а последняя не окажет влияния при t >  0 на соотношение 
между оригиналами равенства (5.43). Итак, введя для удобства окончатель- 
ной формулы функцию

/Г  (х) — -------К ^ —  €= {{- 00, 0}},
1 + К  (*)

применяя к обеим частям равенства (5.43) обратное преобразование Фурье и 
полагая t >  0, получим единственное решение уравнения (6.42)

< g (s) ds( t (s ־־־ *)  0.

00

8 )О /« ־־(

В данном случае индекс задачи (5.43) был равен нулю.
С л у ч а й  2. В нижней полуплоскости у функции 1 +  А2)־־) есть нули. 

Так как эта функция на всей вещественной оси, в том числе и на бесконеч- 
ности, отлична от нуля, то число ее нулей конечно. Задача Римана (5.43) 
имеет положительный индекс, как раз равный числу нулей функции в нижней
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полуплоскости (нули считаются столько раз, какова их кратность)':

X =  Ind - J_ —  ■ =  -  Ind [1 +  / С  (*)] =  V! +  . . .  + v 0 < ״ . 
1 + К  (X)

Здесь vk — кратности нулей zk функции 1 +  К (г), k 1, . . . ,  п. 
Пусть

2k׳־J\k
г - Ч  (г ־ г*)2 " z) ־ - z k)Vk

— главная часть разложения функции [1 +  К~ (г)] V -1 (г) в ряд Лорана 
по степеням (2 — zk), k =  1, ...» п. Тогда

: {{- °о, 0}}.
С inЕ с л _  _  у __ ч

(у. -  У.ЛІ Lj ( , —
F~ (*)

* י י

1 +  к  (jc) fzi (г — гі)1 "  (2 —  Zn)1

Поэтому равенство (5.43) Можно представить в виде

О ־1־ (*)
t)2־2(« x  , t l *1+ <*)־

F+ (x)■

где многоточие означает функцию, оригинал которой равен нулю при t >  0. 
Используя результаты п. 2.5 при переходе в равенстве (5.45) к оригиналам, 
при t >  0 получим

оо ״S n
r - ( t - s ) g ( s ) d s  +  Y Рк (0  е~ ' 4  / >  0. (5.46)

Ь > ־־
Здесь Ph(t)— многочлены степеней Vk— 1. Можно проверить, что (5.46) будет 
решением уравнения (5.42) при произвольных коэффициентах многочленов. 
Так как в соответствии с п. 5.4 число линейно независимых решений одно- 
родного уравнения (5.42) равно индексу, то найденное решение (5.46) будет 
общим решением неоднородного уравнения.

5.7. Уравнения с ядрами, зависящими от отношения аргу- 
ментов. К рассмотренным в настоящей главе уравнениям при- 
водятся некоторые уравнения, в ядра которых входят не раз- 
ности, а другие их комбинации: произведения или, чаще, отно- 
шения. Так, например, уравнение

1 оо

ф(*) +  S ״ I ( т )  ^ Т 1  ( ( $ ״2 ץ ־ ^  f -  dl  =  h(x), х > 0 ,  (5.47)
о 1

становится обычным уравнением (А) с двумя ядрами, если 
сделать следующие замены функций и их аргументов: х =  е1, 
I ~  е\  « !(* )= — (*)«״ .(*)!ft ־ М О h י  (x) =  g{t) ,  ф(x) =  f(t).  
Ядра П1(х), п2(х) предполагаются такими, что получаемые 
после замены ядра М О» М О  принадлежат классу {0}.
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Известен и другой путь: не делая указанных замен, но приме- 
няя к уравнению (5.47) преобразование Меллина, можно сразу 
получить задачу Римана.

Следующее уравнение, хотя и близко по характеру к изу- 
ченным характеристическим, однако простой заменой ни к од- 
ному из них не сводится:

оо

ф(*) +   ̂ п Х > — 1. (5.48)

Здесь функции п(х) и h(x) заданы, искомой является ф( х) .  
Представим уравнение в форме, удобной для замены пере- 
менных:

0 оо

ф(*) +  \ п  ( ץ )  ^ Y ~ d l +   ̂ п ( I (־  ^ Y - d l  =  h(x), — 1 <  0 >  ,זג 
-1 о

ф(*) +  ( у )  4 ך  ק ־5־  +  $ п ( (־ץ  ^Y~d^ =  h(x), 0 < ,זג 
-1 о

и вводим новые величины:

п(х) — п(— е*) =  - Д = -  при 0  > = х ,זג   — е1, — 00 < / < 00,
У  2 я

п(х) — п(е1) =  - ^ =  при х >  0, х =  е*, — оо <  / <  оо,
У2я

ф(х) =  ф(—el) = f  (t) п р и — 1 < 0 > = x ,זג  — ei, t <  О,
ф(х) =  ф(е') =  ф (0 при ג0, זג ז >  — е*, — о о < 7<о о ,
h(x) =  h(—е() — p{t) п р и — 1 < 0> > х — — ef, t ,זג  О, 
h{x) =  h(e{) = < 7(0 при х > 0, х =  — о о < / < о о .
Полагая при | < 0 ,  что !== — es (и, соответственно, |  =  е5 при 
|  >  0), получим следующую систему уравнений:

О оо

/ (О — - 4 =  5 m(t — s) f (s) ds + J k{i — s)ty(s)ds =  p{t),V25T 

/ < 0,
0 OO

Ф(0 — \  k ( ( - s ) f ( s ) d s - \ - - ^ r  ^m( t  — s)ty(s)ds =  q(t),
л/2п

—  OO <  /  <  O O .
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Полученная система уравнений носит на себе черты как 
уравнения (А) (интеграл с полубесконечным промежутком ин- 
тегрирования), так и уравнения (Б) (пара условий, причем 
одно — на полупрямой t <.  0). Искомыми являются функции f 
и ф. С целью применить преобразование Фурье вводим новую 
неизвестную функцию f+(t):

— f .  (0 +  т * f_ +  k * ф =  f+ (t) — р_ (t), — 00 >  / > ,סס 
ф(0 +  т * ф  =  ^(0» — со <  / <  оо.

Здесь введены обычные обозначения для односторонних 
функций:

L  (0 =

Применим к последней системе преобразование Фурье:
-  [ 1—М (*)] F ־ (х) +  К (*) ¥  (х) =־ F־  (х) -  Р~ (х), -  оо <  х <  оо,

[1 -Ь Af (лг)]Ч*■ (л:) Ч- /С(лг)Z7~(дс)־=  Q(л:), — о о < х< оо .
Предполагая, что 1 +  М (х) ф  0, исключим неизвестную Ч! (х):

т / . л  Q ( x ) - K ( x ) F ־ (x)
* w  ~  1 +  М (х) *

(  О при / >  0, ( 0 при t >  О,
1 — f(t) при / <  О, Р- ^ '  1 — р(0 при / <  0.

и придем к задаче Римана, равносильной исходному уравнению:
K(x)Q(x)
1 +  М(*) *

1 +  к 2 (*) -  м2 (х)
1 +  М (л:)F+ (x) =  ~

— оо <  х  <  оо.
Если последняя задача разрешима, то, найдя функции F+(x) 

и F~(x), по указанным выше формулам можно построить ре- 
шение самого уравнения (5.48).

Заметим, что уравнения (5.47) — (5.48) имеют ядро
k(x,  £) =  ( ץ ) מ־ן־ י  однородное степени —1, т. е. k(hx,X%) =
=  Ar1 (k (х, | ) . Уравнения такого типа (на конечном интервале) 
рассматривались Л. Г. М и х а й л о в ы м  1), получившим, в част- 
ности, теоремы Нетера для уравнений вида (5.48) (см. также 
задачи 14, 15 к этой главе).

§ 6. Полные уравнения типа свертки
6.1. Связь уравнений типа свертки с уравнениями с ядром 

Коши. Эту связь можно установить благодаря формулам (2.19):

v 1 [ ׳  י ־ ז ק ״־ < <׳ '* ״ В т -■  г .( ) ־ » « " ׳ • ״ ־)4• 5 ׳ '
-־ о 4 -°° '  (2.19)
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Возьмем интегральное уравнение с двумя ядрами (А). Для того 
чтобы использовать (2.19), перепишем это уравнение так, 
чтобы появилось произведение sgns*/ (s):

оо

/ ( 0  + J a ■־־־דך  ( t - s ) f ( s ) d s  +
’ _по

ОО

[А]+  }—  \  b(t — s ) s g n s •  f (s)ds =  g(t), — оо <  t <  оо.
Л2׳ я  J

Здесь, очевидно,
a(t) +  b(t) =  k1(t), a(t) — b(t) =  k2(t). (6.1)

Если теперь от обеих частей уравнения [А] как от оригина- 
лов перейти к изображениям, то согласно формулам (1.10) 
и (2.19) получим

оо

[1 +  Л (* )]Е (* ) + ־̂  г  S ־Г 0 “ ? > оо — ’(*)־־ л г <  оо. (6.2)

Здесь G(x)— интеграл Фурье данной правой части g(t),  
а известные функции А(х)  и В(х)  определяются равенствами

А(х) +  В(х) =  К,(х), А ( х ) - В ( х ) =  К 2 (х ). (6.3)

Уравнение (6.2) носит название характеристического; оно 
являетея особым (сингулярным) интегральным уравнением 
с ядром Коши. Предполагая, что все функции-оригиналы в урав- 
нении [А] принадлежат классу {0}, получим, что в уравнении
(6.2) как известные функции, так и искомая функция F(x) 
удовлетворяют условию Гельдера и обращаются на бесконеч* 
ности в нуль, так как одновременно должны принадлежать 
пространству L2(—00, 00) (см. п. 1.2).

Теория интегральных уравнений с ядром Коши изложена 
во многих руководствах ([5], глава III, [18], глава II и др.). 
Сформулируем необходимые для дальнейшего основные выводы 
из этой теории.

Наряду с характеристическим рассматривается союзное 
(транспонированное) уравнение, полученное из левой части
(6.2) перестановкой (транспозиций) переменных в ядре:

оо

[ l - M W m * ) - ^  $ в(тт)̂ (т) dx =  И(х), - о о < * < о о .  (6.4)
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Здесь Я (זג) — заданная функция класса {{0}}, функция W (дг) 
ищется в том же классе. Рассматривается нормальный случай

[1 +  А (л:)]2 - В 2 (х)Ф 0, - о о < х < о о .  (6.5)

В этом случае для уравнений (6.2) и (6.4) доказаны еле- 
дующие теоремы Нетера:

Т е о р е м а  Н е т е р а  1. Число линейно независимых реше- 
ний однородных уравнений

оо
[1 +  Л ( ^[(זג (זג)+ ־ ^ L  5 4 ^  =  0, — 00 < > זג   оо, (6.6)

 סס
« 00

[1 +  A (x)}V(x) -  Д-  $ *  (? J x(vl dx =  0, - o o < * < o o ,  (6.7)

конечно.
Т е о р е м а  Н е т е р а  2. Для разрешимости неоднородного 

уравнения (6.2) необходимо и достаточно выполнение равенств

оо

$ G (*) V , (х) dx =  0 ( / = 1 , 2 .........JV), (6.8)

где W1(x), . . . ,  Ч^ ( * ) — полная система линейно независимых 
решений союзного однородного уравнения (6.7).

Т е о р е м а  Н е т е р а  3. Разность числа линейно независи- 
мых решений однородного уравнения (6.6) и числа линейно не- 
зависимых решений союзного однородного уравнения (6.7) 
равна

(6.9)1 + А ( х ) - В { х )  
1 +  А (х) +  В (х)и =  Ind

(определение индекса функции см. в п. 3.1).
Самым замечательным фактом в теории особых уравнений 

с ядром Коши является то, что теоремы Нетера 1—3 остаются 
справедливыми для более общих уравнений, когда к уравне- 
ниям (6.2) и (6.6) в левой части добавлено слагаемое (знак 
минус в ядре взят для удобства)

оо

5 М(х, - r ) F ( x ) d x ,  (6.10)

3 Ф. Д. Гахов, Ю8 И. Черский
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а к союзным уравнениям добавлен аналогичный интеграл с пе- 
реставленными переменными в ядре:

(6 . 11)
w

 ̂ М (*, — х) Ч1׳ (т) dx.

Здесь М(х,  — т) — любая заданная на декартовой плоскости 
функция, удовлетворяющая условию Гельдера по х и т и стре- 
мящаяся к нулю при *2-(-т2 —► оо так, чтобы сходился интеграл

(6.12)
ОО оо
 ̂  ̂ \М(х,  т) |2 dx dx.

— оо — סס

Эти более общие уравнения называются полными интеграль- 
ними уравнениями с ядром Коши. Полное неоднородное урав- 
нение имеет вид

оо оо

[1 + А(*)]/7( * ) * ־̂  \  \  М(х, - x ) F( x ) dx  =  G(x),

(6.13)— оо <  X <  оо,
а союзное с ним —

[ 1 - М М ]  4 ) $ ״ * ) - • £ ׳ • І Ц Й Л +
—  ОО 

ОО

4 ^ ־ Л 1 ( т , — x)W(x)dx =  Н(х), — оо <  х <  оо. (6.14)

Возвращаясь к уравнениям типа свертки, поставим задачу 
найти такое уравнение, чтобы переход к изображениям приво- 
дил к полному уравнению (6.13). Решение этой задачи опреде* 
лит достаточно общий вид интегральных уравнений типа 
свертки, на которые распространяются все три теоремы Нетера.

Для решения поставленной задачи, очевидно, достаточно пе• 
рейти от обеих частей уравнения (6.13), как от изображений, 
к оригиналам. Получим уравнение, отличающееся от [А] только 
одним слагаемым:

оо оо

/ ( 0  +  ^ =  5 a (t—s) f (s) ds +  ■^1= J b{t—s)sgns-f(s)ds-{-q(t)=*



Здесь через q(t) обозначен оригинал функции (6.10). Най- 
дем явный вид этого оригинала, используя формулу обращения:
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0 0 — 0 0 ך 

5 5 = ן ( / ) = ־ - ב > М(х, — x)F(т) dx \е~м  dx =
י  — СО ' - י ־  - ס ס

׳4ס ך•  —

М (х, т) F ( -  т) dx \e~ixt dx =
ю ^

ן סס 1 סס -

=   ̂ F (— г) I -4==-  ̂ ^ e~ixt dx (T י*•)  l d x  =
- - - י ס י * ״ ס - סס 

L — סס  — J סס  L  — - סס י

OO 0  - ן O 0O ך

-  J / w L L  5 5 M(x, x)e~ixt- l™dxdx\ds  =
— ־  ־־י —סס —סס י סס 

סס

ב   ̂ m(t, s)f  (s) ds, (6.16)
— סס

סס סס

m(t, s) = - J   ̂ M (x, x) e~ixt~ixs dx dx. (6.17)

Формула (6.17) есть не что иное, как формула обращения 
для двумерного интеграла Фурье (сравните с формулами (1.23) 
и (1.24))

М (х, г) =  -gj- J $ т (/, s) е « + « dt ds. (6.18) ״

Для того чтобы функция М (х, т) удовлетворяла как условию 
сходимости интеграла (6.12), так и условию Гельдера, потре- 
буем, чтобы функция m(t ,s)  принадлежала классу {0} по каж- 
дому переменному и, кроме того, удовлетворяла неравенству

оо оо

 ̂  ̂ | т (t, s) I2 dt ds <  oo. (6.19)

3*
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Подставляя (6.16) в уравнение (6.15), придем к полному 
уравнению типа свертки:

оо оо

/  (0 + =ד־   \  a ( t - s ) f ( s ) d s  +  -±= . J b(t -  s )sg n s  • f(s)ds  +
V — oo V — oo

oo

+   ̂ m(t, s)f (s)ds =  g(t), — o o < / < o o .  [A!]
— oo

В следующем пункте для полных уравнений типа свертки бу- 
дут доказаны теоремы Нетера.

6.2. Теоремы Нетера. Полное уравнение типа свертки [А!] 
можно записать также в форме

оо О

f ( t ) + ' \ k 1( t - s ) f ( s ) d s  +  - j L  5 k2( t - s ) f ( s ) d s  +

оо

+   ̂ т (/, s) f (s) ds =  g (t), — o o < / < o o ,  (A!)

если воспользоваться обозначениями (6.1). Построим еще союз- 
ное однородное уравнение, которое также будет участвовать 
в формулировках теорем. Произведем транспозицию перемен- 
ных в ядрах интегралов уравнения [А!]:

00 - оо

ф(0 + ־7== 5   а (s — ОФ(«)ds + =ד־    ̂ b(s — t ) s g n t - y ( s ) d s  +
V —oo V —oo

00

+  j m(5, /)? (s )d s  =  0, — oo <  t <  oo. [B!]
— 00

Этому союзному уравнению можно придать также форму пар- 
ного уравнения:

оо оо

ф(/) +  ~^=  ̂ kx(s—t)(f(s)ds-\-  ̂ т{8, t)(f(s)ds =  0 ,  t >  О,
'  оо — оо

оо ОО

ф(/) -f -J=  ̂ ( s — 0 ф (s)d s  +   ̂ m ( s ,  t ) q > ( s ) d s  =  0 ,  t  < 0.
(Б,)
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Уравнения рассматриваются в классе {0}. Предполагаются вы- 
полненными неравенство (6.19) и обычные условия нормаль- 
ности

1 +  К ! (х) Ф  0, 1 +  К 2 (*) ф  0. (6.20)

Т е о р е м а  1. Числа линейно независимых решений полного 
однородного (g =  0) уравнения (А!) и полного союзного одно- 
родного уравнения (Б!) конечны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как было установлено в п. 6.1, по- 
средством преобразования Фурье однородное уравнение (А!) 
приводится к однородному уравнению с ядром Коши (6.13), где 
(J (*)==0.  Последнее уравнение, для которого первая теорема 
Нетера справедлива, имеет лишь конечное число линейно неза- 
висимых решений (это число может оказаться равным нулю). 
В силу взаимно однозначного соответствия между оригиналами 
и изображениями однородное уравнение (А!) имеет столько же 
линейно независимых решений, т. е. конечное число.

Обратимся теперь к союзному уравнению (Б!) или, что то 
же, [Б!]. Перейдем от оригиналов к изображениям, учитывая 
формулу свертки, свойства (2.19) и (1.18):

Ф(*) +  А ( -* )Ф (* )  +  І  +
— оо 

со

-+• J М (— т, х)Ф(т) dx = 6 . 2 1 ) .00> * >  00— (־*0, 
— оо

Здесь использовано также то, что изображением функции
оо

 ̂ т  ( s ,  0 ф (s ) d s  
— 00

является интеграл
оо

 ̂ М (— т, дс) Ф (г) dx,
סס

где функция М определена равенством (6.18).
Уравнение (6.21), очевидно, приводится к однородному союз- 

ному уравнению с ядром Коши (6.14) заменой переменных * 
и т соответственно на —х и —т и введением неизвестной функ- 
иии Ч׳'(х) =  Ф( —*). Так как по первой теореме Нетера союзное 
Уравнение с ядром Коши может иметь лишь конечное число 
линейно независимых решений, то столько же рейіеннй и у урав- 
нения (Б!). Теорема доказана.
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Т е о р е м а  2. Для разрешимости полного неоднородного 
уравнения типа свертки (А1) необходимы и достаточны условия

оо

\ g(t)<f1(t)dt =  0 ( j = l , . . . , N ) ,  (6.22)
— 00

где ф1(0> •••> <Pjv(0  — полная система линейно независимых 
решений союзного однородного уравнения (Б!).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнение (А!) равносильно (в смы- 
еле одновременной разрешимости) соответствующему уравне- 
нию с ядром Коши (6.13). Поэтому осталось лишь свести к виду
(6.22) необходимые и достаточные условия разрешимости по- 
следнего уравнения:

оо

\ G(x)4 , (x)dx =  О (/ =  1, . . . .  W). (6.23)
— оо

Здесь Ч(* —(*)4%г..........׳1!( полная система линейно независи-
мых решений союзного однородного уравнения с ядром Коши 
(6.14). Так как союзному уравнению с ядром Коши непосред- 
ственно не соответствует союзное уравнение типа свертки, то 
с помощью замены Ф (х) =  (—х) приходим к уравнению с яд-
ром Коши (6.21), соответствующему союзному уравнению типа 
свертки. При этом равенства (6.23) примут вид

оо

5 G (х)Ф/ (— x)dx =  0 ( / = 1 ,  2, . . . .  N), (6.24)
— оо

где Ф1 (дг), . . . ,  Фіу(дг) — полная система линейно независимых 
решений последнего уравнения с ядром Коши (6.21). Доказа- 
тельство завершается переходом от (6.24) к (6.22) по свой- 
ству (1.13) .

Т е о р е м а  3. Разность числа линейно независимых решений 
однородного полного уравнения типа свертки (А!) и числа ли- 
нейно независимых решений однородного союзного уравнения 
(Б!) равна индексу

1‘- ״1 “ т т ж й • ״■25  י '
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу равенств (6.3) величины ин- 

дексов (6.25) и (6.9) совпадают. Теперь утверждение теоремы 
следует из справедливости третьей теоремы Нетера для соот- 
ветствующих однородных уравнений с ядром Коши.

6.3. Регуляризующие операторы. Одним из методов как тео* 
ретического исследования, так и практического решения особых 
интегральных уравнений, в том числе и уравнений типа свертки,
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является их регуляризация, т. е. приведение к уравнению Фред- 
гольма

со

/  (0 +  \ п (t> s) f (s) d s  =  l  (t), — oo <  t <  00, (6.26)

где ядро по каждому переменному является функцией класса 
{0} и, кроме того, удовлетворяет неравенству

со оо

 ̂  ̂ | п (t, s) I2 dt ds <  00. (6.27)
— oo — 00

В известных методах регуляризации, изложенных в еле- 
дующем пункте, используется произведение (композиция) one- 
раторов. Обозначим через К оператор, определенный левой 
частью полного уравнения типа свертки (А!):

оо

/ ( / ^ / ( / )  +  5= ki קך { t ~ s ) f ( s ) d s  +

О оо

+   ̂ k2(i — s)f  (s) ds +   ̂ т {t, s) f (s) ds,
V —oo —oo

и введем еще один аналогичный оператор 
00

L© г=(0 (/) —ץ= -   ̂ h(t  — s) (0 (s) ds +
Л ׳ ״  О

О оо

+  .1—.  ̂ 12 (/ — s) © (s) ds  +   ̂ q (t, s) (0 (s) ds. (6.28)
v —oo —oo

Как обычно, оператор-произведение L/C определим равенством 
(LK)f =  L(Kf). Поставим задачу подобрать такой оператор L, 
чтобы произведение LK определялось левой частью уравнения 
Фредгольма (6.26):

оо

(LK) f =  LKf  =  f (0 +  5 п (t , s) f (s) ds. (6.29)
— oo

Такой оператор L называется регуляризующим слева или ле- 
вым регуляризатором.

Для решения этой задачи придется подробно расписать вы* 
ражение LKf и произвести над ним ряд преобразований. Чтобы 
эти преобразования вели к цели, потребуем, чтобы все функции
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принадлежали классу {0} и, кроме того, удовлетворялись нера- 
венства (6.19),

оо
 ̂ | q (t, s) I2 dt ds <  oo, (6.30)

— oo
oo oo 0 0

 ̂ J I k j  (l +  s) I2 dt ds <  oo,  ̂  ̂ I k j  {t +  s) I2 dt ds <  oo,

(6.31)
“ Oo —oo 

0 0
0 0 
oo oo
 ̂  ̂ I l!{i +  s) I2 dt ds <  oo,  ̂  ̂ I lj(t  +  s) fdt  ds <  oo, /= 1 ,2 .

— oo — oo0 0
С целью уменьшить громоздкость выражений придадим форму- 
лам для операторов более простой вид:

K f - / ( 0 +  $ k(t,  s) f (s) ds,

Leo ־ ־ a»(/) +   ̂ /(Л s)a>(s)ds,
— oo

где
k (t , s) =  .1-1■ a (/ — s) H— =ל1 -  b(i — s) sgn s +  m {t, s), (6.32)

у  271

l(t, s) =  —̂  aAt — S)  +  bi(t — s)sgns +  q (t, s), (6.33) 
V  23X V 23x

a! (0 + = צ, (0   h (0, 01 (0 -  6! (0 =  /2 (0•
Запишем произведение:
LKf =  L(Kf)ws

- [ / ( 0  +

oo oo

= / ( 0  4 k(t, s)f \ ־  (s) rfs +   ̂ / (t , s) f (s) ds +

oo 1־ oo r  oo ך

$ k( t , s )f (s)ds  - f  J / ( / , s )  /($) +  5 £(«. a ) f ( a ) d a \ d s =
— OO J — OO י- — oo ־*

OO Г OO ך  OO
+  M   ̂ l (t, a) k (a, s) da f(s) ds =  / (г) +   ̂ n{t , s)f(s)ds,  (6.34)

— OO L  —0a oo — *־ 

t) מ , s) =  k (t, s) +  l (t, s) - f   ̂ I (t , a) k (a, s) da.  (6.35)
—  0 9

где
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Итак, формально мы получили требуемый вид (6.29), однако 
ядро (6.35), вообще говоря, не обладает свойством (6.27).

Поясним это. Представим себе функцию |/1(f, s) | 2 как поверхность над 
декартовой плоскостью (t, s), т. е. как некую горную страну. Условие (6.27) 
означает, что объем всех этих гор должен быть конечным. С другой стороны, 
в формуле (6.35) ядро n(t, s) содержит функции, зависящие от разности 
t — s, т. е., вообще говоря, могут быть горные хребты, не убывая уходящие 
в бесконечность вдоль направлений t — s =  const. Объем таких хребтов бес- 
конечен, и, следовательно, условие (6.27) без специального подбора ядра 
l(t, s) не будет удовлетворяться.

Чтобы выполнить условие (6.27), которое означает принад- 
лежность ядра n(t, s) двумерному пространству L2f следует за- 
писать это ядро подробнее, пользуясь формулами (6.32) и 
(6.33). В результате выкладок, которые аналогичны произво- 
димым при регуляризации уравнений с ядром Коши ([5], § 22), 
получим

о) а (о) d o + a (t—s)־־\-  a! (t—s) +{V 2 л n(t, s) =

+  ў =  5 b1(t — s — <r)6(a)daJ4-(sgn s) j&(< — s) +  bx (t — s) +

oo

4 5 а ־  1  V  ~  s  ~ ״  ) b  ^  d a  +“OO
°P ך

+  - j= r   ̂ &, (/ — s — a )  a ( a )  d a  j +  . . . .  (6.36)

где многоточие означает слагаемое, принадлежащее двумер- 
ному U.

Фигурные скобки — это выделенные в явном виде «горные хребты>, ко- 
торые исчезнут, как только скобки окажутся нулями.

Итак, для того чтобы ядро n(t,s)  удовлетворяло условию 
(6.27), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись два тож- 
дества:

оо оо

а(0+а1 (0 + ̂  ==־7  a! (t—a) a (a) da + ̂  ==ד־  bl (t—o)b(a)dos3  О, 
у 2я  J V 2я  J

 со— סס

оо (»

& (0+М 0 + =־7   $ a l ( t - o ) b ( o ) d o  +  - ± =  $ b x { t - a ) a { a ) d a ^ О,

<?0 <  t <  оо,
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Получили систему двух интегральных уравнений типа свертки 
с двумя искомыми функциями a!(t) и bt(t).

Переходим от оригиналов к изображениям:

А (х) +  Л, (х) +  А1 (х) А (х) +  В, (х) В (х) =  0,
В (х) +  В! (х) +  Л! (х) В (х) +  В! (х) А (х) =  0. (6‘37)

Здесь заданные функции А(х) и В (х) удовлетворяют условию 
Гельдера. Искомые функции Л! (*) и В!(х) также должны 
удовлетворять условию Гельдера, т. е. прежде всего должны 
быть непрерывными. Рассмотрение системы (6.37) (проще 
всего записать сумму и разность строчек) показывает, что ре- 
шение с нужными свойствами будет только в «нормальном» слу- 
чае (6.5), (6.20). Это решение имеет вид

А(х) ± В  (х)
1 +  А (х) ±  В (х) ׳Л! (л:) ±  В! (х) =

или в других обозначениях

Л, (х) +  В, (х) 1] — ־־־ +  Кх (*)]־ ' К\ (х) =  R1 (х), 
Л, (х) -  В, (х) =  — [1 +  / С2 ( * ) Г 1 К» (х) =  R2 (х),

где в соответствии с формулой (5.5) Rj(x) означает интеграл 
Фурье резольвентной функции для ядра kj(t — s).  Возвращаясь 
с помощью последних равенств к оригиналам, найдем:

/1(0 =  МО- /2(0 =  М 0•

Результат исследования можно сформулировать в форме 
теоремы.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы оператор К полного интеграль- 
ного уравнения (А!) имел регуляризующий слева оператор L 
вида (6.28), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись уело- 
вия нормальности

1 4 - /(! (* ) ־*ל 0, 1 ־ Ь К2( х ) 0, — о о < х < о о .  (6.20)

Т е о р е м а  2. Если условия (6.20) выполнены, то регуляри- 
зующий слева оператор L имеет вид

г 2 (t — s) a  (s) ds +s
סס

ГI (t — s)4> (s)s10 =  a> (0

+   ̂ q(t, s)a(s)ds,  (6.38)
~9P
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где r\ (i — s) и r2 (t — s) — резольвенты ядер kx (t — s) и k2 (t — s) 
соответственно, именно

סס

r№  =  ў І Г  S I +  К, (*) e־ lxt dx’ / = = 1 , 2 סס —,

а функция q(t ,s) может быть любой, принадлежащей по обеим 
переменным классу {0} и удовлетворяющей условию (6.30).

Заметим, что произведение L/C, вообще говоря, не равно 
KL, но справедлива

Т е о р е м а  3. При условии (6.20) оператор L, определенный 
формулой (6.38), для оператора К является одновременно и ре- 
гуляризующим справа, т. е. произведение KL определяется ра- 
венством

со

(KL) f -  /  (/) + ״1 $   it, s) f (s) ds, (6.39)
— oo

где nx (t, s) — функция класса {0} двух переменных, удовлетво- 
ряющая условию

оо оо

 ̂  ̂ | /г! (/, s)\2dtds  <  00.
— оо —оо

Утверждение теоремы 3 следует из того, что функции 
k\(t — s) и k2(t — s) являются резольвентами для ядер г!(f —  (יל
и r2(t — s) соответственно, так что оператор К является для 
оператора L регуляризующим слева.

6.4. Регуляризация. Пусть дано полное уравнение
оо О

K f m m f ( t ) + - j L - \ k l ( t - s ) f ( s ) d s + - :j L r  \  k2( t - s ) f ( s ) d s  +
־ О V ׳י ־ оо

оо

+   ̂ m(t, s ) f (s)ds  — g(t), — о о < / < о о .  (6.40)
— оо

Существует несколько способов его регуляризации, т. е. при- 
ведения к уравнению Фредгольма. Во-первых, можно, как 
в п. 6.1, привести это уравнение к уравнению с ядром Коши 
(6.13). Регуляризовав последнее одним из способов, изложен- 
ных, например, в книге [б], гл. III, мы можем считать цель до- 
стигнутой. Этот путь приемлем, если удастся найти по задан- 
ным функциям kx\t), k2(t), m(t ,s)  и g(t)  простые выражения 
Для их интегралов Фурье. В противном случае естественно про- 
водить регуляризацию уравнения (6.40) непосредственно, без
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перехода к изображениям. При этом, очевидно, в силу установ- 
ленного в п. 6.1 взаимно однозначного соответствия между пол- 
ными уравнениями типа свертки и полными уравнениями с яд- 
ром Коши, при непосредственной регуляризации уравнения 
(6.40) можно использовать и перенести почти дословно всю тео- 
рию регуляризации уравнений с ядром Коши, изложенную в [5].

Отсылая читателя за подрббностями к указанной книге, 
ниже мы ограничимся лишь указанием основных способов непо- 
средственной регуляризации и формулировкой важнейших 
результатов.

Регуляризация слева полного уравнения типа свертки за- 
ключается в применении к обеим частям (6.40) построенного 
в предыдущем пункте регуляризующего оператора L:

LKf — Lg. (6.41)
В силу (6.29) уравнение (6.41) есть уравнение Фредгольма

оо

/ ( / ) +  5 n(t, s) f (s)ds  =  Lg. (6.42)

Итак, полное особое уравнение типа свертки (6.40) регуля- 
ризацией слева преобразуется в уравнение Фредгольма с той 
же неизвестной функцией f(t) и известной правой частью Lg.

Известно ([5], § 22), что регуляризация слева не приводит 
к потере решений: среди решений регуляризованного уравнения 
содержатся все решения исходного уравнения (6.40); однако 
в общем случае не всякое решение регуляризованного уравне- 
ния будет решением исходного.

Регуляризация справа. Подставив в уравнение (6.40) вместо 
искомой функции выражение

f(/) =  Lo,  (6.43) I

где u>(t) — некоторая новая неизвестная функция, придем к ин- 
тегральному уравнению

KL® — g, (6.44)

которое в силу (6.39) также является фредгольмовым:
оо

/(Leo =®(t )  +   ̂ П1 (/, s)co(s) ds =  g(t), — o o < t < o o .  (6.46)
— оо

Таким образом, от полного уравнения типа свертки (6.40) 
относительно неизвестной функции f(t) мы пришли к инте- 
тральному уравнению Фредгольма относительно новой неизве- 
стной функции со (t).
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Решив уравнение Фредгольма (6.45), мы по формуле (6.43) 
найдем решение исходного уравнения (6.40).

Очевидно, что регуляризация справа не может привести 
к посторонним решениям, но известно, что она может привести 
к потере решений•, не всякое решение уравнения (6.40) пред- 
ставимо в виде (6.43).

Представляет значительный теоретический и практический 
интерес решение вопроса о равносильной регуляризации, когда 
не происходит ни потери решений, ни появления посторонних 
«решений».

Т е о р е м а  1 (см. [5] § 24). Для того чтобы полное уравне- 
ние типа свертки (6.40) допускало равносильную регуляриза- 
цию слева при любой правой части g(t) ,  необходимо и доста- 
точно, чтобы индекс

1 ' ״“״ T T f H f  <6-25>
был неотрицательным числом•, в качестве равносильно регуля- 
ризирующего оператора можно взять оператор L°, определен- 
ный равенством

оо 0
L°<0 — to (0 + ־־7־==   J г! (t — s) © (s) ds 4 7 - =־    ̂ г2 (t — s) (0 (s) ds.

זז —v 00״ п о י

Итак, согласно этой теореме уравнение Фредгольма

L°Kf =  L°g (6.46)

в случае к ^  0 имеет те и только те решения, какие имеет урав- 
нение (6.40).

Т е о р е м а  2. В случае, когда индекс (6.25)— число неполо- 
жительное, оператор 1° осуществляет равносильную регуляри- 
зацию справа уравнения (6.40) при любой правой части g(t).

Другими словами, теорема 2 утверждает, что при к ^  0, 
найдя общее решение уравнения Фредгольма

К.Ь°(й =  g,

по формуле f ( t ) = L °1о можно получить все решения исходного 
Уравнения типа свертки (6.40).

Т е о р е м а  3. Существует оператор L, дающий равносиль- 
ную регуляризацию слева полного уравнения типа свертки для 
всех правых частей g(t) ,  при которых это уравнение разрешимо.

Пользуясь формулами из § 24 книги [5] можно дать явный 
вид этого оператора L.

Известен еще один способ регуляризации (Векуа — Кар- 
лемана), основывающийся на решении соответствующего
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характеристического уравнения. Уравнение (6.40) формально 
запишем в виде уравнения с двумя ядрами

оо 0

f (о + =ד־   $ *I ( t - s )  f (S) ds +  i  5 k2 ( t - s )  f (s) ds=g!  (/),
־“ (6.47 * 0 )

oo

gi (0 =  g ( 0 — 5 tn (t , s) f (s) ds,

а затем, временно считая g\(t)  известной функцией, решаем 
последнее уравнение, как в п. 5.2. Анализ формулы, полученной 
в результате для функции / ( / ) ,  показывает, что эта формула 
при х =  0 будет интегральным уравнением Фредгольма с неиз- 
вестной /; в случае к >  0 полученное уравнение будет содер- 
жать х произвольных постоянных. При отрицательном индексе х 
к уравнению присоединяются дополнительные условия. Более 
подробно см. [5], [18].

§ 7. Некоторые обобщения

В этом параграфе будут даны обобщения результатов § 5 в различных 
направлениях.

7.1. Характеристическая система односторонних (Винера — Хопфа) урав- 
нений. Методом, примененным в п. 5.4, можно решить систему любого числа 
уравнений типа (А+) с соответствующим числом искомых функций. Для крат- 
кости записи используем векторно-матричные обозначения.

Пусть k( t )= \\kij(t)\\ — заданная матрица с п2 элементами, a g(t) =  
=  {£1(0 = n(t)}f f(t)§ «••• י { /! ( /) , f n (0  соответственно заданный и־־־־{
искомый векторы (матрицы с одним столбцом) класса {0}. Тогда систему 
п уравнений с п искомыми функциями fu . . . ,  f п можно записать в матрич- 
ной форме следующим образом:

оо

f(t) +  —^ = r \ k ( t  — s) f ( s )ds  =  g(t), 0 < t < оо. (А+)

Используя односторонние функции и поступая совершенно так же, как в п. 5.4, 
можем записать систему в виде

f+ (0 +  к • f+ =  L  (0 +  * ( 0 00 - > י   t < оо. (7.1)
Переходя в последнем равенстве к интегралам Фурье, придем к краевой за- 
даче Римана для кусочно аналитического вектора F±(z)

lI + K(x)]F+ (x) =  F~(x) + G(x),  (7.2)
где /  — единичная матрица. Предполагая матрицу /  +  К(х) невырождающей- 
ся (нормальный случай) и решая равенство (7.2) относительно вектора F+(x), 
придем к краевому условию в обычной форме

F+ (x) =  D(x)F~ (х) + Н(х).  (7.3)
где

ע ־(*) = [ / + Я (* )Г 1, и  (X) =  [/ +  к  ( * )Г 1 G (х). (7.4)
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Решение исходной системы (А+) получается посредством обратного пре- 
образования от F+(x).

Подобными приемами можно свести к краевой задаче Римана для ку- 
сочно аналитического вектора характеристические системы всех остальных 
рассмотренных в предыдущем параграфе типов уравнений свертки. Рассужде- 
ния во всех случаях вполне аналогичны рассуждениям для случая одной 
функции. Окончательные результаты тоже аналогичны с тем лишь различием, 
что деление заменяется обращением матриц (сравните равенства (5.28) и 
(7.3), (7.4)).

Как известно [18], в общем случае, когда матрица k(t) произвольна, 
краевая задача (7.2) не решается в замкнутой форме, а может быть лишь 
сведена к системе интегральных уравнений Фредгольма. Следовательно, в об- 
щем случае изложенный способ решения систем уравнений типа свертки не 
является эффективным. Но в теории краевой задачи Римана для кусочно 
аналитического вектора указан также и ряд случаев, когда решение может 
быть построено эффективно. Большая часть связана с предположениями об 
аналитической продолжимости матрицы \\кц(і)\\ в верхнюю и нижнюю полу- 
плоскости с некоторыми допустимыми изолированными особенностями. Ин- 
тересным является также случай так называемых функционально-коммутатив- 
ных матриц (см. Г а х о в  Ф. Д. 2) и Ч е б о т а р е в  Г. Н. 1)), когда решение 
дается в явном виде через функции от матриц. Ряд случаев эффективного 
решения различных уравнений типа свертки указан Р. X. З а р и п о в ы м  в 1),
2), впервые рассмотревшим системы уравнений типа (А) и (Б) ;то же с боль- 
шой подробностью изложено в его диссертации.

7.2, Интегро-дифференциальные уравнения. Здесь мы дадим обобщение 
результатов § 5 на тот случай, когда уравнения содержат конечное число 
производных. Ввиду полной аналогии рассуждений во всех случаях ограни- 
чимся рассмотрением аналога уравнения (А) п. 5.2

п г 00

+  V 5=

где решение отыскивается в классе

/1 ,0 =  / {0 } » ( * ) ״ י ...п. (7.5)

Уравнение (Ал) будем называть характеристическим интегро-дифференциаль- 
ным уравнением типа свертки с двумя ядрами. Приемом, подобным приме- 
ненному в п. 5.2 при решении уравнения (А), исследуемые уравнения могут 
быть сведены к краевой задаче Римана. Покажем это. Подставляя / 0 ״)(  =  

(/)_/<_/>(/) в уравнение (Ал), запишем его в виде

1 1 Ф У  (0 +  кП * W  -  * j W  (0 -  */a * /(Я ״)A) .(t) י־ 8 
о«/־

Прежде чем переходить в последнем равенстве к интегралам Фурье, да- 
Дим формулы для преобразования Фурье односторонних функций (х). 
Приведенная в п. 1.3 формула (1.20) преобразования Фурье производных 
Функций класса {0} не годится для односторонних функций; но метод, кото- 
рым она получена (интегрирование по частям), применим и здесь. Различие

?) ds- f-

ר 0
$ k!3( t - s ) f<»(s )ds  = g ( 0 ,  (A״)
oo —י
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будет лишь в том, что проинтегрированная часть на одном из концов инте- 
грирования (в начале координат) не обращается в нуль. Поэтому формула 
усложняется:

/-1
F f  (ж) =  V (/ (<״ ־=  ( -  tx)l F± (л) -  Y j ( -  г'*)т  / ־/) т_1) (0), (7

. т*0־
/ =  1, 2, . .., я.

Делая в (Ал) преобразование Фурье и учитывая формулы (7.6), придем 
к краевой задаче Римана:

(7.7)F+ (x)=*D(x)F־ (x) +  H(x),
где

£ ( - * * > ' [  я<2> +  * 2/(*)]
/п®___________________

/-0

DW '

Я(*) ’
1- / ״ 

7 י - + * 1/ <*) - *2/ [(*) ־ / )<| £ =  Y  {~ 1Х)П fU~m־ l) (0) +  0 {Х)
1-0  ’ т - 0

£ ( -
/■*о

Предполагаем, что имеет место нормальный случай
(7.8)

£  ( -  lx)i О«/׳» +  /Cv/ (*)]0* = v .־  1, 2.
О«־/

Исходя из предположений (7.6), легко установить, что D(x), Н(х) удовлетво- 
ряют услЬВию Гельдера.

Решение краевой задачи /7*(х) ищем в классе функций, стремящихся 
к нулю на бесконечности. Оно будет выражаться линейно через п произволь- 
ных параметров /(0), / '(0), . . . ,  -Последние определяются из уело .(מ-*)(0)/ 
вия, что функции F f  (я)» определяемые равенствами (7.6), стремятся к нулю 
на бесконечности.

Можно указать еще другой способ сведения рассматриваемых интегро- 
дифференциальных уравнений к краевой задаче Римана. При этом исполь- 
зуется указанный в § 6 прием сведения уравнения свертки к уравнению с 
ядром Коши. Этот способ особенно удобен, если исходное уравнение не ха- 
рактеристическое, а полное, т. е. содержит члены с фредгольмовыми ядрами; 
тогда при помощи этого приема можно свести его сразу к полному особому 
йнтегральному уравнению с ядром Коши относительно /7« (я .Р(/<п>) ־־־(

Как следует из Изложенного, характеристические интегро-дифференциаль- 
ные уравнения всех рассмотренных в § 5 типов могут быть сведены к крае- 
ври задаче Римана и, следовательно, решены в замкнутой форме. Можно 
было бы формулировать теоремы о разрешимости уравнений в зависимости 
от индекса коэффициента D(x), аналогичные тем, которые были даны в § 5. 
Однако сложная зависимость этого коэффициента от коэффициентов исход- 
ных уравнений (формулы (7.8) и аналогичные им) не позволяет провести в 
общем случае конкретное качественное исследование. Но для каждого задан- 
цого интегро-дифференциалщюго уравнения такое исследование возможно.
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7.3. Интегро-дифференциальные разностные уравнения. Рассмотрим схе- 
матически решение интегро-дифференциальных разностных уравнений простей- 
шего типа, являющихся обобщением исследованного в п. 5.1 интегрального 
уравнения с одним ядром

т я г ״ ך 

Z  Е  v (/) (* ■-h1 )+ 7 k r  3 {t ־ s) f(/) (s ־ ht)'ds 7-9) <0) ־ ׳*■ )/-1 / 0 ־ L У -00 J
где an — постоянные, kji, g принадлежат классу {0}. Из правил сдвига и 
преобразования производной (п. 1.3) имеем У<р^ (/ — =  (— ix) е 1*F(x).
Из тех же правил и правила преобразования свертки вытекает, что

оо

V 5 -==קך  kn (t -  s) fU) (a -  A,) ds =־  ( - І Х ) 1 K,t (*) e ^ F  (x).

На основании этого преобразование Фурье уравнения (7.9) приводит к еле- 
дующему равенству:

т п th х
F{x) У  £  [ап  +  Кп (х)] ( -  іх)1еП1 -  G (*). (7.10)

Г-1 / - о

Если Л (я) =  2 ] [а// +  Kji (*)] (— /שג)  ̂ не имеет вещественных кор-
ней, то уравнение (7.9) в классе {0} имеет единственное решение, принадле- 
жащее L%\

P i x ) =  9s *l
1 ’ А ( х ) '

Заданное уравнение (7.9) имеет единственное решение

f w - v - ' l .־

Однородное уравнение имеет только нулевое решение. На сложном вопросе 
о возможности существования решений из более широких классов мы не 
останавливаемся.

Можно было бы рассмотреть аналоги более сложных уравнений, иссле- 
дованных в § 5. Во всех случаях соответствующие интегро-дифференциальные 
разностные уравнения можно было бы свести к краевым задачам Римана и 
на основе этого решить в замкнутой форме. Относительно качественного 
исследования можно было бы сказать то же, что в конце предыдущего 
пункта. Из-за недостатка места мы не останавливаемся на подробностях 
этого вопроса (см. также [7]).

7.4. Уравнения с двумя ядрами парные. Рассмотрим схематически урав- 
нение

оо о

/ (0  + =קך  - +  $ A , » ( / - s ) / ( « ) r f e -

־ ־ ־ ״ W0< ־ ׳ ’ (А, В)

/(*) +  -— =■ J А*, ( / ־ ־ в ) / ( * ) Л +  - 4 = •  $ kn ( t - a ) f ( a ) d a ־= 
* д у  п — оо

5=3 § (/),  ̂ О»
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Предполагаем, как обычно, что ядра, правая часть и решение принадлежат 
классу {0}.

Уравнение (А, Б) обобщает уравнения (А) и (Б); при £21= :£11, £22 =  £12 
они переходят в уравнение с двумя ядрами (А), а при £12 =  £ц, £22 =  £21 — 
в парные уравнения (Б). Как будет видно из дальнейшего, такое обобщение 
уже выводит нас за пределы уравнений, разрешаемых в замкнутой форме. 
Оказывается, что уравнение (А, Б) равносильно краевой задаче Римана 
с двумя парами искомых аналитических функций или полному интегральному 
уравнению с ядром Коши.

Проведем исследование двумя способами: 1) сведением к уравнению 
с ядром Коши; 2) сведением к краевой задаче Римана.

1. Используя символ sgnx, можно записать уравнение (А, Б) (см. п. 6.1) 
в виде одного уравнения:

/ (*) +  а * / +  Ъ * / sgn s +  sgn tm * / — т (t) *f  sgn s =־ g (/), (7.11)

где a =  j  (k]j +  k22), b = - t  (kn - k 22), m =  j ( k 12+ - k 22+ - k n-. + k2l-).
Произведя преобразование Фурье последнего уравнения, придем к следую- 
щему уравнению с ядром Коши:

F (t) dt =  G (*),t - x
(7.12)

где, как всегда, большие буквы обозначают интегралы Фурье от функций, 
обозначенных соответствующими малыми буквами. Между уравнениями 
(А, Б) и (7.12) установлено взаимно однозначное соответствие. В случае 
нормальной разрешимости ( [ l + A ( * ) ] 2— В2( * ) ^ 0 )  на уравнение (А, Б) 
можно перенести свойства, известные из общей теории уравнения с ядром 
Коши:

1) Для уравнения (А, Б) справедливы теоремы Нетера.
2) Уравнение (А, Б) можно регуляризовать, т. е. привести к уравнению 

Фредгольма.
Произведя в ядрах уравнения (7.11) перестановку аргументов и вставляя 

затем значение sgn л:, получим, что уравнение, транспонированное к (А, Б), 
получается из (А, Б) путем перестановки ядер £!! и £22 и изменения у всех 
ядер знака аргумента.

3) Коэффициент краевой задачи Римана, соответствующей уравнению 
(7.12), а следовательно и (А, Б), получим по формуле

(7.13)г . , . .  Ц + Л ( * ) ] - В ( * )  \ + К м (х)
и(Х> [1+Л(х)] +  Я(*) 1+ * ״ (*)•

4) Отсюда индексом (А, Б) будет
Ind [1 +  К2 2 (х)] -  Ind [1 +  /(и (*)]. (7.14)

Кроме качественного исследования, форма уравнения (7.12) позволяет 
указать некоторые случаи, когда решение может быть получено эффективно.

2. Для сведения уравнения (А, Б) к краевой задаче Римана произведем, 
аналогично тому, как это делалось в п. 5.3, доопределение каждого из пары 
уравнений на дополнительной полуоси. Будем иметь

f+ (0 ־־־ L  (0 +  *!! • f+ -  *и * L  - + ־ 8 (0  (t\
f +  (0 -  L (0 + *21 * /+ ־־ V  f -  = 8  { t )  + “4
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где w± — новые искомые односторонние функции. Сделав преобразование 
Фурье:

[1 +  Кп (Л)] F+ (х) = * ־ ]1 + ״  (х)] Г  (х) +  й ־  (X) +  0 + (х),
[I +  Кг 1 (х)] F+ (х) -  Q+ (х) _  [I +  Кгг (*)] F~ (х) +  G־  (х), (7.16)

> סס —  X <  00,

получим краевую задачу Римана для двух пар искомых функций F±(z)t 
Й±(г) (двумерного кусочно аналитического вектора). Используя теорию по- 
следней, можно указать некоторые критерии разрешимости и произвести под- 
счет числа решений через так называемые частные индексы задачи. Кроме 
того, на основе той же теории можно выделить частные случаи разрешимости 
задачи, а следовательно, и уравнения (А, Б) в замкнутой форме. Об этом 
упоминалось в конце п. 7.1.

Изложенные здесь результаты содержатся в работе С. В. Я н о в с к 0• 
го 3). Близкое по своему характеру уравнение исследовано И.'А. Ф е л ь д -  
м а н о м 1).

7.5. Другие уравнения. Уравнения типа свертки обобщались в разных на- 
правлениях. Не имея возможности осветить обобщения подробно, остано- 
вимся коротко на главном.

! . У р а в н е н и я  со м н о г и м и  я д р а м и  к р а т н ы е. Рассмотренное 
в предыдущем пункте уравнение (А, Б) можно обобщать в разных направ- 
лениях. В первой работе по этой теме И. Б. С и м о н е н к о  1) (1959 г.) *) 
были рассмотрены раздельно уравнения с п различными ядрами на п интер- 
валах изменения переменной интегрирования s и с п ядрами, изменяющимися 
на п интервалах изменения переменной /. Первое является прямым обобще- 
нием уравнения с двумя ядрами (А), второе — парного уравнения (Б). 
И. Б. Симоненко свел рассматриваемые уравнения к краевым задачам и для 
случая рациональных коэффициентов нашел индекс и показал, что их реше- 
ние может быть сведено к решению системы линейных алгебраических 
уравнений.

В дальнейшем эта тематика стала предметом большого числа исследова- 
ний многих авторов. В первую очередь следует указать на ряд работ 
Л. С. Р а  к о в  щи ка  1)— 3). По характеру изложения первые две принад- 
лежат к направлению, которое у нас в предисловии характеризуется как 
функционально-теоретическое. В них установлена нетеровость оператора, най- 
дены условия нормальности и вычислен индекс. В работе 3), имеющей кон- 
структивный характер, автор в целях доходчивости ограничивается тремя 
ядрами; он указывает условия, которым должны удовлетворять ядра для 
того, чтобы решение соответствующей уравнению краевой задачи могло быть 
получено в замкнутой форме. Последний вопрос в более общем виде и более 
обстоятельно изучался в работах Ф. Д. Б е р к о в и ч а  4) и И. И. К о м я к а  
2), 3). В последней работе устанавливается связь уравнений типа свертки со 
многими ядрами с уравнениями с ядром Коши, откуда автором получены 
новые признаки разрешимости в замкнутой форме.

В ряде работ функционально-теоретического направления рассматривают- 
ся уравнения типа свертки кратные и со многими ядрами и более общие 
уравнения. В этих работах найдены условия нормальной разрешимости и 
вычислен индекс.

Здесь мы сформулируем результат из статьи Н. К. К а р а п е т я н ц а  и 
С. Г. С а м к о  2). Видоизменяя обозначения авторов на более для нас при- 
вычные (при этом несколько сужая постановку), запишем уравнения, /г-кратные

*) И. Б. Симоненко решает не интегральные, а более общие интегро- 
дифференциальные уравнения.
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по переменной интегрирования s и т-кратные по переменной t:

п Г
n t )  +  Z - 7 k ■  )  Р/_1 < ^ < Э/.

а*-1
/ =  1, т, а0, Ра =  — °°; ал,рт =  оо. (7.16)

Уравнение содержит тп различных ядер kij(x). Разобьем плоскость пря- 
мыми, параллельными осям координат, проходящими через точки деления 
а<, Pi ( / =  1, . . .» п — 1; / =  1, т — 1), на тп прямоугольников (конеч- 
ных или бесконечных). Тогда уравнение (7.16) можно представить в виде 
одного уравнения с тп ядрами. Оказывается, что характеристическая часть 
этого уравнения зависит только от ядер k\\(x) и knm(x), находящихся в 
левом нижнем и правом верхнем прямоугольнике.

Условием нормальности будет выполнение неравенств
1 +  К 11 (х) ф  0, 1 4 Кпт(х) Ф 0. (7.17) ־

(7.18)

Индекс уравнения определяется формулой
1 + К и ( х )

Кпт ־4 1  (*) 1
Ind

где К\и Кпт — интегралы Фурье ядер kx Ь knm•
У самих авторов рассматривается более общий случай, когда при раз- 

ностных ядрах kt(t — s) в качестве множителей стоят еще ядра общего вида
т*(/, 5).

2. У р а в н е н и я  с с у м м а р н ы м и  я д р а м и  и с с о п р я ж е н и е м .  
Другим направлением обобщений является исследование случаев, когда в 
уравнении наряду с ядрами, зависящими от разности аргументов, входят и 
ядра, зависящие от их суммы, а также когда уравнения содержат сопряжен- 
ные значения искомых функций. Уравнение с одним чисто суммарным ядром 
принадлежит к числу классических. Решение его в замкнутой форме с по- 
мощью преобразования Фурье приводится в монографии Е. Титчмарша [22]. 
Там оно называется уравнением Фокса.

Уравнения с суммарными ядрами и уравнения с сопряжением принадле- 
жат, в сущности, к разным типам. Уравнения с суммарными ядрами приво- 
дят после преобразования Фурье к так называемым краевым задачам со 
сдвигом (сдвиг осуществляется функцией —זג). Уравнения же с участием 
комплексно сопряженных значений искомых функций приводят к так назы- 
ваемым краевым задачам с сопряжением. Методы решения этих задач раз- 
личны.

Но современная теория краевых задач аналитических функций рассматри- 
вает также задачи общего вида, когда в краевое условие входят функции и 
со сдвигом, и с сопряжением. Соответственно этому обобщаются уравнения 
типа свертки.

Рассмотрим следующее обобщение одностороннего уравнения*
оо

+  $ [kl ( t - s )  +  k2(i +  s)]f(s)ds +  
о

оо

+  и Ш +  5 +  +  =  *(<)- О О  (7•19)
0

Переходя в этом уравнении к комплексно сопряженным величинам, получим 
новое уравнение, присоединяя которое к исходному и рассматривая f 1л 1
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как самостоятельные искомые функции, будем иметь систему двух интеграль- 
ных уравнений относительно / и f. Из ее анализа получим условие нормаль- 
ности

Д (х) -  [А +  К 1 (X)) [Я +  К ־) 1  X)} - + ן1]   /Сз (*)] [Ц +  /Сз(— 7.20) ,0 *זג י) )
формулу для индекса

и =  — IndA(x) (7-21)

и теоремы Нетера (при соблюдении условия нормальности).
Доопределяя уравнение (7.19) на отрицательной полуоси (см. п. 5.4) и 

делая преобразование Фурье, придем к равносильной ему краевой задаче ана- 
литических функций со сдвигом и сопряжением: •

. [А, +  К\ (*)] F+ (х) + К2 (*) F+ ( -  *) +  [|1 +  Кз (*)] F+ ( - x )  +

+ Ki (x)F+ {х) — F~ (x) =  G(x), (7.22)

Меняя в последней знак аргумента и переходя к сопряженным величинам, 
а затем исключая из полученной системы F+(—х), придем к краевому уело- 
вию в новой форме (мы его не выписываем). Из анализа этого краевого 
условия (см., например, Л и т в и н ч у к  Г. С. и Х а с а б о в  Э. Г. 1)) можем 
выделить случай (так называемой эллиптичности или параболичности), когда 
можно точно указать число линейно независимых решений или условий раз- 
решимости или свести задачу к последовательности двух простейших крае- 
вых задач, разрешаемых в замкнутой форме.

Вид интегрального уравнения (7.19) и последующие рассуждения взяты 
нами из работы И. И. Ко м я к  а 4). Обобщая соответственно интегральные 
уравнения типов (А) и (Б) (см. п. 5.2, 5.3), можно было бы рассмотреть 
более общие уравнения. Они сводились бы к более сложным краевым зада- 
чам, но имели бы тот же тип, что и (7.22), и исследовались бы теми же ме- 
тодами. Уравнениями рассматриваемого здесь типа занималось большое число 
исследователей. Укажем на работы Ф е л ь д м а н а  И. А. 1), Б е р к о в  и- 
ча Ф. Д. 1), 3), К о м я к а  И. И. 1), 4), Ю х а н о н о в а  Н. Н. 1), А з а м а -  
то вой  В. И. ( С м а г и н а  В. И.) 3), 5). Последние две работы отно- 
сятся к функциям класса {а, р}, рассматриваемым нами в гл. IV.

Работу П а р а д о к с о в о й  И. А., Г о в о р у х и н о й  А. А. 1), где рас- 
сматриваются ядра вида k(t — as), также можно отнести к этой тематике 
(суммарное ядро является частным случаем при а « - 1 ) .  Исследование 
производится по схеме, близкой к указанной выше.

3. У р а в н е н и я  с м н о г о ч л е н н ы м и  м н о ж и т е л я м и  при  
р а з н о с т н о м  я др е .  В качестве простейшего представителя таких урав- 
нений можно взять, например, следующее обобщение одностороннего урав- 
нения:

оо

р  W / (0 +  5 к ( ( -  •) Q W  f W ds =  g (t), (7.23)
О

где Р и Q — некоторые многочлены. Преобразование Фурье этого уравнения 
по правилам п. 5.4 с учетом формул п. 1.3 приводит к краевой задаче типа 
задачи Римана, когда краевое условие содержит производные искомых ана- 
литических функций. Используя теорию последней (см. напр. [5], § 36), мож- 
но получить условие нормальности, величину индекса и получить заключение 
о минимально возможном числе линейно независимых решений или условий 
разрешимости.

По последней теме можно отметить работы А з а м а т о в о й  В. И. и 
Л и з у н о в  ой И. В. 1), Т у з и к а  А. И. 1) и Ю х а н о н о в а  Н. Н. 2), 3).
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В цитированных работах рассмотрены уравнения более общие, чем (7.23), 
обобщающие уравнения (А) и (Б) и включающие также интегральные члены 
фредгольмова типа.

В заключение укажем, что уравнение с суммарными ядрами рассматри- 
вается в связи с решением прикладных задач (теория волноводов) в моно- 
графин [17]. Но там уравнение решается приближенными методами без тео- 
ретического исследования.

§ 8. Исторические сведения
Метод интегральных преобразований (преобразование Лапласа) был впер- 

вые использован Д ё ч е м  и Ф о к о м * )  для решения интегрального уравнения 
с переменным пределом (5.38). Существенным продвижением теории интеграль- 
ных уравнений типа свертки было решение в 1931 г. В и н е р о м  и Х о п ф о м  
(N. W і е п е г, Е. Н о р f 1)) принципиально нового однородного односторон- 
него уравнения (А+) (п. 5.4). Исходя из запросов практики (задача лучис- 
того равновесия), авторы рассматривали ядра специального класса — убываю- 
щие на бесконечности как показательная функция, и дали метод их решения. 
Уравнения с такими и более общими ядрами мы рассматриваем в гл. IV, 
поэтому разбор этой работы придется пока отложить. Но теперь уже 
заметим, что несмотря на некоторые несовершенства этой работы, из-за чего 
не все, что в ней утверждается, верно, исторически она сыграла исключи- 
тельно важную роль, и за соответствующим уравнением до сих пор сохра- 
нилось название уравнение Винера — Хопфа, а за данным авторами методом 
его решения — метод Винера — Хопфа.

К работе Винера — Хопфа вплотную примыкают работы В. А. Ф о к а  и 
Р е й с с н е р а  ( R e i s s n e r  Е. 1)), посвященные решению неоднородного 
уравнения Винера — Хопфа. Даты публикации работ разделяет один год, что 
при расстройстве в условиях военного времени научных связей означает, что 
выполнены они были независимо друг от друга. В обширной статье 
В. А. Фока 3) исследование проведено весьма обстоятельно, там даже (впер- 
вые) исследовано уравнение первого рода (см. исторические сведения к 
гл. III). Исследуемые классы ядер те же, что и у Винера и Хопфа, в связи 
с чем эти работы еще будут рассматриваться в § 16.

Как уже указывалось (§ 4), И. М. Р а п о п о р т  2), 3) впервые привлек 
к решению уравнений типа свертки краевую задачу Римана. Сведением к ней 
он решил парное уравнение (Б) в функциях класса L2 примерно так же, как 
это сделано у нас в п. 5.3. Отсюда в качестве частного случая он получил 
решение одностороннего уравнения. Работы И. М. Рапопорта важны тем, что 
в них был указан новый метод решения уравнений типа свертки и они послу- 
жили исходной точкой для последовавшего затем большого, иродолжающе- 
гося до наших дней, цикла работ, основанных на теории краевых задач ана- 
литических функций.

Следующим шагом явилась работа Ю. И. Ч е р с к о г о  1) (1953 г.). В ней 
впервые введено уравнение с двумя ядрами (А) и показано, что с точностью 
до знака аргумента ядра уравнений (А) и (Б) сопряжены друг другу; с по- 
мощью знака sgn* установлена равносильность уравнений (А), (Б) уравне- 
ниям с ядром Коши, впервые рассмотрены «полные» уравнения типа свертки, 
построена их регуляризация и доказаны теоремы Нетера; коротко говоря, в 
этой работе содержится материал п. 5.2 и всего § 6.

В 1958 году опубликована большая статья М. Г. К р е й н а  [14]. Автор 
ограничивается односторонним уравнением, но исследует его с большой по

*) В. А. Ф ок  1) в 1924 г. вывел формулу свертки и дал решение урав- 
нения (5.38). А год спустя Д ё ч  (G. D o e t s c h  2)) указал на опубликован- 
ную им в 1923 г. работу 1), где дана более общая теория, из которой можно 
получить и результаты В. А. Фока.
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дробностью, сосредотачиваясь в основном на теоретических вопросах. Можно 
отметить два основных результата в этом направлении:

1. Решение уравнения А+ с абсолютно интегрируемым ядром. Чтобы по- 
нять смысл этого обобщения, нужно вспомнить, что преобразование Фурье 
такого ядра является непрерывной функцией, вообще говоря, не удовлетво- 
ряющей условию Гельдера. А решения краевой задачи Римана в таком клас- 
се функций в то время еще не было. М. Г. Крейн с помощью специальных 
теорем теории аналитических функций показал разрешимость этой задачи для 
подкласса непрерывных функций, являющихся преобразованием Фурье абсо- 
лютно интегрируемых. Через год после этого (в 1959 г.) ряд авторов 
(И. Б. С и м о н е н к о ,  В. В. И в а н о в ,  Б. В. Х в е д е л и д з е ,  И. Ц. Г ох- 
б е р г) дали решение задачи Римана для всего класса непрерывных коэффи- 
циентов.

2. Показано, что все результаты о разрешимости и числе линейно неза- 
висимых решений, полученные для узкого класса {0} решений и правых ча- 
стей, остаются справедливыми и для ряда более общих функциональных про- 
странств (LPt р ^  1, и др.). Этот результат послужил исходной точкой для 
ряда исследований нового направления, которое мы в предисловии назвали 
функционально-теоретическим. Как уже указывалось там, весьма подробный 
обзор работ этого направления дан в монографии И. Ц. Г о х б е р г а  и 
И. А. Ф е л ь д м а н а  [7], что избавляет нас от необходимости освещать
их здесь.

Дать сколько-нибудь подробный обзор изложенных в § 7 обобщений 
уравнений типа свертки весьма затруднительно, так как число работ и число 
авторов здесь велико. Нам приходится ограничиться тем, что сказано в са- 
мом тексте. Уравнение (5.48) рассмотрел Ю. И. Ч е р с к и й .

Укажем, что большая часть содержания работ Р. X. З а р и п о в а ,  
А. А. Г о в о р у х и н о й ,  С. В. Я н о в с к о г о ,  В. И. А з а м а т о в о й  отно- 
сится к ядрам показательного роста. В связи с этим о них будет говориться 
еще в § 16.

Задачи к главе II

1. Доказать, что если в уравнении (А) или (Б) ядра ki(t — s) и k2(t — s) 
симметричны (т. е. k\(t) и k2(t)— четные функции), то Индекс уравнения 
равен нулю.

У к а з а н и е .  Интеграл Фурье четной функции есть функция также 
четная.

2. Показать, что изложенный в п. 5.1 метод решения интегрального урав- 
нения с одним ядром сохраняет силу в случае, если вместо класса {0} все 
функции принадлежат более широкому пространству Ь2(—00, 00). Условие 
(5.2) при этом следует заменить на 11 +  К(х) | >  const >  0 для почти всех а*.

У к а з а н и е .  Использовать теоремы 48 и 64 книги Е. Т и т ч м а р ш а  [22].
3. Решить уравнения с одним ядром

оо

а) / ( 0  +  * \  Sin^ tS j )- f (s)ds =  g(t), Ь Ф - aJ  | ־5

Re b >  0.
t

б) f ( t )  + X $ e~b (s) ds =  g(t),

________ X________

У 2 1 г ( 1 + я д / | )

О т в е т ы ,  

a) f ( t ) - g ( t )
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8 (0 — Я  ̂ е (6+Я) ($) ds при Re (6 +  Я) >  0,
סס —
סס

г  (/) +  л 5 в־ |Н Ч  (t־ s)g (s) ds при Re (6 +  X) <  0.

б) / ( 0 ־

4. Пусть г (t — s) — резольвента уравнения с одним ядром k (t —־ s). До-
казать, что резольвентой уравнения с одним ядром \%\ei]l (%t — Яя)
будет функция | Я | eil1 (Я/ — Яя). Здесь Я и !4, — действительные числа, 
Я ,Ф 0.

5. Найти резольвенту г (t — 5) в случае, когда ядро равно

* ( / - (״ —  a V f
Vrt ch 6 (f — s)

(a — действительное число, 6 >  | a | ).

2 V 2 абО т в е т ,  г (tf — s) ־ __________________ __ cj! 26 (I — s) arccos (a/6)
V n  У 62 — a2 sh 26 (/ — 5) я

6. Решить одностороннее уравнение
סס

f (/) + в ׳ 5*  * ־ ־1 ״ ,/ ( * ) л - ע (/). R e V r + U ^ O ,  / >  0.
0

О т в е т .

Л<) =  г ( < ) - ў = = = • ^  е 1״- м Я 4 Я ״ ( ״ ) л _

1 + 1_гУі  + 21  С *״+»־) VT+2X (в) л
Vi + 2л j

где Re Vl +  2Я >  0.
7. Решить уравнение, где 0 <  а <  I:

• f (s) ds =  V23t e *, / > 0 .1
t — sch

cog яа 
2я

d*.

_ Л ץ  fl ~  ІХ ן ̂  OO г ץ ד а +  /X
2-0 1( J V 2 J- V1 2 J ^ ,In־

fit)■

О т в е т .

( « - o r  ( l ± i i )
i (a ■

я V2 COS-y
/0־ (

У к а з а н и е .  Коэффициент соответствующей задачи Римана имеет вид 
ch техD (ג;) =  с£ ях  _  ch дхд • Для полУчения канонической функции применить 

формулу
- г ־ - = ־ Г ( г ) Г ( 1 ־ *),$т  цг
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8. Решить уравнение с двумя ядрами
ОО О

׳ < ״ + т г Ч ־1׳  ־ ■ " ־ ' <>) л + £־ і г 1 \ ־1  ־ ״ ' - " / ( « и » - « » .
О —оо

где постоянные а, р, у и б вещественны и положительны, б Ф р, у Ф  а. 
У к а з а н и е .  Соответствующая задача Римана имеет вид

F+ (Х\ — (*2 +  аг) (х2 +  V2) р-  (х) , *2 +  а2 Q,  ч״
* {Х) ~  (х2 +  Р־) (х2 +  62) г  (Х) י י  х2 +  62 и W ־

О т в е т .  При t >  О
оо

f(t) =  g ( t ) +  а  2^ 6 '  ̂ е_в 1 *~s (*) ds  +  А ^ך—  —-е-в< +
О

+  в  Г ■“2■־ -У- ____а2 ~ 62 е1» -L62 +־ P 2 26 (6 — Р) е J•
При t <  О

О

/ ( f l - g ( 0  +  Р2^ У2 \  e |־ ־1׳, s ^(s)rfs +  f i ^ l i eV< +

+  л Г р2־ а% а<____р2~ У -2 е*]
+  /4 v 2- a 2 2Y( Y - a )  У

Здесь

' ־ I t ® [ 1' ־ ״  S 4 * < *> ־ ־*־• < * > • ״ « * - < • + » $
L -оо О J

* " '(«+PHvtS [(6~a)S g(״)־״e ״‘־־** (Y + ״) S g(.[** ״(״1׳
J ־ П —00 •■־

9• Решить парное уравнение

f ( < ) + ^ ־£־2־  § e־ OI<־ S' / ( « ) *  =  ° 0< > ,׳ 
—  OO

oo

/ ( 0 + ־̂  J e6 ־ l'־ sl/(s)dS =  A(/), <<0,
— oo

где а, б и с —־ положительные постоянные.
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]а ---- b) ^ .± _cl  ^ e~ct+ash (s) ds +  2f  ^ e~ct+csh (s) ds,
— 00 —oo

t>  0,
0 0

Sa ~  6-II?.— ?1 ^ ect+ash (s) ds +  - ~ c2 J Г ' 1 *~s 1A (s) ds +
—  OO —  OO

+  h (t), / < 0.

У к а з а н и е .  См. задачу 13 к гл. I.
10. Показать, что решение полного уравнения типа свертки, содержа- 

щего вырожденное ядро,
оо . О

f (t) +  ,1— ^ А| (t — s)f (s) ds +  - 1 — ^ А2 (t — s)f (s) ds +
V  0  — OO

* oo <  t <  oo,+  2 ap b ג  p  ^  ^ = 8— oo p*=l

приводится к решению задачи Римана с последующим решением линейной 
алгебраической системы.

11. Для оператора
ОО и  ОО

־ /(/) +  -J  $ *1 ' ־ ־1״ П вМ в +  Т  5 s2־ l<־ s | / ( s ) d s +  $ m(t,  s)f{s)dsKf:

построить регуляризующий.
О т в е т .

oo О

Leo SS <0 (/) — ■|־ ^ e~21 <-s ,(0 (s) ds — -g- ^ e~3 * *~s '<0 (s) ds +
0  •  - O O

oo

+  ^ q (/, s) ( 0 ($) ds.
— oo

12. Показать, что заменой переменных, как в п. 5.7, к уравнениям типа 
свертки можно привести уравнения

Ф (*) +  Я ^ ф ■р  — А (х), 0 <  л: <  1, Я =  const,. а)

ОО

б) ф (*) +  Я ^ “  h (*)׳ х >  ° = Х ׳  const>
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СО

в) ^ fci (*£) ф (1) d \ =  h (*), 0 <  л: <  1,
о
оо

 ̂ h  (х\) Ф (£) dl  =  h (х), 1 <  X <  00
о

(см. [24], стр. 278).
13. Решить уравнение

оо

ф (*) +  ~ ^  Д•  ̂ [ е х р ( — а | 1п - | 2 - [ ( | Ж־ < / | «־ ф (х )Р х >  0.
О

где а >  О, Ъ >  0, а функции ф (е*)у ф (е*) принадлежат классу {0}.
О т в е т .

ф (*) =  •ф (*) +  а ~  - -  ^  [exp ( — ft|ln  f  1) ] ־̂ ^ •
О

14. Функция 6 (х, |)  называется однородной степени — 1, если для всех 
t >  0 k (tx, t%) = lk (х, l). Показать, что уравнение с таким ядром k (х, £)־־t ־

I
Ф (л:) Ч ^ k ( x ,  £ ) ф ( |) ^ |  =  ф(х), 0 <  л: <  1,

0
приводится к одностороннему уравнению с разностным ядром.

15. Привести уравнение с ядром, являющимся однородной функцией 
степени — 1,

1
ф (* )+  (*> I ) ф (І) dl  =  Ф (х), - 1 < л : < 1,

-1

к системе двух односторонних уравнений с двумя неизвестными функциями 
(Л. Г. Михайлов 1)).
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ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ ТИПА СВЕРТКИ. 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РОДА

Д о сих пор мы рассматривали лишь нормальные случаи 
уравнений типа свертки, когда

1 + * 0 ״(*)=£   ( v = l ,  2).

Однако для уравнений первого рода нормальность нару- 
шается, так как Kv(x) в силу принадлежности классу {{0}} на 
бесконечности обращаются в нуль, и потому этот важный класс 
уравнений выпадает из общего исследования.

Задачей настоящей главы является изучение уравнений типа 
свертки в исключительных случаях, когда функции 1 +  Кч (זג) 
обращаются в нуль целого порядка в конечном числе точек, 
т. е. в случаях, когда коэффициент соответствующей уравнению 
краевой задачи Римана обращается в конечном числе точек 
в нуль или бесконечность целого порядка.

В монографии [5] в § 15 имеется исследование этого случая 
для конечного замкнутого контура; однако у нас необходимость 
учитывать возможную особенность на бесконечности приводит 
к изменению формы записи. В принципиальном отношении здесь 
ничего существенно нового по сравнению со случаем конечного 
контура не происходит; но с внешней стороны эта теория для 
вещественной оси выглядит иначе, чем в случае конечного кон- 
тура. Здесь будет использовано решение задачи Римана с ра- 
циональными коэффициентами (п. 3.6).

Хорошо известно, что в приложениях уравнения типа свертки 
первого рода встречаются отнюдь не в качестве исключительных 
случаев, а весьма часто, и играют там важную роль. Этим опре- 
деляется то большое внимание, которое здесь будет уделено 
указанному, казалось бы частному, виду уравнений.

Другие исключительные случаи, непосредственно связанные с 
приложениями 'будут рассмотрены в § 18.
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§ 9. Исключительные случаи краевой задачи Римана . 
для вещественной оси

9.1. Однородная задача. Пусть в краевой задаче Римана 
коэффициент D(x)  имеет нули соответственно порядков а 1,
а 2.........аг в точках а!, а2, . . . ,  а, и полюсы *) порядков р!, р2, . . .

ps в точках Ьи Ь2, . . . .  bs (а!.........a r, Р!........... ps — целые
положительные числа). Таким образом, коэффициент представ- 
ляется в виде

— оо <  X <  оо,

(9.1)

П ״״(»״־״) 
-------------Dt(x), Dt ( x ) * 0 ,

JJ ״)  ־ * ״(, ׳
r  s

E  «г =  m, E  Р/ =  n.г-1 1-1

Функцию D1(x) в свою очередь представим (см. п. 3.6) в виде

(9.2)D2(x),Р+ (*) Р_ (*) 
Я+ (זג) Я_ (х)Dx(x)

где р+{х), q+(x), р~(х), q~(x),  так же как в п. 3.6 — многочлены 
степеней соответственно т+, п+, т _ , /г_, имеющие нули в верх- 
ней ( + )  и нижней (—) полуплоскостях (не следует смешивать 
их с односторонними функциями, имеющими такие же обозна- 
чения). D2(x) — функция, удовлетворяющая условию Гельдера 
и имеющая нулевой индекс и нигде на действительной оси не 
обращающаяся в нуль. Кроме того, в дальнейшем будут нало- 
жены некоторые условия дифференцируемости в окрестности 
точек щ, bj и, может быть, в окрестности бесконечно удаленной 
точки.

Краевое условие однородной задачи Римана запишется в 
виде

П (*  — а1)а‘ Р+ (*) р- (זג) 
F+ (д ) =  2=>---------- ------------------ d 2 (х) F~ (х). (9.3)

^ ( х - Ь / у *  q+ (х) q_ (х)

Решение будем искать в классе функций {{0}}, т. е. ограничен- 
ных на вещественной оси и обращающихся в нуль на бесконеч- 
ности
______________  F( ־0. (9.4 (00  ־ )

*) В случае, когда функция D(x) не аналитическая, термином «полюс» 
будет обозначаться точка, гДё функция обращается в бесконечность целого 
порядка.
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Коэффициент D(x)  на бесконечности имеет порядок*)
v =  n-\-n+ -\-n_ — т — т+ — т _ . (9.5)

Число
и =  т+ — п+ (9.6)

назовем индексом задачи **). Введем еще обозначение
й =  /г_ — /п_. (9.7)

Тогда порядок на бесконечности выразится так:
v =  Л —  х +  га —  гаг. (9.8)

Приступим теперь к решению задачи (9.3). Применяя общие ־
приемы (п. 3.3), положим

. / 00 Г+ (X) ן Л
D2 (*) =  е״~  иу . y ( x ) = - j = r  ) In D2 (0 е~ш dt,

(9-9)

r+( <־־ v tb ,и=-vt Sv־г ־׳'‘",e(׳) ׳־(׳״
V П — DO

(9.Ю)
p+(x)F (x)

и запишем краевое условие в виде 
Я— (*) F+ (х)

Г~( х )П ־*) аг)“г Р-  (*) еГ+ { Х )  П (* -  ь j f i  q+ (х) е 
1=1 /=1

Применяя, аналогично тому, как это сделано в п. 3.4, ана- 
литическое продолжение и обобщенную теорему Лиувилля, 
получим в качестве единственной возможной особенности полюс 
на бесконечности.

Рассмотрим два возможных случая:
1. v ^  0 (D(x) имеет на бесконечности нуль порядка v). Из

(9.8) следует п — х ^ т — /г. Приравнивая левую и правую 
сторону равенства (9.10) многочлену Р х_1_״(г), получим реше- 
ние краевой задачи в следующем виде:

(9.П)
f + ( 2 ) = П  (z ~ а^ о־ 1 ^ г  еГ+<г)р* - ״1 ׳(*) -

р ־  (Z) =  Д ( 2 - Ь , Р  в1 2 _ЯХ(־־ ( ״_, (2 ).

*) Определение порядка см. п. 3.3.
**) Введенное понятие индекса с первого взгляда кажется произвольным 

и не связанным с его общепринятым определением. Однако это не так. При 
переходе от рассматриваемого случая к нормальному ( т =־ п = 0> +
+ -ц/ ־־־  я_) получим обычное определение индекса.
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Задача имеет х — п линейно независимых решений при 
х — п >  0 и имеет лишь тривиальное нулевое решение при 
х — « < 0.

2. v <  О (D (лс) имеет на бесконечности полюс порядка —v ) . 
В этом случае т — Л >  п — х, и общее решение получим из 
(9.11), если в нем заменим Р и_п_!(2) на Ph-m- 1(z). В этом слу- 
чае задача имеет h — т решений при h — т >  0 и лишь три- 
виальное нулевое при h — т ^  0.

Согласно (9.8)
Л — т = = х  — п — (— v). (9.12)

Таким образом, в обоих рассмотренных случаях число линейно 
независимых решений равно индексу минус суммарное число 
полюсов (включая и полюс на бесконечности) коэффициента 
D(x).  Следовательно, для случая, когда контур есть веществен- 
ная ось, справедлива та же закономерность, что и в случае 
конечных контуров (см. [5], п. 15.1): число линейно независимых 
решений однородной задачи Римана не изменяется от наличия 
нулей коэффициента и уменьшается на суммарный порядок его 
полюсов.

9.2. Неоднородная задача. Будем допускать, что свободный 
член имеет те же полюсы, что и коэффициент. Краевое условие 
представится в виде

(9.13)D2(x)F~ (х)
П ( * ־  аг)а‘- р+ м  р-  W

Р+ (х )= -^ ------------------------------
П ( * - 6/)В/ 4+ (*) Ч- (*) /»1

где Di(x),  Н1(х) удовлетворяют условию Гельдера и, кроме 
того, некоторым условиям дифференцируемости в окрестности 
точек а{, bj, 00.

1. v ^  0. В силу того, что первые два члена равенства (9.13) 
на бесконечности обращаются в нуль, минимально возможный 
порядок Н\{х) на бесконечности равен 1— п. Заменяя, как и в 
однородной задаче, D2(x) отношением двух функций (9.9), 
запишем краевое условие в виде

1 (*) <7_ (х)
Р_ (х) er+<JC) 

1 - n - f t

p _ ( x - b lf lq_(x)F+ (х) J l ( x - a ip p + (x)F- (x) 

־r״ И״ Г+(*) 1״ WЯ+ (•*) e 
1 - m - x

P_ (*)e 
1-n-ft

(внизу выписаны порядки соответствующих функций на беско- 
нечности). Пусть многочлен Q(x) степени «-j-Л — 1 представ- 
ляет главную часть разложения последнего члена в окрестности
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бесконечно удаленной точки (в случае, если я +  /1— 1 ^ 0)
Я. (л:) q (*)
...7 7 ^ = Q W  +  V W ; 0 = .סס)עי) 
р_ (זג) в w

Заменив י? (*) по формулам (3.8), (3.9) разностью краевых зна- 
чений аналитических функций

(9.14)

(9.15)

_ ¥ ־ ( * ) =־ , ¥ + (* ) ¥ (* )

оо оо

= г  5 v  (0 е lx dt, Ч+ (*) =  -7==r J ф (0 eixi dt,
V2

где

ФОФ

U

w—י ׳ ־ «

приведем краевое условие к виду

п  ( * - » / /  я_ (*> (*)
*=*------------------ -----------------־ Q (x) _ 4 p +  (*) =

Р_ (זג) ег+ W

І І  (х ־־ аі)а< Р+ W  f  м
׳ ־ ' ----- Т ־ זג) ).Г ИЯ+ (זג) в

Применяя теорему об аналитическом продолжении и обоб- 
щенную теорему Лиувилля и учитывая, что единственной осо- 
бой точкой рассматриваемой функции может быть лишь беско- 
нечно удаленная точка, а также тот факт, что —п — h ^  
^  —т — х (v 0), получим:

п ( г ) г г + й
р +  {z) =  ----------------1>+ (2) +  Q (2) +  Рх+т_, (2)],

П ( 2 2 > / ־6׳ >

Г  (2) =  г Ч+(г)в— -----[4Г  (2) +  Рн+т-1 (2)]•
П  (2 — аг)°‘ Р+ <2>

(9.16)

Последние формулы определяют решение, имеющее в точках 
щ, bj полярные особенности. Чтобы получить ограниченное ре- 
шение, воспользуемся так называемой канонической функцией 
неоднородной задачи ([5], п. 15.2).
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О п р е д е л е н и е .  Канонической функцией У(2) неоднород- 
ной задачи (9.13) называется кусочно аналитическая функция, 
удовлетворяющая краевому условию (9.13), имеющая во всей 
конечной части плоскости нулевой порядок (включая и точки 
0i, bj) и обладающая на бесконечности наинизшим возможным 
порядком.

Пусть Qp(z)— интерполяционный многочлен Эрмита с узлами 
интерполяции порядков аи соответственно в точках ait bj. 
Известно, что такой многочлен степени р =  т +  п — 1 суще- 
ствует и определяется единственным образом (см., например, 
В. И. С м и р н о в  и Н. А. Л е б е д е в ,  Конструктивная теория 
функций, «Наука», М., 1964, § 1). На заданные функции £>!(*), 
Н\(х) нужно наложить дополнительное условие, чтобы в окрест- 
ности точек a,-, bj они имели производные порядков a*, Pj, удов- 
летворяющие условию Гельдера. Каноническая функция неод- 
нородной задачи запишется в виде

(9.17)

Y+ (г) =  - , ־Р י (г)еТ <г) | > + (г) +  Q (2) — Qp(z)]>
П ( 2 6 ־&/) / Ч- <г)

/-1

у - (г) =  — 1±11------------- [ Г  (z) -  Qp (г)].
Д ( г - а , ) а</>+ (г)

Складывая У (2) с полученным в предыдущем пункте общим 
решением однородной задачи, получим общее решение рассмат* 
риваемой неоднородной задачи:

F + (г) =  У+ (г) +  П ־ (>»“* ־7ך1ז 2)   *Г+ <г>Р>‘- ״1 )2(׳ -
ל " (9-18 )

F~ (2) =  У2) ־ ) +  П  (2 -  b,f< - J t g -  в1־־ (г)Рх_״_, (г).
1-1 +

При и — п >  0 задача имеет х — /г линейно независимых реше- 
ний. В случае х — /г 0 нужно положить ? а (״_״_! (2  1. При 
х — п <  0 каноническая функция У (2) имеет на бесконечности 
порядок х — 0 >  и, следовательно, перестает быть решением מ 
неоднородной задачи. Однако, подчиняя свободный член ^  (:ג)
п — х условиям, можно добиться повышения порядка на беско- 
нечности функции У(2) на п — х’ единиц и тем самым вновь еде- 
лать каноническую функцию У (г) решением неоднородной 
задачи.

4 Ф. Д. Гахов, Ю. И* Черскил
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Чтобы обеспечить выполнимость указанных операций, доста- 
точно потребовать, чтобы функции хкН\(х) и D2(x) имели на 
бесконечности производные порядков до п — х, удовлетворяю- 
щие условию Гельдера.

2. v <  0. Наинизший возможный порядок на бесконечности 
Н1(х) будет h — х — т + 1 .  Тогда в краевом условии (9.13) 
, H x(x)q_(x)
функция ---------—р—  будет иметь на бесконечности поря-

р_ (х) ет (J־)
док, равный 1 — т  — х.

В этом случае после выделения главной части разложения 
Н1 (х) q_ (х)
----------- г—  в окрестности бесконечно удаленной точки при
Р_ (*) ет м
ш +  х — 1 > 0  краевое условие запишем в виде

J J  (х — b}f i  Ч_ (ג:) F+ (*)
■i=i------------------j ?י------------------ + (x)  =

p _ (x )e r+M

־4■ (x) +  Q(x).
П  (Ж — я г)°< P+ (X) F~ (x)
i = l

q+ (x)er  W

Каноническая функция неоднородной задачи выражается через 
интерполяционный многочлен следующим образом:

Y t  (2) =  , Р- (г)еТ <г> -  [ > + (Z) -  Qp сг)],
Д ( 2 - 6/ М _  (г)

(9.19)/ - 1

־ (Т'2]־ ) Q (2) Q2) ״)].
,Г -  (г)д+ (г) е

П *) +?*״(,»־־ <*>
־-/1

УГ(г) =

Общее решение задачи (9.13) примет вид

F+ (г) =  Y1 (2) +  П  (z -  d i p  ет+ (г)Рл_ т -1 (2),

,ל )9-20(
Г  (2) =  YT (г) +  П  (2 -  bjfi (г)РЛ- т _, (2).

/ -1  '  +

При h — т >  0 задача имеет h — т линейно независимых 
решений. В случае h — т ^  0 многочлен P h - m - 1 (г) нужно по*



дожить тождественно равным нулю, а от свободного члена g(x)  
в случае h — т <  0 потребовать выполнения т  — h условий 
такого же вида, как и в предыдущем случае. При выполнении 
этих условий неоднородная задача (9.13) будет иметь един- 
ственное решение.

§ 10] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ 99

§ 1 0 .  Исключительные случаи интегральных уравнений 
типа свертки

10.1. Уравнение с двумя ядрами. Рассмотрим исследован- 
ное в п. 5.2 в нормальном случае уравнение

(А)
со

« * > + 7 r j  м * - о т  л + - ^

— оо <  х <  ОО.

f (*)10. 1) ( * ) _ / - ( * ) + / ־ ־ )
Полагая

и делая преобразование Фурье точно так же, как это было в 
п. 5.2, придем к краевой задаче

(Ю.2)

(10.3)

[1 +  К 1 (х)] F+ (х) - [ 1 + К 2  (*)] Г  (х) =  G {х),
G (х)

1 +  * I  W ־ 
F־ (x) +1 +  /С2 (זג) 

1 +  К і (х)F+ (x)

Допустим, что функции 1 + / ( ! ( * ) ,  1 +  К2(х) могут иметь 
нули, причем эти нули могут быть как в различных, так и в сов- 
падающих точках контура. Напишем разложение этих функций, 
выделив совпадающие нули:

1 +  Кх (х) =  П  (х -  b , f t  П и -  ck) ^  К и  (х),

ל' ‘ ‘Г‘ * 00.4)
1 +  К 2 (х) =  П  и  -  щ р  П  (х -  cky k к  12 U), £  Yft= 1-А-1к- 11= 1

Здесь йіФЬ^  но возможно, что отдельные точки ск (& =  1, 
2, . . . ,  /) могут совпадать либо с аи либо с Это будет соот- 
ветствовать тому случаю, когда функции 1 +  /(!(х) и 1 +  К2(х) 
имеют общий нуль разной кратности. Мы не выделяем такие 
точки особо, потому что их наличие не оказывает влияния на 
условия разрешимости и число решений задачи.

Из равенства (10.2) и условия конечности на контуре реше- 
ния вытекает, что для разрешимости задачи, а следовательно, 
и уравнения (А), необходимо, чтобы G(x) во всех точках с*

4*
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обращалась в нуль порядка т. е. G (я) должна иметь вид 

о  (*) =  П  (* -  CkYk G, .(זג)

Для этого необходимо выполнение Y1 +  Y2 +  • • • +  Y* =  / уело- 
вий

G ^ ( c k) =  0 ( / * 0 , 1 ־ ־ ....0 0 .5 )
или, что все равно (см. п. 5.6), условий

со

5 g(t ) t ,kelCktdt =  0. (10.6)

Так как функции /(1(*) и К2(х) обращаются в нуль на бес- 
конечности, то бесконечно удаленная точка является обыкновен- 
ной точкой D(x).

Допустим, что условия (10.6) выполнены. Тогда краевую 
задачу ( 10.2) можно записать в виде

П (* -а ,)агР+(*)р_(*)
F+ (x)=-*=i----------------------------- BAx)F-(x)+--T H'W- . (10.7)

П ״)  ־ » / »׳ + ״) )?.(*) П (* ־6 / '
/ - 1  / - 1

Найдя по формуле (9.18) или (9.20) ее общее решение, 
получим общее решение исходного уравнения

f (х) 0 ך \ ־*־־=/] ( ± ־= ־ - Г  (/)]е־ м  dt. (10.8)

Сформулируем выводы об условиях разрешимости и числе 
решений уравнения (А).

Для разрешимости уравнения (А) необходимо, чтобы пре- 
образование Фурье свободного члена уравнения удовлетворяло 
I условиям (10.5). Если эти условия выполнены, то, как пока- 
зывают формулы (9.18), при к — п >  0 задача (10.3) и инте- 
гральное уравнение (А) имеют ровно х — п линейно независи- 
мых решений. При х — п ^  0 многочлен Р х-п-1 (2) следует по- 
ложить тождественно равным нулю, причем от свободного члена 
в случае х — п <  0 необходимо потребовать выполнения еще 
п — х условий. При выполнении последних интегральное уровне- 
ние будет иметь единственное решение.

Следовательно, в случае разрешимости уравнения (А) число 
линейно независимых решений уравнения (А) равно разности 
индекса задачи Римана и суммарного числа полюсов ее коэф
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фициента и не зависит от нулей коэффициента, а также от об- 
щих нулей функций 1 +  7(1 (*), 1 +  /С2(*)• Последние увеличи- 
вают число условий разрешимости.

Для осуществимости всех выполненных операций от ядер и 
свободного члена уравнения (А) нужно потребовать кроме при- 
надлежности классу {0} еще дифференцируемости интегралов 
Фурье требуемое число раз в окрестности исключительных точек.

10.2. Интегральные уравнения с двумя ядрами первого ро- 
да. Теперь рассмотрим интегральное уравнение первого рода

оо 0

־4־=  J k ! ( x  —  t )  f  ( t )  d t  + - j = r  J k 2 ( x  —  t ) f ( t ) d t  =  g { x ) ,  (A0)
סס— ’ Я 0 י

—  ОО <  X  <  О О .

В этом случае преобразование Фурье уравнения (А0) приведет 
к решению такой краевой задачи:

> ״0.9( * < ״ > .“- +

Ее коэффициент представляет собой отношение функций, обра- 
вдающихся в нуль на бесконечности, и, следовательно, в отли- 
чие от предыдущего случая, может иметь в бесконечно удален- 
ной точке нуль или плюс некоторого порядка.

Пусть /(!(я) =  1 (л:)/лгл, a K 2 ( x ) = W 2 ( x ) / x i 1 , где функции
,F1(*) и 4*2(я) имеют на бесконечности нулевой порядок. В за- 
висимости от того, будет ли разность v =  р — X  отрицательна 
или положительна, могут представиться два случая. Для общ- 
ности будем считать, что имеются также исключительные точки 
на конечном расстоянии. Пусть функции /(!(*) и К 2 ( х )  имеют 
представления

К 1 ( х )  =  T l ( x -  b j f i  I L ( x -  с к ) у *  К и  ( х ) ,
/ ־1  fe-1

К 2 ( X )  =  П ( х  —  аг)־׳״ П  ( х - c k ) y k  К \2(*).
г-1 А-1

Кроме общих нулей в точках C k  кратности у*, функции К \  ( х )  
и К 2 ( х )  имеют на бесконечности общий нуль порядка min(X, р).

Коэффициент задачи Римана можно представить в таком 
виде:

П ( * - аг)а' Р +  м  Р -

1Т -------------------------0 2 (х).
Д ( ж - 6 , ) е/ q (х ) q _  (х)
/ - 1

D ( x )
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Из (10.9) следует, что эта задача и интегральное уравнение 
(Ао) будут разрешимы в требуемом классе функций, если от 
G(x) потребовать выполнения условий ( 10.6) в точках cft, яв- 
ляющихся общими нулями функций /С1(х), К2(х). К этим уело- 
виям в рассматриваемом случае уравнения первого рода до- 
бавятся еще

d =  min(X, р ) +  1 (10. 10)

условий, накладываемых на поведение G(x) на бесконечности, 
так как функции /С1 (дс), К2(х) имеют на бесконечности общий 
нуль порядка min (Я, ц). Следовательно, G(x) должна удовле- 
творять условиям ( 10.6) и иметь на бесконечности порядок не 
ниже d.

Если эти условия выполнены, то краевая задача (10.9) при- 
нимает вид

Я, (х)

П *־־*)  / ׳

П ( * - ai f l р+ w  р -  w
1Т ---------------------------- (*) F -  (*) 4
П (*) _bif> Я. (*) Я ־־ *) 
/ -1

F+ (x)

Ее решение дано в п. 9.2. В случае v ^  0 ( ц ^ % )  оно записы- 
вается в виде

р + (г) =  У+ (г) 4 Д ־ >  -  а{р  - ^ § - е г+(г)Ри_п+| (,(־־־

10. 11) ד ־  )
F־ (z) =  у -  (z) +  Д  (г -  bjf i  J ^ e v־  (г)Рч- .(z) ״+1

+ ו־־/

В случае v <  0 (ц <  А׳) оно дается в виде

F+ (z) =  Yt  (г) +  Д  (z -  atp  вг+ (г)РЛ- т - ,  (z),
7  '  (Ю.12)

Р~ (г) =  17 (г) 4 Д ־  (z -  b!p {г)Рн-т-х (г).

Решение исходного интегрального уравнения в обоих случаях 
может быть получено путем подстановки выражений ( 10.11) — 
( 10.12) в формулу ( 10.8). Относительно числа решений можно 
сформулировать тот же результат, что и для уравнения второго 
рода. Число условий разрешимости увеличится по сравнению с 
числом условий разрешимости для уравнения второго рода на б?.
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10.3. Одностороннее уравнение (Винера — Хопфа). В каче- 
стве частного случая можно получить решение часто встречаю■ 
щегося в приложениях уравнения (X — заданная постоянная)

оо

tf(x)  + > k (x — t) f (t) dt — g (*), 0 ך^==- 5   x <  OO. (A+) 

Преобразование Фурье дает

f + w - T + W f ־ w + T T T W •  <10•13)

Здесь отсутствуют нули коэффициента D (х) =  д״;р־]^ у  и
v =  0. Общее решение краевой задачи (10.13) получим из
(9.18) при а,- =  0. Решение исходного интегрального уравнения 
(А+) определится из решения краевой задачи по формуле

оо

f{x) =  - j = r  J F+ (t)e~ixtdt, х >  0. (10.14)
* — ЛЛ

Можно сформулировать обычные теоремы о разрешимости 
и числе решений.

При 1 =  0 получим уравнение первого рода

- l = ^ k ( x  — t)f( t )dt  =  g(x),  0 < х <  оо. (А+0)

Соответствующая ему краевая задача имеет вид

Если а — порядок К  (х) на бесконечности, то v =  —а <  0. Об• 
щее решение задачи (10.15) можно получить из (10.12), заме- 
нив Pft_m-1(z) на Px_n+v- 1(z). Решение уравнения (А+0) опреде- 
лится по формуле (10.14).

10.4. Пример. Рассмотрим уравнение первого рода
оо 0’

5 М * - 0 / ( 0 < «+  у « ■  $ b ( x - t ) f ( t ) d t  =  g(x),

( 10. 16)

х >0,
х<0,

( 0, Х> 0, . ( — У2я 1е 2*,і У2Г (е3х -  е2х), x < 0 , k2(x) = i 0,ГО, *>0.
1 У2я” (е3х — е2х), х < 0,

где

к, (х)

g(*)
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Преобразование Фурье функций <10.16) дает 
ч 1 , ״ 1

3־ 0-  21) (х - Кг W ׳ («3  ־  ־  х + x) ׳ /2  - 2 i ) ( x -(хКі (*).

Краевая задача (10.9) здесь запишется так:
р+  {х) =  р -  (х) + 1.

Коэффициент D(x) имеет в бесконечно удаленной точке полюс первого 
порядка (v = 1 :Находим величины .(־= — 

т,  =  2; п, = х ;־== 0   т,  — /г, =  2; min (Я, и) == 1; d =  2.

G(x) имеет на бесконечности нуль второго порядка, следовательно, необхо- 
димое условие разрешимости уравнения выполнено.

Однородная задача

Р+ (х ) - !х - ф < х̂ Р־ (х)ץ х +  21 v

в классе функций, обращающихся в нуль на бесконечности, имеет следующее 
решение:

(г — 2i) (г — 30 7״»z + 2iF+ (z):

Число линейно независимых решений задачи (10.16) меньше индекса на 
единицу, так как D(x) имеет полюс первого порядка на бесконечности.

Решение неоднородной задачи в классе функций, обращающихся в нуль 
на бесконечности, имеет такой вид:

21 — z ־
(z -  21) (z -  30 ’

х >  0,
д/2я  е2х +  Ы У 2я" е3* х <  0.

Г ;z + 2iF+ (г(*)־ ) ־

Г -  У 2я  гее 2*,
П  X с (е2х- е 3х) - 4 1 л / Ш

При выбранной правой части уравнение оказалось разрешимым. Но возь- 
мем, например,

ГО, * > 0,
8{Х) =  \  д/23Г /(5е3* — (10Л7) 
х 4 2 /־ 

■ 4е2х), х <  0,

Соответствующая краевая задача Римана(х — 21) (х — 30тогда G (х )!

р+ w  =  (х эд+(* . 30 г  {х) +  х + 2L

Ее решение в классе функций, ограниченных на бесконечности, будет 
п + / _ л _  с — г . -״  , . л  с — г — (г +  2р 2

г + - F (2) (г ׳ /2   2г) (г -  3/) ‘(*)■

Ни при каком подборе постоянной с решение не обращается в нуль на 
бесконечности, следовательно, уравнение с правой частью, заданной выраже- 
нием (10.17), не имеет решений, интегрируемых на вещественной с<ш.
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10.5. Парное интегральное уравнение. Рассмотрим интеграль- 
ное уравнение вида

(Б)

0 <  х <  оо, 

— оо <  л: <  0.

оо

 ̂ k1(x — i)(f(t)dt =  g(x),
׳  — оо

оо

S k2(x — t )y( t )dt  =  g(x),

Его решение в рассматриваемом здесь исключительном слу- 
чае имеет далеко идущую аналогию с его решением в нормаль- 
ном случае (п. 5.3) и разработанной в предыдущих пунктах тео- 
рией уравнения с двумя ядрами (§ 9, п. 10.1— 10.4). В целях 
экономии места мы будем широко пользоваться этой аналогией.

Поступая точно так же, как в п. 5.3, придем к краевой задаче 
Римана относительно вспомогательной кусочно аналитической 
функции F(z)

— оо <  х  <  оо.

(10.18)

0(х),К 2 ( X ) -  К \  (X)
1 +  /с. (ж)F־ (х) •+1 +  Кг (ж) 

1 +  *1 (ж)F+ (x)

Решение исходного интегрального уравнения через решение 
краевой задачи определяется по формуле

e~ixt dt.F~ (0+ Q  (t) 
1 +  К1 (t)Je~M dtf  F+ (Q +  0 (t)

+ ג 1  /C־ (/)
1

У2я<р(лг)=

Как и в случае интегрального уравнения (А), полагаем 

1 +  Кг (х) ־ ־  f t  (х — bjfi  П  (х -  ск?ь Кп (X)./ = 1 /5 = 1

1 + а д ־ П ( * ־  аіР  П  (X-  C*)v* Kit(X).1=1 fc-1

Дальнейшие рассуждения вполне аналогичны проведенным 
в § 9 и п. 10.1. Окончательные результаты в основном также 
аналогичны, поэтому подробности мы опускаем. Однако в свой- 
ствах уравнений классов (А) и (Б) все же имеется одно суще- 
ственное различие, заслуживающее разъяснения.

Для уравнений (А), как вытекает из исследования п. 10.1, 
наличие общих нулей накладывает на свободный член условия, 
которые необходимо должны выполняться для того, чтобы урав- 
непие могло иметь решение. Этим условиям нельзя удовлетво- 
рить путем подбора имеющихся в общем решении произвольных
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постоянных. Таким образом, независимо от величины индекса 
уравнения оно будет разрешимо только при специальном под? 
боре правой части. Для уравнения (Б) общие нули также влекут 
за собой условия разрешимости. Но если общее решение содер- 
жит достаточное количество произвольных постоянных, то их 
подбором условиям разрешимости можно удовлетворить. Следо- 
вательно, при достаточно большом индексе и >  7г + /  парное 
уравнение (Б) будет безусловно разрешимо.

10.6. Парное интегральное уравнение первого рода. Рассмот- 
рим уравнение

оо

־7־־=   ̂ М *  — 0 Ф (t) dt =  g (*),
V — סס

סס

- ~ r  J k2 (x — t) Ф (0 dt =  g (x),
(Б0)

0 <  X <  OO,

ОО <  x <  0.

Аналогично n. 5.3 получим соответствующую ему краевую за- 
дачу относительно вспомогательной кусочно аналитической 
функции F(z)

F+ (*> =  т М  Г  (*) +  1 ־־ ^ ,Т х Т ^ •0 ־  {х)' 00.19)
В отличие от краевой задачи Римана (10.18), полученной для 
соответствующего интегрального уравнения второго рода, где 
коэффициент краевого условия ограничен на бесконечности, в 
данном случае этот коэффициент представляет собой отношение 
функций, обращающихся в нуль на бесконечности, и, следова- 
тельно, может иметь в бесконечно удаленной точке нуль или 
полюс некоторого порядка. Решение интегрального уравнения 
(Бо) определится по формуле

י ״ ־ ד י V21tז

( 10.20)< й ± Ш е- ш л .
K1M

Так же, как и в предыдущем пункте, дальнейшие рассужде- 
ния вполне аналогичны проведенным в § 9 и п. 10.1, поэтому 
мы опускаем подробности. Добавим, что и здесь условиям раз- 
решимости, возникающим в случае общих нулей у К\(х) и К2(х), 
при достаточно большом индексе можно удовлетворить путем 
подбора имеющихся в общем решении произвольных пард- 
метров.
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П р и м е р .  Решим парное уравнение первого рода
оо

■ )L— \  *1 (х — 0 ф (() dt — g (*), 0 <  X < оо,
л/2я J

—  ОО

оо

—7= = \ ־  k 2 (X ~  t) <р (t) dt =  g (х), — о о < л :< 0,
у23х J

где
V23X е 2х, х > 0 ,  

х < 0.
{ 0, х >  0, f  - /

/---  / О у п2̂ | == (*■) ״\ 
У 23т (е3* — е2 ), 0)  ,0 > ,ג: 

* > 0,

в" * < 0.л/2п 2х
g(x)  =

х2 + 4 '1 )G(x ־זד»

Находим интегралы Фурье
1

x +  2i(х -  2i) (х - К1 י(זג)(/3 

Соответствующая этому уравнению краевая задача (10.19) здесь запишется 
в виде

(* -  2 * ) (* -  30 f -  *-Т־Д -  -  Д  ■ Г. (10.21)
* +  2г (х + 21)2 х2 +  4 'F+ (х) י

Коэффициент D(x) имеет на бесконечности полюс первого порядка 
(v =  — 1). Функции К1 (х) и К2 (х) имеют в бесконечно удаленной точке об- 
щий нуль первого порядка. Находим величины

2.т . = 2; п . — 0; к — т , + + +
Представив краевое условие в форме

(*  +  2 0  F+ (х) - ך  ק = | [  -  (х  -  2 0  (х  -  3 0  Г  (х) -

и используя аналитическое продолжение и теорему Лиувилля, получим, что 
общее решение задачи (10.21) в классе функций, обращающихся в нуль на 
бесконечности, будет следующим:

F+ (г) =  2 +  2І [ 2  +  2i +  С\  F (z) =  (2 -  20 (2 - 3 0  [ г  - + ־2  с] ‘
( 10.22)

Решение рассматриваемого интегрального уравнения находится по фор- 
муле

F+ (0  +  G (0 c-1xtdtm1
V 2я" * 2(0

Ф(х)



гг Л. itlИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАЙ1 0 8

Так как функция К2 (х) имеет на бесконечности нуль первого порядка, то 
F+(/)+<?(/) должна иметь в бесконечно удаленной точке нуль, по крайней 
мере второго порядка. Из этого условия находим с =  — 1.

При с =  —1 решение (10.22) принимает вид
1 + 2  i — г 

(г -  2О2 (z -  3І) יF~ {z)*5-
)г+ 21״*(

F+ (г)

jc >  0, 
х <  0.

5V2S־ e2־ *,
і 2/ \ = л e2x,{Ф (x)׳

Таким образом, условию разрешимости, вытекающему из наличия общего 
нуля функций /(1(*), К2 (х), удалось удовлетворить путем подбора входящей 
в общее решение произвольной постоянной, и интегральное уравнение оказа- 
лось безусловно и однозначно разрешимым (ср. пример п. 10.4).

§ 11 . Исторические сведения
Односторонние (Винера — Хопфа) уравнения первого рода используются 

в прикладных задачах часто, и практические исследователи встречались с 
ними давно. Решались они путем подбора или приближенными методами. 
Были основания полагать, что свойства уравнения первого рода можно не- 
посредственно получить из свойств уравнения второго рода с тем же 
ядром. Основанием могло служить то, что для сингулярного уравнения пер־ 
вого рода с ядром Коши, к которому уравнение типа свертки непосредственно 
сводится, такой случай имеет место: уравнение первого рода является част- 
ным случаем соответственного уравнения второго рода. Теоретическое иссле- 
дование уравнений первого рода провел впервые В. А. Ф ок  в уже цитиро- 
ванной в § 4 работе 2). Однако там не был разъяснен основной факт, что 
для этого уравнения теряется нормальная разрешимость и приходится иметь 
дело с исключительным случаем. Наоборот, В. А. Фок показал, что для урав- 
нения первого рода условие нормальной разрешимости выполняется (необхо- 
димым и достаточным условием разрешимости неоднородного уравнения яв- 
ляется ортогональность свободного члена к полной системе решений сопря- 
женного уравнения).

Лишь в работах Ф. Д. Г а х о в а  и В. И. С м а г и н о й  1), 2) было разъ- 
яснено, как с помощью совершенно правильных рассуждений В. А. Фок при- 
шел к такому парадоксальному результату. Суть дела заключается в том, 
что решения исходного уравнения и его сопряженного брались в разных 
классах: исходного в классе интегрируемых функций, а сопряженного в классе 
функций колеблющихся (типа eix). Вопрос становится еще более ясным, если 
обратиться к задачам Римана. Решение задачи, соответствующей данному урав- 
нению, брались в классе ограниченных функций, а задачи, соответствующей 
сопряженному уравнению, — в классе функций с допустимой полярной осо- 
бенностью соответствующего порядка в тех точках, где коэффициент задачи 
обращается в бесконечность.

В указанной работе вопрос был поставлен в общем виде: потеря нормаль- 
ности допускалась в любом конечном множестве точек действительной оси. 
Результаты работы легли в основу содержания настоящей главы.

Задачи к главе III
1. Пусть заданная функция g(*) такова, что g(x)e{0} и x2g (х )е  {0}. 

В классе {0} ищется решение уравнения
оо

/(* ) +  Я  ̂ e ~ ix~‘]j(l)dl=~g(x),  — 00 <  х <  со
— JO
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При каких значениях параметра X а) уравнение безусловно разрешимо; 
б) для разрешимости его необходимы и достаточны условия

^ xkg (х) dx =  0, k =  0, 1 ?

2. Найти необходимые и достаточные условия разрешимости предыдущего 
уравнения в случае X <  —1/2.

О т в е т .   ̂ g (х) [exp rfc х л /— 1 — 2Х1 dx =  0.

3. Пусть g (* )e { 0}, x2g (x )e { 0}. Найти значения X, при которых для 
уравнения

*-И
f (х) — Х  ̂ f (t) dt =  g (х), — со <  х <  00,

*-1
реализуются исключительные случаи.

Ответ. Я ^  1/2.
4• Положим в предыдущем уравнении

Г 1, \ х \ < а ,
* w ־ l  о, м > « .Я =  зх/4 и

При каких значениях а уравнение разрешимо в классе {0}?
О т в е т .  При целых четных числах.
5. Пусть (1 +  лг2)# + (* )е  {0}. Найти условия разрешимости односторон- 

него уравнения
оо

f(x) +  x \  е~'  *-*If (t) dt =  g (x), x > 0,
0

при X <  —1/2.
О т в е т .  В случае Х =  —1/2 для разрешимости в классе {0} необходимо 

и достаточно условие

$ (x +  \ ) g ( x ) d x  =  О,

при соблюдении которого имеем решение

х >  0.

Аналогично в случае X <  —1/2.
6. Пусть функция g(x) непрерывно дифференцируема при х >  0 и 

(1 +  х2) g (х) е  {0}. Найти необходимые и достаточные условия разрешимо- 
сти уравнения первого рода в классе {0}:

оо

$ \ x - t \ e - ' * - t ' f ( t ) d t = g ( x ) ,  х > 0 .
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находятся

00 <  X < 00,

* >  О,
* < 0;

л: >  О, 
х <  0;

О т в е т .  2g (+  0) — g' (+  0) +  с0 =  0, g (+  0) =  icu где с0 и < 
из системы уравнений

со

с0 ±  с! =  ±  2/  ̂ g (х) е± ix dx.
о

7. Решить в классе {0} уравнение 1־го рода с двумя ядрами
оо О

-~j==  $ k, (X -  t) I (t) dt +  J  k2( x - t ) i ( t ) d t  =  g(x), -

ie~2x,
f \ f / ) ,e x, x > 0 ■דד _

ki (x) =  { кг (x) =  I  ~  ^  Л

если

I V t *0>* :״• 

I -  д / f ־•>  '. V >  o.

x <  0.1 _  V2jt iex 
’ eן 6 1

8  (x) =  {

<  X <  00,

~ f / 4 f  — л/2я  1‘e 2*, * >  0,О т в е т .  f W  =  i
1 0 , x < 0.

в классе {0} парное уравнение
סס

- ^ Г  5 kl ( x - t ) < f ( t ) d t  =  g(x), О

8. Решить в классе {0} парное уравнение 1-го рода 

1

k2 (х — t) ф (0 dt=*g (х), — со <  х <  О,

— V 2я" /в л

00

иV2:

если

* >  0,
?2* — ех)г х <  0;

кг (х)

gw=V̂  {е~х,
ех.

j  — 3 ^/2л е־־х, х >  0,
1 23хіех, х <  0.

ф (х) =  ІОтвет.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ 
В КЛАССАХ ФУНКЦИЙ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО РОСТА 

(КЛАССЫ {а,6})

В приложениях часто встречаются уравнения типа свертки, 
когда некоторые из функций при стремлении аргумента к плюс 
или минус бесконечности имеют рост или убывание порядка 
показательной функции. Решения уравнений в таких классах 
имеют свои особенности. Когда ядра на одном или обеих концах 
оси растут, то для обеспечения сходимости входящих в уравне- 
ние интегралов приходится искать решение в узких классах 
сильно убывающих на концах функций. Если же, наоборот, ядра 
убывают, то можно в качестве решения брать широкий класс 
функций, растущих на концах как показательная функция.

Интересно отметить, что именно уравнения с ядрами из клас- 
са функций, имеющих на бесконечности убывание типа показа- 
тельной функции, были первыми из односторонних уравнений 
типа свертки, ставших известными математикам. Исходя из 
предположений о показательном порядке убывания ядер, строи- 
лась первая теория этих уравнений (см. исторический очерк, 
§ 16).

В простом случае, когда можно так сгруппировать члены, 
чтобы все они имели одну и ту же показательную оценку, вопрос 
решается просто, так как путем умножения на соответствующим 
образом подобранную показательную функцию можно свести 
дело к уже рассмотренному случаю функций класса {0}. Однако 
в общем случае уравнения содержат члены, имеющие различные 
показательные оценки. Тогда непосредственное преобразование 
по Фурье невозможно; приходится предварительно производить 
«подготовку» уравнения, заключающуюся в группировке членов, 
имеющих одинаковые показательные оценки, а также введении 
некоторых вспомогательных функций. После преобразования 
Фурье возникают краевые задачи со сложным контуром, со- 
стоящим из совокупности прямых, параллельных оси абсцисс, а 
также своеобразные задачи, когда зависимость между искомыми 
функциями выполняется не на контуре области, а но всех
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точках некоторой полосы с границами, параллельными действи- 
тельной оси. Мы их будем называть «полосными»*). Разнооб- 
разие этих задач велико, и лишь небольшая их часть может 
быть решена в замкнутой форме. Большая же их часть решается 
лишь при некоторых дополнительных упрощающих предположе- 
ниях. Мы начнем изложение с рассмотрения основных свойств 
функций, имеющих рост или убывание порядка показательной 
функции.

§ 12. Функции класса {а, Ь)
12.1. Определение, свойства и примеры функций класса {а, 6}.
О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что функция f(x) при- 

надлежит классу {а}, если f(x)e~ax^ { 0}.
О п р е д е л е н и е  2. Говорят, что функция

f(x) =  f+ ( x ) - f _ ( x )

принадлежит классу {а,Ь}, если f+(x) е  {а}, / _ ( х ) е { 6}.
Из соотношений

f+ (x)e-yx =  f+ { x ) e - V - y)x, 
f_ (х) е~ух =  f_ (х) e~bxe{'b~y)x

следует, что если f+ (х) е  {а}, то также f+ (х) е  {у} для любого 
1/ > а ,  и если f_ (x )e {& } , то f _ ( x ) ^ { y )  для у ^ Ь .  Это делает 
естественным о п р е д е л е н и е  

1°. Если
f+ (х) е  {а}, то / + (х) е= {а, оо},

и если
f_ (х) €= {6}, ТО f_ (х) €= {— ОО, Ь).

Из последнего легко получить свойство
2°. Для функции класса {а, Ь} справедливы соотношения:

f+(x)e~yx<= {0}, { /> а ,

f_(x)e~yx& { 0), у < 6. ( Ш )

Класс {а} можно рассматривать в качестве частного слу- 
чая классов {а, 6} при а — Ь, т. е.

{а} =  {а, а}. (12.2)
3°. Если а ־̂ а ,  то {а, Р} е  {а, Ь}.

*) В некоторых из опубликованных авторами книги работ оии назы- 
чаются «площадными»,
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Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно вытекает из свойства 2°. 
4°. Если f ,(*)<= (ah bj), j — 1, 2 ......... n, то

M * ) +  ••• +  fn (x) e  (max a,, min bt). (12.3)
Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из того, что справа стоит 

минимальный класс, включающий в себя все f!(x).
5°. Если одновременно / ( * ) е { а } ,  f (л) е  {Ь}, то 

/  (дс) е  (min (a, b), шах (а, Ь)}.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем для определенности а <  Ь. 

В силу условия f+ (х) и f_ (дс) будут каждая принадлежать 
классам {а} и {&}. Согласно 1° можно положить 

/ + ( х ) е  ( а ,  о о ) ,  / _ ( * ) € = { —  0 0 ,  Ь).

Но f(x) — f+(x) — f-{x),  поэтому результат вытекает из 4°.
Отметим важность последнего результата. Он имеет широ- 

кие применения в процессе сведения уравнений (интегральных, 
дифференциальных, дифференциально-разностных и т. п.) к 
краевым задачам и заменяет собою используемую для этих 
целей в монографии Е. Титчмарша довольно сложную теорему 
141 ([22], стр. 329).

Для придания рассуждениям большей наглядности приведем несколько 
простых примеров функций классор {а, 6).

1. Для функции f (*) = е х2 ך 

f (Ж) е~ах =  7 - ך—■  s  {0},

поэтому f (х ) е  {а}.
2. Для функции f (я) =  еах при любом 8 >  О

f+ (л) е~(а+г) * =  у  (siSn * +  1) е~ ех е= {0},

f_ (*) е~(а~е) х ־=  — (sign х — I) егх е  {0}.

Поэтому еах е  {а +  8, а — 8} (8 >  0).
3. f ( х ) = е ах + еЬх.

f (ג;) е  [b +  8, а 8 —־} при а <  Ь, 
f (х) ^ { а  +  8, b — 8} при а ^ Ь .

4. f (я) ־=  е а 1 х * е  {— а +  8, а — 8}.

4 а) ־ -6 )  | * 1+4• (й+Ь) х (  
5 . f ( x ) = e 2 2 =  |

еаху х >  О, 
еЬх, х <  0.

Здесь (х) — еах е  {а +  8, оо}, /_  (х) =  ebx е  {— оо, Ь — 8}, поэтому
I (х) s  \а +  8, b — 8},
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12.2. Преобразование Фурье. Пусть f ( x ) ^ { a t b). Рассмот- 
рим правое и левое односторонние преобразования Фурье (см. 
п. 2.4)

оо

* ♦׳1׳ < ־ > - Л = 7 к  $ f♦ <t ) e M d , סס —=
סס

=  - ^ = -  J (12.4)
— סס

Для y ^ t  а интеграл абсолютно сходится; поэтому функция F+(z) 
будет аналитической в полуплоскости у =  Im z  >  а и, следова- 
тельно,

F+ (z)e={{a,  оо}}. (12.5)

Аналогично, функция
оо

F־  (г) =  VJ_  =  \  f_ (t) eizt dt (12.6)
— оо

будет аналитической в полуплоскости у =  Im z  <  Ь, т. е.

^ - ( 2) е { { - 0о, Ь}). (12.7)
4

Если а ^ Ь ,  то на отрезке а ^  1т  2 ^  b существует интеграл 
Фурье от f(x)

оо

F (z) =  Vyf =  - j U  \  f (t) е«  dt =  F+ (z) -  F~ (z), (12.8)
"  —oo

причем, очевидно, F(z) будет функцией аналитической в полосе 
а <  у <  Ь, т. е.

• F(z)t={{a,  b}}. (12.9)

Обратное преобразование в этом случае может быть выражено 
простой формулой

І У +  оо

f(x) =  V ; lF =  -J= r  5 F ( l ) e ~ ^ d l ,  a < * /< & . (12. 10)
І у -  оо

Если а נ> b, то интеграл Фурье от f(x) не существует, а полу- 
плоскости аналитичности односторонних преобразований раз- 
делены полосой расходимости b ^ у  ^  а. Обратное преобразо■
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( 12.12)

вание Фурье в этом случае определяется формулой 

f(x) =  f+ ( x ) - f _ ( x )  =
ооia+ оо ־34/

•1י '2( '/3—00/а— оо

г д е  а ב3־   а , р ^  Ь.
12.3. Свертка. Пусть в свертке

оо

h (х) == ־ў =  5 k(x — t) f (t) dt =  k * f,
— oo

k(x)<={a,  b), f(x)<={a,  P}. 

Рассмотрим сначала простейший случай, когда 

a ^ b ,  а*^р,

что соответствует наличию у интегралов Фурье обеих состав- 
ляющих свертки

оо оо

K{z) =  Vyk =  - j = r \ k { l ) e iztdt, F ( z ) = V yf =  - j L  \ f ( t ) e u t dt

полос аналитичности, соответственно а <  у <  Ь, а  <  у <  р. До- 
пустим, что отрезки [а, Ь], [а, р] имеют общую точку с. Предста- 
вим свертку в виде

оо

h (ж) =  есх- \ =  \  [ k ( x - 1 )  е~с <*0) /] [«־־ e~ci] dt =  e'xhx (х).
У 2 п J

—  ОО

Так как k(x)e~c1c е  (0), f (х)е~сх^  {0}, то в силу свойств 
свертки Л1( х ) е { 0}. Следовательно, h(x)^{c} .  Проведенное рас- 
суждение, очевидно, справедливо для любого с, принадлежа- 
щего обоим отрезкам [а, Ь], [а, р]. Отсюда получаем результат.

Т е о р е м а  1. Если k (*) е  {a, b}, f ( x ) e { a ,  р}, а ^ Ь ,  а ^ р  
и отрезки [а, Ь], [а, р] имеют общую часть, т. е.

max (a, a)^m in(& , Р), 
то свертка ( 12.12) существует, причем

h (лс) е  (max (a, a), min (Ь, Р)}.
Интеграл Фурье свертки

Н (г) =  Vyh — К (z)F (г)
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есть функция аналитическая в полосе max (а, а) <  у <  min(f>, р), 
т. е.

H (z) е  {{max (a, a), min (6, р)}}.
Указанное в теореме условие является достаточным. Дока- 

зать его необходимость не представляется возможным. Однако 
примерами нетрудно показать, что если условие теоремы не вы- 
полнено, то свертка может не существовать. Следовательно, в 
общем случае класс допустимых функций не может быть рас- 
ширен.

Перейдем теперь к общему случаю любых соотношений 
между а, b и а, р. Вставляя в свертку

k {х) =  k+ (х) — k_ (х), f (х) =  f + (*) — f _ (х), 

будем иметь
оо оо

h (*) =  Y = -  5 k+ (x — /) f+ (/) dt — J k+ (x - 1) f_ (/) dt —
— oo —oo

oo oo

-  v f c v ־ t
— oo v —oo

Пользуясь полученным выше результатом, исследуем каждый 
из четырех интегралов.

Функции k+(x), f+(x) принадлежат соответственно классам 
{а, оо}, {а, оо}. Согласно проведенному выше исследованию пер- 
вый интеграл существует в общей части [а, оо), [а, оо) и принад- 
лежит классу {max(а, а ), оо}. Для существования второго инте- 
грала достаточно, чтобы [а, 00) ' и (—оо, р] имели общую часть, 
т. е. чтобы выполнялось условие а <; р. Если оно выполнено, то 
второй интеграл принадлежит {а, р}. Для существования тре- 
тьего интеграла достаточно наличия общей части у 
(—00, 6], [а, 00), т. е. выполнения условия а ^  6. При его вы- 
полнении третий интеграл принадлежит {а, 6}. Четвертый инте- 
грал существует безусловно и принадлежит классу {—оо, 
m in(6, Р)}.

Допустим, что оба условия р ^  а, а ^  6 выполнены; тогда 
на основании свойства 4° п. 12.1 о классе суммы получим, что 
свертка

h(x)&  {max (a, a), min (6, Р)}.

Результат может быть сформулирован следующим образом.
Т е о р е м а  2. Если k ( х ) е  {а, 6}, f (лс)е {а, р} и выполняются 

условия
а < 6, р (12.13)
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то свертка ( 12.12) существует, причем
Л(л:)е {тах(а , a), тіп(&, Р)}. (12.14)

Последняя теорема включает в себя в качестве частного слу- 
чая теорему 1.

Доказанные теоремы получат в дальнейшем широкие приме- 
нения, поэтому полезно дать им наглядную геометрическую фор- 
мулировку через области аналитичности преобразований Фурье 
/С±(г), F±(z). Случай, когда оба преобразования K(z),  F(z)  
имеют полосы аналитичности, охватывается теоремой 1 и озна- 
чает, что эти полосы должны иметь общую часть, причем пре- 
образование Фурье свертки аналитично в этой общей части.

Если полуплоскости аналитичности одной из составляющих 
свертки /(*(z) или F±(z) (Ь <  а или р <  а) имеют разделяю- 
щую полосу (полоса «расхождения»), то условия (12.13) озна- 
чают, что вторая составляющая должна иметь полосу аналитич- 
ности, целиком покрывающую полосу расхождения первой со- 
ставляющей. Преобразование Фурье будет иметь полосу рас- 
хождения, совпадающую с полосой расхождения ее составляю- 
щей. Если полуплоскости аналитичности обеих пар функций /С*, 
F* имеют полосы расхождения, то преобразование Фурье сверт- 
ки не существует.

12.4. Преобразование Фурье сумм со слагаемыми, имею- 
щими различные показательные оценки. Пусть некоторое урав- 
нение приведено к форме

Ф1(*) +  Ф2(*) +  ••• +Ф п(*) =  0, (12.15)
где <pj(x)e {а3•}, а! >  а 2 >  . . .  >  ап. При этом п есть наимень- 
шее число, при котором представление (12.15) возможно. Назо- 
вем число п рангом уравнения.

Для того чтобы сделать возможным преобразование Фурье 
уравнения (12.15), в качестве его предварительной «подготовки» 
введем п — 1 вспомогательных функций со* следующим образом:

(0, (х) =  ф, (д ),

®2 (*) =  Ф1 (*) +  Ф2 (*)> (12.16)

״® -I  (*) =  Ф1(*) +  • • •  + ф 1 - ״ (*).

На основании (12.16) и (12.15) для любого ©j получаем:
®/ =  Ф1 +  + Ф / =  — (Ф/+1 +  ••• + Ф (״)• (12.17

Из последнего двойного равенства, используя свойства 1°, 2°, 4° 
п. 12.1, установим класс всех щ.

Так как фЛ_ е { —оо, а*}, ф ь+е{ал, оо}, согласно свойству 1°, 
то из первой части равенства (12.17) на основании свойства 4°
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следует
(0/_ =  Ф1— +  . . .  +  Ф/_ е  {— оо, а/}.

А из второй его части —

и/+ = ־־   (Ф/+1+ +  • • • 4 /+!> ф00 ־ (+״ ^ ״} }•
Отсюда согласно определению 2 п. 12.1 следует

® /е {“/ + ь 12.18) ״/}•  ) 
Решая уравнения (12.16) относительно ф/э будем иметь 

Ф1 (*) =  ®1 (*),
Ф2(*) =  ®2 (*) — ®1C«),

Ф1- W ״  =  ®«-1 ( (זג — -״®2 זג) ),
Ф«(זג) =  — w1_ .(x) ״

В последних равенствах обе стороны принадлежат соответ- 
ственно классам {а!}, {а2}, . . . ,  {ап}. Умножая их соответствен-
но на е~а'х, е~а*х, . . . ,  е -  ,и производя преобразование Фурье *״“
получим

Ф + זג)!  /а!) =  Q!(זג +  га!),
Ф2 (זג +  г'а2) =  й2 (זג +  га2) — Q!(02« + .(זג 

..................................................................................................  (12.19)
Ф«-1 (4 - 1 « + = (זג   Q1- , 4 « + _״זג)  ! ) — Q4 - 1  + _״2 זג)  ).

Ф ״ זג)  +  га״) =  — Q״_! (х +  4 ) •
Последняя система равенств есть краевая задача аналити- 

ческих функций на контуре, состоящем из п прямых זג +  га*.
Таким образом, уравнение ранга п приводит к краевой за» 

даче на контуре, состоящем из п прямых, параллельных дей״ 
ствительной оси. С такого рода краевыми задачами в различных 
конкретных осуществлениях мы будем иметь дело в §§ 13, 14 
при решении интегральных уравнений типа свертки в классах 
{а, b}.

§ 13. Уравнение (А) в классах {а, Ь}

13.1. Общая теория. Пусть в уравнении
оо О

f + (זג)   - tL- 5 k x f זג—0)  ( t )  » # + - /= \ ־  M *  0) / 0 ־   d t g =־  ( x )  (A)
oo — 'י 0 *

ядра таковы, что ^ ( / ) g  {ajt b j ,  ) =  1, 2. Вещественные числа 
a!, b !, a2. Ь2 будем пока считать произвольными. Пользуясь вы
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веденными в п. 12.2 условиями существования свертки, опреде- 
лим, в каком максимально широком классе можно искать ре- 
шение уравнения (А), чтобы интегралы левой стороны схо- 
дились.

Положим f (х) е  {а, р}. В свертках kx * f+9 k2 * /_
( ^(כג }01י  &,}, f+ (лг) е= {а, оо}; k2 (x) e  {a2, b2), f_{x)<={—oo, 0}• 

Условие (12.13) дает следующие зависимости:

а! <  оо, a s ^ & 1; р ^ а 2> — ° ° < Ь 2 ,

что сводится к двум:
(13.1)а Р ^ а 2.

На основании свойства 3° и. 12.1 максимально широкий класс 
решений получим в том случае, если в последних условиях 
возьмем знаки равенства. Следовательно, для ядер из классов
(13.1) максимально широким допустимым классом будет еле- 
дующий *):

/ М е { » 1 . 4  (13.2)
Далее решим, какому максимально широкому классу может 
принадлежать свободный член g(x),  чтобы равенство (А) могло 
выполняться. Распишем подробно уравнение (А), надписав под 
каждым членом обозначение класса, к которому по определению 
или на основании (12.14) он принадлежит:

оо

f+ (х) — L  (х) +  -J= r  { kl+ {х — t) f+ (t) dt —
״6)  во} ( - 0O, а г) - к ,  {max (a6 ״ ,). оо}

dt =  g(x).1
V 2я+

Отсюда на основании (12.3) получим следующий максимально 
широкий допустимый класс свободного члена:

g(x)<= (max (а!, Ьи а2), min (א!, а2, Ъ2)}. (13.3)
Если g{x)  принадлежит более широкому классу, то уравнение 
(А) в классе (13.2) может оказаться неразрешимым.

*) Речь идет об условиях, справедливых для всего класса ядер, удовле• 
творяющих условиям (13.1) В отдельных частных случаях может оказаться 
допустимом и более широкий класс.
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Дальнейшее исследование уравнения (А) невозможно без 
указания соотношений между числами а!, &!, а2, 62. Эти четыре 
числа могут расположиться 4! =  24 способами. Столько же 
имеется различных случаев уравнения (А) (а также и (Б)).  
Легко показать, что одна треть их может быть исключена про- 
стыми подстановками.

Как показано выше, класс решений зависит лишь от двух 
чисел 6!, а2. В зависимости от возможных соотношений между 
ними оставшиеся 16 нетривиальных случаев могут быть разбиты 
на две основные группы со следующими характерными особен- 
ностями:

1) 6! >  а2. Полуплоскости аналитичности F±(z) разделены 
полосой расхождения а2 ^  у 6!. Ранг 1 ^  п 4.

2) 6! <  а2. Полуплоскости аналитичности F±(z) имеют об- 
щую полосу 61 <  у <  а2. Ранг 1 ^  п ^  4.

Кроме того, можно еще выделить случаи 6! =  а2, занимаю- 
щие промежуточное положение между 1) и 2). Здесь полупло- 
скоети аналитичности имеют общую границу. Исследование их 
можно проводить самостоятельно, а можно рассматривать их 
как предельные для случаев 1), 2).

Не имея возможности за недостатком места исчерпать все 
случаи, мы приведем ниже три характерных.

13.2. Отдельные случаи.
С л у ч а й  1. а2< 6!, а! <  6!, а2< Ь 2. Беря в максимально 

широком классе решение f ( x ) ^  {6!, а2} и свободный член 
g ( x ) e  {6!, а2} (условия (13.2), (13.3)), запишем уравнение клас- 
са (А) в виде, удобном для применения результатов п. 12.3*):

f+ (х) +  k ,*f+ — g+ (х) =  /_ + (זג)   k2*f_ — g_ (х) =  о>(х).
{61, 00} {*1, 61) {6,. 00} {-ОО, а,) {02, 0 2) { -0 0 , 02)

Все члены первой части равенства могут быть отнесены к классу 
{61, 6!}, а второй — к {а2, а2}. Ранг равенства равен двум. Со- 
гласно свойству 5° п. 12.1

(0(*)<= (а2, 6!}. * (13.4)
Приравняв первую часть равенства третьей, а затем вторую 

третьей, умножив их соответственно на е~ь>х, е~а1Х и произведя 
преобразование по Фурье, придем к следующим соотношениям:

[1 +  К1 (£)] F+ (0  -  G+ (0  =  Q (О, С =  х +  І6,.
[ l + ^ ( 0 ] F ־ f t ) - O ־0־ ( * Q ( 0 ,  £ 0 / + ־*  ־ *.

Для определения характера полученной краевой задачи най- 
дем области аналитичности входящих в нее искомых функций.

*) Ввиду особой простоты случая мы здесь не прибегаем к общей тео- 
рни, а непосредственно используем свойство 5° 12.1 •זז•
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Из принадлежности f(x) классу {6!, а2} следует, что F±(z) ана- 
литичны соответственно в полуплоскостях 1т  г  >  6!, 1т  г  < 02• 
Из (13.4) вытекает, что й ( 2) аналитична в полосе 02 <  Im z  <  
<  6!. На контуре сопрягаются краевые значения функций, ана- 
литичных по разные стороны этих прямых. Следовательно, по- 
лученная краевая задача есть за- 
дача Римана, притом точно того 
же типа, что была рассмотрена в 
п. 3.7. Для нее справедлива сфор- 
мулированная там теорема, где 
нужно положить а  =  а2, р =  6!,
H i  =  -G + , Н2 ־= - G - .

Решение в рассмотренном слу- 
чае в следующем пункте будет 
проиллюстрировано на конкрег- 
ном примере.

С л у ч а й  2. Ь2<.а,2 < .Ь \< .а \.
Здесь max (6!, а!, а2) =  ах, 
min (а2, 61, 62) == 62, поэтому 
g(x) е  {а!, 62} и, как всегда
f(*)< = {61,a 2}.

Распишем члены уравнения 
(А) так, чтобы оказались сгруп- 
пированными члены, имеющие 
оценки:

{a:, aj
+  {k9_ * f _  +  g j ] = 0 .

(Ь2, Ь>)

Ранг уравнения п =  4. Поступая согласно правилам п. 12.4, при- 
дем к следующим соотношениям (см. 12.19):

К\t  ft) F+ ft) ־  G+ ft) =  Q, ft), £ =  * +  w ״
[1 -  KT ft)]F+ (£) ־־ Q2 ft) -  Q, ft), £ ־־ + /6״*

-  [1 +  K t  ft)] F~ ft) =  Q3 (£) 0 ־  , ft), t  =  x +  ia2,
K2  ft) F ~  ft) +  G ~  ft) =  -  Q3 ft), 1 =  X +  /62.

На рис. 2 указаны области аналитичности функций F±, Q!, 
й 2, Q3• На прямых х +  /62, х +  /а! сопрягаются краевые значе- 
ния функций, аналитических по одну сторону прямой.

Полученная задача не является краевой задачей Римана, а 
принадлежит к классу так называемых односторонних задач. 
Способы ее решения в общем случае неизвестны. Некоторые со- 
ображения о решении такого рода задач высказаны в работе

[ * , w + -  ff+] +  [f+ - * ,
{01. а!) {ЬI, Ъх)

ln\z=af

lmz=b.

Области аналит ичност и: 

F * (z )  ̂ F~ (z) Q ( z )

Рис. 2.

одинаковые показательные

t - L - V f - ]  +
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I mz=a״

I mz=b,

Э. И. З в е р о в и ч а  и Г. С. Л и т в и н ч у к а  1). В частном слу- 
чае, когда Кл (г) допускает аналитическое продолжение в по- 
лосу Ь\ <  у ^  а! с допустимыми в конечном числе точек полю- 
сами, а К2 (г) допускает аналогичного характера продолжение

в полосу Ь2 ^  у  <  а2, можно све- 
сти полученные функциональные 
соотношения к исследованной в 
п. 3.7 краевой задаче Римана на 
контуре, состоящем из пары пря- 
мых х 4 + г'а2, х ־  /6!. Мы здесь не 
приводим самого решения из-за 
его громоздкости. Понятие о ме- 
 годе решения такого рода задач׳
при допустимости аналитическо- 
го продолжения читатель получит 
из рассматриваемого далее не- 
сколько более простого случая.

С л у ч а й  3. а2 > 6!, а! <
< 6! < а 2< 62; f{x)e={bu a2},
ё ( х ) е  {а2, 6!}.

Сгруппируем члены следующим образом:
[ / +  ( 0  +  V / +  +  g- ( 0 ]  =  [ L  ( 0  + k2*f_ + g+ ( 0 ]  =  со ( /) .

{Ьи Ь\) {а2, aj י
Поступая аналогично тому, как в случае 1, придем к равенствам

[1 +  /С, (?)] F+ (?) +  О־  (?) =  Q (?), ? =  * +  ״6/ 

[1 + ^ 2( ( ס = ט ( ? ) ס0+י ] ^ ־ ( ס +  z = x + i a 2. 1

Области аналитичности:
Q(z)F*(z) F~(.z)

Рис. 3.

Области аналитичности функций F±(z), £2(z) указаны на 
рис. 3.

Полученные соотношения не представляют собой краевого 
условия задачи Римана, так как на обеих граничных прямых 
сопрягаются функции, области аналитичности которых лежат 
с одной стороны контура. Получилась снова односторонняя за- 
дача. Будем решать ее при частных предположениях, когда 
функции K2(x +  ia2) продолжимы внутрь полосы
61 <  у  <  а2 с допустимым там конечным числом полюсов. Для 
исходных ядер это означает, что они могут быть представлены 
(см. п. 2.5) суммами

k , (х) ־ ־  К  (х) 4‘ Z p ,  (х) r־ V ,  k2 (х) =  k' (х) 4 Е ־  qt (х) в״/״־.
где k[ (х) е  {а,, 6,}, k'2 (*) е  {а2, 62} v; > > ,ц ׳61   а2.

Ниже будет видно, что важную роль играет взаимное рас- 
положение в полосе нулей функций 1 +  /С! (г ), 1 +  /f2(z). Будем 
обозначать эти нули zft, а их кратности ул, причем индексам
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k == 1.........П1 отвечают все нули функции 1 +  /(1(2), индексам
k — п\-\- п2— все нули функции 1 +  /(2(2), а индексами
k =  n2 4 3 » . . . . ־1,   дополнительно выделяем общие нули этих 
функций. Отметим необходимые условия разрешимости задачи, 
вытекающие из (13.6):

1) G+(x-\-ia2) продолжима на полосу 6! <  1т г  <  а2, при- 
чем G+(z) может иметь полюсы лишь в тех точках, где их имеет 
/(2(2), и не более высоких порядков.

2) G~(x-\-ib 1) продолжима на полосу & !< ; 1 т г < ;а 2, при- 
чем G~(z) может иметь полюсы лишь в тех точках, где их имеет 
/ ( 1(2), и не более высоких порядков.

3) В точках, где 1 +  /(!(2) и 1 + / ( 2(2) имеют общие нули,

(13.7)(2)0 + (2)
d1 
dz^

(/ =  0 , 1 .........vft— 1; k =  n2 +  1 , . . . ,  щ).
Будем считать условия 1)—3) выполненными. Путем анали 

тического продолжения из (13.6) получим:
[1 +  k . ( 0 ] ^ + (0  +  g 0 ־( = q ( 0 . г = * + ш 2,
[ l + / : 2 ( S ) ] ־7/ (?) +  G + (S) =  Q ( « ,  i  =  x +  ibb

Условие (13.8) есть уже краевое условие задачи Римана. На 
решение этой задачи следует наложить ряд условий. Дело в том, 
что, решая ее без дополнительных условий, мы получим функции 
F± (z), вообще говоря, не аналитические в полосе <  1т 2 <  а2. 
Действительно, записывая краевые условия (13.8) в форме

Q (£ ) -o г (g)־־ _у 4- /лF+ (0■■

С = i ־4 *  b i ,
а (О -  о F~(0(С) ־1־ 1 +  Кг (?)

мы видим, что в точках г!.........2п, может иметь полюсы F+(z),
а в точках 22 — ־п״  функция F~(z).  Для их устранения
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие уело- 
вия:

d<
^ [ Q ( Z ) - G ־(2 )L_V

= /)1............״1.((13.9)  0, 1.........vk — 1 ,
d>^ . [ Q ( z) - G + (2) ] ^ =  0

(/ =  0, 1, . . . .  v k— 1, k =  nl +  1, . . . ,  th).
Таким образом, требуется найти решение краевой задачи Ри- 
мана (13.8), удовлетворяющее условиям (13.9),
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Условия, соответствующие общим нулям 1 +  К\ (2) и 
1 +  А2(2), будут входить дважды, поэтому система содержит 
v =  v! +  • • • +  v2״ — v ״ j+1 — . . .  — v״, различных уравнений. 
Используя каноническую функцию неоднородной задачи (см. 
п. 9.2), легко показать, что все v оставшихся уравнений линейно 
независимы и для их удовлетворения придется израсходовать v 
параметров из входящих в общее решение задачи Римана. От- 
сюда, учитывая теорему п. 3.7, можем сформулировать ре- 
зультат:

Пусть х =  Ind[l +  К2(х-\- І&1) ] — I ndf l +  /С1(х +  ш2)], v — 
разность между числом всех нулей 1 4 ־ /С!(г) и 1 +  А2(2) в по- 
лосе Ь\ <  1ш 2 <  а2 и числом совпадающих нулей. Тогда при 
х >  v уравнение (А) имеет х — v линейно независимых реше- 
ний. При х =  v уравнение имеет единственное решение, три- 
виальное при g  0. При х <  v однородное уравнение (А) не 
имеет нетривиальных решений; неоднородное уравнение имеет 
единственное решение, если удовлетворяются v — х условий раз- 
решимости. Во всех случаях, когда решение существует, оно на- 
ходится по формуле

ІС + о о

= \ ־  lF+ ( Z ) - F - ( 0 ] e - ixldt,  (13.10)
ІС — оо

13.3. Пример. Решим уравнение (А) с двумя ядрами, заданными следую- 
щими выражениями:

х >  0, 
х<0.

■ 1 8 У ־־־  2я е ~ 2*, 
— 8 У  23т,{ki (х) =־ V f * * ־ *<0׳

-Vs•* *<0>
ki (x)=

Здесь f t ! ( x ) e { l + e ,  3 — e), k2(x) <= (—2 +  8, —e), a! =  1 +  8 <  6! =  3 — e,
a2 == —2 +  8 <  b2 =  —e (e >  0). Следовательно, рассматриваемый пример 
принадлежит случаю 1 предыдущего пункта (см. рис. 2). В качестве свобод- 
ного члена возьмем некоторую функцию g ( * ) s  {&!, а2} =  {3 — 8, —2 +  е}. 
Само уравнение мы не выписываем.

Вычислим преобразование Фурье от ядра ki на прямой £ =  * +  /(3 —8) 
и от ядра k2 на прямой £ ־=* х +  1(—2 +  8):

* 1(0

i 91 \
І - і  1 - ы ) ••*»+*»*«S1 0 |+ ״ *Л  +  9

Ы_
5 ־

181
С+  21

о

׳ ־ ״ ־ -“• S
־99

со

- 1 8  J e( + ־2׳ £ H rf/_  8 
о

K2 (l) =  Va k2
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(С 40״ » 
5 (С+ 152 + *2 )5( ־20 

5 ׳ -3 0« - / ) (1 +  Кг (5) =

Отсюда

Рассматриваемое уравнение представляет собой иллюстрацию случая 1 
предыдущего пункта. Используя обозначения из равенств (13.5), запишем 
краевую задачу Римана, равносильную рассматриваемому уравнению

(с _  0 в  _  эд F+ (О -  G+ (С) -  а  (С). с - *  +  /(3 -в ) .

f ־  (е) 0 ) ° ־ ־ = Q (2 - * + / ( 5־ + ■מ   в).

Индекс задачи х определится по формуле (3.32)

{ /*• 4;\2 \° ° + (е—׳ *2 \°°+^(3! (2+8—)/
Ind ;% т т־!  [ — 41nd - ---- ^ -

5 (5  +  2 0  J  _ о о  +  / ( - 2 + 8 )  I  (5 —  0  (6  —  3 0  ) - о в + / (3 -8 )
־=1 + 1=2.

Используя метод п. 3.7, умножим краевые условия на произведение 
(5 +  2 0 (5 — 30 *), а затем, решая на прямых С =  л: +  г(3 — е) и 5 =  
=  х +  / (— 2 +  8) задачу о скачке, представим

(С +  21) (? -  3/) G+ (С) =  Ч׳+ (С) -  (С),

(С +  20 (5 -  30 о - - W+ (47 ־= (5)  ס   (?),

а затем перенесем члены Ч̂׳  (?), Ч ^  (?) в другую сторону равенства и при- 
бавим к обеим частям первого равенства по Ч ^  (?), а второго — по — 4 7  (?). 
В результате получим:

S, ( g-± 2 iL р +  (S) -  Y+ (S) +  (?) =

=  (? +  20 (? -  3/) а (С) - = ? ,(?) +v + (?) -,זי   * +  / (3 -  8),
(? -  4/)»?(? -  3/) р ״) _  _  (?) +  у -  (?) _

=  (? + 20(&-30а(£)-4'Г(£) + ч8 + 2- ) /  + * =  ? ,(£)+ .(׳2

К последнему равенству можно непосредственно применить теорему об ана- 
литическом продолжении и обобщенную теорему Лиувилля. Единственной осо- 
бой точкой единой функции будет простой полюс на бесконечности (напо- 
минаем, что F+jfoo) =  F־־(oo) == Q(oo) =  0) в силу принадлежности к клас- 
сам «а, р}>. П риравнивая равенства произвольному многочлену первой 
степени, получим общее решение

р+ {г) ־  г*( гтт  № (2) 2)7 ־ יי ) + с‘ 2 + ׳נ»״

F (z) =  (2 _  41-)2 (2 _  3/) [ 1®, I ( * ) — 1®,г (*) +  с\г  + •[о־ 

*) Обратная величина от этого произведения есть каноническая функция 
для полосы; поэтому использованный прием есть известный из общей теории 
(см. п. 3.7) прием деления на каноническую функцию.
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F~ ( U e - ^ d t .

Решение исходного уравнения найдем по формуле 

f(x) =  f+ ( x ) - f _  (*) =
оо+г (3-в) 00+ 1  ( - 2 + 8 1

y V i  / * ® ‘ * ־,‘‘־ VST j
- o o + i  ( 3 - В )  v ' 2 —)  £ ־ — 00־4־ + в)

Определять вспомогательную функцию £2(г) нет нужды.

§ 14. Характеристическое парное уравнение и некоторые другие
14.1. Парное уравнение. Общая теория. Запишем уравне- 

ние (Б) в форме (см. п. 5.3):
оо

/(* ) +  —\ =  \  Оf(i)dt =  g + ( x ) - y _ ( x ) ,
" —סס

(Б)

f W  +  = ־7־  \ k 2 (* — Of (0 dt =  — g_ (x) +  ф+ (x),
’ _Ж

— oo < x < 00,

где ф (x) = —Ф+ (x) — ф_(х)־  новая искомая вспомогательная 
функция. Пусть

k\ (х) е  {а!, Ь\), k2(x) е  {02, Ь2), (14.1)
где а!, а2, Ьи Ь2— произвольные вещественные числа. Аналогич- 
но тому, как это делалось в п. 13.1 для уравнения (А), устано- 
вим, в каком наиболее широком классе можно взять решение и 
свободный член.

Пусть
f (x)e={а, Р}. (14.2)

Согласно формуле (12.13) для существования сверток

(14.3)k\*f ,  k2*f

в классах (14.1), (14.2) получим следующие условия:
1) а < 6,, Р > а г ,
2) а ^ .Ь 2, р ^ а 2.
Это дает а ^  min (6!, b2), Р ^ т а х (а ! ,  а2).
На основании свойства 3° п. 12.1 максимально широким 

классом решений будет следующий*):
f (х) <= {min (bi, b2), max (a,, a2)} (14.4)

*) См. сноску к п. 13Л.
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Согласно (12.14) свертки (14.3) будут принадлежать соответ- 
ственно классам

(max [a!, min(&1, b2)], min [6!, max (а!, а2)]},
{т а х [а 2, m in(6!, b2)], min[62, max (а!, а2)]}.

Перейдем к выяснению класса свободного члена g(x) и вспо- 
могательных функций ф±(х). Обозначим для краткости

а =  т а х (а ь 02)> b =  min(6!, b2). (14.5)
Применяя свойство 4° п. 12.1 о классе суммы, получим

f+ (х) (= {max (a,, b), 00}, f_ (х) е  {— 00, min (b2, а)}.

Отсюда найдем, что максимально широким классом f(x) для 
ядер класса (14.1) и решений класса (14.4) будет следующий:

/ ( * ) е  {тах(а!, b), min(b2t а)}. (14.6)

Рассуждая аналогично, можно установить, что ф±(*) долж- 
ны принадлежать следующим классам:

Ф+(*) е  {max (а2, Ь), оо}, ф_ (дг) <= {— 00, min(ft,, а)}. (14.7)

В отношении дальнейшего исследования можно сказать ана- 
логичное тому, что говорилось в п. 13.2 об уравнении (А). Раз- 
личие лишь в том, что на место Ьи а2 соответственно стано- 
вятся Ь, а.

Сообразно этому 16 нетривиальных случаев уравнения (Б) 
могут быть распределены в две большие группы:

1. min(f>1, 52) =  Ь <  а =  тах(а !, а2). Полуплоскости анали- 
тичности F± (г) имеют общую полосу b <С у  <С а.

2. b >  а. Полуплоскости аналитичности F± (z) разделены 
полосою расхождения а <  у  <  Ь.

Случай а =  b является промежуточным между первой и 
второй группами.

Сведение уравнений (Б) к краевым задачам производится 
методами, аналогичными тем, которые применялись в п. 13.2 
для уравнений (А). Однако здесь и способы сведения и оконча- 
тельные результаты, как правило, оказываются сложнее. Ниже 
мы в качестве образца подробно разберем по одному примеру 
из каждой группы.

14.2. Парное уравнение (Б ). Отдельные случаи.
С л у ч а й  1. at <  b\ <  а2 <  b2, а =  max (а!, а2) =  а2, 6 =

== min(&1, Ь2) == Ь\, Ь < а .  Здесь согласно (14.4), (14.6), (14.7) 
будем иметь

f (х) <= {&,, а2}, g {х) <= {&,, а2),
Ф+ W  s  {а2, оо), ф_ (х) s  {— 00, 6!}. (14.8)
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На основании последних формул и свойства свертки (12.14) все 
члены первого из уравнений (Б) будут принадлежать классу 
{&!}, а второго— {а2}. Умножая первое уравнение на е~ь'х, а 
второе на е~а1Х и выполняя преобразование Фурье, придем к 
следующим соотношениям:

[1 +  К\ (?)] F (?) =  G+ (?) -  ¥ ־  (?), ? =  * +  ibu
. (14.9)

[ l +  Ка (?)] F (?) =  -  G~ (?) +  4Л (?), ? ־ זג ־  +  ia2.

Искомые функции согласно (14.8) имеют следующие обла- 
сти аналитичности:

Ч׳'+ (г) — полуплоскость у >  а2,

1Р“ (2) — полуплоскость у <  Ьи

F (г) — полосу 6! <  у <  а2

(для наглядности читателю рекомендуется сделать чертеж).
Полученная задача есть решенная в п. 3.7 краевая задача 

Римана. Рассматриваемый случай напоминает случай 1 из 
п. 13.2, но только прямые контура переставлены местами. Ре- 
шая краевые условия относительно краевых значений аналити- 
ческой в полосе 6! <  у <. а2 функции F (?) (она заменяет здесь 
входящую в краевые условия (13.5) функцию Q (?)), мы при- 
дем к краевому условию вида (13.5). После этого можно при- 
менить для решения метод п. 3.7.

С л у ч а й  2. Я1 <  а2 < > !׳)   b2> а — а2, b =  Ьи а <  Ь. Здесь

/  (*) <= { צ1י  а2), g (х) 6= {6,, а2}, ф+ (х) е  {bv оо},
ф _ ( х ) е { - о о  , а 2). (14Л0)

Для того чтобы иметь возможность произвести преобразова- 
ние Фурье уравнения (Б), произведем необходимую подготовку, 
сгруппировав в каждом из уравнений члены с одинаковыми по- 
казательными оценками и введя вспомогательные функции 
(каждое уравнение подготавливается совершенно так же, как 
в случае 3 п. 13.2). Получим

f+ (х) +  kl * f + — g + (х) =  f_ {х) +  6 , * f _ — Ф_ (х) =  га, (х),
{Ь!, оо} {Ьь  Ь\) {Ьи оо} {— оо, а 2} {а2> а 2} { -0 0 , а 2} [а2, b J

f+ (x) +  k2* f + — $+( x ) =f _ ( x )  +  k2 *f_ — g_(x) =  102(х).
{Ьи оо) {bu {Ьи оо} { -0 0 ,  а?} {аг, 02} {-«>» a j  {а2, 6J
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Поступая с каждым уравнением аналогично тому, как в слу- 
чае 3 п. 13.2, причем к следующим четырем соотношениям:

[1 +  К1 (£)] F+ (£) -  G+ (£) = = £ ,(£) ,Q ־  * +  ibu
[1 + К 1 (£)] Г  (£) -  Г ־־ (£)   Q, (£), £ ־= * +  ia2,
[1 +  К2 (С)1 F+ (£) ־  ft) =  Q2 (£), £ = + * ־  ibu

[1 +  К2 (5)] F~ (?) -  0 0־ ־ )0 =   (О, £ = זג 4־   ш 2,
Искомые функции имеют следующие области аналитичности: 

F+ (z), 4J+ (z) — полуплоскость y > b u 
F~ (z), *¥־ (z) — полуплоскость у <  a2,
Q! (z), £i2 (z) ־־ полосу a2 <  у <  &!.

Можно сократить число искомых функций, исключив из крае- 
вых условий /  -Решим первое и третье равенство относи .(^)׳1±
тельно F+{t), а второе и четвертое относительно /7־ (С)» и при- 
равняем полученные выражения; после упрощения придем к ра-
венствам

[1 + /C2 (S)1 Q1 f t ) 1 1 +־־־  / С 1  (S )]Q 2(S)  =

= 1 ] ־   +  Кі (£)] (£) -П+К2 (£)] G + ( б ,  ( 1 4 .1 2 )

[! +  * ־ (£)] Q ,( £ ) - [ l  +  /C, (£)] Q2(£) =
=  -  [1 +  К2 (£)] Ч1] + ־׳ (£)   +  Кх (£)] G14.13) .(£) ־ )

Q!(z), £22(z), /С1(2), / \  имеют общую полосу аналитичности (г׳)2
с12<  у < Ь \\  поэтому функция

Q (г) = 1 ־ [  + К г  (г)] Q, (z) -  [1 +  К 1 (Z)] Q2 (z) (14.14)

будет аиалитична в той же полосе. Вводя эту новую вспомога- 
тельную функцию, придем к краевой задаче

[1 + M £ )]^ £ )- [1  +  /C2(£)]G+(£) =  Q(£), £ = -*+ 0  י1
4 1  +  A 1(£)]V1 ] + ־(£)  + /C 2(£)]G־(£ = £ ,(£)Q=־(  * +  /0*

Это краевая задача Римана типа (13.5), решенная в п. 3.7.
В силу равенства (14.14) функция Q(z)  должна обращаться 

в нуль во всех точках Zk { k = l ,  2, . . . ,  л), где функции 
1 +  С̂1(г), 1 + /C 2(z) имеют общие нули с общими кратностями 
v/i. Поэтому искомое решение должно удовлетворять v =  vi +  
+  V2 +  . . .  -|- vn условиям. С помощью построения канонической 
функции неоднородной задачи Римана легко показать, что все

5 Ф. Д. Гахоп, Ю. И. Черский
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они линейно независимы (см. п. 13.2, случай 3). Пусть
х =  Ind [1 +  К2(* 4 ~ [(й*2 ־  Ind [1 +  /С1 (* +  /6!)]. (14.16)

Тогда можно сформулировать следующий результат:
1) и ;3־ v. Задача безусловно разрешима и решение, опреде- 

ляемое формулами п. 3.7, содержит линейно х — v произволь- 
ных постоянных.

2) х <  v. Задача, вообще говоря, неразрешима. При выпол* 
нении условий (3.38) она имеет единственное решение.

Если задача (14.15) неразрешима, то неразрешимо также и 
исходное уравнение (однородную задачу можно всегда считать 
разрешимой, так как для наших целей пригодно и тривиальное 
решение). Предполагая задачу (14.15) разрешимой, подстав- 
ляем найденную функцию л¥ +{г) в последние два равенства
(14.11). Деля на 1 4 # ־2 (£) и вводя для упрощения обозначений 
новую искомую функцию

° ־<2 ) = Т Т І Г Й •  <1417>

(14.18)

придем к следующей задаче о скачке:

F+ ( 0 - Q з (С )= т ־ п $ д + .־

f ־ (e)-03(e)- гікНі) ׳ z=x+ ia2■
На основании (14.17) £23(z) будет аналитической в полосе 

02< .у < .Ь 1, за исключением точек, где 1 +  /С2(г) обращается 
в нуль. Используя формулу Сохоцкого для интеграла типа Ко- 
ши, решение задачи (14.18) можно получить по формуле*)

3 7  +
(С) dtoo + ib!

* 1 «) 1 - г
dj ■ 1 Г
— z + ш J 1 י 2   К

— oo + ib\

G~ (t)
T + K ttt) C

oo+ta2

—oo+ia2

(14.19)V 1M+
П  (z -  zkTk ’

где р =  2 ра, а произведение берется по всем нулям 1 +  K 2(z ) ,  
лежащим в полосе а2< у  <  &!. При этом нужно считать

(  F+ (г), у >  Ьи
^ (2) =  !  F ־ ( z) ,  у < а 2, (14.20)

1• Q3 (z) ,  а2 < у  < Ь Х.

*) Как решение задачи о скачке в классе функций с заданными полю- 
сами. Можно было бы получить решение и по формулам (3.36).



Кроме того, из (14.13) имеем

(14.21)

Из условий аналитичности Q! (z ) в полосе 02 <  у  <  Ъ\ выте- 
кает, что числитель должен обращаться в нуль соответствую- 
щего порядка во всех нулях 1 4  -K2(z). Условия, соответствую ־
щие v общим нулям, будут выполняться автоматически. Оста- 
нутся, таким образом, еще р — v независимых условий. 

Сформулируем окончательный результат:

х =  Ind [ 1 +  К2 (* +  ш2)] -  Ind [ 1 +  К і (х +  ibi)]

и v — число общих нулей функций l +  /(1(z), 1 +  K2(z) в по- 
лосе а2 <  у <  &!. Тогда при х ;5? v уравнение (Б) безусловно 
разрешимо и зависит от

х — v +  p — (р — v) =  x

произвольных постоянных. При х <  v уравнение разрешимо 
тогда и только тогда, когда выполнены v — х условий разреши- 
мости. Если последние выполнены, то решение будет зависеть от

р — (р — v) =  v
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произвольных постоянных.
Обращаем внимание на необычность этого результата. Во- 

просы разрешимости и число линейно независимых решений ха- 
рактеристических интегральных уравнений, как известно, в нор- 
мальных случаях зависят лишь от индекса уравнения. Здесь же 
вопросы разрешимости и число решений зависят, кроме ин- 
декса, еще и от другой характеристики — числа общих нулей v. 
Может оказаться, что (при v >  х) решение будет содержать 
произвольные постоянные, но будет разрешимым не безусловно, 
а лишь при специальном подборе правой части. Д л я . особых 
уравнений с одной неизвестной функцией это типично не для ха- 
рактеристического, а для полного уравнения в случае, когда со- 
пряженное уравнение имеет нетривиальные решения. Для ха- 
рактеристических уравнений полученный здесь результат может 
иметь место в случае многих неизвестных функций при наличии 
частных индексов разного знака.

Явления, подобные рассмотренным здесь, встречаются и в 
некоторых других не рассмотренных здесь случаях парных урав- 
нений в классах {а, Ь}.

14.3. Дополнительные замечания. Как уже упоминалось, для уравне-
ний (А), (Б) в классах {а, b} числа а, b могут располагаться 41 =  24 спосо- 
бами, столько же имеется различных случаев уравнений каждого из этих

5*
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типов. Выпишем 16 нетривиальных случаев для уравнения (Л):
9. а! <  Ь1 < а2 < Ь2. 

10. bi < b2 <  а! <  а2. 
И. Ь{ < а\ < Ь2 < а2.
12. Ь] <  а, <  а2 < Ь2.
13. Ь2 < Ь\ <  а2 < а!.
14. b{ < a 2 < b 2 < at.
15. b, <  а2 <  а! <  Ъ2.
16. Ь. < Ь2 <  а2 < а\.

1. а2 < cti < b2 < Ь1.
2. а! <  а2 < Ь\ < Ъ2.
3. а2 < at < bi < b2.
4. а2 < b2 < а\ < bi.
5. b2< а2 < bi < а!.
6. a2 < b2 < b: < a!.
7. a2 < bx < b 2 < a!.
8. a2 < b{ <  a! <  b2.

Невыписанные 8 случаев подстановкой л* == — приводятся к случаям 3, 
6—8, 12, 14—16. В п. 13.2 были рассмотрены случаи 2, 5, 9.

Левая и правая стороны таблицы составляют две отдельные группы, ха- 
рактеризуемые неравенствами а2 <  bi, а2 >  Ь\. Представление о краевых 
задачах, возникающих в первой группе, читатель имеет из рассмотренных 
случаев 1, 2, а о случаях второй группы — из рассмотренного случая 3. Во 
второй группе могут возникнуть, кроме того, еще так называемые «полосные» 
задачи, когда условие такого же типа, как в краевой задаче Римана, должно 
выполняться не только на контуре, но и во всех точках некоторой полосы.

Решение таких задач может быть сведено к краевой задаче Римана с 
дополнительными условиями типа (13.7), Исследование полосных задач дано 
в работе Ф. Д. Г а х о в а  и Ю. И. Ч е р с к о г о  3), здесь мы ради экономии 
места на этом вопросе не останавливались.

Для уравнений класса (Б) имеется сходное положение. Здесь также 8 слу- 
чаев исключаются той же подстановкой х — — *!. Представление о возникаю- 
щих при этом задачах читатель получил в п. 14.2. Можно отметить лишь 
одну новую характерную особенность, не встречающуюся в уравнениях клас- 
са (А). Именно, может оказаться, что решение существует лишь при некото- 
рых ограничениях, накладываемых на свободный член, но вместе с тем со- 
держит произвольные постоянные. Иллюстрацией такого случая может слу- 
жить рассмотренный в п. 14.2 случай 2.

Теория полных интегральных уравнений в классах {а, b} оказывается 
еще сложнее. Класс регулярного ядра т(х,—t) определяется еще двумя па- 
рами чисел аз, &3; а4, &4. Число подлежащих исследованию случаев здесь 
резко возрастает, и само исследование усложняется. Основным методом ис- 
следования является сведение полного уравнения типа свертки к соответ- 
ствующему уравнению с ядром Коши. Некоторые случаи были исследованы 
Ю. И. Ч е р с к и м  в его диссертации, где были заложены основы метода; 
далеко идущее исследование проведено С. В. Я н о в с к и м  1), 2), 4).

Исследование характеристических интегро-дифференциальных уравнений 
типа свертки в классах {а, Ь] дано А А. Г о в о р у х и н о й  1), 2). Интегро- 
дифференциальное уравнение, содержащее производные до т-го порядка, со- 
держит 2 (ап+ 1) ядер, и здесь подлежит рассмотрению ( 4 т +  4)! случаев. 
Для характеристических интегро-днфференциальных уравнений, содержащих 
лишь первую производную, уже будет 8! =  40 320 случаев. Провести исследо- 
вание всех их немыслимо, можно дать лишь некоторую систематизацию. Си- 
стемы интегральных уравнений типа свертки в классах {а, Ь} изучались 
Р. X. З а р и п о в ы м  1)— 3).

14.4. Одностороннее уравнение. Рассмотрим одностороннее 
уравнение

оо

f ( x ) + —j = r \ k ( x  — t ) f { t ) d l  =  g ( x ) ,  0 < х < о о ,  (А+)
У 2я J
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положив в нем f =  /+, g — /_ +  g+, запишем его в форме (см. 
п. 5.4):

f+ (x) +  k * f + =  f_(x) +  g+ (x). (14.22)

Пусть k(x) ^{ a , b} .  Тогда согласно (13.2), (13.3) получим 
для решения и правой части уравнения следующие максимально 
широкие допустимые классы:

f+ <= {Ь, оо}, g+ <= {max (а, Ь), с»), f_ «= {— оо, Ь). (14.23)

1) а <  Ь. Здесь max (a, b) =  &, g + e{& , оо}. Представляя 
уравнение (14.22) в виде

/+ (*) +  £ + * /+  — &_* /+ =  L  (х) +  g+ (х),
{Ъ, сю} {Ъ, оо} {&, ь } {-ОО , ъ} {&, оо}

заключаем, что все члены уравнения можно отнести к одному 
общему классу {b,b}; поэтому ранг уравнения есть 1. Умножая 
уравнения (14.22) на е~Ьх, получим краевую задачу Римана на 
прямой £ =  х 4 :ib ־

[1 + K ( 0 ) F + (Q =  F - ( 0  +  G+ (Q, £ =  x +  ib. (14.24)
Решение ее проводится по формулам п. 3.5. На подробностях 
не останавливаемся.

Таким образом, в рассматриваемом случае а <  b (ядра 
имеют на бесконечности убывание характера показательной 
функции) всегда можно так доопределить одностороннее урав- 
нение, чтобы оно имело ранг 1 и, следовательно, могло быть 
приведено к равносильной задаче Римана на прямой, парал•׳ 
дельной оси *).

2) а > Ь .  Здесь max (a, b) =  a, f + s  { а ,  о о } .  Представим урав- 
нение (14.22) в виде

f+ (*) — — (х) =  — k+ * f + +  g+ (x) =  <i> (х).
{b t сю} {by b}  {-*оо, Ь} {а,  оо} {а,  00} {ь ,  а )

Ранг уравнения равен двум. Далее поступаем, как обычно: при- 
равниваем первую часть равенства третьей, а затем вторую 
третьей, умножаем соответственно на е~Ьх, е~ах и производим 
преобразование Фурье. В результате придем к следующим соот- 
ношениям:

[1 - ^ ־ (£)]F+ ( S ) - F ־ ( £ ) ־ ־ Q(0 . £ «־־ * + № ,  
- K + (OF+ ($ +  G+ (Q =  a ( $ ,  £ = + זג   ia.

*) Заметим, что указанный простой факт был установлен в 1948 г. 
И. М. Р а п о п о р т о м  1). В монографии Е. Т и т ч м а р ш л  [22] вследствие 
неудачного доопределения одностороннее уравнение приобретает ранг 2, и 
решение его сводится к так называемой «полосной» задаче (см. еще истори- 
ческий очерк, § 16).



[ГЛ. IVУРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ В КЛАССАХ {в, 6}134

Искомые функции имеют следующие области аналитичности: 
F+ (2) — полуплоскость у >  Ь,
F~ (2) — полуплоскость у < а ,

Q (г) — полосу Ь < у  <  а.
Мы получили одностороннюю задачу такого же характера, 

как в случае 3 п. 13.2 (см. рис. 3). Она может быть решена 
при некоторых частных предположениях относительно аналити- 
ческой продолжимости функций K+(z), K~(z).  На этом мы не 
останавливаемся.

14.5. Уравнение с одним ядром. Пусть в уравнении с одним 
ядром (см. п. 5.1)

оо

+   ̂ k(x — t) f ( t ) dt =  g(x), — о о < х < о о ,  (14.26)
V — оо

k(x) ен {а, Ь}.
Рассуждениями, совершенно аналогичными проведенным в 
п. 13.1, установим следующие максимально допустимые классы 
для решения и свободного члена:

f (זג) е  {b, a}, g  (х) е  {шах (a, b), min (а, &)}.
Рассмотрим два возможных случая соотношений между а и 

b *).
1. а <  Ь. Здесь g ( * ) e  {b, с}. Запишем, как обычно, уравне- 

ние (14.26) в виде
/+ (*) +  k * f + — g + (*) =  f_ (х) +  k * f_ — g_ (*) =  to (זג).
{ 6 ,0 0 }  {6} { 6 ,0 0 }  { - 0 0 ,0 }  {a}  { - o o ,  a)  { a , 6}

Поступая обычным образом (см., например, случай 2 предыду- 
щего пункта), придем к следующей краевой задаче Римана на 
паре прямых:

[ 1 +  к  (с)] F+ (0  -  G+ (г) ־= Q (С), & =  * +  №,
[1 +  *(&)] F ־ ( Q - G ־  (£) =  Q(£), £ =  x +

Предполагаем, что имеет место нормальный случай 1 +  
+  К ( £ ) # 0. Области аналитичности искомых функций еле* 
дующие:

F+ (2) — полуплоскость у > Ь ,
F~ (2) — полуплоскость у <  а,

Q (2) — полоса а < у  < 6.

*) Случай а — Ь может быть сведен к рассмотренному в п. 5.1 случаю 
классов {0} путем умножения на г “ .
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Кроме того, известно, что К (г) аналитична в полосе а <  у <.Ь. 
Индекс задачи выразится формулой

Ind D ( (:ג ־־»  Ind [1 +  К (х +  ia)] +  Ind [1 +  К (х +  ib)].

В силу аналитичности 1 +  K(z)  в полосе а <.  у <  b индекс бу* 
дет равен числу нулей этой функции в полосе, следовательно, 
всегда будет числом неотрицательным. Отсюда следует, что за- 
дача (14.27), а следовательно и уравнение (14.26), будут безус- 
ловно разрешимы. Решение можно получить по общим форму* 
лам п. 3.7. Но в силу особой простоты краевого условия реше- 
ние соответствующей однородной задачи можно получить непо- 
средственно путем аналитического продолжения.

Положим в (14.27) G+ =  G~ — 0 и запишем краевое условие 
в виде

F+(£>= 1 r f W ’
Р ~  (С) = ^׳:ךן  }  > £ =  * + i a .

Рассматривая последние равенства как условие аналитиче- 
ской продолжимости через прямые £ =  х -J- ib, £ =  х +  ia, полу- 
чим, что аналитическая функция F(z),  определенная равен- 
ствами

У> Ь,  

а <  у <Ь.

У <  а,

F+ (z),
а («)

1 +  К (2) ׳

✓

Г ( г ) ,

может иметь лишь полярные особенности в точках полосы, где 
1 +  К (г) обращается в нуль.

Пусть 1 +  К (z) имеет в полосе а <.  у < 6  нули в точках
г!, 22.........2״ соответственно порядков т ! , m 2 ,  . . . ,  т п . Тогда
на основании обобщенной теоремы Лиувилля F(z)  будет рацио- 
нальной функцией вида

clk
־ 2)  zk)' ‘

тк ״

' « ־ I Z

Беря отсюда обратное преобразование Фурье, получим на ос- 
новании формул п. 2.5, что решение однородного уравнения 
(14.26) (g (x )= = 0) имеет вид

׳ ״ * - • п

/(*) =  Z  Z  Д /ц Л “ ,״**1
6-1 /=1

(14.28)
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где Aft — произвольные постоянные, 2* — корни 1 +  /С(2г) в по- 
лосе а <  у <  Ь.

2. a > b .  g(x) ^. {ayb}. Запишем уравнение в виде

/+ W -  */+ +  £_* L  +  (*) =
{&> °°) {b} {—со, &} {—oo, b)

=  — k + * f + +  f-ix) +  k+ *f_ +  g + (x) =  (0 (x).
{fl. ז»} { -o o , a} {a} {a, oo} {b, a)

Произведя обычным способом преобразование Фурье, при־- 
дем к соотношениям

[1 -  /с (נס f+ (0 + /г ש г  (0 + 0 ־ ס) = о (,ס
= ג  £; +  ibf

-  к+ (0 f+ (1] + ס + /с+ ((29'14) . ס1 7̂־ ס) + 0+ ס) ־־ 0 ס)
= זג  £ +  ia.

Полученная задача является односторонней краевой зада- 
чей. Она может быть решена лишь при некоторых частных пред- 
положениях относительно аналитической продолжимости /С*, 
G±. Об этом уже говорилось ранее.

§ 15. Интегральное уравнение плавного перехода

Интегральным уравнением плавного перехода будем назы- 
вать следующее уравнение, в котором искомой является функ- 
ция f:

оо

+  \ k l ( t - s ) f ( s ) d s - g ( t )  +

(15.1)+  в־ ' I f (/) +  5 = 4 = k2(( — s)f (s) ds — g (/) j ־  0,
—  CO

--- OO <  t <  oo.

Это уравнение интересно сопоставить с парным уравнением 
(п. 5.3). Если переменная t положительна и достаточно велика, 
то множитель е г *  мал, и равенство (15.1) выродится в верхнюю 
строку парного уравнения:

оо

f (0 +  5 *1 (t — s)f  (s) ds — g (/), / >  0.

Наоборот, при — оо в связи с быстрым ростом функции егг 
выражение в фигурной скобке должно быть близко к нулю, что
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соответствует нижней строке парного уравнения:
оо

/ (0 +  - 4 =  5 b 2 ( t  —  s ) f ( s ) d s  =  g ( t ) ,  t <  0.
V — סס

В отличие от парного уравнения, в уравнении плавного пе- 
рехода нет явно выраженной точки раздела двух условий.

15.1. Приведение к задаче Карлемана. В отличие от всех 
рассмотренных выше характеристических уравнений, уравнение
(15.1) преобразованием Фурье приводится не к задаче Римана, 
а к другой краевой задаче теории аналитических функций — 
задаче Карлемана (частный случай задачи со сдвигом). Послед- 
няя состоит в определении одной функции Ф (2), аналитической 

. в данной области D, по краевому условию
Ф(т) =  А (т)Ф [а(т)] +  G(t), т  e L  (15.2)

Здесь L  — часть границы области D; А(х),  G ( т) и а (т )— задан- 
ные на L  функции, причем а(т) непрерывна и отображает L  на 
оставшуюся часть границы области D. Дополнительно требует- 
ся, чтобы точки х и а(т) обходили границу области D в проти- 
воположных направлениях.

В такой общей постановке задача Карлемана в квадратурах 
не решена*). Уравнение плавного перехода будет приведено к 
частному случаю этой задачи, когда такое решение можно по- 
лучить путем сведения к задаче Римана. Однако при этом ус- 
ловие Гельдера у функций не сохраняется, и потому класс {0} 
становится неудобным.

Предположим,что свободный член g { t )  задан в Z-2(— 00, 00). 
В том же пространстве будем искать решение / ( / ) .  Функции 
f t ,(0 и k 2 ( t )  зададим в 1 1 ( — оо, о о )— пространстве абсолютно 
интегрируемых функций. Можно доказать, что при этом сверт- 
ки, входящие в уравнение плавного перехода, будут принадле- 
жать L 2 ( — 00, 00) (см. [22], стр. 121).

Приступая к решению уравнения плавного перехода, введем 
новую неизвестную функцию

оо

ф (0 ־ ־ М  +  = ־7־  $ k 2 ( t - s ) f ( s ) d s - g ( t ) ,  - о о < / < о о .  (15.3)
סי*- *

В силу сказанного выше
<р(0 е  L2(— 00, 00). (15.4)

*) Основополагающее теоретическое исследование задачи Карлемана дал 
Д. А. К в е с е л а в а 1).
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Придав уравнению (15.1) форму
оо

f (0 + ד־ 5  = ־  k\ (t — s)f  (s) ( t s - g ( t )  =  -  e~*<p(t), (15.5)
V —oo

—  o o  <  /  <  o o ,

установим, что
e  12(15.6) (־־ °°. °°)• 

В соответствии с изложенным в пп. 12.1 и 12.2 имеет место 
теорема ([22J, стр. 173):

Т е о р е м а .  Для того чтобы функция ф (/) одновременно удов- 
летворяла условиям (15.4) и (15.6), необходимо и достаточно, 
чтобы ее интеграл Фурье Ф(х) был аналитически продолжим на 
полосу 0 <  1т  г  <  1 и чтобы существовала постоянная С та- 
кая, что для всех у е  [0, 1]

оо

5 | Ф (* 4 > iy) I2 dx ־  С.
־ ־ оо

Для получения краевой задачи перейдем в равенствах (16.3) 
и (15.5) к интегралам Фурье:

Ф (*) ־ » Р (х) +  К2 (х) F(x) — G (х),
F (х) +  К 1 (х) F (х) -  G (х) =  -  Ф (х +  І), (1б'7)

— ОО <  X <  оо.

Здесь мы использовали следующее свойство интегралов Фурье:
Ve-yty (/) =  Ф {х ־1־  iy), a ^ y ^ .b .  (15.8)

Это свойство не было отмечено в § 1, так как оно справедливо 
не для всех функций, заданных на действительной оси, а лишь 
для функций Ф (х), аналитически продолжимых на полосу а <  
< I m 2 < fe  (а ^  у ^  b). К 1 (х) и К2(х) — известные непрерыв- 
ные функции, стремящиеся на бесконечности к нулю (п. 1.1). 
G(x) — известная функция, принадлежащая L2(— 00, 00). Функ- 
ция F(x)— искомая, должна также принадлежать L2(— 00, 00).  
Свойства еще одной неизвестной функции Ф(х) определены тео- 
ремой 1.

В дальнейшем ограничимся нормальным случаем
1 +  # . ( * ) ¥ О, 1 ־ + К 2(х) Ф0.  (15.9)

Исключим из условий (15.7) неизвестную F(x):
Q (х) — Ф (х +  i) G (х) +  Ф (ж)

I +  ( ־ 1 ־1־ (זג ־ ־  Кц {X) יFix)
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Отсюда

<f,| + A , W W 0 <*>■ (1510)
— 00 <  X <  оо.

Сравнивая (15.10) и (15.2), видим, что получен частный слу- 
чай задачи Карлемана, когда областью D является полоса 
0 < І т г <  1, контуром L служит действительная ось, а функ- 
ция а  определена равенством а (זג) =  х -j-1•

В силу простоты области D и «функции сдвига» а задача (זג) 
(15.10) , как было отмечено, допускает решение в квадратурах. 
Непосредственное решение методом факторизации содержится 
в п. 17.3. В следующем пункте решение задачи (15.10) строится 
с привлечением теории задачи Римана.

15.2. Решение уравнения. Приведем задачу Карлемала
(15.10) к задаче Римана для плоскости с разрезом arg £ =  0. 
С этой целью конформно отобразим полосу 0 <  Im г  <  1 на 
плоскость с разрезом с помощью экспоненты £ = е х р ( 2 лг) и 
введем новую неизвестную функцию

ш(« = ^ Ф(^г)■  ° 5" 1
Здесь ветви 1п£ и V ? определены и аналитичны на пло- 

скости с разрезом arg£ =  0. На верхнем берегу разреза лога- 
рифм принимает вещественные, а квадратный корень —  поло- 
жительные значения.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы функция Ф(2) удовлетворяла 
условиям теоремы п. 15.1, необходимо и достаточно, чтобы функ- 
ция (15.11) была представима интегралом типа Коши

оо

=  Q ( r ) s L 2(0, со). (15.12)
о

Чтобы не прерывать изложения, доказательство теоремы от- 
несем в следующий пункт.

Функция а>(£) аналитична на плоскости £; ־ 1ןו = £ +  с разре- 
30м arg£ =  0, на котором зададим положительное направление 
от 0 до оо. Предельное значение этой функции на верхнем бе- 
регу разреза обозначим через ю+ ( |) ,  а на нижнем — через со־ ( |) .  
Так как при отображении £ =  ехр(2яг) прямая 1т  2 =  О пере- 
ходит в верхний берег, а прямая 1т  2 = 1 — в нижний берег 
разреза, то из формулы (15.11) следуют равенства для предель- 
ных значений:

0»+(1) = ן0(זג)י <0 - ^ ך -®  =  -j-L j(I> (x  +  i), I ־= е2ях >  0.
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Здесь учтено, что на нижнем берегу разреза значения квад- 
ратного корня надо брать со знаком минус; из (15.10) получим

(£) +  Я (|), I >  0, (15.13)Ш)
Ш)

1 +  к:

1 +  к
(Ю0

где Я (|) — известная функция,

* , і + ў ,  У *  ° ( » - ■

Нетрудно убедиться, что Я ( | ) е  L2(0, <х>).
Совокупность условий (15.13), (15.12) — задача Римана на 

полуоси. Эту задачу можно формально записать как задачу на 
всей действительной оси. Для этого достаточно ввести две ана- 
литические в полуплоскостях функции:

1 f  Q (т )  d x ___f  F\  (?)> I m £  >  0 ,

т־ £ ~КГ(?)> 1т? <0.
Очевидно, что

^ ( ? )  =  0+ (|), F~ (?) =  0” (|), I >  0, (15.14)
И

F t®  =  FT®,  І < 0. (15.15)

Рассматривая (15.15) как продолжение краевого условия 
(15.13) на отрицательную полуось, придем к задаче Римана на 
всей прямой:

(15.16)

(15.17)

F t ( 1 ) = D i ( t ) F r m  +  н ^ і ) ,  - o o < g < o o .

i > 0,

к о ,

9+ * ( ־ י!

1,

Я!(І) =  І

(15:18)00).=  Я ,( |)  SE L 2 (— oo,}Я (I), £ > 0
О, К О

Здесь

и

Решение задачи Римана на действительной оси дано в § 3, 
однако для функций из более узких классов. Усилиями ряда 
исследователей (И. Б. С и м о н е н к о  2), В. В. И в а н о в  1)) 
установлено, в частности, что все результаты § 3 переносятся
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на случай более общ их классов. Для точной формулировки нам 
нужно ввести новые обозначения.

Символом L2 обозначим пространство функций F+(x)f ана- 
литически продолжимых на верхнюю полуплоскость Im z >  О, 
причем для каждой функции F+(x) существует постоянная С 
такая, что для всех у ^  О

сю

\j \F+(x +  i y ) f d x ^ C .  (15.19)
— оо

Аналогично вводится пространство L2 с заменой верхней полу- 
плоскости на нижнюю.

Таким образом, пространства Lt  и L2 отличаются от клас- 
сов {{0, оо}} и {{—оо, 0}} только отсутствием условия Гельдера.

Для принадлежности функции F+ (л:) пространству L2 необхо- 
димо и достаточно, чтобы ее оригинал f + (t) принадлеоюал 12(־—оо, оо)
и обращался в нуль при / <  0 (аналогично f_ (t) — V~lF ^  0 при 
t > 0, если F־־ (х) е  L2 ).

С другой стороны, для принадлежности функций F+ (х) и F ־ ג) ;) 
пространствам L2 и L2 необходимо и достаточно существование 
функции Q ( r )e  L2 (— оо, оо) такой, что

_ 1  Г л ш а х = ! F+® ’ Im^ > 0 ׳

Эти утверждения доказаны в [22] гл. V.
Т е о р е м а  2. Пусть функция D(g) непрерывна и не обра־ 

щается в нуль на всей действительной оси, включая бесконечно 
удаленную точку. Пусть #(£)<= L2(—00, 00). Тогда на задачу 
Римана

F+ (!) =  D (i)F + (!) ־־  //(£), - о о < | < о о ,  (15.20)

переносятся все основные результаты пп. 3.2—3.5.
Нетрудно установить, что эта теорема применима к задаче

(15.16), так как коэффициент (15.17) является непрерывной 
функцией.

Так как при построении задачи Римана (15.16) из уравнения 
плавного перехода были использованы только обратимые one- 
рации, это уравнение и задача Римана равносильны, и на осно- 
вании § 3 мы приходим к такому результату:

Т е о р е м а  3. Пусть

* ־ ־ IndU + /< 2W ] - I n d [ i  +КЛх)].
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Тогда при к >  0 однородное уравнение плавного перехода имеет 
в пространстве L2(—оо, 00) ровно к линейно независимых реше- 
ний. При к ^  О неоднородное уравнение (15.1) безусловно раз- 
решимо. В случае % ^  0 однородное уравнение плавного пере- 
хода имеет только нулевое решение. Если к <С 0, то для разре- 
шимости неоднородного уравнения (15.1) необходимы и доста- 
точны условия (3.27). Во всех случаях решение уравнения 
плавного перехода можно построить по формуле

оо
1 f 0-txt

f (t) =  - f= r  \  [G (х) +  6**0+ (в2**)] — -------- dx,
’ У 2я J w  1 +  Kt (х)

где функция ю+(£) определена формулой (15.14) и соответ- 
ствующими формулами § 3.

15.3. Доказательство теоремы из п. 15.2.
Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть функция Ф(я) удовлетворяет условиям тео- 

ремы п. 15.1. Тогда согласно этой теореме ймеібт место свойства (15.4) и 
(15.6), что равносильно следующему свойству для оригинала:

Т ( 0 - 7 % . *(/) е I , ( -  00. 00). (16.21)
1 +  е 1

Отсюда получим нужное нам равенство 
, e-yt

е-^ф(<)= י —־׳׳״ г Ф (0. 0 < 15.22) ,1 > ע)
1 +  в

Для того чтобы применить к последнему равенству формулу свертки (1.10), 
найдем интеграл Фурье функции

*-У1
״ К О ! - t  *1 +  е

С целью применить формулу (15.8) представим эту функцию в другой 
форме:

Я(0 =  т(0ехр(-і-г/'). 2= 0 •НЕ7Ж־״(
Согласно (15.8)

(Гл) (х) -  N (х) -  М [х +  І ( у  - 1 ) ] .

Интеграл Фурье М(х) найдем, используя формулу (1.28) и свойство е) из §1:

1
ch хп *

+  іу)
Л Г_____ [

у  2 sh зх (хch л [* + / ( * - ! ) ]W־ Vt
Итак,

N
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Применим к равенству (15.22) преобразование Фурье:

У (I) d\
sh я  (х — |  +  iy) ־\  N { x - l ) 4 ( l ) d l = ± ■  $1

V  2л
Ф(х + iy)

Здесь ввиду (15.21) функция ¥(£) принадлежит L2{—0 0 , 0 0 ) (см. § 1). Для 
получения интеграла (15.12) осталось положить x +  iy — z, ехр(2яг)= £ , 
х =  ехр (2 я |) . Действительно,

)2־=( ס ־ ך ק ץ < פ (0(

I Г У ( | )d \  1 Г _  1 f  У ( | ) е- ^ ^ т  _
2епг J sh я  (2 — |)  г '  е2я  ̂— е2яг 2я 1 J т — $

— оо —со О

оо

1 Г Q (Т)
** 2лі J т — £ ־

Проверим, наконец, что функция Q (т) =1 ־Р (£) принадлежит Ь2 (0, 00):
оо оо оо

j  | Q (т) f  dr =  J |4 '( £ ) е яЧ־־ 22яе2я5< * £ 2 ־ я  J 14׳ (£) f d \  < 00,
О — оо —оо

Необходимость доказана.
Д о с т а т о ч н о с т ь  теоремы из п. 15.1 доказывается обратным ходом 

рассуждений.
15.4. Пример. Решим уравнение плавного перехода

оо

(1 +  е~{) f ( t ) ~  5 г ׳ 3 י ־ '  I/ (в) ds =  (1 +  в 0 ־  g (t), (16.23)
—  ОО

—  ОО <  t  <  оо .

Сравнивая с (15.1), видим, что

* . ( / ) ־ о, k2 ( t ) c * ~  | •  д / х е 3 1 ־ П •
g

Находим интегралы Фурье: К 1 (х) в  О, К2 (х) 23 — +х29־ * ־
Задача Карлемана (15.10) примет вид

Ф (זג) — -  Ф (* +  I) -  ■~2 О (х), -  00 <  2 <  оо. (15.24)

Индекс задачи равен нулю, следовательно, уравнение (15.23) имеет единствен- 
ное решение.

Эту задачу удобнее решать непосредственной факторизацией (см. далее 
ц. !7.3), не приводя к задаче Римана. Ввиду специального подбора коэффи
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циента при Ф(л: +  0 его факторизация проводится элементарно, путем раз- 
биения на множители:

х2 4 _ X (х ) у / г \ _  х *־Ь
*2 +  9 X (х +  і) ' [ х -  Ы *

Введя новую неизвестную функцию Ч? (х),

'Р{г') =  І Г Г І ־ Ф (*)’ 05.25)

упростим краевое условие (15.24):

T W  —  T (. +  ; ) -  (J +  го% +  30 с <*>•

Применяя оператор V~־\  определим ф (£):
оо

Ф (t) — — е־ ~ Ч  (t) +  5  ̂ [e2־ i — е34־־] g (t — s) ds. 
о

Переписав тождество (15.25) в виде

° W “ 'f W +  1^3r■
перейдем к оригиналам:

оо оо

Ф (/) =  ■ф(0 — 5 \  е3 (<5־־>ф (s) ds =  ( [e~2s — e~3s] g (t — s) ds —
0J 1 + 6  0J

ds. (15.26)a) da

OO —  oo

( ־ -3י״2־ ־ +S ־־)”־ ^ \ '31~'(־־]r־

Искомую функцию f(t) теперь найдем, переходя к оригиналам в нижней 
строке условий (15.7):

где <р(0 определена равенством (15.26).

§ 16. Исторические сведения
Интегральные уравнения типа свертки с ядрами, убывающими на беско- 

нечности как показательная функция, физики встречали давно, особенно в 
теории лучистого равновесия. Первое теоретическое исследование уравнений 
с такого рода ядрами (убывание порядка е ~־ ן  * !) дано в знаменитой, уже 
цитированной в § 8 работе В и н е р а  и Х о п ф а  1). Следующие за ней по 
времени теоретические исследования В. А. Ф о к а  2), 3) и Е. Р е й с с н е р а  1) 
также относились к ядрам того же класса.

Как уже упоминалось в § 8, в работе Винера и Хопфа имеются несовер- 
шенства, из-за чего не все утверждаемое там верно. Несмотря на широкую 
распространенность работы, указанное обстоятельство нигде в литературе не 
отмечалось; поэтому, хотя погрешность носит вполне элементарный характер, 
мы считаем необходимым остановиться на этом подробно.
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Из-за неудачного доопределения одностороннего уравнения на отрица- 
тельной полуоси решение уравнения приводится к решению не краевой задачи 
Римана, как это сделал впоследствии И. М. Р а п о п о р т  (см. п. 14.4), а к 
«полосной» задаче, когда зависимость между F4־ и F־  должна выполняться 
во всех точках полосы —1 <  Re 2 <  1 *). При решении этой задачи прихо-

П ־2
дится рассматривать функцию ф (2) =  (22 — 1) , где п — число нулей ко-
эффициента задачи в полосе. В общем случае п может быть любым целым
числом как четным, так и нечетным.

Пусть п нечетно, тогда ф(2) есть двузначная функция с точками ветвле- 
ния ±1. Для выделения однозначной ветви необходимо провести между точ- 
ками ветвления разрез. В силу требования аналитичности ф(2) в полосе раз- 
рез должен лежать вне полосы, т. е. проходить через бесконечно удаленную 
точку (см. рис. 4). Винер и Холф утверждают, что можно провести разрез

так, чтобы ф(2) в бесконечно удаленной точке вела себя как г п. Однако 
легко показать, что это невозможно. Возьмем для простоты п =  1, для боль- 
шей наглядности произведем отображение функцией £ =  1/2 (см. рис. 5).

V! £2 *־־• Точки ±1 останутся неподвижными, бесконечноС
Имеем ׳ф (2) ־
удаленная точка перейдет в начало координат, полуплоскости перейдут в 
круги, касающиеся мнимой оси в начале координат. Полоса перейдет в до- 
полнение кругов до полной плоскости. Разрез должен лежать внутри кругов 
и проходить через начало. Исследованию подлежит функция У1 — £2 в точ- 
че 0 при подходе к ней по мнимой оси сверху и снизу. Легко видеть, что 
предельными значениями У1 — S2 при £->»±10 будут ±1. Если вернуться 
к исходной функции ф (2) — л/z2 — 1, то из сказанного следует, что 
Ф(г) -± 2 .too± <־־ при 2 י- 

Таким образом, рассуждения, называемые до сих пор методом Винера — 
Хопфа, справедливы лишь в частном предположении четного числа нулей 
Уравнения 1 ± / ( ( 2 ) = 0  в полосе. Во второй половине своей работы, где 
Винер и Хопф занимаются приложением своих теоретических рассуждений 
к решению практических задач, они считают ядра четными, и отсюда выте- 
кает, что соответствующие уравнения имеют в полосе четное число корней; 
поэтому все прикладные задачи решены ими точно. В написанной в строгой 
математической манере монографии Е. Т и т ч м а р ш а  [22], вышедшей в Анг- 
лии первым изданием в 1937 г., погрешность Винера и Хопфа повторяется и 
даже усиливается. Автор не учитывает требования обращения искомой функ-

*) Винер и Хопф используют преобразование Лапласа, поэтому у них 
полоса вертикальна.
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ции на бесконечности в нуль и потому берет степень многочлена с произволь- 

ными коэффициентами (стр. 432), тогда как должно быть (только

для п четного) ^  п — & — 1. Любопытно, что в решаемом далее примере, где

п =  2, k =  0 и где, следовательно, по его формуле нужно было бы брать 
многочлен первой степени, он своей формулой не пользуется, а, по здравому 
смыслу, берет верное решение — многочлен нулевой степени. Р е й с с н е р  
при решении неоднородного уравнения полностью повторяет рассуждения 
Винера и Хопфа, включая и их погрешность. В. А. Ф ок с самого начала 
накладывает на рассматриваемые ядра условие четности, поэтому его рассу- 
ждения безупречны.

В свете сказанного следует признать, что полное и точное (и притом 
вполне элементарное) решение уравнения Винера — Хопфа дал впервые 
И. М. Рапопорт 2). Изложенное в п. 14.4 решение одностороннего уравнения 
с ядром k(x)^{a,  b} повторяет в существенных чертах решение И. М. Ра- 
попорта.

Остальной материал настоящей главы написан по работам Ф. Д. Г а х о- 
в а  и Ю. И. Ч е р с к о г о  1)— 3) и Ю. И. Ч е р с к о г о  4). В первых трех 
работах решалась «полосная» задача и отдельные уравнения типа свертки 
в классах {а, &}, сводящиеся к «полосной» задаче или задаче Римана на двух 
прямых, параллельных действительной оси. В работе Ю. И. Ч е р с к о г о  4) 
доказаны общая теорема о преобразовании Фурье сумм функций с различными 
показательными оценками (см. п. 12.4) и рассмотрен ряд новых случаев урав- 
нений типа свертки в классах {a, b}, в том числе и приводящие к односторон- 
ним краевым задачам, решение которых в общем виде неизвестно до настоя- 
щего времени. Исчерпывающая классификация и исследование всех случаев 
даны Ю. И. Черским. В полном виде эти результаты не опубликованы.

Описанные результаты по уравнениям типа свертки в классах {а, Ь] 
обобщались рядом авторов в различных направлениях. Большинство иссле- 
дований из цитированных в § 7 работ А. А. Г о в о р у х и н о й ,  Р. X. З а р и -  
п о в а ,  В. И. С м а г и н о й ,  С. В. Я н о в с к о г о  проведено в классах {а, 6}. 
Следует еще указать на статьи В. И. С м а г и н о й  ( А з а м а т о в о й )  1), 2), 
4), обобщившей результаты главы III на функции классов показательного 
роста или убывания.

Уравнение плавного перехода ввел в рассмотрение и решил Ю. И. Чер- 
ский 10) (первоначальный вариант 13), 1967 г.).

В заключение отметим, что имеется весьма большое число работ, преиму- 
щественно американских, где решаются уравнения типа Винера — Хопфа, воз- 
никшие при решении различных прикладных задач. Мы не в состоянии осве- 
тить их. Укажем, что описание многих таких работ имеется в монографиях 
[И. [17]. [19].

Задачи к главе IV

1. Решить парное уравнение

0 <  х <  00,(/) dt =  1,

סס

J k\ (x — t) ф
V  2 пф(*) 4־

оо
ф (זג) н---- )==■ \  k2 (х — О Ф (0 dt =  — е*, — оо <  х <  Q,

у 2я
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если

׳* ' < * > ־ ־ V t { \ '  ’ <°і

‘ • (* )2 ־ v s { ; ;

О т в е т .  При х > О

q>(x) =  e~x (l +  х )  +  С е ־ *  ( - j i  + ך - * ) .

При х <  О

<р(х)  =  е 1 ) * ־  +  х )  +  с [ е 3* * ) + ־ ח ) ז ך ^ + ך ־ • * * ] •

2. Пусть у ־־־ вещественное число. Найти классы типа {а, b}, которым 
принадлежат функции

ki (я) =־ У  23т e~yxJv (е~х), k2 ( (:ג ־=  У  2я 7V (е~х).
У к а з а н и е .  Использовать асимптотические формулы:

х 0* ,־

Х ~ >  о о .

• xv +  О (x2+v),1
М *) 2vr (v +  1)

/v w ־   V i r  “ s ( ‘ -  T ־   f ) + 0 ( 7 7 7 )

Ответ.. fc1( * ) e { - v - Y  +  e5ry - Y - e } . * . ( x ) e { - v  +  e ; l - e } .
где 8 — любое положительное число.

3. С помощью замены переменных привести встречающееся в приложе״ 
ниях [22] парное уравнение

оо

^ tV v ( |т) ф (т) dx — g (£), 0 <  I <  1,
о

ОО

J М і т ) ф(т)<*т =  g (I). 1 < | < 00,
о

к обычному виду парного уравнения с ядрами, зависящими от разности аргу- 
ментов.

О т в е т .

О <  х <  о о ,t ) f ( t )dt  =  h(x),s  S м « :У2־

kt (х — t)f  (t) dt=*h (х), — 00 <  х <  О,

00
1= [
2л 'V 2;

где вид ядер дан в примере 2.
4. Используя результаты задач 2, 3, найти классы для решения и сво- 

6одного члена парного уравнения (*),
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О т в е т .  В случае v ^  0, у ^  - 1 / 2 ־ 

— Y — е, — v +  8 g U ) e |  — V — Y +  e; — — е j ,

где 8 >  0. Аналогично в остальных случаях.
5• Привести парное уравнение задачи 3 к задаче Рішана в случае

v =  l Y l— у  +  2е, е > 0 .
У к а з а н и е .  Использовать формулу

 ̂ )2 +  у +  2  ̂ ׳

. - i z  In

~‘) е ы  d t ־
2Г

 ̂ 3Ле-Г

׳ v +  £ < a < y ~ 8.z =  х +  /а,

Ответ.

— iz — у +  у + + iz ^ ץ 2   v
?י+)2(

[ у -  (2) +  G+ (г)] +  0 ־  (г).
' )  г ( ~ Ц г ~־ )(-

־,1״ г ( ־ <* +  у +  у ) ■ן )«> + ז + ף 

z ~  х /а,

где С* (г)— известные функции.
6. Показать, что уравнению плавного перехода (15.1) можно придать вид

оо оо

Ц х ) +  J n i ( x - t ) f ( l ) d t + i h - ^  ^ n2( x - t ) i ( t ) d t  =  g(x),
— оо — оо

—  ОО <  *  <  ОО.

7. Транспонированным (союзным) к предыдущему будет уравнение
оо оо

,Ф(А:) +   ̂ /г! (t — я) ф (0 d t  +   ̂ th П2 (t — ג:)נ|ג (/) dt  —  h (ג:),
— ОО —оо

— 00 <  х  <  оо

Найти решение этого уравнения, сведя его к задаче Карлемана.
8. Пусть а* и Рл — комплексные числа. Показать, что обыкновенное диф- 

ференциальное уравнение

Xя (апх  +  м  у(п) (*) +  я ־1"  (а״ - !*  +  рл- 1) у{п~1) (х) + . . .
. . .  +  х (а! л: +  Р1) у' (х) +  (а0.* +  Ро) y(x) =  h (х), х > 0

можно решить сведением к задаче Карлемана (Ю. И. Ч е р с к и й ,  11)).
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9. Исследовать и решить уравнение Вольтерра
л:

l(x) + o(x)   ̂ k(x  — t ) l ( l )d t  =  g ( x ), х> О,
о

, а, Р, Y>±1
+ 6

ае
уе'

где заданы функции k(x), g(*) и а (х), причем а (х)
6 *— постоянные.

У к а з а н и е .  Близкое по характеру уравнение см. Ю. И. Ч е р с к и й  11). 
10. Решить уравнение

М * -  0 / ( 0  dt =  g (х).\1
У 2 яkx ( x - f ) f  (/) dt +׳w+vM

л:> О, 
х < י0 

,х < оо > סס -
* > 0 х Г — л / . י / 2 л е х ,k2 (Х) ־־ <
л: < 0י ( О,

О,
— 4 л/2л е2х,(ג:) £1

( — ех, х >  О,
в ( , ) - У 2й / {  х < а .

— i (4е 2* — е*). ж >  О,

у  2я / (1 + > :л ,*ג:) £2   0.
Ответ,  f (х)



Г л а в а  V
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 

ТИПА СВЕРТКИ

Существует несколько методов приближенного решения ин- 
тегральных уравнений типа свертки (см. исторические обзоры 
к данной и следующей главам). Мы изложим тот, который был 
слабо отражен в монографической литературе. Он не предна- 
значен исключительно для решения сложных систем уравнений 
с привлечением ЭЦВМ. Он может оказаться наиболее удобным 
и при решении сравнительно простых задач, когда применение 
современной вычислительной техники неоправдано.

Метод основан на теоремах, которые ради общности приме- 
нений будут доказаны для абстрактного линейного уравнения в 
абстрактном линейном пространстве. Начальные сведения из 
функционального анализа, которые здесь впервые понадобятся 
читателю, можно найти, например, в [12] и во многих других 
книгах.

Упомянутые теоремы бывают полезны не только для прибли- 
женного решения уравнений, но и при исследовании уравнения 
на устойчивость при различных «возмущениях» ядра или сво- 
бодного члена. Как будет показано, такое исследование урав- 
нений типа свертки позволяет существенно расширить классы 
для входящих в уравнения функций.

§ 17. Две теоремы о приближенном решении и их приложения
17.1. О приближенном решении линейных уравнений. Рас•* 

смотрим линейное неоднородное уравнение общего вида
Kf =  g. (17.1)

Здесь К — заданный линейный оператор, действующий из линей- 
ного множества X в линейное множество У. Элемент g  задан 
в У. Ищется элемент f.

Многие способы приближенного решения уравнения (17.1) 
сводятся к точному решению более простого по своей структуре 
приближенного уравнения

Kf = §. (17.2)
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Мы будем рассматривать случай, когда элемент J, принимаемый 
за приближенное решение исходного уравнения, принадлежит 
тому же пространству X, которому должно принадлежать точ- 
ное решение /. Кроме того, для достижения большей «каче- 
ственной» близости между этими решениями введем условие

f - f ^ X 0 <=Х,  (17.3)
где Хо — линейное подмножество множества X.

Последнее условие будет выполнено, когда операторы К и К, 
а также элементы g  и g будут в некотором смысле также близ- 
кими. Следующие теоремы содержат достаточные условия, обес- 
печивающие такую близость.

Т е о р е м а  1. Пусть
1° уравнение (17.2) имеет единственное решение J;
2° g  — g ^ Y 0, где У0— линейное подмножество, У0 а  У;
3° оператор К — К действует из X в Уо;
4° на У0 определен обратный оператор К~1, действующий из 

У0 в Х0. ; ׳
5° оператор I +  К~1 (К — К) на Х0 имеет обратный ( / — еди- 

ничный оператор).
Тогда уравнение (17.1) имеет единственное решение, равное

f = + ז   [ /  +  Г 1 (К -  К )Т ' к ־ ' (g ~  Kf).  (17.4)
При этом имеет место свойство (17.3) и

K f - g < = Y 0. (17.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на простых действиях над

элементами и операторами. Используя 2° и 3°, получим (17.5):

K j - g = K f - R f  +  ( 8 - g ) = ( K - R ) f - ( g - g ) < 2 Y 0 .

Предполагая теперь, что решение уравнения (17.1) суще- 
ствует, запишем элемент Kf  — g  в другой форме:

K f - g  =  ( K - K ) ( f - f )  +  K ( J - f )  (17.6)
или

р =  ф, (17.7)
где ф =  f  — f , а

Ф =  (Kf  -  g) -  (К -  К) d  -  f) е  У0. (17.8)

Согласно 4° имеем ф = = К ~ Ч е - о̂. и мы получили (17.3). Под- 
ставляя вместо <р и ф их выражения, найдем

[/ + г 1 (к -  Щ  if -  f) - г 1 (Kf -  g).
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Отсюда на основании 5° получим (17.4). Это означает, что если 
решение уравнения (17.1) существует, то оно единственно и 
имеет вид (17.4). Непосредственная проверка показывает, что
(17.1) действительно является решением. Теорема доказана.

Эта теорема может оказаться полезной, когда в линейных 
множествах не введена норма. Случай, когда Х0 является нор- 
мированным пространством, учитывает

С л е д с т в и е .  Если выполнены условия 1°—4°, причем Х0 
является банаховым пространством, а условие 5° заменено огра- 
ниченностыо оператора К~1 (К — К) в Х0 с нормой

\\R-l ( K - K ) \ \ < l ,  (17.9)
имеет место

(17.10)

то справедливы все утверждения теоремы 1 и 
оценка погрешности

11 г 1 (g -  к ( )  \\х>
1 - и Г к) ־1  - ю н

Действительно, при условии (17.9) оператор I +  R~l (K— К) 
имеет ограниченный обратный ([12], стр. 158). Поэтому условие 
5° теоремы также выполнено. Оценка (17.10) без труда выво- 
дится из равенства (17.4).

В следующей теореме условие 3° заменено более слабым, что для ряда 
задач оказывается полезным.

Т е о р е м а  2. Пусть
1° уравнение (17.2) имеет единственное решение J при данном элементе g\
2° g — f  е У 0) где У0 — линейное подмножество, Уо с: У;
3° ( K - K ) J z bY0;
4° оператор К — Я действует из Х0 в Уо; здесь Х0— пространство Банаха, 

Хо cz X;
5° существуют обратные операторы К~1 и Я“ 1, действующие из У0 в Х0\
6° оператор Я1־ (/( — Я) ограничен в Х0 и его норма меньше единицы 

(выполняется неравенство (17.9)).
Тогда уравнение (17.1) также имеет единственное решение f . При этом 

f — f еХ о, имеют место свойство (17.5) и оценка погрешности (17.10).
Доказательство предоставим читателю.

17.2. Приложение к задаче Римана. Запишем задачу Ри- 
мана:

[l+/C1(jc)]F+ W - [ l + / C 2W ]F־ (jc)־=G(;f). (17.11)
— ОО <  X <  оо.

В такой форме задача возникает из уравнения (А) с двумя 
ядрами (п. 5.2).

Функции F+(x) и F~(x) будем искать в пространствах 1}  и 
L2 (определение см. в § 15)*).

*) Классы {{0, оо}} и { { -о о , 0}} для функций F+(x) и F~(x) менее удобны 
при последующих оценках.



І53ЙВП ТЕОРЕМЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ§ 171

Свободный член G{x) зададим в L2(—00, 00). На известные 
функции Kj(x) будем накладывать условия постепенно, в соот- 
ветствии с требованиями теоремы 1 предыдущего пункта.

Сравнивая задачу (17.11) и уравнение (17.1), приходим к 
выводу, что в качестве линейного множества X можно взять 
пространство вектор-функций

׳ ־ г а • p u x ) s L t
а операторы К и К определить равенствами

K f  ^  [1 +  К> (*)] F + (х)  -  [1 +  К 2 (х)} Г  (х) ,

K f ^ [ l +  R 1 ( х ) ]  F+ (х) -  [1 +  *2  W] (*).
Так как в нашем случае У =  Ь2(—00, 00), то для того, чтобы 
эти операторы действовали из X в У, достаточно потребовать, 
чтобы данные функции /С!, /С2, К\ и Я2 были ограниченными. 

Перейдем к условиям теоремы 1.
1° Уравнение (17.2) в данном случае — это задача Римана

[1 +  К 1 (*)] р + (х) -  [1 +  К2 (*)] Р~ (х) =־ G (х). (17.12)
Для ее разрешимости*) предположим, что функции Я!(*) 

и К2(х) удовлетворяют условию Гельдера, исчезают на беско- 
вечности и таковы, что

1 + К Л х ) Ф 0 ,  1 + К2(х)Ф 0, Ind.: t ? i « i - 0. (17.13)
\ Г А 1־־ 1 Х )

2°, 3°. Для выполнения этих пунктов достаточно положить 
У0 =  L2(־—oo, ос).

4° Найдем обратный оператор Я1־ . Этот оператор опреде* 
ляется равенством f =  K~lg, где f — решение уравнения Kf =  g. 
Поскольку в нашем случае последнее уравнение имеет вид за- 
дачи Римана (17.12), мы можем воспользоваться формулами 
из § 3, дающими решение этой задачи. Эти формулы принимают 
более компактный вид, е<Лш использовать вспомогательные one- 
раторы Р+ и Р~. Эти операторы вводятся следующим образом. 
Пусть F(x) — заданная функция, принадлежащая L2(—00, 00). 
По формуле Сохоцкого (2.7) или (2.18) имеем ־

F(x) =  F+( x ) - F ־ (x), F± { x ) ^ L t ,  (17.14)
где F+(x) и F~(x) определяются единственным образом. Пола- 
гаем по определению

P+F (х) =  F+ (х), P~F(x) =  - F~ ( x ) .  (17.15)
*) См. теорему 3 в п. 15.2.
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Операторы Р+ и Р~ называются проекционными и обладают 
рядом полезных свойств, например,

Р+ - \ - Р ~ = 1  (единичный оператор),
( р + )2 =  р+ , ( р ־)2  =  р ־ , р + р ־ = р ־ Р + =  0.

Решение задачи Римана (17.12), имеющей нулевой индекс, 
теперь можно представить в виде*)

Р + (л:) =  ^ + (л)Ф+ (л:), Р־ (*) =  Х ־ (*)Ф ־ (х), (17.16)

X ± (х) =  ехр (  ±  Р* 1п І ± А і£і  ) ,
1Ч  I +  F . W J

где

}•
о  (х)

[1 +  /С, (*)! * (х) ־י

О(х)

1У ± (х) =  ±Р■

Х+ (л:)Р+ / —  .
г 11+ ic . (х)! (х)

~х~(х)р- ן—J {x)~+—ן
I  [1 +  Ki (x)] X+ (x) J

Таким образом,

K~lG —

[1 +  К1 (x)]
При этом в качестве Х0 следует, очевидно, взять X. Норму 
удобно ввести так:

С ОО ОО V 1/2
\  | F+ (*) I2 dx +  5 |F ־ (x)|2dxJ .
- סס —סס  /

Б° Оценим норму оператора К1־  (К — К)•

dx -|-}Г(К — К) f
[1 +  К1 (*)] X־*־ Wк ־ ‘( * - « ) / и . - ( 5  | i + w p + {

j  |2 dx +( K - K ) f
[1 +  к! (X)] X־•־ (X)< L a x | X + (*)|2 $ |P +|

\  X — oo
oo v 1/2

+  max | X-  W | j ־  | P ־{ 1 I + ״ , ־ ״ j + w  } f■ (׳•*) • (17.17

*) Сравните с формулами (3.22—3.26).
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(17.18)

(17.19)

Для продолжения оценки введем число
М == шах {max | Х+ (я) |, max | Х~ (х) | },

X X

а также используем формулу *)
о о  ОО ОО

$ \ p +'¥(x)\2d x +  5 |P 2|(* ־4'( dx =  $ \ ^( x) f dx .

Получим

\ т
dx I ־

C
OO v  1/^

S Ій т ^ д Г - =
סס —

= ж Г ?  [* ׳ (д:) ־  (x)1 F+ (*> ~  ІКг {х) ־  & <*Н F־ (ж) |2
' V־> —  п +  *1 W 1JC־1־  (*)

, 1/2С оо .1 ,
\\  #г,(х) г ^ _ ^ о | » Л
JМ [I + Кі (*)]Х+ (х) w | )  ^

Wе Ilf II
С ОО V 1/-6

С I К ш М - Ш  F - ^ l 2^ )  < Л /2 М

j U  П + * ! ( w (*) *[(״ | у
+  Af

״7•20י
Кг (*) -  Кг (х)

П +  К, (*)]
, max

X
Ki (X) -  к, (х)

)х( •־Г (־ג)] 1 + К 1[
=  max |  maxi

где 

е

Таким образом, полагая ^ 2 М ъ < \ ,  мы выполним условие 
(17.9), а с ним и п. 5° теоремы 1 и следствия.

Итак, получена
Т е о р е м а .  Пусть в задаче Римана (17.11) функции К!(х) 

и К2(х) ограничены и *J2Me, <  1 , где все величины определены 
выше. Тогда при любой правой части G(х) из L2(—00, 00) за- 
дача (17.11) имеет единственное решение. Это решение можно 
построить по формуле (17.4), где

F -
*) Эту формулу легко получить на основании равенства Парсеваля:

ОО ОО ОО О ОО

$ | p +4 4 2d x +  5 \ P־ V \ 2d x =  +  J И>|2Л  =  $ I4 4 2dx.
— סס —סס 0 —סס —סס
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— решение приближенной задачи Римана (17.12). Среднее 
квадратическое отклонение между решениями задач Римана 
оценивается неравенством

. 1/2

)\ F ~ { x ) -  F - { x ) V d x  \ <

G (х) -  [1 +  /С, (лг)] F+ (х) -  [1 +  Kt (х>1 Г  (х) I*dx
[1 +  К, (Л)] А ־1־  (*)

(  5 | F+ (х) -  Р +  (х) I2 dx +  \
' 4 — оо — ОС

1 — V2 Me V JN —ОС г
(17.21)

Эта теорема имеет как теоретическое, так и практическое 
значение. В ней мы получили достаточно полную информацию 
о задаче Римана (17.11) без обычного для предыдущих глав 
предположения о выполнимости условия Гельдера для функций 
/(!(я) и К2 (х). Теперь достаточно, чтобы эти функции были 
измеримыми и ограниченными: они могут иметь разрывы в лю- 
бой окрестности любой точки л;*).

Практическое приложение теоремы будет показано в еле־ 
дующем параграфе и в § 22.

17.3. Приложение к задаче Карлемана. При решении интегрального урав- 
нения плавного перехода (§ 15) была получена задача Карлемана для полосы 
О <  1т г <  1:

Ф М  +  11+ D  (*)] ф (х +  i) =  G (х), - о о < х  <со. (17.22)

Искомая функция Ф(г) должна быть аналитической в указанной полосе 
и удовлетворять для •всех у е [0 , 1] неравенству

(17.23)<с.5 I ф (* + iy) I2 dx

Свободный член О(х) задается в 12(—«>, <»). Условия на известную 
функцию D(x) наложим ниже, в соответствии с требованиями теоремы 1 
п. 17.1.

Определим операторы К и R:
Кф ^ ф  (х) +  [1 +  D (х)] ф (х +  0.
КФ^ Ф( х )  + [ \ + 5  (х)] Ф(х + І).

В качестве X возьмем определенное выше множество функций Ф(*), ана- 
литически продолжимых на полосу 0 <  Im z <  1 и удовлетворяющих нера- 
венствам вида (17.23). В соответствии с выбранным классом для свободного 
члена положим У == £2(— оо).

Для того чтобы операторы К и R действовали из X в У, предположим, 
что функции D(x) и В(х) ограничены.

Приступим к разбору требований 1° — 5° теоремы.

:) В формуле (17.20) max понимается как существенный максимум.
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1° Уравнение (17.2) является в рассматриваемом случае «приближенной» 
задачей Карлемана

/СФ==Ф (*) 4 ־ ]1 4־  D (х)\ Ф (х 4 5  = > 00 — ,(лг) ־ 0   х <  00. (17.24)
В соответствии с результатами § 15 для существования единственного 

решения этой задачи достаточно предположить, что

l f־  D (*) Ф О, D (זג) непрерывна, 5 ( ± ° о )  =  0,
^ (17.25)

Ind [1 +  D (* .־־־ 0[(

2°, 3° будут выполнены при Уо =  ^2(— 00), что мы и предполагаем.
4° Оператор К_1 можно было бы построить по формулам § 15. Однако 

последние не вполне удобны для оценок, которые встретятся ниже. Поэтому 
получим выражение для оператора К~1 в более удобной форме. Для этого 
потребуется наложить более сильные, чем в § 15, условия на коэффициент 
при неизвестной функции в задаче Карлемана (17.24). Именно, в дополнение 
к (17.25), предположим еще, что оригинал функции D(x) удовлетворяет 
условиям

d( t ) &L  ( 0 0 (־ 00 ,00). d' (() <= L2 (—17.26) ,(־־־־־ 00, 

При этих предположениях задачу Карлемана нетрудно решить непосредствен* 
но,не переходя к задаче Римана. Действительно, допустим, что нам удалось 
представить коэффициент при Ф ( * 4 0 ־  в виде отношения:

1 + S w ־ T 7 T T 27 °־ 7 X (х 1(־  )

где Я(2 )— непрерывная, ограниченная и не имеющая нулей в полосе 
О ^ І т г ^ І  функция, аналитическая внутри этой полосы. Тогда краевое 
условие (17.24) упростится:

W (х) 4- W {х 4 = (і ־  Н (х), — 00 <  х <  00. (17.28)
Здесь

Ф (2) «־■ £ (« )¥  (г), 0 < 1 т 2 < 1 ,  (17.29)

G(x)
Х ( х ) ’

Н(х)

Задачу (17.28) легко решить с помощью преобразования Фурье. Действи- 
тельно, применяя к обеим частям равенства оператор V1־ , получим

י1י (0  +  е־ Ч  (0 — А (0.

\ + е
У (х)

откуда

Из этой формулы и с учетом (17.29) находим обратный оператор R~l:

K-'B—XU) у [тУрг1'“' (у)]׳
Построение канонической функции Я (г), удовлетворяющей условию 

(17.27), опирается на теорию обобщенных функций и будет дано в § 28.
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5° Оператор Я1־  действует из пространства Y0 =  L2(—оо, оо) в простран- 
ство X. Поэтому полагаем Ло =  X и вводим норму

К
о о  \  1 /2  /  ОО

$ | Ф (х) I2 dx I , (  ̂ I Ф (х +  i) I2 dx

Оценим норму оператора Я1־  (Я — Я). Обозначая
М =* max {max | X (х) |, max | X (х +  і) | },X X

после оценок, аналогичных встретившимся в предыдущем пункте, получим

•и ФИ*,Р ( х ) - Р  (*) 
Х(х)( К - К )  ф  IL <  М max

0 XII к

Таким образом, для выполнения неравенства (17.9) достаточно положить

(17.30)< 1.Р ( х ) - Р ( х )
1(х)

М max 
х

Теперь из утверждений п. 17.1 вытекает
Т е о р е м а .  Пусть в задаче Карлемана (17.22) функция Р(х) ограничена 

и выполняется неравенство (17.30). Тогда при любой правой части (?(*) из 
Ь2(—00, оо) эта задача имеет единственное решение в пространстве X. Это 
решение можно построить по формуле (17.4), где J =  Ф (х) — решение прибли- 
женной задачи Карлемана (17.24). Погрешность между решениями оцени- 
вается неравенством (17.10).

§ 18. Приближенное решение интегральных уравнений 
типа свертки

18.1. Уравнение с двумя ядрами. Продолжим начатое в 
п. 5.2 изучение уравнения

оо О

f  (0 + ־4־= 5 ־־־  s) /  (s) d s  +  4 ^־־  \  k 2 ( t  —  s ) f ( s ) d s  —  g ( t ) ,  (A)
*  0  *  - 0 0

— oo <  / <  oo.

с целью применить к нему изложенный в § 17 метод прибли- 
женного решения. Попутно будут получены теоретические ре- 
зультаты о разрешимости этого уравнения при значительно 
менее жестких ограничениях на ядра и k 2 и в более широком 
пространстве, где ищется решение f. Будем теперь предполагать, 
что все функции в уравнении (А) принадлежат не классу {0}, 
а более широкому пространству L2(—оо, оо).

Поступая, как в п. 5.2, приведем уравнение (А) к равно- 
сильной задаче Римана

[1 +  Кх (де)1 F+ (х) -  [1 +  К2 (х)] F~ (х) =  G (х), (18.1)
— оо <  х <  ОО,
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совпадающей с задачей (17.11). Используя теорему из п. 17.2, 
придем к такому результату:

Т е о р е м а . Пусть в уравнении (А) интегралы Фурье К1(х) 
и К2(х) — ограниченные функции и выполняется неравенство 

<  1 п. 17.2. Тогда при любой правой части g(t) из 
L 2(—оо, оо) уравнение имеет единственное решение. Функция

со

П 0  =  - ^ = -  \  [Х+ (х)Р+ { [ 1 + К Л х ) Г ' [ Х + (х)Т10 ( х ) } -
V —оо

-  Г  (х) Р~{[ 1 4 ־Кі (ж)]1 ־  [Х+ (Ж)]-1 G (ж)}] e~ixt dx (18.2)

является приближенным решением уравнения (А), и справед- 
лива оценка для средней квадратической погрешности

V2׳
| g ( 0 - £ ( * ) P ^ J  +  

\ т
\ f ( t ) f d t )  +

Coo ч5 и « ) - ! « ) ? * )  <
— оо '

^  1 -  V 2  Me {  т * Х | [1 +  ІС, ( * ) ]  х + (* )I (  5

+ max|--̂ ־( Ŵ if?
* I [1 +  (*)] Г 13 \ \ ־ (*) 

| ( $ l f « P * )  }■ (18.3)
Кг ( x )  -  K3 (x)

״" ־ ־ '  I [1 +  * 1  ( * ) ]  X +  ( X )
+  шах

Неравенство (18.3) нетрудно получить из оценки (17.21). 
Из теоремы следует, что для получения приближенного решения 
J(t) достаточно решить приближенное уравнение с двумя яд- 
рами:

ОО О

7(0 +  ^ \ k l { t ~ s)f {s)ds + J־  5 T \  2̂ (t ~  s)f  (s) ds — g (t),
0 י —סס 

(18.4)

где приближенный свободный член g(t)  близок к функции g(t)  
в смысле малости интеграла

ОО

$ \ g ( t ) - g ( t ) \ 2dt, (18.5)
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а приближенные ядра ё! и к 2 должны иметь интегралы Фурье 
R 1 ( x )  и К 2 ( х ) ,  удовлетворяющие всем условиям п. 17.2 (см., в 
частности, (17.13)). Погрешность, стоящая в левой части нера- 
венства (18.3), будет тем меньше, чем меньше интеграл (18.5) 
и величины

max | Kj (х) — К! (х) I, / =  1, 2.
X

Если в качестве £!(/), k2(t) и g{t) можно взять функции, со- 
держащие экспоненты в форме (2.25), то приближенная задача 
Римана (17.12) будет содержать только рациональные функции. 
Такая задача, как указано в п. 3.6, решается непосредственным 
аналитическим продолжением. Решение задачи Римана будет 
рациональной функцией, так что f{t) находится с помощью тео- 
рии вычетов.

18.2. Одностороннее уравнение второго рода. Результаты 
о приближенним решении одностороннего уравнения

оо

f(f) +  - j = . \ k ( t - s ) H s ) d s  =  g(i), t  > О, (А+)

можно получить из предыдущего пункта как частный случай. 
Однако ввиду специфики уравнения (А+), заданного лишь на 
полуоси, возможно уточнение и упрощение этих результатов. 
Поскольку исследование ведется по схеме, достаточно подробно 
освещенной в предыдущих пунктах, то подробностей мы здесь 
касаться не будем. Заметим лишь, что при реализации построе- 
ний п. 17.1 в качестве пространств X , У и Х0 следует взять 12 
с обычной нормой в L2(—оо, оо). Оператор К можно определить 
равенством

KF+^ P +{(l +  K(x))F+(x)},

где К(х)— интеграл Фурье функции k(t). Итак, справедлива 
Т е о р е м а .  Пусть в  уравнении (А+) интеграл Фурье К ( х )  

ограничен и существует функция К ( х ) ,  обладающая следую- 
щими свойствами:

К ( х ) * в Н ,  К (  00) = 0= ¥ ( * ) ? / + 1  ,0 + Ind[l ,־  /((*)] =  О,
С — шах | A_(x) Г > | шах | Х+ (х) | шах | К (х) — К(х) ׳  1,

X X X
где

Г  (*) =  [1 +  К W] Х + (*), х + Ос) =  ехр { -  Р+ In [ 1 +  К т ] } ,
Тогда при любой правой части g ( / ) e L 2(0, оо) уравнение 

(А+) имеет в пространстве L 2(0 ,o o ) единственное решение.
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Функция

f ^- =־־ (/)  L -  5 X+ (x) P+ { [ I ־ ] ־ ' Vg+} r ״  dx, t >  0 (18.6)
V —oo

является приближенным решением уравнения (А+) и справед- 
лива оценка погрешности
>оо v 1/2 р  >оо

( J (ОI2л ]  < - ! 4 с  [ с  ( 5 1 f  (ОI2dt

(18.7)+  max IX" (х) | 1 max I MI ( \  IS (0
* 0\ J־ג 

Итак, для построения приближенного решения J(t) уравне* 
иия (А+) достаточно решить приближенное одностороннее урав- 
нение

(18.8)% (t — s) f  (s) ds — g (/), t >  0,?<0+w !
где ядро k имеет интеграл Фурье R(x)  с перечисленными в тео- 
реме свойствами. Как видно из оценки (18.7), для уменьшения 
погрешности приближенного решения следует сделать малыми 
величины

l f ( 0 ־ ־ g(*)l2<# и max | К (*) — К (х) |. (18.9)X

18.3. Пример. Рассмотрим уравнение Г. А. Гринберга — В. А. Фока, ветре* 
тившееся в теории береговой рефракции электромагнитных волн:

(30

״־־־ / ) И * 0 ( | ' ־5|)/(5)<*5  =  г ( 0 1 8 ) Л0)О׳ <>0• 

Здесь Ко — цилиндрическая функция мнимого аргумента (функция Макдо- 
нальда), ао — постоянная. В данном случае (см., например, [8])

K(x)-Vk  ( 0 - у Г - & ^ 2 . * 0 ( 1 < | ) 1 ---------р = = = •
L Vя J у х 2 +1

Условия теоремы предыдущего пункта будут выполнены при аоё=[1, 00), что 
и предположим.

6 Ф. Ал Гахов, Ю. И. Черский
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14,63 , , « ״ ״  ж2 + Пусть *) к״ 101   (ж) =  — Оо xi ^  62^ ־4■ (0!־  • Вычисления показывают, что

max | /С (х) — ^  (*) | <  | во | • 0,01.

С целью нахождения Х+{х) и %~(х) представим рациональную функцию
х* +  [61,52 -  14,63а0] *2 +  101 [1 -  а] 

х* +  61,52*2 +  1011 + *  (*)'

в виде отношения множителей. Присутствие параметра ао заставляет нас в 
дальнейшем отвлечься от конкретных числовых значений. Определив корни 
многочленов, запишем

, , , (х +  ia) (* +  ib) (х — ip) (х — lq)
'  ’ (x +  ic)(x-\- id) (x — ir) (x — is) (18.11)

Предполагаем, что постоянные a, b........ r, s имеют положительные действи-
тельные части. Из возникших множителей нетрудно составить канонические 
функции (см. и. 3.6):

У+/И (x + ic)(x + id) (x - i p ) ( x - i q )
{Х) ־־ (х +  ia) (x +  ib) 9 W  ~  (* -  ir) (x -  is) ־

Для вычисления приближенного решения J(t) представим канонические функ- 
ции в виде

А. 1 Ц , , (а — с) (a — d) .. , (b — c)(b — d)
х +  і а '  х + ib' *  b — a a — b 9X+ (x) =  1

( r W)־ ' ־ i +  J L  +  X ,  a  =  i ( p - r ) { p - %  p - ^ ־ r>ig - a>.
x w /  1 x — ip ' x — iq9 p — я я ־־־ p

Оригинал F “‘1P + {[X™] 1 6 + } находится с помощью формулы свертки:
סס

у - I p + { [ X -  ( * ) ] 2 ־■  +  w } « .  г +  ( 0  +  - ^ L = -  J  k_ (t -  S) і + ( S) ds ־ =  h+ ( І),

t >  0.
Здесь (см. n. 2.5)

k-  (t) =  V 1 ־  { T = W  +  T=h7 } ־־ { °i’v 2 Z(aept + (к*). I < a
Используя еще раз формулу свертки, построим функцию (18.6). Имеем при 
f> 0:

+  °°

f  (t) ־= V - ] י  |  } ]  =  h+ (t) +  — = - 5 k+ (t -  s) h+ (s) ds,

— i V + he ai) זי2  \1 e~bt), t >  0,
/< 0 .Ы Ч :־

где

x + ia ‘ x +*+ ( 0 - V ־ *{

*) Функцию K(x) мы взяли в виде отношения многочлена второй степени 
к многочлену четвертой степени. Коэффициенты многочленов определены из 
условия четности и совпадения К(х) и К(х) в точках 0, 1, 3 и 9.
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Собирая воедино эти результаты и учитывая, что свертка от правых 
односторонних функций имеет пределы интегрирования от 0 до /, получим 
при t >  0 :

со

1 (0  =* І+  (0 +  1 \ [aep(<־ s) +  Ре<׳ и“ *,1 §+ (5) ds -
t

(18.12)

Здесь функция §+ должна быть близкой к g(t) в смысле малости инте- 
грала (18.9) и такой, чтобы удобно вычислялись квадратуры в формуле 
(18.12).

Последние формулы, начиная с (18.11), очевидно, пригодны не только 
для приближенного решения уравнения (18.10), но и для других односторон- 
них уравнений.

18.4. Одностороннее уравнение в пространстве функций, растущих как 
многочлен. Пусть т — целое число, т >  0. Предположим, что в уравне- 
нии (А+) ядерная функция достаточно быстро убывает на бесконечности, так 
что (/ +  / ) mk ( t ) ^  {0}. Тогда решение f(t) можно искать в более широком, 
чем 1 2 (0 , 00), пространстве функций f(t) таких, что f(t) (t +  L2(0, 00).
В этом пространстве допускаются функции, растущие как многочлены степени 
не выше т  — 1 . Свободный член предполагается заданным в следующем виде:

g W - e - M P m - i W  + gA О, О  О,
где h — действительное число, — многочлен степени не выше т — 1 ,
£ 0 ( 0 ®  М О ,  оо ) .

Применение теоремы 2 п. 17.1 приводит к следующему результату: 
Пусть интеграл Фурье К(х) таков, что \ +  К{х)ф О, Ind[l +  К(х)] = 0 . 

Тогда для приближенного решения уравнения (А+) достаточно решить у рае- 
пение

е־ Ш Рт - 1  (0 + Ы 0 . t >  О,^ k (t — s) f  (s) ds
0

fWH-

где (t +  i)m £ (t) e  {0}, а интеграл Фурье /С (זג) должен обладать свойствами 
1 +  К ( х ) Ф 0 ,  Ind[l +К( х) ]  = 0.

4 - г К ( х )  - J L k (x)\ , / - І ....... т - 1 .
dxJ x=h dxJ \x -h

При соблюдении неравенства

С =  шах | Х־~ (х) | 1 min | Х+ (х ) | шах | К (х) — К (х) | <  1х X X
разность решений f (/) — J (t) принадлежит L2 (0 , 00) и справедлива оценка 
средней квадратической погрешности:

0 1 / ( 0 - Ht ) ? d t ^  < T-lr?- 0 | 7 - 1x+(*)p+{[x -r1//+}|2d^ ,

в*
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סס

(t — s) f (s) ds — g (t) e= L2 (0, 00).
0

1
V 2я

где при О  О 

V~lH+

Доказательство этих утверждений использует теорию задачи Римана в 
обобщенных функциях, основы которой будут даны в главе VIII. Само дока- 
зательство ввиду его громоздкости не приводим.

18.5. Одностороннее уравнение первого рода. Многие задачи 
математической физики (см. § 20) приводятся к интегральному 
уравнению первого рода

оо

' \ k ( t - s ) f ( s ) d s  =  g(t), t >  О, (А+0)

где заданное ядро не является сингулярным: функция k( t ) при- 
надлежит классу {0}, а ее интеграл Фурье таков, что

К (х) л /7 +־ Т ф  0, Пт [ к  (x )V *2+  1J == 1,
г .ך ב ___ (ד 08.13

Ind [/С (*) v * 2 + 1  0 = .נ 

В уравнениях первого рода с несингулярным ядром обычно 
класс для решения более широк, чем класс, в котором задается 
свободный член. Свободный член уравнения (А+0) зададим в 
сравнительно узком пространстве, которое проще определить в 
терминах интегралов Фурье. Образуем, как обычно, функцию 
g + (/), равную g(t) при / > 0  и нулю при t <. 0. Будем предпо• 
лагать, что ее интеграл Фурье G+(x) обладает свойством

V x + ־iG+ (х) €= Lt. (18.14)

Доопределим уравнение (А+0) при t <  0, введя функции
Г /( /)  при t> 0, ( 0 при / > 0 .

' 1 0 > / при ׳+   0 , 1 ' * - > неизвестна при t ׳   0 ,

—  00 < /  <  о о ,  ( 1 8 . 1 5 )

Получим

k ( t - s ) f + (s)ds =  g + (i) +  f_(t),S1
V 2я

где свойства вновь введенной неизвестной функции f-(t)  срав- 
нимы с характером свободного члена. Это означает, что от ее 
интеграла Фурье требуется, чтобы

л/x — i F~ (х) s Z (׳2". (18.16
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Применяя к (18.15) преобразование Фурье, получим задачу Ри- 
мана *)

K(x)F+ (x) =  G+ {x) +  F־ {x), оо <  х <  оо. (18.17)

Теперь из сопоставления свойств функций G+(x),  К(х)  и F~(x),  
выраженных формулами (18.13), (18.14) и (18.16), видно, что 
решение f(t) естественно искать в таком пространстве, чтобы

- Д = г F+ (х) е= U .  (18.18)
л/х + і

Очевидно, класс решений f(t) шире класса свободных чле- 
H O B g (/) .

Решение задачи Римана начнем с факторизации:

К (X) У Р + Т  =  Х~ (х) [ х ־[(*) + ', 
где функции X+(jc) и Х־ (х) определены формулами (см. п. 3.3) 

X* (х) =  exp [=F P H  In [К (х) л/х2 +  1J}].
Квадратный корень также факторизуем:

У х* +  1 =* — \/я + У +ן   лс — г .

Здесь и в дальнейшем условимся при 1т г  >  0 под выраже- 
нием V г  понимать ветвь, для которой R e V 2 + > 0 .  При
1т 2 < 0  корень У 2 означает такую ветвь, что R e V 2 <  0.

Используя найденные факторизации, представим краевое 
условие (18.17) в виде

F+ (х) У а Г ^ Г  О ־1־  (х) л / Т = Г  F~ (х)

Х+ ( х ) л / 7 Т 1 + * ־ <*> Х־ (*)

Применим проекционный оператор Р+ (см. п. 17.2):

F+ (х) р + f  V ~ ~  G+ (х) ן

x + ( x ) V 7 T i + I  * ־ (*) У
откуда

F+ (х) =  -  л /7 + 1 + Х + (х) Р+ |  V x ~ L {° + (Х) ) .

Нетрудно убедиться, что действительно получено решение клас- 
са (18.18). Из самого способа построения решения вытекает его 
единственность.

*) Обосновать эти действия можно, опираясь на теорию обобщенных 
функций (гл. VIII).
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В силу равносильности задачи Римана (18.17) и исходного 
интегрального уравнения (А+о) последнее также имеет безуслов- 
ное и единственное решение в выбранном пространстве:

=  [V̂H х + (х) Р+ | }], / > 0. (18.19)

П р и м е р .  Рассмотрим уравнение
со

) Со/ ^ ־־ך 1 1 -  s I ) f (s) ds =  Г ״ ׳  -  e~bi, t >  0, a >  0. Ь >  0 ,

о

где /Со (0 ־־ функция Макдональда (ср. с п. 18.3). Итак, в данном случае 
в уравнении (А+0)

V *2 + 1 י 
( M l ) ,  К ( * ) V7'•k(t)-־

откуда X+ (x)s3 X־ (jc) s  1. Функция G+(x) равна

V23x (х +  іа) У23х (х +  ib) * 

i (  V — ia — i *sj — ib — i

eixt d t -
У2я

Поэтому

}•x +  ib
p + ( л / х - Ю +(х) ) __ l_  f 

l  Г ( * )  J V2״  I

} e~lxi dx.

У 2л I x +  ia

По формуле (18.19) при / > 0  получим
оо

-  f л /— ia — i л/ — ib — I \  _
х +  ibх +  ia* + ׳ { >׳5״ 5 • ׳ י ־ ו

Данный интеграл можно свести к известному интегралу вероятностей, 
если воспользоваться формулой

(18.20)*>0,erf У  (а — a) U2 Узх e~ai 
(1 — i) У а  — а

______ 1______
(х +  ia) У  х +  /а

V“1

Z
где Re а >  0, Re а >  0,

Приведем еще три Формулы, полезные при вычислении оригиналов, когда 
изображения содержат радикалБ! и рациональные функции (всюду Re а >  О»
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(18.21)2 __—  erf V (a ־־ «) U t <  О,1
Re а  >  0):

Т7-1
(х — га) 's/х  — га (1 +  г') V « — а 

1/-1
(х +  ш) V* -

--------- 2 ** — Г  (г V ^ T a  I Vmin (О, t) I ) Г (а+а) 1 min (0* *> j, (18.22)
у׳- (г־{־ 1) a +  a

— oo <  t <  00.

Ц7 (/2) =  в*2 (1 -  erf г),
Здесь

T / — 1

(jc — ia) л /x +  га

2 У",6!!— r ־  (< V a + tt  1 Vmax (0, f) 1) e~(a+a) 1 max <°’ *> I, - 0 0  < t <  0 0 .
(18.23)

(1 — i) Va +  a

Очевидно, что оригинал (18.20) при t <  0 равен нулю (как интеграл Фурье 
от функции класса L^). Точно так же оригинал (18.21) равен нулю при 
О  0.

Решение, приведенное к интегралам вероятностей erf 2 и W (гг), удобно 
для численных расчетов, так как эти интегралы протабулированы.

18.6. Продолжение. Приближенное решение. По сравнению 
с интегральными уравнениями второго рода или с уравнениями, 
содержащими сингулярные ядра, приближенное решение урав- 
нений первого рода с несингулярными ядрами сопряжено с 
бблыпими трудностями. Это вызвано тем, что в последних урав- 
нениях искомая функция значительно сильнее реагирует на ма- 
лые изменения (возмущения) в свободном члене или ядре. 
Метод, основанный на п. 17.1, остается применимым, однако 
погрешность удается оценить не в L2 (0 , оо), а в другом про- 
странстве. Возьмем в качестве X пространство вектор-функций

где функции F+(x) и F~(x) обладают свойствами (18.18) и
(18.16). Пусть пространство У состоит из функций Н(х)  таких, 
что Н(х)  V *  +  / g L2(—  -оо). Операторы К и К, действую ,סס
щие из X в У, определим равенствами

K F ^ K ( x ) F + (х) -  Г  (х), KF =  K  (х) F + (х) -  Г  (х). 
Полагаем далее Х0 =  Х и вводим норму:

С І Х - ь J IV *  — г F~(x)\2dx. 
— 00

F+ (х) 
■у/х + і

оо
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Действуя, как в п. 17.2, приходим к такому результату: 
Т е о р е м а . Пусть функция д/лс2 -j- 1 К(х) ограничена и

m ax{m ax|X + (x)|, max \ X (х)|} =
X X

־= С <  1, (18.24)

К ( х ) - К ( х )
Х־ (х)

max I
X

где
К(х)ев{ {  0}}, К(х)л/х2 +  1 Ф0,

Нт [ЛЧх)Ух2 +  1 ] =  1, Ind[K(x) Ух20 = .־־|- 1 ] 

Функции X* (л:) и X (х) определены факторизацией К (х) У х 2+ 1 =
=  1 ' ( ](ןג1+ג) :)] . Тогда при любой правой части g(t) из клас~ 
са, определенного требованием (18.14), уравнение (Л+0) имеет 
единственное решение в классе, определенном условием (18.18). 
Приближенное решение этого уравнения можно найти по фор- 
муле

f(t) =  - v ~ '  [ л / 7 + 1  X + (х) Р+ 1 }  ] .  < > 0 ,

и имеет место оценка для разности интегралов Фурье решений:
/  ОО V 1/2

Coo _______  V 1/2

S I 1 F ^ ] ־ ° + {x) ~  K  {X) P+ (x) +  Г d x )  '
— po *

где
M =  max {max | X + (x) |, max | X~ (x) | } (18.25)

и  F + (x), F ~  (x) — решение приближенной задачи Римана K F  —  G + .
18.7. И нтегро-дифференциальное уравнение. В приложе- 

ниях нередко встречаются задачи, приводящиеся к различным 
интегро-дифференциальным уравнениям типа свертки. Типич- 
ным представителем последних может служить уравнение

ОО

( ־ г־ — 1 ) ў ^ $  k{t — s) f ( s)ds  =  g{t), t >  0. (18.26)

Предположим, что £ ( / ) ^ { 0 }  и выполнены условия (18.13). 
Введем, как в п. 18.5, функции f+ (/), J-(t) и §+(t)  и перепишем
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уравнение в виде
оо

{ d־ J ~  O y t "  5 b(t~ s'>h(s) ds =  3+M +  f-W ’ — о° < t < o ° .

Произведя преобразование Фурье, получим задачу Римана: 

- ( x ? + l ) K ( x ) F + (x) =  F־ (x) +  G+ {x), — סס > זג  <  оо, (18.27)

решать которую будем, предполагая, ч т о —̂ G ך== ־1־  (л) s  L?,

Ц <= (זג) F -
У*־—

л/х +  І Р+ (л:) €  Lt ,

Поступая, как в п. 18.5, придем к выводу, что уравнение 
(18.26) имеет единственное решение

1 ^ Л 4 ш ' к + { х ) р Л ^ - ы ] \ י28'08 

где функции Х + (х) и Х~ (х) равны

X* (л:) ־  exp [=F Р± {1п [К (х) У ^ + 1 ] } ] .

Пусть, наряду с уравнением (18.26), дано уравнение
оо

( 5 0 ־  ־ ־ ( s ) d s = g ( / ) 2 9 ■1 8 )  > ° י 1 ׳ >

которое, ввиду «плохого» ядра или свободного члена лучше ре- 
шать приближенно. Поступая точно так же, как в п. 18.6, при-
дем к теореме: _____

Т е о р е м а .  Пусть функция л/х2 •+• 1 К (זג), где К (х) =  Vk (t), 
ограничена и выполнено неравенство (18.24). Тогда при любой 
правой части g(t) из класса, определенного условием

■ G+ (х) е  L t,
V* +1

уравнение (18.29) имеет единственное решение f(t) в классе, 
заданном условием

y j + T + F+ (х) г  Lt-

Приближенное решение этого уравнения дается форму- 
лой (18.28), и для интегралов Фурье решений справедливо
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неравенство

X  [G+ (*) +  (1 +  X2) К (х) Р +  (х) +  Р ~  (х)] |2 dx) W,

где постоянные М и С определены равенствами (18.25), (18.24), 
a F+(x) и Р~(х) — решение приближенной задачи Римана (18.27) .

§ 19. Исторические сведения

Метод приближенного решения одностороннего уравнения путем замены 
ядра другим ядром, удобным для факторизации и последующих вычислений, 
предложил в 1954 году К ой т ер  1). Рассматривая в качестве модельного 
примера задачу Римана (18.17) с коэффициентом

/ : ( * ) - ■ у ,

он в качестве первого и второго приближения взял функции
х4 +  Сх2 +  D 
х4 +  Ex2 +  D

К ( х ) - К ( х )1
К ( Х )

Поскольку в данном случае нетрудно построить точные решения всех трех
задач Римана с коэффициентами К, К и /С, Койтер мог эмпирически оценить 
погрешности приближенных решений. Этим методом он получил приближен- 
ные решения смешанных задач для бигармонического уравнения в полосе.

Некоторые усовершенствования метода и его теоретическое обоснование 
даны в 1962—63 годах Ю. И. Ч е р с к и м  7) 8). В процессе работы над кни- 
гой эти результаты были им улучшены и составили содержание пятой главы. 
Теоремы п. 17.1 аналогичны соответствующим теоремам из общей теории при- 
ближенных методов Л. В. К а н т о р о в и ч а  (см. [12], стр. 488).

Начиная с 1964 года публикуется серия работ молдавских математиков, 
посвященных проекционным методам решения уравнений типа свертки. По- 
скольку сводное изложение полученных ими интересных теоретических ре- 
зультатов уже дано в книге [7], этих вопросов мы не касались.

Численному решению интегральных уравнений типа свертки посвящена 
глава IV книги В. В. И в а н о в а  [11], вышедшей в 1968 году. Для прибли- 
женного решения этих уравнений он рекомендует метод наименьших квадра- 
тов и методы Ритца — Галеркина. Эти рекомендации имеют большую практи- 
ческую ценность при решении полных уравнений типа свертки или систем п 
уравнений с п неизвестными функциями, когда оправдано привлечение к про- 
цессу решения электронных вычислительных машин.

В главе V были получены некоторые результаты о задаче Римана с из* 
меримым коэффициентом. Впервые такую задачу решил в 1960 году И. Б. С и- 
м о н е н к о  3). В соответствии с главными целями гл. V у нас исследование 
ведется более простыми, чем у И. Б. Симоненко, средствами, но, правда,



171ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ V

результаты менее полны и несколько отличаются по форме. Одностороннее 
уравнение (п. 18.6) и интегро-дифференциальное уравнение при сделанных 
предположениях рассмотрены в книге, по-видимому, впервые.

> оо —י  х  <  оо,

Задачи к главе V

1. Решить в классах п. 18.5 задачу Римана 
х2 +  а2 F+ (x) =  F~(x) 4  1

Х +  ІО(х2 +  Ь2) V*2 + с2
где а, Ь, с к а — различные положительные постоянные. Эга задача может 
служить приближением к задаче (18.17).

От в е т .  ?+  Ы -  (<т+&> (« +  Р  У <т+с (х +  lb) У * +  ic 
л/2 (<т +  а) (х +  10) (х +  /а)

2. Считая указанную выше функцию Р+(х) изображением, найти ори- 
гинал.

От в е т .  При t >  О 

г __ л/2 (<т +  Ь) д/а +  с - сt ,
М ) (a +  a)VT

+ I* ־ а) V E E W g ^ ..+ ...̂  У ^ + т  е_а< erf V F r ^ T +

+ ־ 6)   g) +  *> У ^ + 7  , - erf V *״ F r^ )7 .

3. Изучить в классах п. 18.5 однородную задачу Римана

К (х) F+ (х) ==־ F~ (лг), — оо <  х <  00

Предполагаются выполненными первые два условия (18.13), а третье заме- 
нено на следующее: Ind [к  (*) У *2 +  1 ] =  — х Ф 0. Показать, что при х > 0  
задача имеет х линейно независимых решений.

4. Решить в классах п. 18.7 задачу Римана

— 00 < X < 00,І
X +  /<т ״

с положительными постоянными at Ьу с и <т, которые все различны

О т в е т .  ? + ( * ) - ------------------/ У 2 ( а  +  а) (* +  *<»)______ ______
(/ — 1) (а +  Ь) У<т +  с (х +  ib) (х +  /<т) У* +  /с

5. Найти оригинал для указанной выше функции F+ (х ).
О т в е т  При t >  О

erf(а—а) е ai 
aJ c — а

erf У(с—&) /Г(0 -6 )с *ь־־
L Ус — צ

У2я (а +  а) 
(&2—а2) У а +  сf w
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6. Найти оригинал ф (0 решения Ф (ג;) задачи Карлемана 
[х2 +  (а — I)2] [*2 +  ( 6 -  1)21 ~- Ф (х + =־ (/   G (*), ■— оо <  х <  оо.(х2 +  а2) (х2 +  Ь2)Ф (х) +

Данная задача может играть роль приближенной задачи (17.24). Действитель- 
ные части чисел а и Ь не принадлежат отрезку [0, 1], а ф  Ь.

Ответ.

r(t — s) -ф (s) ds,51
У2яФ(0==Ф(0 +

т  ( /— s) g (s) ds.s0=*£(01 0)י|ו + e(

г>0,
* < 0 .

(1 -  2b) ebt, t >  0, 
( 1 - 2 a)eat, t < 0,

( ( l-2 a )e ־ (a־ l)(, 
1 (1 - 2 b ) e (l~b)t,

В случае Re a >  1, Re b <  0

/2\ fn— a “b b — 1r (0 =  V2jT— ...

1 — a +  b —/4 ״, , y_ — ״m (0 -V 2

Аналогично в других случаях.



Г л а в а  VI
ПРИЛОЖЕНИЯ К ЗАДАЧАМ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Операционное исчисление с самого своего возникновения ис- 
пользовалось для решения дифференциальных уравнений. Мож- 
но даже утверждать, что именно задача интегрирования диффе- 
ренциальных уравнений послужила причиной возникновения 
этого исчисления. Как было показано в п. 1.3, дифференциро- 
ванию оригинала соответствует умножение изображения на —іх. 
Отсюда вытекает, что переход к изображению в обыкновенных 
дифференциальных уравнениях приводит к уравнениям алге- 
браическим, а в уравнениях в частных производных — к умень- 
тению числа независимых переменных на единицу; в частности, 
уравнения с двумя независимыми переменными переходят в 
обыкновенные дифференциальные уравнения. Это лежит в ос- 
нове приложений операционного исчисления к решению диффе- 
ренциальных уравнений.

Вопрос этот хорошо освещен в литературе. В курсах инте- 
тральных преобразований Е. Т и т ч м а р ш а  [22], И. С н е д д о н а  
[21], Б. В а н  д е р  П о л я  и X. Б ре м м е р  а [2] приведены мно- 
гочисленные примеры решения различного рода дифференциаль- 
ных уравнений операционными методами. Общим в этих при- 
мерах является то, что их решение аналогично решению 
уравнения с одним ядром (п. 5.1)— краевая задача Римана не 
возникает.

В данной главе рассмотрены более сложные — «смешанные» 
граничные задачи для уравнений в частных производных, кото- 
рые аналогичны «парным» уравнениям (п. 5.3) или уравнению 
плавного перехода (§ 15) и потому приводятся к задачам Ри- 
мана или Карлемана.

§ 20. Смешанные задачи для уравнений 
с частными производными, приводящиеся к задаче Римана

20.1. Задача Дирихле для плоскости с разрезом. Дано урав- 
нение в частных производных*)

Uxx “Ь Муу ־■— и =  0 (20.1)
*) В этой главе аргумент у оригиналов удобнее обозначать буквой х, 

а не t
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па плоскости (х, у) с разрезом у =  0, х >  0. Пусть на берегах 
разреза заданы следующие значения функции и:

.0* ־ < ־ ־ - ' •*>״ +0( .
и(х, -0) =  0, х> 0. ’

На искомую функцию «  -накладываются условия огра (у ,זג)
ниченности при у -> ± о о  и в точке л: =  0, г/ =  0, смысл которых 
уточним позднее (см. (20.8) и (20.14)).

Решение будем строить отдельно для у >  0 и у <  0, «склеив» 
его по лучу у =  0, х <  0. Условия склеивания:

и (л:, + 0 )  =  и {х, —0), х < 0 ,  (20.3)
иу (лг, + 0 )  =  иу (0— ,זג), х <  0. (20.4)

Применим к (20.1) преобразование Фурье V, считая пере- 
менную у параметром:

— хЮ 4 (у ,זג) и ־ уу (х, у ) — U (х, у) =  0. (20.5)

Здесь была использована формула

F О  У > ׳<*'  ־ -  и  (х■у) (20-6)

(или свойства (1.20) и (1.22)).
Уравнение (20.5) является обыкновенным дифференциаль- 

ным уравнением, в котором уже х играет роль параметра. За- 
пишем общее решение этого уравнения отдельно при у  >  0 и
У <  0: __

( С, (*) е-У V w  +  с2 (х) еУ V w ,  0 < ,״ 

U (Х’ ~  {  С3 (ג:) е-У V w  4- С4 (х) е« у < 0 .  (2°'7)
Здесь ■yJx*-\-1 > 0 ,  а Ci, С2, С3, С4— произвольные пока функ- 
ции параметра זג. Потребуем ограниченности функции (20.7) 
при у -> ± оо . Тогда

С2{Х) =  СЪ ( х )^ 0 . (20.8)

Для определения функций С!(זג) и С4(х) надо сделать пре- 
образование Фурье условий (20.2) — (20.4). Для этого последние 
формально доопределим на всей оси זג:

и (х, + 0 ) =  f_ ( (זג 4־  I  q ’ : > ° 0’ — 00 <  20.9) ,00 > (זג 

u(x, —0) =  f_ (זג), — о о < л : < о о ,  (20.10)
4у (х, 4-0) =  иц (0— ,זג) +  f+ ( ,(זג — סס > זג  <  то. (20.11)
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неизвестна при х >  0, 
0 при х <  О

О при х >  О, 
неизвестна при х <  0.

f+(*) =  |

Здесь функция

и

Нетрудно проверить, что условия (20.9) — (20.11) равносиль- 
ны условиям (20.2) — (20.4).

Классы для искомых функций удобно определить через ин- 
тегралы Фурье:

Vf+ €  L* , Г  (х) =  Vf_ г  L;.  (20.14)
Ух +  »■

-F+ (*):1
Ух +  i
Применим к равенствам (20.9)— (20.11) преобразование Фурье. 
Используем правило (20.6), а также формулу (2.20'):

(20.15)

U ( x ,  + 0 ) ־ F )—־ * ) + - = ־ / ,
У23х (х +  1)

U(x,  —0) =  F~ (х),
Uу (х, + 0 )  =  Uу (х, - 0 )  +  F+ (х).

Получим из равенств (20.15) задачу Римана. Помня, что 
в формуле (20.7) C2 =  C3s O ,  найдем
U (х, + 0 )  =  С - ,U (х ,(זג), 0 ) ,(זג) С4 ־= 

(20.16)
Uу (0+ = (זג,   -  У *2+  1 С - ,Uy (х ,(זג), 0 )  =  У * 2+ 1 С4 (זג).

Подставим (20.16) в (20.15):
F+ (*) ־=  -  У ^ Т Т С , (х) -  У х2 +  ГС4 (х), C4(x) =  F ־ (x), (20.17)

С!( (זג ־ =  Г  (х) +  • (20.18)У2я (х +  0
Исключив отсюда неизвестные функции С!(ג:) и С4(х), получим:

F+ (х )»=»-2  y F + T  Г  (х) -  - 1, ў *  + 1 , - о о < х < о о .  (20.19)
У2я (х 41־)

Задача Римана (20.19) решается, как в п. 18.5. Единственное 
решение ее в классах (20.14) имеет вид

ץ + цл _  і У— гг ~ Ух + 1+ _  1V— 2і
У2я (х + У21Г У (׳*  х +  г + ’ 

j У ^Т г______________־
2 Уя (х +  і) Ух — I 2У 2я(х־(-/)
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Зная F+{x) и F~{x),  находим по формулам (20.17) и (20.18) 
функции С!(дс) и С4(х). Подставляя последние в (20.7), где 
С2 =  Сз =  0, получим U (х, у ) . Искомое решение найдем с по- 
мощью оператора V1־ :

и(х, y) =  (V~'U{x,  у)){х).

20.2. Смешанная задача для цилиндра. Пусть у, ф и х — ци-
линдрическая система координат (у — радиус-вектор). В круго- 
вом цилиндре 0 ^  у <  1, —л ־s; ф s£l я, — оо <  х <  оо, задано
уравнение Лапласа А и =  0; на части х >  0 его поверхности
у =  1 заданы значения функции и; на остальной части х <  0, 
у =  1 известна нормальная производная иу. В случае, когда 
известные функции не зависят от ф, приходим к задаче

ихх 1־  — tiy ־)■־ иуу =  0 ,  —  ОО <  д; <  о о ,  0 < у <  1, ( 2 0 . 2 0 )

и{х, 1— 0) =  ^(ж), д: >  0, (20.21)
иу (х, l —0) =  h(x), лс <  0, (20.22)

• \и(х, у) \ ограничено при 0. (20.23)
Здесь g(x) и h (х) — заданные функции.

Применим к обеим частям уравнения (20.20) оператор У:

—x2U (х, у) +  j  Uу (л:, у) +  и уу (х, у) =  0, 0 <  у <  1. (20.24)

Полученное уравнение приводится к уравнению Бесселя. Общее 
решение уравнения (20.24) имеет вид

U (х, у) =  С (х) / 0 (ху) +  С! (л;) Ко {х11).
Здесь 10(х) и Ко{х) — цилиндрические функции мнимого аргу- 
мента, а С(х) и С!(*) — произвольные пока* функции. В связи 
с условием (20.23) полагаем С1(*) =  0*) .  Итак,

U (х, у) =  С (лг)/0{ху), — о о ' < х < о о ,  0 < у <  1. (20.25)

Для определения неизвестной функции С{х) используем 
условия (20.21), (20.22). Доопределим их:

и{х, l —0) =  f_{x) + g + {x), — о о < х < о о ,  (20.26)
иу (л:, 1—0) =  / + {х) +  h_ (дс), — оо <  X <  ОО. (20.27)

х >  0, 
* <  0,

* > 0 ,
* < 0 ,

Здесь

*) Известно, что цилиндрическая функция /Со (х) неограничена в окрест- 
ности точки х =  0 (см., например, [23], стр. 595).
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a f+ (x) и /_  (х) — неизвестные функции вида (20.12) и (20.13). 
Сделаем преобразование Фурье равенств (20.26), (20.27):
U ( x , l - 0 )  =  F־ (x) +  G+ (x), Uy ( x , l - 0 )  =  F+ ( x) +H- ( x) ,  (2Q щ

— > סס  *  <  оо.

Из равенств (20.25) и (20.28) выводим

F+ м  =  •7 0־ ־1 F~ w - н ~ w  +  Х ( 7 Г G+ (*)• -  00 < * <  00.

Определив функцию F (х), найдем решение

и(X, y ) — V~l { [ F- (х) +  G+ (л:)]} .

20.3. Класс задач, сводящихся к задаче Римана. После рас- 
смотрения примеров из предыдущих пунктов можно без труда 
очертить круг задач математической физики, приводящихся с 
помощью преобразования Фурье к задаче Римана. Возьмем 
сначала плоские задачи.

Область или совокупность областей, для которых ставится 
задача, берется на плоскости (х,у),  причем граница должна 
состоять либо из прямых у =  const, либо из лучей у =  const, 
х >  0 или х <  0, либо из того и другого вместе. Другими ело- 
вами, область*) (или совокупность областей) можно построить
следующим образом. Задаем вещественные числа у\.........уп,
где п ^  1, г/fc-i <  уи. При п =  1 возможны такие области: полу- 
плоскость у >  у и полуплоскость у <  у 1; плоскость с разрезом 
у =  уи х >  0, или с разрезом у =  уи х < .0 .  В случае п — 1 
задачу можно поставить и для совокупности областей у > У 1 
и у <  уи

В случае п >  1 для построения области возьмем п — 1 по- 
лосу

У*<У<Уз+и  s =  l, 2, п — 1. (20.29)
К этим полосам присоединим полуплоскости у < У 1 и у  >  у п 
(либо одну из этих полуплоскостей, либо ни одной). Наконец, 
соединим некоторые из построенных областей (или все, или ни 
одной) вдоль лучей у =  yh, х >  0 или у =  ук, х <  0.

Дифференциальное уравнение должно быть линейным и с 
коэффициентами, не зависящими от х\

(20.30)=  g(x,  у).
др+ди (х , у) 

дхр дуд

А В

L  L  а”0 W
р = 0 < 7 0 ־

*) Областью, как известно, называется открытое связное множество. За- 
дача может ставиться для одной области или для совокупности областей, 
имеющих общие участки границы.
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Здесь А и В — целые положительные числа, ард(у) и g{ x , y ) — 
заданные функции; и(х,у)  — искомая функция. Уравнение мо- 
жет быть любого типа (в том числе смешанного). Вместо одного 
уравнения можно взять систему таких уравнений.

Граничные условия могут иметь вид

J  —  8rs (■*•)> 

j  == grs (■̂ י(

р
у У  Га dP+4U (X, ys +  0) . др+чи (x,ys - 0)
о_Г) jL! L pqrs дхР дуЧ 1 pP4rs dxp dyq

X >  0,
РZЕ \yp<!rs

п а П
dp+qu (х, ys +  0) ,

дхр dy4 י ■ P4rs
др+Чи (x, ys — 0) 

дхР dy4
р—и <7=*и

x < 0 ,
r =  1......... ms; s = = 1, . . n.

(20.31)
Здесь все величины, кроме частных производных функции и, 

заданы. К условиям (20.31) могут быть присоединены условия 
ограниченности при у или у °°־4►— - > —с», условия ограничен- 
ности на некоторых прямых у =  ys, условия принципа предель- 
ного поглощения и др.

Задачи указанного выше класса приводятся к задаче Ри- 
мана при помощи следующих операций:

1. Преобразование уравнения (20.30) по Фурье по перемен- 
ному х. При этом возникает обыкновенное дифференциальное 
уравнение

21 21 арч (У) (— ІХУ -Щр U{x,y)  =  G(x,yj ,  — оо <  * <  оо. (20.32)
р-0 0 — 0
В уравнении (20.32) х играет роль параметра.

2. Решение уравнения (20.32). Общие решения записываются 
отдельно для каждого־ промежутка (20.29) и для лучей у <  у ! 
и у >  Уп*)■

(20.33)
U (х, у ) = Е  Uks (х, у) Cks (х) +  U*s (х, у), 

£=■1
ys < y < y s+u Уп+1 =  +  °°> Уо= —

s — 0, 1, 2, . . п — 1, п.
Здесь U*s (х, у) — известные функции (частные решения неодно- 
родного уравнения), Uks(x,y) — также известные функции (ча- 
стные решения однородного уравнения), Ck»(x) — неизвестные 
функции параметра х.

*) Разумеется, для тех значений у, где уравнение (20.30) не задано, ре- 
щение не выписывается.
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3. Формулировка условий для функции U(x,y),  вытекающих 
из условий ограниченности, поглощения и т. п. Удовлетворение 
полученных условий путем наложения ограничений на функции 
Cfts (jc); некоторые из этих функций приходится иногда полагать 
равными нулю. Число оставшихся неизвестных функций Chs(x) 
при корректной постановке задачи должно равняться т !  +  • • • 
. . .  +  тп, где та — число краевых условий (20.31) на прямой
у  =  у,.

4. Доопределение условий (20.31) на всю ось х путем введе- 
ния новых неизвестных функций f rs + ( x ) ,  f rs- ( x )  таких, что

frs+ (x) =  {
' неизвестна 

0
при
при

* > 0 ,  
х <  0, (20.34)

frs- (X) =  j1 0 
1. неизвестна

при
при

х >  0,
х <  0. (20.35)

־[
Условия (20.31) при этом принимают вид

Р о
dp+qu (х . ys — 0) 

'Pqrs дхр dtjq־ft
dp+qu (x. ys +  0)

’РЧ'* dxp dyiE E [ ״

(20.36)=  grs+ (*) +  frs- (x),

V  V  Tv dP+"u ys +  °) a d״+e1u (*■ у* — °)־i .
L> L Y yp(!n дхРду« ־*־ °Pqrs дхРдуЧ J '

§rs— {x) “t" frs+ (x),
— oo <  x <  oo, r =  1, . . . ,  ms, s =  1, 2.........n.

p**0 <7=0

p QEl
p = 0  <7=0

( >0 x (•*׳)> v ( Srs,
grs+ (x) — I  0j x < 0 >  г « -(* )  — I

Здесь
0, x >  0,

g r s ( x ) ,  X < 0 ,

5. Применение к доопределенным условиям (20.36) преобра- 
зования Фурье:

(20.37)

р  о

І  Z ־)]   г‘*)Р a r q r s  i j r  V (х, ys +  0) +
р = 0  <7=0

+ ״(*)—)  Р״״ ,  ■щг U (х, у, — 0)] =  е й  (х) +  F״ {x),

Е  Е  [< " ) ־ ׳  W .  4 г  V <*.». +  ») +
Р0= ־=0 <7

+  ( - i x f  bpqrs^ U { x ,  ys -  0)] =  G7S(x) +  F+(x), 

— o o < * < o o ,  г =  1, . . . ,  ms, s =  1.........n.
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о d4 пЗдесь наряду с производными -jjjqU неизвестными являются
функции Frs(x), Frs (х). В силу (20.34), (20.35) последние являются 
предельными значениями функций Ffs (z) и F7s(z), аналити- 
ческих соответственно при Im z >  0 и 1т г <  0.

6. Исключение из равенств (20.37) всех неизвестных функ-
ций, кроме Fts (*) и Frs (*)• Для этого следует, пользуясь пред-

dqставлением (20.33), выразить функции U (х , у, 40 ־) и
dq-щр■ U (х, ys — 0) через неизвестные функции Chs(x) и подста-

вить полученное в (20.37). Исключая затем из 2 (т ! +  . . .  4 т ־ п) 
уравнений (20.37) (т ! 4 . ־ . .  +  т п) неизвестных Cks(x), полу- 
чим (т !  +  . . .  +  т п) линейных условий, связывающих (т ! . . .
. . .  тп) пар неизвестных функций F%{x) и F7s(x), т. е. задачу ־4 
Римана. Эту задачу можно записать, например, в таком виде:

и
Frs {%) 2  Arspo {х) Fqq (^) Hrs (#), 2̂q ggj

— o o < x < o o ,  r = l ,  . . . , m s, s = l ,  . . .» n.

Здесь Ars(K! и Hrt — известные функции. В ряде практически 
важных задач рассматриваемого класса полученные таким об- 
разом задачи Римана решаются в квадратурах*). Если решение 
Fr s ( x ) ,  F7s (х) задачи (20.38) получено, то решение и (х,  у) исход- 
ной задачи (20.30), (20.31) находится по формуле и(х, у) =  
=  ( V ~ 1U (х,  у))  ( х ) ,  причем U ( x , y )  определено равенствами 
(20.33), где т ! +  ••• +  гп,  функций C k , ( x )  без труда опреде- 
ляются через ^ ( х )  и F7$(x); остальные функции C ks ( x)  равны 
нулю.

К задаче Римана сводятся также те многомерные задачи, ко- 
торые после применения интегральных преобразований приво- 
дятся к двумерным задачам указанного выше класса.

20.4. Задача с движущимися граничными условиями. Пусть 
дано уравнение

Д2« ־־= ^хххх 4" ^■ххуу ~Ь Uyyyy ==1 Jy Uft (20.39)

в полуплоскости у >  0, —оо <  х  <  оо при всех значениях вре- 
мени: —оо <  t <  оо. Этим уравнением, как известно (см., на- 
пример, [23], стр. 405), описываются свободные поперечные ко- 
лебания тонкой пластинки. Здесь и — прогиб, р, — масса пла

*) Для нескольких пар неизвестных функций решение задачи Римана 
в квадратурах найдено далеко не во всех случаях.
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стинки, отнесенная к единице площади, D — жесткость пла- 
стинки при изгибе. При у =  0 зададим смешанные граничные 
условия, перемещающиеся с постоянной скоростью а вдоль 
оси х:

u(x — a t , + 0 )  =  g(x — at), — o o < x  — a t < o o ,  (20.40) 
иу (х — at, + 0 )  — h+ (x — at), x — at >  0, (20.41)

uyy (x — at, + 0 )  =  «>_(x — at), x — at <  0; (20.42)

функции g(x),  h+(x) и (d- ( jc) заданы. Их интегралы Фурье при- 
надлежат L2 с различными весами (см. (20.53)). Будем предпо- 
лагать, что решение и =  и(х — at, у) удовлетворяет принципу 
предельного поглощения*).

Приступая к решению, перепишем (20.40) — (20.42), введя 
переменную £ =  х — at:

ип п  + + עע?1»2   Uyyyy  +  а?иц — аъщ — 0,
« (£ , + 0 )  =  g (£ ) , — 20 .4 3 ) ,00 > סס > ן  )

uy (£0+ = (י   h+ (I), 1 >  0, (20.44)
Uyy (l, + 0 )  =  «>_(£), £ <  0. (20.45)

Здесь a =  a V ц/Z) и 8 >  0 — постоянные. Предполагая, что 
а >  0, получим, что а  >  0. Член аещ добавлен в соответствии 
с принципом предельного поглощения. Далее производим one- 
рации 1—6 предыдущего пункта.

1. хЮ — 2х2и уу +  Uyyyy — а?хЮ +  iaexU — 0, у >  0. Здесь, 
как обычно,

оо

V =  U{x, y)  =  - ± =  \  u { l , y ) e l*Щ .
V — סס

2. U (х, у) =  Сі(х)екУ +  С2(х) е~кУ +  C3(*)gw +  C4 (x)e~w, у >  0.
Здесь k — 2* + ץ׳/  V ае — י*2*2 х̂ > Я — — V агіх, причем — ט2*2
все корни имеют положительные вещественные части.

3. Так как функции екУ и ечу не ограничены по модулю при 
г /-* -|-00, то полагаем С!(х) =  С3(*) =  0. Переходя затем к пре- 
делу при е 0 <־, получим

V (х, У) =  С2 (х) ехр {— у ^ х 2 +  а\ х \ )  +
•+ С4(זג) ехр{— у  V х1 — а | * | } ,  у >  0. (20.46)

*) Т. е. функция и должна быть пределом при е -* 0  ограниченного при 
# -* + 0 0  решения уравнения А2« ־= — ии  — euf (см. [23]).



[ГЛ, VIПРИЛОЖЕНИЯ К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ182

Ух* +  а | * |  > 0 ,
|У * ג> — 2 | ג ז | |  при | * | ^ а ,

Здесь

О х ̂  а, 

• а ^ л с ^ О .
приг |У * 2 — а | х |

— і | У  я2 — а | х | | при
4. Условия (20.44) и (20.45) запишем в «доопределенном» 

виде:
иу (І, + 0 )  =  h+ (1) - f  f_ (1), -  00 <  6 <  00, (20.47)

иуу (І, + 0 )  =  со_ (I) +  f+ (І), -  00 <  К  оо. (20.48)

5. Сделаем преобразование Фурье в (20.43), (20.47) и (20.48):
U( х, +0)  =  О(х), (20.49)

Uy (х, + 0 ) =  Н+ (х) +  F~ (х), (20.50)
Uyy (х, + 0 )  = + ОТ (х) ־  F+ (х). (20.51)

6. Из формул (20.46), (20.49) — (20.51) следует

н * й  +  г  (*)------ V** + ״  U I( ^ г  0  W +  — (

У  x2 — a I x I =

или
F+ ( x) - M( x) ,  (20.52)1

V*2 +  a I x I +  У2זג — а|дс| 
— oo <  x <  00,

F־ (x):

+

где M (ג:) — известная функция, 

M (jc) ־ ־  Н+ (х) +  Q (ж)
У * 2 +  а I х | +  У *2 — ® I х I

. У*2 +  а | * | V ^ - a U |  п
У*2 +  а|дс| +Уд:2 — а |д:|

Прежде чем приступить к решению задачи Римана (20.52), 
сделаем предположения о классах функций, входящих в краевое 
условие:

* y *  +  I G (х) е  12(— оо, оо), У * + Н+ (х ) g  L t,

■—  Q ־ ( jf )eLT, Z.9", У זג י/ זג)  ) £= L2
у г + тУ* — i

(20.53)
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Из предположений (20.53) следует, что определенная выше 
функция М(х)  принадлежит пространству L2(—00, 00) с весом

У * М (х) €= L2 (— °°> оо).

Задача (20.52) решается просто благодаря следующей фак- 
торизации коэффициента при F+(x):

У * 2 +  а|лс| + У * 2 — а | л: | =  — (■у/х ) ( У *  +  а у/х — а■ ־+- + +).

Имеем л/х F~ (х) =  (У * + +а ־+-   У *  — а+) F+ {x) — ^Jx М(х). 
К этому равенству можно применить оператор Р~ :

<\[х F~(x) =  — Р~ { л / х Л4(х)}, — o o < j e < o o ,

и функция F~(x) определена. Входящие в (20.46) функции 
С2(х) и С4(х) находятся из системы уравнений (другая форма 
записи условий (20.49) и (20.50)):

С2 (х) +  С4 (х) =  G (х),
У х2 +  а | л: | С2 (זג) +  У д с* -а |ж | С4 (זג) =  -  Н+ (זג) -  F~ (х). 

Зная С2 (זג) и С4(х), получим решение

и{1, У) =  ( V ־1  [С2 (х) ехр {— у У + זג2   а | х | } +
+  С4 (х) ехр {— у У х2 — а | х | } ] )  (|).

20.5. Некоторые пространственные задачи теории упругости. Известно, 
что компоненты u(x ,y ,z)t v(x,y,z), w(x,yyz) вектора смещений в стати- 
ческих задачах теории упругости при отсутствии внешних сил удовлетворяют 
системе уравнений

U x x  +  иуу +  u z z  +  т __2 ~ д Ь“ ־^־  vy “Н w z )  в  О,

Vxx +  Оуу + + гг״  ”от־  Т ״2 ў  (и* + + ״״   Wz) “  °• (20.54)

Wxx + Wyy +  wzz + J§־  +vy + *״)   w2) =  o.
Здесь m =  const >  2. Дифференцируя первую строку no xf вторую — по у ,
третью — по z, будем иметь А(их +  vy +  wz) = 0  Действуя теперь на .(* ־ 
строки (20.54) оператором А, приходим к уравнениям

А2« ־ ־ О, А20 =  0, A2w=20.55) .0־ )

*) Д — оператор Лапласа, А и иХх +  ичц +
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Пусть упругое тело занимает полупространство г >  0. Применяя к уравне- 
ниям (20.55) преобразование Фурье по переменным х и у, получим

(- *2 -  У2 +  ■ду) ( ־ *2 ־  У2 + Й־  (־ ״ י*)  у• *> - 020.56) ׳)
где

оо оо

U(x, у. г) — ^ ^ и ( |, ть г) eix l+ m  d\ d.%

и аналогично для V(x, у, г) и W(x, у, г). Решаем уравнение (20.56)', где х 
и у играют роль параметров:

U (х, у , z) =  U1 (х, у) е~г ^ х'+у' +  U2 (х, у) ге~г V ^+P  (20.57) 
и аналогично

V (х, у, г) =  V, (х, у) е~г +  V2 (х, у) ге~г ^ + Ў ’, (20.58)

W (х, у, г) ־=  Wt (х, у) в2־  +  щ  (Хг у) ге~г Л/^+Р (20.59)

Здесь У * 2 +  у2 > 0 , U1........ W2 -  произвольные пока функции парамет-
ров х и у. В правых частях (20.57)—(20.59) опущены решения, имеющие экс- 
поненциальный рост при z-> +  о о .  Делая преобразование Фурье системы 
(20.54) и подставляя туда (20.57) 20.59)־׳־־), придем к следующим зависимо- 
стям:
U2 (X, у) =

[xUi (х, у) +  yV 1 (х, у) — t Ух2 +  у2 W1 (х , у)].тх
(3т — 4) л/х2 +  у2

V2 ( Х ,  у) ■■

-[*£/, (х, у) +  yV 1 (х, у) — i У х2 +  У2 W1 (х, у)].ту

(20.60)
(3 т — 4) У * 2 +  у2

ע1V*2 + ע2 <*) (ע1• ) W2(x׳у( = ־)־3^־-у)4( + ׳*) ־

Теперь можно найти предельные значения при 2 -> +  0 функций, оригиналы 
которых входят в краевые условия:
U (х, у, +  0) =  Ut (х, у), V (х, у, +  0) =  V, (х, у), W (х, у, + ,Wx (х, у) ־־־ (0 

_______ (20.61)
Uz (x, у, + У — ־־= (0  х2 +  у2 U1 (х, у) —

-  - ------- [xUi (х, у) +  yVl (х, у) -  І ■у/хЧчГ2 Г , (х, у)\, (20.62)
(Зд7г — 4) V *2 +  у2

Vz(x, у, + 0 )  =  — У *2 +  у2 V1 {x, у) —

-  -------- - [xUx (х, у) +  yVl (х, у) -  i y F + Т 2 Vi {X, у)], (20.63)
(3т — 4) У х2 +  у2

Wz (x, у, +  0) =  -  Ух2 +  у2 Wt (x, у) +

+  3 ^ 1  4 UUi (х, у) +  yVi (х, у) -  І У х2 +  у2 Г , (х, у)]. (20.64)
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Аналогичные формулы можно записать для полупространства г <  0:
U (х , у, — 0) =  U3 (х, у), V (х, у, — 0) ־-  Vi (х, у),

W (х, у, -  0) -  Wi (х, у), }

1)г (х, у, — 0 л ־= ( /х 2 +  у2 и 3 (х, у) +

Н------------W׳?■ ■_ : [xUi (זג, у) +  yV3 (זג, у) +  і ■sj x2 +  у2 Г (20.66) ,[(у ,זג) 3
(3т — 4) ■s/x2 + у2

Vz (זג, у + sjx2■ =־ (0 — ,  у2 V3 (זג, у) +

+  ---------  [xU3 (x, у) +  yV 3 (x, у) + 1 W3 (זג, у)], (20.67)
(Зт -  4) V + זג2   у2

Wt  (*. у, -  0) -  л /х 2 +  у2 Г ,  (х, у) +

+  3 т -1 l*U3 (х’ У) +  yVs {Х' У) + 1 ̂ ^ У2 W* (*• • (20־+־ ׳68י

Здесь функции U3i V3 и W3 играют ту же роль, что и функции £/!, V! и W1 
в случае г >  0. Из приведенных выкладок, в частности, вытекает, что в слу- 
чае задачи для полупространства 2 >  0 на плоскости 2 — 0 следует задавать 
три граничных условия, так как неизвестными являются три функции: £/!, V1 
и U?!; если же задача ставится одновременно для полупространств 2  >  0 и 
г <  0, то на плоскости 2 =  0 надо иметь шесть граничных условий.

З а д а ч а  I. Решить систему уравнений (20.54) в полупространстве г >  0 . 
На границе 2 =  0 касательные смещения равны нулю:

и(х,  у, +  0) =  0, — 00 <  х  <  00, — оо <  у <  оо, (20.69)
v(x,  у, +  0) =  0, — 00 <  х <  00, — оо <  у <  00. (20.70)

На полуплоскости 2 =  0, х >  0 задано нормальное смещение:
w (х, у , +  0) =  g+ (*, у), * >  0, — 00 <  у <  00. (20.71)

# а полуплоскости 2  =  0, я  <  0 задано нормальное напряжение *)

<7* (х, у, +  0) =  0, * <  0, — оо <  у <  оо (20.72)

Р е ш е н и е .  Доопределим условия (20.71), (20.72) путем введения неиз- 
вестных функций / + (*, у) и (х, у) таких, что

f+ > при х יי■ 0 0!.*) 0, L ־3 0 (0 ,*)   при * > 0.

Получим (считая, что (*, У) 33 0 при х < 0 )
^  (*, у, +  0) =  g + (*, #) +  f _  (*, #), — оо <  х, у  <  00, (20.73)

и׳г (זג, у , +  0) +  ■ ^ 4 72  К  +  °) +  (*> 0 -+ °)  +  (* (+ זג) ]= י +,/>0) , у).
(20.74)

*) Итак, заданы три условия: первое — (20.69); второе—(20.70) и 
третье—(20.71), (20.72). Заметим, что нормальное напряжение обычно обо- 
значается через a z. Мы отнесем индекс наверх, чтобы не путать с обозначе- 
нием частной производной.
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Здесь была использована известная связь между ог и смещениями иу v и w: 

аг =  2G +  т (а* + ע0  +  да2)].

В последней формуле G — постоянная, называемая модулем, сдвига.
Применим к условиям (20.69), (20.70), (20.73) и (20.74) преобразование 

Фурье и используем формулы (20.61) и (20.64):

(20.75)

(20.76)

U1 ( х 9 у) -  0, V! (х, у) -  0,
W! (х, у) — G+ (х, ע ) +  F~ (х, у),

-  - I  V ^ W  Г , ע ,*) ) =  F+ (*, у),

— оо < х, (/ <  00.

Исключая W1 , придем к простой задаче Римана:

— 2 F+ (*’ ^) “ V ־־  * 2 + f ע2   ”  U. У) ~ л / х 2+ у 2 G+ (х, у), 

— о о < х ,  у <  оо.

В этой задаче у играет роль параметра; факторизация функции У * 2 +  у2 
осуществляется так же, как в п. 18.5:

У*2 +  уг  =  — (У* +  ЛУІ+) (У Ы*־־-* ~).

Найдя функции F+ и Z7־־, можно без труда записать формулы, дающие реше- 
ние задачи. Так, например,

00 оо

и (х, y . z ) = . ~  ^ ^ и  (£, ■п, z) e~ixl~ т  d% dr!, (20.77)

где функция U(x, у, г) определена равенствами (20.57), (20.60), (20.75) и 
(20.76),

З а д а ч а  И. Решить систему уравнений (20.54)6 полупространствег > 0 . 
Яа полуплоскости z =  0, х >  0 заданы перемещения

и (х, у, +  0) =  0, х >  0, — 00 <  у <  оо, (20.78)
+ Л» ,*) מ  0) =  0, х > 0 , — o o < t / < o o .  (20.79)

Нормальное перемещение задано на всей плоскости г =  0:

ש (*, у , + 0 ) = g ( * ,  f/), — о о < * ,  # < 00, (20.80)

Яа полуплоскости 2 =  0, л: <  О заданы <гскалывающие» или <гкасательные» 
напряжения:

Xх г (х, у , +  0 ) = 0 х <0, — о ,־= о < у < о о ,  (20.81)
+ ,у ,:ג)  0) в» 0 , х <  0 , — оо < > /ן   оо. (20.82)
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(20.83)

Р е ш е н и е  Доопределяем условия (20.78), (20.79), (20.81) и (20.82):

и (х , у, +  0) =  ф+ (х, у), v (х, у, +  0) =  ■ф+ (х, у),

G~lrxz (х, у , + ־= (0   wx {х, у, +  0) +  иг (х, у, +  0) — <р_ (х, у),

G~lхуг (х, у, +  0) в  wy (х , у, +  0) +  vz (х, у, + ,г|>_ (х, у) ־= (0 
> י» —  х, у < 0 0

Произведем преобразование Фурье в (20.80) и (20.83):

U (*, у, + 0 )  =  Ф+ (*, у), V (х, у, +  0) =  Ч׳ + (х, у),
W(x, у, + О ) - 0 ( х ,  у),

-  ixW (х, у, +  0) +  и г (х, у. +  0) =  Ф־  (X. у),
-  iyW (х, у, +  0) +  Уг (х, у, +  0) =  Ч׳ ־  (х, у).

Используем (20.61), (20.62) и (20.63):

2
2 1 2 1 т *2 ^ Ф+ (*» У(( . . - гтJ^1־ v j f T F, • +- - ( ״ ■ + , * ф ״

(20.84)

. 2 « - 4  ч-  : ж- -------- G (х, у),
Зт — 4

mxyW+ (х, у)
(3т -  4) V X2 +  уг 

тхуФ+ (х, у) __
(3 т  — 4) У * 2 +  уг

4 ־  (х, у) -

(  , , , , тг/2 ץ ?,■,י  (х, у) . 2т — 4 ״  , ч
7 “• ׳ ״0 * ר7ד7 ־ = ־ )‘+ 9 +  >

Полученная задача Римана для системы двух пар функций решается сравни- 
тельно просто. Вводим прежде всего факторизацию корня

Ф~ (х, у) у.* — 1\у\ =»

_  (г* I tr» I т*2 ф+ <*’ I ”8*У4' _ (х, У) ־'־
V З т  — 4 /  ^  н - / | у | + (Зт — 4)л [ х + Т \у  \ +

~  lx » ) У* ־ ־ »ІУІ *

тхуФ+ (х, у)
(Зт  -  4) У Г + Т Ш

г  и /־  ) У £ - / | Г/־

V ^ j r ״ < * . ־ ) ё 5 т - ׳ З( ״ ^ т+ ( ־ ־ + ־ ־ +
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и далее

Ф~ (X, у) л / х - Ц у Г  + ix \mnz\Р~ (*’ ע) V * - i l  У\~) —

— ( г2 л . \ і , тх2״  Ф ־1־  (*, у) , mxyW+ (х, у)
\  3т — 4 /  /— . . —ן г+ ,״ .. /— . :.— г+у х  +  1 1 у I (З т  — 4) V *  +  1 I У I

-  іх {о (X, у) л / х - і \ у \ ~ } =  С, (^), (20.85)

У) V ־« 12/1*  +  г'У Z 4 Р~ {° (*> У) V* — і 1 У Г} —

— т * у Ф + (*, у) , (  , , , . т у 2 \  (х, у)
(Зт-4)л/Г+ТТІ1+  ̂ З т - 4 )  ^ х + і \у{+

— ІУ Р+ {0 (х, у) л/х — і \ у \ ~ }  =  С2 (г/). (2 0 .8 6)

Здесь Сі (у) и С2 («/)— произвольные пока функции параметра у*).  Из по- 
следних равенств находим

— [с !  (у) -  ix I™ _  4  Р { ° ( х■ 2/) V * ־ ־ ' Ы  }],
V * - *  \У\

Ф (х, у) ■■

ч ־  (X, У)------ - Гс2( у)---------- ■■־  іу | ^ 4 ־  Г 1 {о (*, ע ) V * ־   І I ע I Л
V  * — і \ у \  1  8 т  -  4 j

ф + (*, г׳) =

— J r 4 .7 т » I ־1־  о  +  v) +  У2! [yQ+ (*) + + VX# [xQ+ (x) — [(У) ל2>   C! (0 )] 
“ v * +  / m  --------------------------------( ! ' + №  +  ? ) -------------------------------־

(20.87)

[x2 +  у2 (1 +  v)] [sQ+ ( ж ) +  C! (y)] — vxy [yQ ־1־  (л:) +  C2 (y)]
(1  +  v )  ( * ־  +  y 2 ) 2

V + (x, y) -  

—V* + t \ y \ +

( 20.88)

где Q+ (x) =  i _ * P + { 0 (x, y) V x  — H y l  }, v ־=  m/(3m — 4). Длятого
чтобы (20.87) и (20.88) действительно давали решение, задачи Римана (20.84), 
необходимо устранить двукратные полюсы функций Ф+(£, у) и Ч*4־(?, у) в 
точке £ =  i\y\.  Оказывается, для такого устранения достаточно распорядить- 
ся всего двумя величинами: С1 (у) и С2 (у). Заменяя в числителе дроби

*) Равенства (20.85) и (20.86) позволяют сделать аналитическое продол- 
жение с нижней полуплоскости на верхнюю. Функции, аналитические во всей 
комплексной плоскости, являются целыми функциями относительно х, коэф- 
фициенты которых зависят от параметра у. Из условия интегрируемости 
функций тхг и ту2 в окрестности начала координат вытекает, что указанные 
целые функции должны быть многочленами нулевой степени: С\(у) и С2 (#).



189ЗАДАЧИ, СВОДЯЩИЕСЯ К ЗАДАЧЕ РИМАНА§  20]

(20.87) переменную х на і\у\ и приравнивая полученное нулю, придем к то- 
ждеству

іС2 (у) ™ С! (у) sgn у.

Затем берем производную от числителя дробя (20.87) по х и снова подстав- 
ляем вместо х величину i\y\. Приравнивая нулю, получим после некоторых 
упрощений

(20.89)

! У I &+ (*' I УI ) +  2С, (у) +  і\С2 (у) sgn ! f 3 0 .

2 i \y \Q + (t I у 1) 
v +  2C1 (־/) =  -

Отсюда

(20.90)2yQ ־1־  (i I У1)
v +  2C2 (y)

Итак, при подстановке функций (20.89) и (20.90) в формулу (20.87) мы устра- 
няем двукратный полюс функций Ф+ (£,у) в точке £ =  1\у\. Нетрудно убе- 
диться, что подстановка этих функций в (20.88) автоматически устраняет 
двукратный полюс функции 1Р4־( ^ у).

Зная решение задачи Римана (20.84), можно по,формулам (20.77), (20.57) 
и т. д. получить решение поставленной задачи.

З а д а ч а  III. Решить систему уравнений (20.54) в пространстве, разре־ 
занном полуплоскостью г  =  0, х >  0. На разрезанном участке трение отсут- 
ствует:

**־זר זג) , У, + ־־ хг (х, у, — 0)% ־= (0   тУ2 (х , + ־ (0  ־  хуг (х, у, — 0) = 0 ,־ 
— оо<*/<со, х >  0.

В разрезе вставлен «клин», который может изгибаться, но толщина его оста- 
ется неизменной:

ш (ג:, у, +  0) — w (זג, у, — 0) =  g (х, у), —00 ־ <  у <  оо, * >  0.

В поставленной задаче при 2 = 0 ,  0 <  в явном виде имеем только пять זג 
граничных условий; недостающим шестым условием является равенство нор- 
мальных напряжений

0*(*, у, + ־=(0  аг (х, у, — 0), — оо<у<оо, х >0.

Запишем также шесть условий для полуплоскости г «= 0, л: <  0. Ими будут 
«условия склеивания»:

«(*, У, + 0 ) = * ,(у, —0 ,*)»־ < 0 ,
מ זג) , +  О) =  0(х, у, —0), * <0 ,
עט זג) , у, + > :л ,(у, — 0 ,זג) w ־= (0   0,

+ ,у ,זג) 2» 0)=2 ־« (*, г/, —0), * <0 ,
״2 זג) , у, + * ,о* (*, р, —0) ־= (0  < 0 ,
у ,זג) , +  0) = ־ זג) , у , — 0), 0 > .זג 

По указанной в параграфе методике эта задача приводится к задаче 
Римана с двумя парами искомых аналитических функций. Из-за громоздкого 
вида этой задачи, которая, однако, также допускает решение в квадратурах, 
выкладки опущены.
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20.6. О решении одной задачи Римана для двух пар функ- 
ций. Некоторые смешанные задачи математической физики из- 
ложенным выше способом приводятся к следующей задаче на 
прямой —оо < ; х <С оо:

o + w = y ? + T ® - w + ' F ־ w + G w , ו   

у * 2 +  1Ч+ (х) =  V * 2 +  1 ф" (*) -  W ־  (х) +  Н (х), )

где G(x) и Я(д;) — заданные функции класса {{0}}, А, — заданное 
число, %Ф — 1, У *2+  1 > 0 .

К этой задаче можно прийти, например, отыскивая гармони- 
ческую функцию в пространстве, разрезанном полуплоскостью, 
на одной стороне которой заданы значения искомой функции, а 
на другой — ее нормальной производной. Решение задачи 
(20.91) является центральным вопросом и при рассмотрении 
основной смешанной задачи теории упругости для полупро- 
странства (с прямолинейной границей раздела условий).

Приступая к решению, используем формулы Сохоцкого 
(2.7) и введем новые неизвестные функции Q(*) и lF(x):

(20.92)

Ф+ (*) — V** +  l 4 + ( x ) - G + {x) + Н+ (х) =
=  ( 1 + Л ) Ч Г ( * ) + Я 0 ־ ( * ) ־ ־ (х),

<D+ ( * ) - G + (x) -
=  У ? Т Т  Ф־  (х) +  Ч̂ ־  (х) -  G־  (*) =  W (х).

Применяя аналитическое продолжение, приходим к выводу, 
что функция Q аналитична во всей комплексной плоскости, 
исключая разрез, идущий от точки z  =  / до бесконечности. 
Этот разрез проведем по положительной части мнимой оси, 
ориентируем его, считая указанное направление положитель- 
ным, и обозначим через Г+.

Определяя класс решений таким, чтобы все части равенства 
(20.92) на бесконечности стремились к нулю, можем искать 
функцию й в форме интеграла типа Коши:

/оо

1 С Р (т) dx 
2ш J т — £

i

-I
1 f д (т) dx

2 ni  J т — г-loo

“ И - к г Г+
Аналогично

״ « ־ ע  S 2 т - ‘
Г*־
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• {Q (х) -  Ф+ (х) 4 - G+ (*) -  Я + (*)}.

Из (20.92) находим
1(*) =

■у/X2 +  1
Эта функция должна быть аналитической всюду в верхней 

полуплоскости, и, значит, непрерывной на Г4־:

ЧГ+ ( іу - 0 )  =  Ч *(іу  +  0), у >  1.

Распишем это условие подробнее. Выбрав надлежащим 
образом ветвь квадратного корня и использовав формулы Со- 
ходкого, получим:

(іу ± ־ (0 

* w r + ъ г  \  ^ ־ ф + <г׳־> +  о Ч і у ) -
Г  +

н + (іу) j
л/ у2 -  1 [

(V у2 — 1 >  0). Отсюда

г $ i r 3 |L -  ф+ to )= # + to) ־  G+ to). 1 < ע•J .
2 ш

Аналогично из условия непрерывности на Г
Ф־ (гг/ — 0) =  Ф" (іу +  0), у <  — 1, 

аналитического продолжения функции

Ф־  (х) =  ў = ў  W 1 ־ Г + (זג)   G ־ זג) )}

получим уравнение

Ш  ) т ^ Г ־ ° •<׳־'־> ׳ № ־ <׳ = ־ ־־ ' • ׳ ־ < - • ■
Г ־

Теперь исключим неизвестные Ф +(iy) и Т ־ (!у) из найден* 
ных уравнений, используя условия (20.92) и представления 
функций Q и W в виде интегралов типа Коши. Получим систему 
интегральных уравнений

ІО0 —І
_L. С P( x) dT 1 f q( x) dx  и + и  О 
2яГ3 1 = 7 T (־ = r j f = H to ). у > "’

І  — І  ос

(20.93)
— ІОО

- ІІ  оо

%Н (1у)-\- ЯО (iy)9d •׳
іу

1+Л f qjrt 
2 ш* J т —

p (т) dx 
т — iy2яг' J

<  —  1.
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Эту систему можно привести к односторонним уравнениям 
типа свертки. Действительно, введем обозначения (s) ־=  р(х), 
где т =  ie0 ,״ <  s <  оо; f2(s) =  q(x), где т =  —іе’, 0 <  s < ■סס 

Н т ^ +^ т ^ ־ г̂ я+(Л (>0■д/2л

j  f  f I (s) ds , 1 +  X f  /2 (S) dj
2n ' 1 +  e*~s V2n J 1 — e1־

ds
sV2я

=  i^J271 H ( — ie*)-{• Xi ^ 2 я  О (— ie*), t >  0.
Умножим первое из уравнений на фиксированное значение 

корня ׳\ Л + ^ •  Затем, складывая и вычитая, получим два са- 
мостоятельных уравнения:

(20.94)<р (s) ds — i V 2я hi (t), t >  0,]1
1 +  e*~s

И У1+Я.
1 — e*~s

Y־p ^ r 7 j\l)(s)d s =  /V 2 ״ A 2 (0 ,^ > 0 , (20.95)И У1 +  Я
и 1 — e*~S

где
<P (s) =  f , (5) +  У  Г + Я  f2 (S), Ф (s) =  U (s) -  У Г + І  h  (s), 
hi (t) =  У Г + 1 H+ (ie*) +  Я ' ( -  ie*) +  XG~ ( -  ie*), 
h2 (t) =  УТ +  Я H+ (ie*) — H~ (— У ) -  AG-  ( -  У ) .

Ядерные функции в односторонних уравнениях (20.94),
(20.95) не принадлежат классу {0}, в связи с чем рассмотрение 
этих уравнений, использующее теорию обобщенных функций, 
отнесем в § 29.

20.7. Задача для склеенных областей. В п. 20.5 мы приво- 
дили к задачам Римана некоторые задачи для системы трех 
уравнений теории упругости с тремя неизвестными функциями. 
При этом производные всех трех функций входили в каждое 
уравнение. Ниже будет показано, что задачу для системы не- 
скольких уравнений с частными производными можно построить, 
исходя из одного уравнения с одной неизвестной функцией, на- 
пример, из двумерного уравнения Лапласа. При этом достаточно 
связывать условиями разные решения этого уравнения, опреде- 
ленные в различных областях, лежащих на отдельных экземпля- 
рах декартовой плоскости.

З а д а ч а  о р а с п р е д е л е н и и  т е м п е р а т у р ы .  Пусть 
на тонкой пластинке, занимающей декартову плоскость (л:, у),
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лежит другая тонкая «пластинка» в форме поверхности круго- 
пого цилиндра радиуса 1/я, касающегося плоскости по оси х. 
Пластинки теплоизолированы от внешней среды. Они также 
теплоизолированы друг от друга вдоль луча у =  0, х <  0. Вдоль 
второго луча у =  0, х >  0 между пластинками происходит теп- 
лообмен. Тепловые источники поместим на луче у =  0, х <  0 
первой пластинки.

Итак, требуется решить уравнение Лапласа

иХх +  иуу =  0

на плоскости с разрезом у =  0, х >  0 и еще одно уравнение 
Лапласа

Vxx + v yy =  0

в полосе — 1 <  1 > ע  с таким же разрезом (и и v означают 
температуру). Граничные условия, записанные сразу в «доопре- 
деленном» виде, таковы:

)
ы (х, -f  0) =  и (х, — 0), v(x, +  0) =  v (х, — 0),

v(x, 1 — 0) =  v (х, — 1 +  0), vy (х, 1 — 0) =  vy (х, — 1 +  0),
— оо <  х  <  оо,

(20.96)
и(х, 4 0 + ,v (х — (־   0) =  ф_ (*), 

иу (х, +  0) — иу (х, — 0) =  ф+ (х) +  g_ (х), 
vy (х, +  0) — vy (х, — 0) =  ф+ (х),
% (X, +  0) +  %vy (х, +  0) — иу (х, — 0) — %vy (х, — 0) =  (*),

—  о о  <  X <  ОО.

(20.97)

Здесь <р+, ф_, ф+, ф_ — неизвестные функции; функция g-(x)  и 
постоянная X >  0 заданы.

Имеется дополнительное условие: | и(х, ± о о ) | — ограничено. 
Для получения задачи Римана используем метод из п. 20.3. 

Интегралы Фурье искомых функций и и v вследствие условий 
(20.96) будут иметь вид:

( С (х) е~1 * 1 у, у >  0, 
и (х’ У) 1 С(*)в1 ״1״ , у <  0,

Г С1(х)[сЪ.ху — \Ъ.Х'ъЪху\, 0 < « / < 1, 
^ — (у .זי•)  [chху +  thx • shxt/], — 1 <  у <  0.

7 Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский
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Здесь С(х) и С!(*) — произвольные пока функции. Условия
(20.97) дают следующие равенства между интегралами Фурье:

С - С ,  =  Ф2 — \ = л;| С| ־  Ф+ 4 = !G~, — 2л: th л: • С ־  4f+, 
- 2 \ x \ C - 2 X x t h x C l ='V~.

Отсюда, в частности, вытекает простейшая задача о скачке: 
Ф+ {х) +  W ־ (:л) ־1 ־  (х) - G ־ {x), — ОО <  JC <  00.

Ввиду возможности аналитического продолжения и в силу 
теоремы Лиувилля обе части последнего равенства есть по- 
стоянная, которую примем равной нулю (ограничивая соответ- 
ственно класс решений). Итак,

Г  (*) =  G~ (JC), ЧГ+ (х) =  — J- Ф+ (лг).

Теперь из формулы С — С! =  Ф-  получим вторую, менее три- 
виальную краевую задачу:

Ф М  == — [  2 | * I +  2 U  th л: ] Ф М ־־   Т \ х \ °

----- ОО <  X  <  О О .

Решив последнюю задачу Римана, можно построить функ- 
ции и  и V .

20.8. Задача для уравнений с неизвестными функциями в свободных чле- 
нах. Представляет интерес рассмотрение граничных задач для неоднородных 
уравнений с частными производными в случае, когда свободные члены содер- 
жат дополнительные неизвестные функции. Естественно, что в таких задачах 
число граничных условий больше, чем в задачах с полностью определенными 
правыми частями.

В качестве примера рассмотрим в полуплоскости у >  0 неоднородную 
систему уравнений Коши — Римана

Я (х, у)■
ди . dv 
ду ' дх=  Р (х, у),

<ди dv 
дх ду

Предположим, что правые части имеют специальный вид:
Р (X, у) — [/+ (X) +  а>_ (ж)] g (у), q (х, у) =  [f_ (*) +  в>+ (л:)] А (у),

1+(х) и !- (х) — неизвестные односторонние функции, а остальные функции 
заданы. Требуется найти ограниченное при у 00 +  решение системы при ־־־> 
двух граничных условиях

и (х, 0) =  0, v (х, 0) == 0, *— 00 <  х <  оо

(при известных правых частях достаточно одного условия).
С помощью преобразования Фурье поставленная задача приводится к за* 

даче Римана.
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Действительно, применяя преобразование Фурье по переменной лг״ полу- 
чим задачу

-  ixU (х, у) — щ -V (х, у) =  [F+ (х) +  Q־  (х)] g (у), 

d

(20.98)

U (х, у) — ixV (х, у) — [f ~ ( х ) +  Q+ (х)] Л (у),
U (х, 0) =  0, V (*, 0) = 0 > оо — ,־   X <  00

Интегрируем вторую строку, используя левое равенство (20.98):
у

U (х, у) =  IxW (х, у) +  [ Г  (х) +  £3+ (х)] $ А ( |)  d |,

где
У

(х, =  I)dg.W

Последняя функция удовлетворяет уравнению второго порядка:
у

i g ^ - x 2W7 =  -  ix [ Г  (х) +  £2+ (х)] J А (І) dg -  [/>+ (х) +  Q־  (х)] g (ע)
О

Стремящееся к нулю при у -> 0 и ограниченное при у - > +  00 решение этого 
уравнения есть

ו׳ו
X(ף)г ( ׳* у ) = т־21 г 5  +  +  +

у  (в-1*Пг׳-п1 _ e-l*l(iH .n))du־

X

Дифференцируя под знаком интеграла, находим
оо г וי 

ix г ״ ,V(x־  у ) = - | - [ Г x) ־ ) + Q + ( х ) ] Щ  A(g) d |j

X (<? \*\\у  л I sign (ף׳ — у) +  е 1*1 +
оо

+ [^+ (*) +  й "  (*)] ^ g (מ) (в1 ע ־ י ־11י י *  sign (ף — у) +  в1*1־ (д+п)) dr!,
о

Используем правое равенство (20.98):
ix [F״  (х) + Q+ (х)] А (х) +  [F+ (х) +  Q־  (х)] В (*) 00 - ־ 0,  ־  <  * <  оо.

(20.99)
Здесь Q+ (х). Q (х)> А (х) и В (х) — известные функции:

оо г ך п׳  оо

4 ( * ) = m A (g )d | e- l * l 4 dtl> В ( х ) = $  g  ( »1*1 י ף־ ) )
0 L0 J 0

После решения задачи Римана (20.99) можно без труда найти интегралы 
Фурье искомых функций и и о.

7*



[ГЛ. VIПРИЛОЖЕНИЯ К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ196

§ 21. Другие смешанные задачи

В этом параграфе выделены классы граничных задач, соот- 
ветствующих уравнению плавного перехода, а также задач, со- 
ответствующих особым интегральным и интегро-дифференциаль- 
ным уравнениям с ядром Коши.

21.1. Задачи, содержащие экспоненту в краевом условии. 
Подобно тому, как в п. 20.3 описан класс задач, приводящихся 
к задаче Римана, можно очертить класс задач математической 
физики, приводящихся к задаче Карлемана, которая изучена в 
§§ 15 и 17. Постановка задач этого нового класса отличается от 
задач п. 20.3 только видом граничных условий: вместо (20.31) 
теперь зададим условия

+ ] - ? ״ ( * )
др+ди (х, ys + - др+ри (*, ys ״ . (0   О) 

pqrs дхрдуд ' Рря™ дхр dyq

р Q г
ЕЕ[״
р=0=7> 0־

— оо <  я  <  оо, r = l , . . . , m s; s = l ,

В процессе сведения таких задач к задаче Карлемана сохра- 
няются указанные в п. 20.3 операции 1—3. Операцию 4 нужно 
заменить введением новых неизвестных функций

- Уэ ׳ 6  911 _  / v
P4rs дхР дуЧ J  s rsW i

Зр+ри (х, ys +  0) 
дхр дуяУрдг

Фг5 W  “

-ЕЕ[
Р - О  < 7 0 ־־

обладающих экспоненциальным убыванием при х - + —00. При 
этом граничные условия примут вид

]  дхРдуЧ־

—  grs (х) +  e~x<frs (х) =  0.

др+чи(х, уя +  0) , - dp+qu (х, ys — 0) 
,p q r s  Qx p  д у Ч ־  г  P p q r s

р Q г
Е Е [ -״
р —0 17—0

Применяя к двум последним равенствам преобразование Фурье 
и исключая затем все неизвестные функции, кроме Фгя, придем 
к задаче Карлемана — в общем случае с системой краевых
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условий

®rs (2 ̂•) A-rspo ־*) —  ) Фра (х "Ь 0 Н“ Hrs (х),
a־=»l p=

(21.2)n,— oo <  д; <  oo, r =  1, . . . ,  ms\ s =  1,

где 4 rspa(x) и Hn (x) известны.
Подобно задаче Римана (20.38), задачу (21.2) общего вида 

можно решать лишь приближенно, однако частные случаи не- 
редко допускают решение в квадратурах.

П р и м е р . Пусть изменение температуры u(x,t) в полубесконечном 
стержне х >  0 описывается уравнением теплопроводности

uxx =  ut + Xu, A,=־ co n st> 0 . (21.3)

Рассмотрим задачу без начального условия: —00 <  / <  00. На конце 
стержня зададим условие

и (0. t) +  a (t) их (0, /) =־ h (0, -  00 <  / <  00, (21.4)

где h(t) и a (t) — заданные функции, причем

a (t) =  ^ 1 —J l E., а, р, у ־־־ постоянные. (21.6)
е * +  Y

Температура и предполагается ограниченной.
Приступая к решению, подействуем на обе части уравнения (21.3) пре- 

образованием Фурье по переменной t\ переменная х будет играть роль пара- 
метра:

־2־ ^  U (х> 0 в + И ־־)   А,) U (х. t), — 00 < / < 00.

Общее решение последнего уравнения запишем в виде

U(x, t) =  С (/) exp ן * */\~=קך- + ׳׳ Я+ j K־ , (t) exp j * +| .

Тдк как 0 <  arg V t +  i% + <  зт/2, то при * 00+ *  -экспонента в первом ела ־־
гаемом ограничена, а во втором растет. В соответствии с условием ограни- 
ченности решения полагаем поэтому С !(^)=  0. Итак,

U (х, t) — С (t) exp j  х ~ j = ~  VM7־aT+ j. (21.6)

Теперь перепишем граничное условие (21.4), выделив члены, содержащие 
множитель г * :

уи (0, /) +  рих (0, /) -  yh (t) +  в־ * [и (0, t) +  аи* (0, t) -  h (/)] -  0. 
Квадратную скобку обозначаем как новую неизвестную функцию:

Ф (t) ־ ־  и (0, t) +  схих (0, t) -  h (t). (21.7)

уи (0, t) +  (к* (0, t) — yh (t) = .(/) — ־
Тогда
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Выполним преобразование Фурье последних равенств:

Ф(/) —1/(0, t) +  a U (0,

YU (0. /) +  р U (0, t) -  \Н  (t) =  -  Ф (/ +  І).

(2 1 .8)

Используя (21.6) и исключая С(/), получим задачу Карлемана

оо < t <  00.

Ф (t +  0 +  

- # ( / ) - # ( / ) ,

V2 ־}־־ сх {i — 1) t iX
-  Y V2"+ р (/ -1 ) Vi + a  +

V2 +  a д - 1 )  V/ +  а ־*־ 
Y л/2 +  Р (/ — 1) V/ +  Л +

Способом, указанным в § 15, эту задачу можно привести к задаче Ри- 
мана, и, несмотря на возможные особенности коэффициента, решить в квадра- 
турах, опираясь на известную теорию [5], [18]. Определив Ф(<)> нетрудно 
найти C(t) , а значит, и решение поставленной задачи.

Пример приближенного решения см. в п. 22.2.

21.2. Свойства решений специального класса уравнений.
Имеются в виду линейные дифференциальные уравнения, содер- 
жащие лишь старшие частные производные и постоянные коэф- 
фициенты. Уравнения задаются либо на верхней полуплоскости 
—оо <  х <  оо, у  -либо на нижней, либо на плоскости с раз ,כ> 0 
резами по действительной оси, либо на совокупности полупло- 
скостей. Примеры таких уравнений: 

уравнение Лапласа

Лц — Ujuj׳ “f" Нуу О»

бигармоническое уравнение

А и =  ііхххх ״Ь 2и*д■уу ־1־  Муууу =  0; (21.9)

двумерное уравнение функции напряжений для анизотропной 
среды

=  0,<э4ф _  д<<р
Y дх2дуг дх ду3

<5‘ф 
а*3 ду- 2 ра4ф

дх*о

постоянные а, р, у, К Р характеризуют упругие свойства среды.
Покажем, как развитые в книге методы позволяют подойти 

к решению задач для уравнений указанного класса. Ограни- 
чимся рассмотрением бигармонического уравнения в верхней
полуплоскости, предполагая, что при у ־100-----  решение не
растет быстрее многочлена первой степени. Установим, что 
решение уравнения (21.9) обладает следующим свойством: су- 
ществуют функции <р(/) и ф(() такие, что для любых целых
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неотрицательных р и q
Я Q оо

=  cosт . ф(Р+״)(х) +  — ^  [ ф(р+?)(?н.1  +дхр dyq 2 Y V /«  л; J s — * '
— с»

[
TCQ оо "1

Для получения формулы (21.10) достаточно к уравнению 
(21.9) применить преобразование Фурье и из общего решения 
полученного обыкновенного дифференциального уравнения чет- 
вертого порядка выделить частное, которое не имеет экспонен- 
циального роста при у->  + 00:

U ( x ,  у )  =  Ф ( х ) е - 1 х \ «  +  у Ч ( х ) е - \ х ' У .  (21.11)
Здесь Ф и f  — произвольные функции параметра х, характер 
которых определяется пространством, в котором ищется реше- 
ние уравнения (21.9). Последнее равенство следует q раз про- 
дифференцировать по у, положить затем у =  0, и, наконец, 
умножить обе части на (— іх) р. Применение оператора У1־  при- 
ведет к результату (21.10), где интегралы понимаются в смысле 
главного значения в соответствии с формулами (2.18).

Для решения бигармонического уравнения в нижней полу- 
плоскости у <t 0 можно аналогично получить:

. ТССЦ оо

i ^ ^ - c o s J  +

(21. 12)gi1־’<» Js
J i g

2cos
+  q\ sin2̂־ . ц(р+«-1) (t) +?ĵ sir

Формулы (21.10) и (21.12) позволяют немедленно приво- 
дить к особым интегральным или интегро-дифференциальным 
уравнениям многие граничные задачи для бигармонического 
уравнения.

П р и м е р .  В полуплоскости у >  0 найдем решение уравнения 
Д2ы =  0, удовлетворяющее условиям

(21.13)и(х, +  0) =  0, — о о < * < о о ,

+  >(*) (21.14)дх ду2
оо < х  <  00,

дх2 ду

где а(х), Ь(х), с(х) и g {х) — заданные функции.



Приступая к решению, положим в (21.10) р =  q — 0. Учи- 
тывая (21.13), найдем, что <р(л:)=0.

Снова используя (21.10), придадим условию (21.14) вид
оо .

[а (זג) — Зс (лг)] ф" (х) + ־  ^ ך ^ ־  J 7 3 7 ־ ^  W> — 00 < > זג   оо.
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Решив это уравнение известными методами [5], [18], можно 
построить решение поставленной задачи, перейдя к оригиналам 
в (21.11):

1|> (s) els 
(X - + י(»   у* •и(х, г,) =  у - 1{ ^  ( * ) * > 5  £ -  = ־}  '* ״'

21.3. О задачах, приводящихся к уравнению типа свертки 
в конечных пределах. Возвратимся к классу задач п. 20.3. Об- 
щее решение (20.33) содержит сумму произведений неизвестных 
функций на известные. Так как произведению изображений 
соответствует свертка оригиналов, то все частные производные

dp+qu (х, ys +  0) др+чи (х, ys — 0) 
дхР дуЧ ׳ дхр dyq

являются свертками, содержащими неизвестные функции. Та- 
ким образом, граничные условия (20.31) — это не что иное, как 
система парных уравнений типа свертки. Отсюда вытекает, что, 
если поставить задачу, заменив граничные условия (20.31) еле- 
дующими:

d p + q u (*, у а +  0) , Q dp+qu (х, У« — 0) ו ___ ,ן״  .
д х Р д у я 1־  P p q r s  дхр d y q  J ~  H r s  Wf  £ r ״

U ^  Л ^  U J

[־  =  Srs (x),
dp+qu (x, ys -  0)v  v  Г« дР+Чи (*» у*+ °> _и a 

/  , 2-J \ y pqrs *1,Q ‘dxp dyq ”  pqrs dxp dyq 

x <  a, x >  b,
p=*0 (70*״

то можно, вообще говоря, привести такую задачу к системе ин- 
тегральных уравнений с ядрами, зависящими от разности аргу- 
ментов, и с пределами интегрирования от а до Ь. В частности, 
может оказаться не система, а одно уравнение:

ь
-ф = г \ k { t  — s) f (s)ds  =  g  (/), a < i  < b ,
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где ядро имеет некоторую особенность, чаще всего на диаго־ 
нали t =  s.

К многочисленным приемам приближенного решения этого важного урав- 
нения (см. исторические сведения в § 23) добавим следующий.

Сделав замену переменных и сменив обозначения, придадим уравнению 
симметричную форму:

1
(21.15)\Ц<1.k ( t - s ) f  (s) ds ־= g (0.S1

V2ji

Предполагаем функции k(t), f(s) и g(t) четными. Доопределим их на 
всю действительную ось. Ядерная функция k(t), первоначально определенная 
в уравнении лишь на отрезке [— ־2,/ 21[ י  доопределяется естественным обра- 
30м, так как обычно бывает известен ее интеграл Фурье К(х), который также 
будет четной функцией. Предполагаем интеграл Фурье К(х) функцией огра- 
ниченной.

Доопределим свободный член:

(21.16)g ( t ) ,  и \ < и
О, \ t \>1.S

Предположим, что g ( t ) ^ L 2 (—оо, оо). Интеграл Фурье G(x) будет четной 
функцией пространства 7,2(־־־־°°, оо). Ввиду того, что функция g(t — l) будет 
равна нулю при t <  0, ее изображение, найденное по формуле (1.15), принад- 
лежит пространству L}:

eilxG (*) е  l £. (21.17)
Точно так же доопределим неизвестную функцию:

,״. («о. .»׳11 
( 0. | | | Х .

(21.18)
которую будем искать в L2(—00, 00). Ее интеграл Фурье обладает свойством, 
аналогичным (21.17):

eilxF(x)<=Lf.  (21.19)
В результате уравнение (21.15) можно записать

оо
на всей оси:

 ב ^  $ k ( t - S) f { s ) d s = g (t)+to(t),
 סס

— оо <  t <  оо, (21.20)
где

«>(00 ) = принеизвестна при 11 ־ V
 

л
» 

J-* (21.21)
причем ©(/) e L 2(—оо, оо). В силу четности этой функции ее можно предста- 
вить в виде суммы נס (t) =  ф+ (t — І) +  ф+ (—/ — /), где

(21.22)
неизвестна при /> 0 , 

О при t <  0.(0 = I

Интеграл Фурье 1P ־1־ (*), очевидно, обладает следующими свойствами:

¥ + (  -  х) е= L־ . (21.23)
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Подставим выражение для (0 (t) в уравнение (21.20) и применим преоб- 
разование Фурье:

К (х ) F (*) =־ G (х ) +  eitX]¥ + (х) +  e~itxx¥ + (— х), — о о < * < о о .  (21.24)

В полученной краевой задаче неизвестны две функции: F(z)— целая ана- 
литическая функция и ^ ־1־ (z)— аналитическая в верхней полуплоскости.

Умножим краевое условие (21.24) на eilxf чтобы использовать свойства 
(21.17) и (21.19):

״е2 ־ *¥ + (х) -  eilxF (х) К (х) +  eilxG (х) ( -  х). (21.26)

Предположим, наконец, что интеграл Фурье К(х) допускает аналитиче- 
ское продолжение на верхнюю полуплоскость, причем функция K(z) ограни- 
Чбна в этой полуплоскости, но имеет там разрывы первого рода вдоль сово- 
купности кривых, которую обозначим через Г.

Теперь в левой части равенства (21.25) будет стоять функция, аналити- 
ческая в верхней полуплоскости, исключая точки Г, где возможны разрывы 
первого рода. В правой части стоит функция, аналитическая в нижней полу- 
плоскости (см. (21.23)). Делаем аналитическое продолжение:

е2ПхУ + (х) -  eilxF (х) К (х) +  eilxG (х) =  - ( - * ) ־ י5׳+־  Ф (х). (21.26)

Здесь Ф(*)— предельное значение функции Ф(2), аналитической на всей 
плоскости, исключая точки контура Г, где возможен разрыв первого рода.

Зададим на Г положительное направление обхода и обозначим через 
K+(t) и Ф+(0 предельные значения функций К (г) и Ф(г), когда точка 2, 
находясь слева от Г (если двигаться по Г в положительном направлении), 
стремится к точке t, лежащей на Г. Символами /(-(/) и Ф~(0» где / е Г ,  
ооозначим предельные значения указанных функций, когда точка 2 стремится 
к Г с противоположной стороны. Удобно еще обозначить

K+(t) -  A (t) +  В (0, (0 ־=  Л (t) -  В (t), І а  Г.

Функции 1F ־1־ (^), F(z) и G(z) ввиду аналитичности непрерывны в окрест- 
ности Г, поэтому значки +  и —־ внизу у этих функций не ставим.

Из (21.26) следует для точек t, принадлежащих Г:

Ф+ (<) =  е2шЧ׳ + (<) -  em F (t) [А (/) +  В (/)] +  elltG (<).
Ф_ (0 =  e2ittW+ (0 -  eMF (/) [А (<) -  В (<)] +  eMG (/).

Отсюда
<b+ (t) -<b_( t )  =  - 2 e iUB(t)F(t) ,  t<=T, (21.27)

<t>+ (t) +  <t>_(t)=2e2MW+ ( t ) - 2 e atA(t )F( t )  +  2eiltG(i), ( е Г .  (21.28)

Представляя Ф(г) интегралом типа Коши с неизвестной плотностью р(т)

1 Г Р (т) dx 
2ni J т — z 9

г
Ф(2)

получим из последнего равенства (21.26)

1 f  Р (Т) dx 
2ni J t  +  t 9? + « ) (21.29)( е Г .
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По формуле Сохоцкого (2.7), которая справедлива и для гладких конту- 
ров Г достаточно общего вида, найдем на основании (21.27)

(21.30)р (t) =  — e~ilt ^ ^  • w  2В (0 '

и из (21.28), (21.29) и (21.30) получаем:

Ш " «  J т В л־ - Т Г  \  7 7 т -  - 2‘Ш°  < ■<׳ ׳  -  г• 3•'2י')

Получено полное особое интегральное уравнение с ядром Коши, равно- 
сильное исходному уравнению (21.15). Установленная связь может оказаться 
полезной при решении уравнения (21.15).

Если при четной ядерной функции k(t) функция g(/) нечетна, то нечет- 
ным будет и решение f(s). В этом случае особое интегральное уравнение, 
равносильное уравнению (21.15), будет иметь вид

/ е Г ן־־־ך7־ך.  d x =  — 2eiltG (t),
71І

Г
dx *+P W  

x — t
г

A(t)
B(t)

Таким образом, метод пригоден при произвольном свободном члене g(0» 
но решать уравнение (21.15) придется дважды, отдельно для четной и нечет- 
ной составляющей функции g(0•

Условие четности функции k(t) существенно, но требования, наложенные 
на интеграл Фурье К (г), можно ослабить, допустив у этой функции конечное 
число полюсов в верхней полуплоскости и рост на бесконечности не быстрее 
некоторого многочлена. Эти допущения внесут дополнительные трудности, но 
не изменят принципиально картину решения.

Наконец, если интеграл Фурье К(х) не имеет нужного аналитического 
продолжения на верхнюю полуплоскость, то приближенное решение можно 
получить, заменив эту функцию близкой функцией К(х), обладающей тре- 
буемыми свойствами.

21.4• Задачи для клиновидной области. Пусть эта область 
определена неравенствами 0 < / >־ о о ,  0 < ф < а ,  где г, <р — 
полярные координаты, а =  const <  2я. Задачи для уравнения 
Лапласа, бигармонического и некоторых других уравнений в 
клиновидной области имеют несомненный практический инте- 
рес. В зависимости от вида краевых условий здесь имеются 
задачи, разные по характеру. Так, например, если на луче ф =  0 
имеются два разных условия при 0 < г < 1  и 1 <  г <  оо, то 
может возникнуть задача Римана (см. п. 21.5). При другом 
условии на этом луче (именно таком, которое в декартовых ко- 
ординатах записывается через производные неодинаковых по- 
рядков) может возникнуть задача Карлемана. Это тот случай, 
когда заменой независимого переменного г — ех можно прийти 
к задаче с экспонентой в краевом условии (п. 21.1).

В качестве иллюстрации рассмотрим упругую клиновидную 
пластинку. Функция прогиба — отклонения пластинки от поло- 
жения равновесия w =  w(rf ф) удовлетворяет неоднородному



(ГЛ. VIПРИЛОЖЕНИЯ К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ204

бигармоническому уравнению (статическая задача)

A*w s  ■ £ г +  7 -Jr Aw + k־   W  Aw =  (21>32)
Здесь, как и в п. 20.4, D — жесткость пластинки при изгибе*), 
q =  q(r, <p)— заданная плотность нагрузки.

На каждом из лучей ф =  0 и ф =  а  зададим по два гранич- 
ных условия:

w(r, 0) =  0, ° ) == T W W^ ׳(° ’

w(r,  а) =  0, ^ ш ( г ,  а) =  0, (21.33)

г >  0, Я, =  const >  0.
Обычно для решения задач в клиновидных областях исполь* 

зуется преобразование Меллина. Поскольку это преобразова- 
ние выше нами не использовалось, не будем этого делать и 
здесь, так как достаточно ввести независимую переменную 
х =  1п г и применить преобразование Фурье.

После этой замены уравнение (21.32) примет следующий 
вид:
Ухххх ~־Ь -|- Кфффф 4UXxx 4Ыхфф +

+  4 и ^  +  4Ифф =  - | ге4̂  — о о < д с < о о .  (21.34)

Здесь и =  и {х, ф) =  w (г, ф).
Применим к уравнению (21.34) преобразование Фурье. После 

группировки слагаемых получим обыкновенное дифференциаль- 
ное уравнение

и  _  2 (X* -  2ix -  2) U +  (х* -  4ix? -  4 ^ ) U ־  Н(х, Ф),
(21.35)

где Н{х, ф)— известная функция — интеграл Фурье правой части 
(21.34). Решив уравнение (21.35), как уравнение с постоянными 
коэффициентами, получим
U (х, ф) =  А (я) sh Хф +  В (х) sh х (а — ф) +  С (х) sh (х — 2i) ф +

+  D (х) sh (2 — :גi) (а — ф) +  U* (х, ф), (21.36)

где U*(x, ф) — частное решение неоднородного уравнения, а А, 
В, С и D — подлежащие определению функции параметра х.

— Если Л (*׳ толщина пластинки, Е — модуль упругости материала, у — 
коэффициент Пуассона, то

5 ==_ в ! _ _ .
12(1 - v (־
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Введем переменную х =  1пг в граничные условия (21.33) и 
применим преобразование Фурье:

U {х, 0) =  0, - ± U ( x , 0 )  =  ^ U ( x  +  i,0) ,

U (я, а )  =  0 ,  U (х, а )  =  0 ,  —  о о  <  х  <  о о .

Отсюда и из представления (21.36) получаем

В (я) sh ах +  D (х) sh (х — 2i) а +  U* (х, 0) =  0,
А (х) sh ах +  С (х) sh (2 — זגІ) а +  U* (х, а) — 0,

А (х) х ch ха — В (х) х +  С (х) (х — 2/)ch (х — 21) а —

-  D (х) (х -  20 +  -!L it  ( х , а) =  о, 

В (х) х2 sh ха +  D (х) (х — 202 sh (х — 20 а 4 ־ ק־^־  U* (*, 0) =  Ф (х), 

А (х) х — В (х) х ch ах +  С (х) (х — 20 — D (х) (х — 20 ch (х — 20 а +

+  -^ V *(x ,  0) =  АФ (х +  0•

Исключая из этих пяти линейных уравнений четыре неиз- 
вестные функции А, В, С и D, получим одно линейное условие, 
связывающее предельные значения Ф (х) и Ф (х +  0  одной ана- 
литической в полосе 0 <  1т  2 <  1 функции Ф (г ):

Ф (х) =  М (х) Ф (х +  0 Н־ Л/■ (х), — оо <  х <  00 (21.37)

(известные функции М я N ввиду громоздкости их выражений 
не выписываем).

Решив задачу Карлемана (21.37), можно определить исклю- 
ченные функции А, В, С и D и, обращая формулу (21.36), найти 
w(r, <р) =  и(х, ф).

21.5. Продолжение. Рассмотрим еще одну задачу для бигар- 
монического уравнения (21.32) в области 0 •< ф <  а, когда вме- 
сто (21.33) заданы граничные условия:

ш(г, 0) =  0, w(r,  а) =  0, - ^ - w ( r , a )  =  0, г >  0,

—  » ( , 0  ,0  = > ־, 0)   г <  1,

• ^ г ш ( г , 0 )  =  0, 1 < г < о о .
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Эти условия для функции и (л:, <р) =  w (г, <р) примут вид 

и(х, 0) =  0 , и(х, а) =  0 , - ^ ■ и ( х ,  а) =  0 , —  оо <  х  <  оо,

ди (х, 0 )_г __ /  неизвестна при л: >  0,
<?Ф - ' + W - (  о при х <  0,

Л М )  = 0 ] при х ן  > 0 ,  
дф2 ' -  w  неизвестна при х <  0.

Решая полученную задачу для уравнения (21.34) методом 
§ 20, придем к следующей задаче Римана:

' • [ !■■«(7-21) - - ib lr ] f ־ <*> +

1 Г х х — 2i ך d2

4 ( /x f־  1)
1 Г *2 (х י

F f (*) =

[)׳* 0( + ־ ^0

(x -  20

Г—L th aj

Г x*j 
L th a

4 (ix +  1) L th ax th a (x — 2i) J dy2
x (x — 2i) f x — 21______

sh

4 (ix 1 ־1־ )

+

+

[  sh ax sh a (x — 21) ]  U (X• ^
1 Г x — 2i________ x__ך d2 *ן* , .

4 ( / x + l )  Lsha(x—2j) sh a״« J dq>2 **י

4(*x +  1)

+

+

oo <  x <  oo.

Для приближенного решения этой краевой задачи, так же 
как и задачи (21.37), можно рекомендовать методы § 18.

§ 22. Иллюстрации методов приближенного решения
22.1. Смешанная задача для уравнения теплопроводности. Пусть при 

—оо < я < о о и г > 0  задано уравнение

к которому присоединены следующие условия *):
и (х , 0) +  Ки (х, 1) =  g (х), х >  0, 

и (х, 0) =  0, х < 0 .
Требуется найти

и (х, 0) == /+ (х), — оо <  х <  00.

Интеграл Фурье F+ (х) этой функции является решением задачи Римана 
[1 +  u ~ xt] F+ (х) — Г  (х) +  G+ (х), -  00 <  X <  ОО,

которую нетрудно построить методом п. 20.3. Предполагая, что Я >  0, будем 
иметь случай, рассмотренный в п. 18.2. Роль интеграла Фурье /((х) играет 
функция Яе*" х .

*) Эти условия не являются частным случаем граничных условий (20.31).
Следовательно, указанный в п. 20.3 класс задач, сводящихся к задаче Ри- 
мана, можно расширить.
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Не стремясь к большой точности приближенного решения, возьмем в ка- 
честве R(x) простую рациональную функцию

0,5К(х) =  к- х2 + י 0,46 

б л и з к у ю  к К (X) настолько, что

max | К (х) — К (х) \ < % • 0,1.X

Запишем приближенную задачу Римана

F + ־=(*) F ־  (x) +  G+ (x), — סס <  * <  оо.0,5
\:ג2 + 0,46 + Х

Найдем канонические функции как решение однородной задачи 

Получим

* 4  0,46+VO,5
х  W  *2 +  0746---------- Х (זג) •

£+(*)=  * ± 4%-, X ־־־(*)־• - —х — taX +  I'P

где a =־ V P 6  «  0,678, p ==־ V0,46 +  Я • 0,5 .
Для постоянной С из п. 18.2 теперь находим оценку С <  Я•0,1. Поскольку 

эта постоянная должна быть меньше 1, параметр не должен превосходить 10; 
разумеется, чем ближе X к нулю, тем точнее результат.

Приближенное решение построим по формуле (18.6). С этой целью опре* 
делим

Р+ { [ I ־ ] ־ ' Q+)  -  - ^ f ־ G+ (*) ־  G+ т

а затем вычислим интеграл

v t  $ т г І К т ^ К  w ־ т ^ Г Н ־ » ״ > ׳‘"‘־ ־ ' * *>— ОО

Разбиваем интеграл на два и применяем формулу свертки:

— !—  \  х2 +  а2 + , с -1х&£
л /Ш  J *2 +  Р2 { )

— оо

0.

оо
Р2-

2Р«)־־־г■ g(s)ds,  ! > 0 .
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Второй интеграл вычисляется с помощью теории вычетов:

v r  {  т Ш ^ й і г ־*׳■ -- ״ - ״ +0  ״ י‘* ® ] >’ ° * т ׳  ־ * ־

e ^ g  (s)ds, | >  0.

סס

S'
№ -«)* c-6t

2P

Итак, приближенное значение й (х, 0) при х >  0 равно
оо

й (х, 0) =  g (s) -  ^ [ Р ~ а - е ־ р 1 * *־ 1 4־  - е ־ е (j־+s)]  g (s) ds.
о

Поскольку мы положили g ( x ) ^ g  (х), оценка погрешности (18.7) приве- 
дет к неравенству

> ОО v 1/2 у оо -ц. 1/2

| и (х, 0) — й(ж, 0) |2 dxJ  < ך - ^ ~ - J - Q  |й (х , .

22.2. Задача, сводящаяся к задаче Карлемана. Пусть в полуплоскости 
у >  0 дано уравнение

ихх  +  tiyy и “  0,

а, р, у י -

решение которого должно удовлетворять условию на границе 
и (х , 0) +  а (х) иу (х , 0) =  /г (х), — 00 <  * <  оо.

ае־־־* +  РЗдесь h(x) и а(*)— заданные функции, причем а{х)
е~х +  Ч

постоянные. На искомую функцию накладывается обычное условие ограничен- 
ности при у-+ +оо.

Эта задача методом, намеченным в п. 21.1, приводится к задаче Карле- 
мана

v 1 — а У * 2+ 1  , .. , l — a V * 2+ l  и  г  ч ״ / V /״״ tvф (*) = -------- —:7====г Ф (х +  t) +  Y--------~ Н (х) — Н (х), (22.1) •====ד
у — P V ^ 2 +  1 Y P־־־ V * 2 + 1

— оо <  х  <  оо.

Укажем путь построения приближенного решения на основе результатов 
п. 17.3. Положим для определенности

а =  р =  — 1, y =  2.
Стремясь к наглядности, а не к высокой точности решения, возьмем, как 

и в предыдущем пункте, приближенную задачу в самой простой форме *)
_ ^  ^ ״2   I ОС ^  у 2 I о  г:
К Ф ^ Ф  (х) +  ?т ־ ф (X + І) 2 ־־־-+  -x2-~ 3g Н (х) — Н (X). (22.2)

*) Далее используются обозначения п. 17.3. Коэффициент [ 1 + ^ W ]  
приближенной задачи построен в виде рациональной функции, так как это 
удобно при вычислении интегралов Фурье. Кроме того, функция должна быть 
четной, на бесконечности равной единице и легко факторизуемой, т* е. иметь 

х2 4־ а2
*г +  ( « + ! гвид
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факторизуем:

х2 + 25 _ Х(х) х ( х ) -  Х + Ы
х2 +  36 X(x + i)'  У х - 6 / ‘

что в нашем 

(22.3)

Очевидно, что М =  6/5. Несложные вычисления показывают, 
случае

<  0,06.D (х) — D (л) 
Х(х)

max
X

Итак, условие (17.30) выполнено. Продолжим решение задачи (22.2):

Ф (* + Н(х) ״ (/  _  Н(х) (22.4)
X (х + ־ 0   Х (х + і) Х(х) '

® (* ז‘( ז ( * ) - [ * ( * ) ] ־ (22.5)

Ф(*)
Х(х)

Введем обозначение

и перейдем от изображений в равенстве (22.4) к оригиналам:

х
$(*) + е־“*ф(*)==/г(х)-- 11  ̂ [2е6־־(л:5־ ) — е"5 /г (s) (22.6)

Таким образом, функция ф(х) определена. Для нахождения ф(х) применим 
оператор У“ 1 к обеим частям полученного из (22.5) равенства

Будем иметь

Ф ( (זג ־ = г|> (х) -  11 $ е6 (*5־ )ф (s) ds. (22.7)
X

Формулами (22.7) ״и (22.6) функция ф(х) выражается через h(x). Теперь по- 
строение приближенного решения й(хуу) приведено к следующей простой за- 
даче (см. (21.7)):

йХх +  йуу — й=>0%
й (х, 0) — йу (х, 0) =־ ф (х) 4־ h (*), — סס <  х <  00,

й (х, +  оо) — ограничено.

Последняя задача решается обычными приемами операционного исчисле- 
ния (см., например, [21]).

Оценим среднюю квадратическую погрешность II q> — $111.2• Используем 
равенство Парсеваля и неравенства (17.10) и (22.3):

h  « -  $ (*) k = IФ (*) - Ф (х) } . ^ | 0t0g и г׳ (КФ -  G ( ((זג *|י ,
(22.8)
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где операторы Я1־  и К определены в п. 17.3; там же указана норма в Х0. 
В нашем случае свободный член G(x) равен

G (х) = 2  1 + Н (х) -  Н (х).
2 +  V*2 +  1

Далее имеем

)./о

И Г-,-1 К Ф -

(22.9)
ч 1/2

dx I .K O ( x ) - G ( x )  I2
*(х) I(11

Ц /Г 1(* Ф (х )~ О (х )) ||* 0 =

( j j ^  +  o v [

< М

Оценим, наконец, последний интеграл. Используя конкретные выражения 
(22.1), (22.9), получим

Ф(* +  0 -1 +  Ух2 +  1
2 +  V F + T

Я (х) +  #  (х) j  J2 dx

_лл 1 ' ' 1 — on

1 + У*2 + 1 12י
2 +  Ух2 +  1

- 2

X +  i( +(־ г ‘ (х) Г (  ?■± j / y _ + i  -  .** t -?5 ф| ( 
) 36 + j  I ІЛ  2 +  У х 2 +  1 X2

dx ־:)НГх2 +  25 1 +  У х 2 +  1(+ 2
. х2 +  36 2 +  У х2 +  1

оо со

<  (0.06)2 jj I Ф (х +  І) +  2 #  (х) I2 dx =  (0,06)2 ^ | е־ *ф (/) +  2А (*) |2 df.
— ОО —ОО

Этот результат вместе с (22.8) и (22.9) приводит к неравенству
IIФ (х) — ф (х) \и  <  0,078 II е~хў  (х) +  2h (х) ||£г.

Для достижения большей близости функций <р и ф вместо (22.2) надо 
взять задачу вида

г ~ ״י׳ г  х2 +  #£
о т - »  > . ) + » ( . + о п ? + -( . ; 4 1у

־МП *> + (», + 1)״2
£ Подходящим образом выбранными величинами п и а&.
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22.3. Смешанная задача, сводящаяся к особому интегральному уравнению 
методом п. 21.3. К уравнению

ихх +  Иуу — = 0 ־=X ,־  const> 0 , (22.10)
заданному в полуплоскости у >  С , присоединены условия

и (Ху 0) =  0, U |> 1 ,  (22.11)
иу {х, 0) =  g (х), | jc|< 1 , (22.12)
| и (х, +  °°) I — ограничено.

Здесь g(x)— определенная в L2 четная функция. Решение м, очевидно, 
тоже окажется четным по х.

Для интеграла Фурье решения и(х,у) по рецептам § 20 нетрудно полу- 
чить представление

U (х, y) =  F (х) е - у , у >  0. (22.13)

Так как £/(*, 0) =  F(x), то в силу условия (22.11) неизвестная функция 
F(x) обладает свойствами

(22.14)elxF (лс) е  е ixF (х) е  Ь2 .
По аналогии с (21.20) граничное условие (22.12) запишем в равносильной 
форме

иу (х. 0) =  g (х) +  ф + (х — 1) +  ф + (— х — 1), — оо <  х <  оо, (22.15)

\х  | <  1,
\ х \ > \ ,

где

g (х) е  L2 (־־ך■ оо, 00), а ф+ (я) — неизвестная функция вида (21.22). 
Переходим в равенстве (22.15) к интегралам Фурье:

-  У *2 +  Я2 F (*) =»О (х) +  е1хУ + (х) +  е - {хЧ + ( -  х), - ° о < х < о о .
Получили задачу вида (21.24), где

К(х)*= — У *2 +  Я2. (22.16)
Эта функция удовлетворяет требованиям п. 21.3: она аналитически продол- 
жима на верхнюю полуплоскость и имеет там разрыв вдоль разреза Г, со- 
единяющего точку ветвления z =  1к с бесконечностью. Разрез целесообраз- 
нее всего провести вдоль мнимой оси и ориентировать, начиная от точки ветвле- 
ния до бесконечности. Ветвь квадратного корня К (z) =  — 'y/z2 +  Я2״ фикси- 
рована при Im z >  0 выбором Г и условием положительности величины 
V *2 +  -где х действительно. Нетрудно найти предельные значения на раз י № 
ных берегах разреза Г:

/с+(0 =м|У<2 + я2 I, к _ ( 0 1 / - = .У<2 + л2 I, /6г־
Отсюда следует, что А (/)= 0 , В (<)=! | У<2 +  Л2 |. Формула (21.30) примет вид

(22.17). Р V)
2 І I У<2 + Я2 ГF(t)

а уравнение (21.31) —

/ е Г .л ־  ־ ־ ״ О(׳).
г

dx 41 [ Р (זי) 
ni ) X — t 

г
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Перейдем к интегрированию по положительной полуоси:

[ ф(а)</8 е 2*2 ׳Б Г ф (s) ds
J s - I J 5 +  |  +  2Я זג
0 0

1

=־ е ־ я 5 ־ д / | -  ^ g (s) s ds, 1 >  0. (22.18)

Здесь в первых двух интегралах сделана замена т — /Я =  is, t — /Я =  /£, 
—/р(т)=־ ф(5). В правой части мы G(t) записали как интеграл Фурье от 
оригинала g(s).

Особое интегральное уравнение (22.18) приближенно решить сравнитель- 
но нетрудно, и результат будет тем лучше, чем больше параметр Я.

Приближенное решение можно получить методом п. 17.1. Наметим упро- 
щенную схему применения теоремы из указанного пункта, предполагая, что 
параметр Я велик. В качестве X =  Х0 возьмем пространство функций ср, 
определенных на положительной полуоси и имеющих конечную норму

где 0 <  8 <  1/2. Оператор R зададим в виде интеграла типа Коши:

*22׳19י י ־ ו *О

Обращая этот интеграл известным способом [5], [18], найдем
оо

( Г А׳ )(|)-----
я J V« (s -  І)

Оценим норму оператора К1־  (К — К). Для любой функции <р из Х0

dt =
ОО ОО

d\.
8 - 1

2
оо оо

ф ״ * *(1) ) ״ . a)do
о о

е 25 ds
У* (a +  s +  2Я) (s — І)

где ядро равно

кЦ, а)
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1/2

Используя неравенство Буняковского и извлекая квадратный корень, 
получим: /ОО оо ч 1

5 I*(!. <Т) р rfg rfarj ІІФІІ̂ .

Итак, норма II Я1־  [Я — Я] II убывает по экспоненциальному закону с ро- 
стом Я.

Если приближенное решение с помощью л

Ф(1) = Ю. A(°r))(־/1_^)  = e ^־_0׳ \ / f  Jg (s)e sds(i+״)-
-1

не удовлетворяет требованиям точности, то в качестве приближенного можно 
взять оператор К: оо оо а

% 1 f  y(s)ds  , е2־ я 2 “ ] ־־׳£ Т (5+^
- т = т + - ш г - )  * {s)e ds'

о о
который при подходящем параметре а  будет ближе к оператору К.

22.4. Другой приближенный метод. Ниже на простом случае будет иллю- 
стрирован метод решения смешанных задач типа указанных в пп. 21.2 и 21.3. 
Рассмотрим задачу для уравнения Лапласа иХх +  иуу = 0 в полосе 0 ־  < # < 1  
с граничными условиями

иу (х, + 0 = (־   f (х), I х I <  0,5, и (x, + < | х | ,־ 0= (0   0,5, (22.20)
и (х, 1 — 0) =  0, — оо <  X <  оо, (22.21)

где f(x)— заданная функция. В отличие от предыдущего, в данном пункте 
условимся значки +  и — внизу употреблять в ином, указанном ниже смысле. 
Доопределим условия (22.20):

иу (*0 + = (י   /_  (х) +  ф+ (х), и (х, 4 ־ 0( ־=  ср_ (х), — оо <  х <  00.

Здесь

1_ W - F ' * ’• ! * ! < | I 0, | х^־  0,5,
0 при | х | <  0,5, 

неизвестна при | х | >  0,5, 
неизвестна при | х | <  0,5, 

0 при | х | >  0,5.

Ф+ (^) =  |

Ф_ (זג) =  |

Ф+ (х) = ־ 1  Е Т  Ф ־ (זג) ־  F~ W —  I * I Ф - (*) +  Г (*) Ф - (זג) -  F -  (x),

it  нее —  к урав
0.!

d 1 Г
—ך־--------\ dx я  J

Поступая, как указано в пп. 20.3 и 21.3, придем к задаче для изобра- 
жений

а от нее — к уравнению для оригиналов:
0.5 0.5

Ф_ (s) ds ן
= I ־־  *(* -  s) ф_ (s) ds =  f (x), I * |< 0 ,5.

(22.22)
-0 ,5У25 — X

-0.5
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При приближенном решении этого уравнения можно использовать п. 17.1. 
Положим X ־=  Х0 =  У =  Y0 =  L2(—1/2, 1/2). Приближенный оператор возь״ 
мем в виде

0,5

^ Р (х — 5) ф (s) ds, 
-0,5

1
V2jt

0,5
d 1 Г ф (s) ds

dx л  J s — x -0 ,5
*Ф

где P — многочлен, так что ядро Р(х — s)— вырожденное. Многочлен Р(х) 
должен быть близок к функции t(x) на отрезке [—1, 1], про которую из- 
вестно, что ее интегралом Фурье является функция T(*) =  |* |— хстх.  Для 
определения функции t(x) возможны два пути: 

а) точное вычисление интеграла Фурье
оо

t{x) =  -J = r  ^ ( | s |  — s d h s ) e “ ijtsds;

б) получение приближенных значений t*(x).
Мы изберем второй путь, как типичный для более сложных задач. Мно- 

гочленом Р(х) будем приближать значения функции t*(x).
Возвращаясь к п. 17.1, заметим, что условие (17.9) будет выполнено, если

II І Г ' І І - І І Я - ^ І К  1. ' (22.23)

Для нормы разности нетрудно получить оценку:

| * ־ £ | <  шах | Г ( х ) - Г ( х ) | + - 7к г  max | Л (*) -  ■Р (*) |.
- о о < * < о о  у 2 я  1 л: I <  1

Взяв в качестве Т* (х) функцию
Г ( х ) - ( 1 + а | * 1  +  р*2) е1*!2־־, 

получим при а  =1,01868, р =  0,28316

max ן ז (*) — Т* (х) | <  0,002.—оо<Х<оо
Функция t*(x) определяется без труда (п. 2.5):

0 1 6 -  12хг Т 
' Р (хг +  4)3 Г

4 — х2-VHt*(x)

X
1

V23х

. х2 +  4 ' (х2 +  4)2

Если взять многочлен Р (х) — 0,65862 — 0,32438х2 +  0,08967х4, то

X  max | Г (х) -  Р (х) | <  0,0008, так что || К -  К\\< 0,0028.
\х\<\

Теперь следует решить приближенное уравнение Кф =  /. Рассмотрим 
сразу более общее уравнение

(22.24)
о о

~Jx"n S ־ ?־|־ ר- ~  S Q(x -  s) Ъ ( S )  ds =  f (х), а < х < Ь ,
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где Q(x) =  a0 +  a1X +  . . .  +  апхп. Перенесем второй интеграл в правую 
часть и проинтегрируем обе части уравнения. Получим уравнение вида

т 5 ^ т - * м + с *>»>• ׳
а

(С — постоянная интегрирования). Обращаем интеграл типа Коши (cto., на- 
пример, [5], стр. 446):

____________ ь
,ф до =  _  У(* —а) (Ь — х) f _______ g (s) ds_______

я J У(в —a)(6— s) (s —x) ’

Ш г 8 b -ן

/  (0) d0  +  ^ d 0  ^ Q (0 — г) 1|> (t ) dx

С Л -■

или, более подробно,
b r  s

ds
R (s) ($ — x) 9

(22.25)

a ■־־с c a
где (זג) =  л/(х — a) (b — x) > 0 ,  a < c < b . Введя обозначение

о

Ck=тг $ Q(*-I) т) י•*(т) dT’

(22.26)

придадим выражению для ф (я) вид
п+1

*Ф (*) — т  (*) — # £ (זג)   CjfePA (*),
ft-1

тו* й і г׳ W—1?ד1 <״>׳$]) 4[

где

т

R (s) (s — x)
a

__ n - i V '  x - /  V 1 (2Л — 1)11 (2/ — 2k— 1)1! akb^~k
X 2-1 21 Z j k l ( j - k )  I/-0 ь о  

я > 0 , ( - 1 ) ! ! 1 + ־ .
Подставляя (22.26) в (22.25), придем к алгебраической системе 

п+1
Сг +  2  а*гС* “ (1г- г — 1, . ... я +  1, (22.27)

ft-1
о b

Иг =  7 г  S Q(r_1> < ־ (״ ״׳ ״) ) af t r = 7 r  S Q(r_l) ( -  s> *  (») Pft («) ds,

где
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Коэффициенты akr легко вычисляются благодаря формуле

я у1 (2т — 3) 11 (2/t -  2т +  1) і І дЩп+2-т 
Z ״+22 j т!(« +  2 - т ) !

т-0
п >  0, ( - 1 ) ! ! = 1  — =  !1( 3—) , ! + ־ .

Решив систему (22.27), получим решение уравнения (22.24) в виде (22.26). 
В случае уравнения Яф =  f потребуется решить алгебраическую систему 

пяти уравнений. Придав решению (22.26) вид
0,5

Ф (х) — K־־lf =  ^ k (х, s) f (s) ds,
-0 ,5

можно оценить норму
0,5

І Г Ч״־  ^  I * (л:. s)\ i dxds.
,ס5

В силу малости нормы II К — ЯII даже грубой оценки нормы || Я ־1 ן!  
достаточно, чтобы убедиться в справедливости неравенства (22.23). При не- 
обходимости, проделав выкладки, можно получить приемлемую оценку средней 
квадратической погрешности из неравенства

11 /ГМІ-ІІ/С-^ІМІФІІ
1 -II к ־1  ll-и к - к т '

II ф_ —ф | |<

§ 23. Исторические сведения
Восходящий еще к М. Е. В а щ е н к о - З а х а р ч е н к о  (1862 г.) опера- 

ционный метод решения уравнений в частных производных окончательно вы- 
кристаллизовался лишь в последние десятилетия. Заметно позднее других 
были решены задачи для уравнений эллиптического типа. Даже в книге 
Б. В ан  д е р  П о л я и Х . Б р е м м е р а  (1950 г.), в целом очень полезной, 
авторы выражают мнение: «Следует подчеркнуть, что уравнения эллиптиче- 
ского типа, классическим примером которого является уравнение потенциала 
Ди =  —ф, хуже поддаются операционному истолкованию» ([2], стр. 387). Что 
это не так, вскоре было показано в книге И. Снеддона [21].

А. М. Д а н и л е в с к и й  1) (1936 г.), видимо, оказался первым, кто ре- 
шил смешанную задачу описанного в § 20 класса. Это была задача о распре- 
делении тока в цилиндрическом электроде. С того времени появилось мно- 
жество публикаций как у нас, так и за рубежом, где сведением к уравнению 
Винера — Хопфа решались смешанные задачи подобного характера. Обзор 
литературы можно найти в книгах [1], [17], [19]. Отсылая интересующихся 
к указанной литературе, отметим здесь лишь видное место работ Л. А. Вайн- 
штейна [1], впервые применившего метод факторизации в задачах теории 
дифракции (1947 г.). Ю. И. Ч е р с к и й  1) (1957 г.) предложил использовать 
для решения смешанных задач не метод Винера — Хопфа, а значительно де- 
тальнее разработанную теорию краевой задачи Римана, в общем случае — 
для системы п пар функций *). В частности, в теории задачи Римана, как 
известно, не требуется аналитичности коэффициента в некоторой полосе.

*) Та же мысль высказана в книге Б. Н о б л а  [19], изданной в 1958 г.
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Способ оценки средней квадратической погрешности приближенного реше- 
ния смешанных задач предложен Ю. И. Ч е р с к и м  7), 8) (1962—63 гг.). 
Позднее способ применялся П. В. К е р е к е ш е й  I) и Н. Я. Т й х о н е н к о і ) .

Простые приемы решения смешанных задач, в частности плоских кон- 
тактных задач теории упругости со штампом конечной длины, указаны в упо- 
минавшейся статье Ю. И. Ч е р с к о г о  7) (1962 г.). В то же время другой 
метод предложил В. М. А л е к с а н д р о в  1).

Эффективные методы приближенного решения интегральных уравнений 
с ядрами, зависящими от разности аргументов, в первую очередь уравнений 
с конечными пределами интегрирования, двумерных уравнений, применительно 
к задачам теории упругости, разработали механики Ростова־на־Дону. Опре- 
деленный этап их исследований завершился изданием книги (И. И. В о р о- 
вич,  В. М. А л е к с а н д р о в ,  В. А. Б а б е ш к о  [4]).

Поискам и разработке наиболее удачных способов приближенного реше- 
ния задач, приводящихся к интегральному уравнению в конечных пределах и 
с ядром, зависящим от разности аргументов, посвящено много работ и дру- 
гих авторов. О начальной стадии исследований можно судить но монографии 
Б. Н о б л а  [19] (1958 г.). Интерес представляют работы одесских механиков 
(см., в частности, статью М. М. И г н а т е н к о  и В. X. К и р и л л о в а  1) 
1969 г.). Успехи зарубежных исследователей отражены в книге Р. М и т т р а  
и С. Ли  [17] (1971 г.).

Работа К о й т е р а  2) (1955 г.), возможно, первая, где задача математи- 
ческой физики по существу приводится к задаче Карлемана. Интерес к таким 
задачам усилился в последние годы (Г. Я. П о п о в  и Л. Я. Т и х о н е н к о  1), 
Б. М. Н у л л е р  1), Ю. И. Ч е р с к и й 10), 11) и другие авторы).

Ряд задач в §§ 20—22 публикуется впервые.

Задачи к главе VI
Большое число примеров к § 20 содержится в книгах [1], [17], [19].
1. В верхней полуплоскости у >  0, —оо <  х <  оо дано уравнение

t&xx 4“ Муу — А2׳м — 0, Я» const ^  0.

Условия: и(х, 0) =  #(х), х >  0 (#(*)-— заданная функция); \и(х, +  °°) | — 
ограничено; иу(х, 0 ) =  0 , х <  0 . Привести эту задачу к задаче Римана.

От в е т .  Коэффициент задачи Римана равен V *2 +  № .
З а м е ч а н и е .  В зависимости от вводимых обозначений для одной и той 

же задачи математической физики можно получить задачи Римана, несколько 
отличающиеся по форме. Коэффициенты этих задач могут отличаться на по- 
стоянный множитель.

2. Для уравнения предыдущей задачи, определенного на плоскости с раз- 
резами у =  0, у 1 ־־־, х >  0, ставится задача Дирихле. Показать, что эта 
задача приводится к задаче Римана для двух пар функций, которую удается 
решить в квадратурах ([1] гл. I, [19], гл. III или Ю. И. Ч е р с к и й  7)).

3. В верхней полуплоскости дано бигармоническое уравнение (21.9). Уело- 
вия: и(х, 0) =  0, — оо <  х <  оо; \и(х, +оо) | — ограничено; иуу(х, 0) =  0 при 
х <  0; иу(х, 0) =  g(x), х >  0, (£(*)— заданная функция). Это задача об 
упругой пластине, частично защемленной, а при х <  0 шарнирно опертой. 
Получить соответствующую задачу Римана.

От в е т .  Коэффициент задачи Римана равен —2|дс|. •
4. Ищется решение бигармонического уравнения в полосе 0 <  у <  1. 

Условия: при всех х функции и(х, 1), иуу(ху 1) и и(х, 0) равны нулю. При 
х <  0 равна нулю вторая производная иуу(х, 0). При х >  0 задана функция 
и у ( х ,  0). Построить соответствующую задачу Римана (В. Т. Койтер 1)).

2х sh2 хОт в е т .  Коэффициент задачи Римана равен----- :----- :----------.sh х ch х — х
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5. Привести к задаче Римана с тремя парами неизвестных аналитических 
функций основную смешанную задачу теории упругости для полупростран- 
ства, когда на одной граничной полуплоскости заданы напряжения, а на 
другой — перемещения. Эта задача Римана допускает решение в квадратурах 
методом, намеченным в работе Ю. И. Ч е р с к о г о  7), стр. 218—219.

в. На границе полуплоскости у >  0 заданы условия
и (0 = о — ,זג, 0)  о  <  х <  о о ,

иу ( х , 0) — а ) иуу (זג)  х , 0) = =  h ( х ) ,  —  о о  <  х <  о о ,

где Л (זג) и а(*) известны, функция а (я) имеет вид (21.5). Функция u(xt y) 
должна удовлетворять бигармоническому уравнению А 2и =  0 при у >  0 
{и (х, у) — это отклонение от положения равновесия занимающей полупло* 
скость упругой пластинки, закрепленной вдоль прямой у =  0 с помощью 
упругого шарнира с постепенно меняющейся жесткостью).

Получить соответствующую задачу Карлемана.
Р е ш е н и е .  Интеграл Фурье решения бигармонического уравнения, удо- 

влетворяющий условию U(x, 0) =  0 и ограниченный при у -> +  оо, имеет вид

U(x, у) =  уС (*) в ־1*1״ .

Действуем, как в п. 21.1. Обозначая
Ф ( = ג ־ ז )  иу (0 ג,  ז ) —  аиуу ( 0 ג,  ) h — (ז ג ז ) ,

получим, что yuy(xt 0)— |3«0 , עעזג) )— yh(x) =  —е־ *ф(х). Делая преобразова- 
ние Фурье и исключая С (זג), придем к задаче Карлемана

- Н ( ג ז )  —  Н  ( ג ז ) ,  — о о  < ג  ז  <  о о .
1 +  2а |זג
V +  2(J * ו

Ф(х +  1) +  у1 +  2а | זג |
у + т * \

Ф(х)

7. Привести к задаче Карлемана особое интегро-дифференциальное урав- 
нение с ядром Коши:

оо<*<оо,8(Ь

где функция <r(f) определена равенством (21.5). 
Ответ.
, ־  v {זג +  a  sgn זג л  ,  . . ч л  ,  ч , ix +  a sgn זג -  .  .Ф ( —״ + זג) i 7 л ---------Ф(זג   /) — Q (זג) +  у ־־■■■ , Q - — G (,(׳זג '  у lx +  P sgn זג v 4 1 ytx +  P sgn 4 זג '

.00 < — 00 >זג

8. Для уравнения Лапласа вывести формулы, аналогичные (21.10) и
(21.12).

От в е т .  Если и(х, ±0) =  ф(х), то

др+1и (זג, dz 0 ) ___Г ф*р+1* (s) ds
дхр ду n j  s — זג

9. Найти ограниченное решение уравнения Лапласа в полуплоскости 
у >  0, удовлетворяющее краевому условию (а, b и h — заданные функции):

а ( ג ז )  их (0 + ג,  + (ז  Ь ( ג ז )  иу ( ג + 0( ־־ ז , * h ( ג ז ) ,  — о о  < > זג   о о .
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10. Пусть в уравнении (см. п. 21.3)
I

xf(0  + ־4־־  ■ [ k ( t - s ) f ( s ) d s = g ( t ) , ן  < ן < ן , 
V2 я J

нет предположения о четности функции k(t). Допустим, что эту функцию 
можно продолжить на всю действительную ось так, что интеграл Фурье K(t) 
полученного оригинала можно аналитически продолжить на всю комплексную 
плоскость, кроме кривой Г+, лежащей в верхней полуплоскости, и кривой Г־ , 
лежащей в нижней полуплоскости. У функции K{z) допускается рост на бес- 
конечности не выше степенного порядка. К — комплексная постоянная.

Показать, что методом, аналогичным использованному в п. 21.3, уравне- 
ние приводится к следующему равносильному особому уравнению с ядром 
Коши:

/ 6 Г

_1_ Г p(x)d% 
ni J т ־— t 

Г+

=  2eMQ (t).p (т) dx 
% — t

е2М Г 
nl J

Pit)
2X + K +  (t) +  K -  (0 

K+ (t) -  K- (t)

2X +  K+(t) +  K-( t )  _ tA e~2iU [ р Ш х _ _
K + { t ) - K - ( t )  p w  1 U J x - t

r+

Г־

Здесь, как и в п. 21.3, K+(t) и /С-(/)— предельные значения функции К (г). 
G(x)— интеграл Фурье свободного члена g(t), доопределенного нулем при 
| ף >  /, р (0 искомая плотность интегралов типа Коши־־־־־

р (т) dx 
х — гs_ L  [  pWrft

2ni J t — z 9
Г -

<b(z)

Если плотность найдена, то решение исходного уравнения дается фор- 
мулой

1 Г е1х1Ф (х) +  е~‘х1У (х) +  G (х) ,
У2я" J Я +  Д־(х)/« )



Г л а в а  VII
БЕСКОНЕЧНЫЕ СИСТЕМЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИИ С РАЗНОСТНЫМИ ИНДЕКСАМИ 

И УРАВНЕНИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

В различного рода теоретических и прикладных вопросах 
встречаются системы линейных алгебраических уравнений с бес- 
конечным числом неизвестных

хп +  £  ankxk =  сп, п =  1, 2 .........
1

являющиеся дискретными аналогами интегральных уравнений. 
Решаются они при некоторых ограничениях на бесконечную 
матрицу коэффициентов ||апь11 и вектор с, имеющих аналогию с 
теми, которые в теории интегральных уравнений Фредгольма 
накладываются на ядра и свободные члены. Среди таких огра- 
чичений можно указать

оо

1) £  I аПк I < условие нормальности,Л, fc-1 ־־ 00 
оо

2) Z  | ank | <  1, п — 1, 2, . . .  — условие регулярности и не- 
6-1

которые другие.
Мы будем рассматривать такие бесконечные системы, у ко- 

торых индексы k и п входят в уравнение только в виде разности 
п — k. Коэффициенты таких уравнений не удовлетворяют обыч- 
ным ограничениям, при которых решаются бесконечные системы, 
и они являются аналогами интегральных уравнений не фред- 
гольмова типа, а особых уравнений типа свертки. В методах их 
решения имеется далеко идущая аналогия с методами решения 
последних, чем мы будем часто пользоваться. Недостаток места 
вынуждает нас ограничиться изложением лишь основ теории, и 
нам в дальнейшем нередко вместо точного доказательства при- 
дется лишь ссылаться на отмеченную аналогию.
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§ 24. Дискретное преобразование Фурье и Лорана
24.1. Дискретное преобразование Фурье. Дискретным ана- 

логом интегрального преобразования Фурье (1.1) является раз- 
ложение периодической функции в ряд Фурье. Последний изве- 
стен, если заданы его коэффициенты. Таким образом, разложение 
функции в ряд Фурье можно рассматривать как установле- 
ние соответствия функции и некоторой бесконечной последова- 
тельности чисел, рассматриваемой как совокупность ее коэффи- 
циентов Фурье. Это кладется в основу определения дискретного 
преобразования Фурье.

Пусть задана некоторая бесконечная последовательность 
комплексных чисел

а =  . . . а _ 2, а_ь 00> а!» а2, . . . .  (24.1)
тогда соответствующий ей ряд Фурье *) —

44(9)=  Y, аиет ־־־& — 00(24.2) .
Обратно, члены последовательности — коэффициенты Фурье вы- 
разятся через /4(0) по формуле

Я

ап = 4 г  \  44(0)е9£״'־Ю, п =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  (24.3)
- Я

Используя употребительную терминологию, мы будем называть 
а также бесконечномерным вектором, рассматривая члены по- 
следовательности как составляющие последнего.

О п р е д е л е н и е .  Равенство (24.2), которым последователь- 
ности (вектору) а (24.1) ставится в соответствие функция /4(0),  
определяет прямое дискретное преобразование Фурье. Равенство 
(24.3) производит соответствующее обратное преобразование.

Вектор а будем называть оригиналом, а функцию /4(9) — 
изображением. Дискретное преобразование Фурье будем обозна- 
чать символом W:

Л(0) =  Г а, a =  W־ lA. (24.4)

Осуществимость дискретного преобразования Фурье равно- 
сильна представимости заданной функции /4(0) рядом Фурье. 
В курсах анализа даются в различных формах достаточные 
условия последней. Если допускать наряду с обычной сходимо- 
стью также сходимость в смысле среднего квадратичного, то 
весьма удобным является использование последовательностей

*) Мы сначала ограничиваемся формальными построениями, предполагая, 
что все производимые операции имеют смысл.
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класса / 2 ( Е 1 а*12 <  00)• В этом случае Л ( 0 ) е £ 2 ,  и можно по- 
строить теорию, вполне аналогичную теории интегральных пре- 
образований в классе Z.2- Однако мы, следуя высказанным в 
п. 1.1 принципам, ограничимся более узкими классами, при ко- 
торых сохраняется обычное понятие сходимости и рассматривав- 
мые функции удовлетворяют условию Гельдера.

Наложим на рассматриваемый вектор а следующее ограни- 
чение:

к К - ^ Г ,  0 < Я < 1 .  (24.5)

О п р е д е л е н и е .  Вектор а (24.1), удовлетворяющий уело- 
вию (24.5), будем называть вектором класса {1}*):

а е { 1 } .  (24.6)
Можно показать, что при условии (24.5) функция Л(0),  пред- 

ставленная рядом (24.2), будет удовлетворять условию Гель- 
дера.

24.2. Преобразование Лорана. Положив в формулах (24.2), 
(24.3) еі<3 =  t, придадим им следующий вид (с другой функ- 
цией Л):

Л ( 0 =  Ё  а / , (׳24.2) 
fe—— оо

״15 ״ ־ ־ Г S # •״׳ »24■3י
I <11־

По условию ряд (24.2') сходится при | f | =  1.
Пусть теперь ряды

Л+ (г) =  Ё  akzk, — Л־  (z) =  Е  ак2Р (24.7)
fc0*־ А~-1

сходятся соответственно при | г | <  R, \ г  | >  г, причем
R >  г, (24.8)

и пусть р — некоторое число, удовлетворяющее условию
Г <  р <  R. (24.9)

О п р е д е л е н и е .  Соотношения
оо

Л (г)*2 akZk, (24.10) ־־ 
fee —со

0*“ i • '24•“י *3 ______________,־ $ $  \г\-р

*) Смысл обозначения станет ясным в следующем пункте.
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определяют преобразования Лорана, соответственно прямое и 
обратное. Символически будем обозначать их

A(z) =  La =  Lpa, a =  L~xA =  LPlA. (24.12)

Таким образом, прямое преобразование Лорана ставит в со- 
ответствие бесконечномерному вектору аналитическую в кольце 
г <  \z\ <L R функцию A (z), для которой составляющие вектора 
являются коэффициентами разложения A(z) в ряд Лорана. 
Выполнение над данным вектором преобразования Лорана за- 
ключается в умножении составляющих вектора на соответствую- 
щие степени z  и последующем суммировании.

Если окажется r > R ,  то ряд Лорана (24.10) всюду расхо- 
дится и преобразование Лорана не существует. Аналогично 
тому, как в подобном случае (п. 2.4) поступали с интегральным 
преобразованием Фурье, введем правое и левое односторонние 
преобразования Лорана.

Векторы а±, составляющие которых связаны с составляю- 
щими вектора а следующими соотношениями:

(24.13)f 0, п >  0, 
" I  — а״, п <  0,

, __ ( ап, п 0,
1, מ > 0, ״ 0

будем называть соответственно правым и левым односторон- 
ними векторами.

Равенства

—  [2 лі J
А+ (г) dz, Pi <  JR,

1*1“Р! (24.14)

— ז 2я/ ג
А~ (z)
gfl + 1 dz, P2 > r ,

|*1“Р2 (24.15)

+ CL/1 ■Е a,k z ,
k= s  —  ОО

л + (2) =  Е akzk
k=0

- p קס סס
A ~ ( z )  —  —  E a k z k =  E a . k Z k ,  0 n  = - z r r  \

f c = - l  k - - o o  J

определяют правое и левое односторонние преобразования Ло- 
рана.

Очевидно будут справедливы формулы

а = а + — а~, А (г) =  А+ (г) — А־ (г). (24.16)

Из формул (24.14), (24.15) путем вычитания выводится еле- 
дующая формула обращения:

(24.17)dz.А~ (г)

״ 1*1 ft

1
2 я/dz —А+ (г)

2+״1

1
а2 ~ /л״ 
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Очевидно, будет справедлива
Т е о р е м а .  Для того чтобы заданная на единичной окруж- 

ности, удовлетворяющая условию Гельдера функция A{t) была 
краевым значением функции, аналитической внутри {вне) еди- 
ничного круга, достаточно, чтобы выполнялось:

1) а =  L~lA 6  {1}, 2) а־  =  (L~lA)~ ־= О (а+ =  (£ = +(Д־־1  0).
(24.18)

Второе условие является необходимым, если ограничить рост 
аналитической функции при приближении к точкам окружности.

24.3. Свертка векторов. Пусть а, х — два вектора, принад- 
лежащие классу {1}.

О п р е д е л е н и е .  Вектор h, определенный составляющими
оо

Л״ =  Е an_kxk, п =  0, ± 1, . . . .  (24.19)
ft——оо

будем называть сверткой *) векторов а и х.
Легко видеть, что свертка симметрична относительно век- 

торов а их:
оо оо
XI — === Xj Xn-k̂ k•ft = —оо k =  — оо

Совершенно элементарно проверяется, что свертка двух век- 
торов класса {1} принадлежит тому же классу.

Если
оо оо

А (/) =  La =  XI X{t) =  L x =  X] xktk, 111 =  1,
&“ oo k־־ -  — oo

— дискретные преобразования Лорана векторов а и х, то со- 
гласно способу образования произведения степенных рядов

Е  Z  an_kxktn =  Е  amtm Е  =  A {t)X (/).
М•״־-ОО ft־־ — оо /7 ОО р=в — оо —־־1

(24.20)

Отсюда следует
Т е о р е м а .  Дискретное преобразование Лорана свертки 

двух векторов равно произведению этих преобразований от со* 
ставляющих векторов свертки.

*) Если нанести числа 0, 1, . . . .  п на бумажную полоску и перегнуть ее 
посередине, то числа k и п — k совпадут. Отсюда происхождение термина 
«свертка».
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§ 25. Бесконечные алгебраические системы
25.1. Системы типа (А ). Рассмотрим бесконечную алгебраи- 

ческую систему с разностными коэффициентами следующего 
вида:

оо — оо

£  ®п—k % k  Н- £  === с п > п  =  0, ± 1 ,  і 2 ,  . . . ,  (А)
* -0  k ~ - l

где ап, bn, сп е { 1). Решение будем искать в классе {1}.
Матрица коэффициентов системы (А) будет иметь следую- 

щее строение:

. . .  bk . . .  60 6-1 a-2 a- 3 a- 4  . י • • 2~a-fc .
bk+1 . . .  6! 60 Д- 1 a-2 a- 3  . . a-fe-1 . . .

. . .  6fe+2 . . .  &2 6. Л0 Я - ! a-2 . . a-*
• bk+3 ... 63 ai a0 a-1 . . a-fe+1 . . .
. . .  6 fc+4 . . .  64 63 a2 a! ao « . CL — k+2 • • ״

Рассматриваемая система — дискретный аналог уравнений (А) 
типа свертки с двумя ядрами (см. п. 5.2). Метод решения также 
аналогичен с тем лишь различием, что вместо интегрального 
преобразования Фурье здесь будет применяться соответствую- 
щее дискретное преобразование.

Вводя односторонние векторы х*, запишем систему (А) в та- 
кой форме:

00 оо

a n - k x k “־־ ь ^  ^ n —kX k = 0 ז1י  n  —  Q y ±  1» . . . (А)
fe*־ - o o  f e - - o o

Беря от обеих частей дискретное преобразование, т. е. умножая 
уравнения на tn, складывая и применяя формулу преобразова- 
ния свертки, будем иметь

A(t)X+ ( t ) - B( t ) X~( t )  =  C(i), 
где

А (0 =  £  ant \  B ( t ) =  £  bai \  С (/) =  £  cntn,
/1*8 — 00 П— — 0О /г־־־ —оо

Х+ (/) =  £  xnf ,  X-  (0 =  — £  хпе .
п —0 п= —1

Очевидно, A (t), B(t),  С ( / ) е  Н.
Таким образом, для определения аналитических внутри (вне) 

единичного круга функций А* (2) пришли к краевой задаче Ри- 
мана

(25-1)

1/28 Ф5 Д. Гахов, Ю_. И. Черский
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которую нужно решать в классе стремящихся к нулю на беско- 
нечности функций. Предполагаем, что имеет место нормальный 
случай:

А (і) ф  О, В (t) Ф  0.

В силу однозначной обратимости дискретного преобразова- 
ния краевая задача (25.1) равносильна системе (А) в том смы- 
еле, что они одновременно разрешимы или неразрешимы и в 
случае разрешимости имеют одинаковое число линейно незави- 
симых решений.

Можно сформулировать обычную теорему о разрешимости 
задачи (25.1), а следовательно и уравнения (А), в зависимости 
от индекса. На этом мы не останавливаемся.

Решение, исходной системы (А) через решение краевой за- 
дачи (25.1) выразится формулой

(25.2)d t .
Г 10 ־( - г ־ (0

[М+1ті1*1-1

J
2т

25.2. Бесконечные системы типа (Б).  Рассмотрим теперь 
дискретный аналог парных уравнений типа свертки (см. п. 5.3):

2-1 &n—kXk £/1>&=* — 00
со

Л  — Cflt־& — סס=

где а, 6, с е  {1}.
Аналогично тому, как это делалось в п. 5.3 при решении 

парных интегральных уравнений, путем введения вспомогатель- 
ных односторонних векторов ф± доопределим каждое из уравне- 
ний (Б) так, чтобы они были справедливы для всех целых п:

(Б)
О,

п <  О,

(Б׳)

со

&n-~kXk =  Ф Сп>£=_оо
со

S  bn—k%ks== Ф “1“ Сп9ft—— סס
. . . ,± 2 ,± מ = 0, 1

Переходя в каждом из уравнений к дискретным преобразо- 
ваниям Лорана, получим:

Л ( / ) * ( / ) V־־־ ־ ( / ) *  С(/),
В ( / ) * ( 0  =  Ч'+ (0 +  С(/).

Предполагаем, что имеет место нормальный случай.
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(25.3)

(25.4)

Исключая отсюда посредством равенства

v /л _  У" (*) +  £(*) V + (t) +  C(t)
л ^ > —  а ־ 0)  ־  в  (0

X(t), придем к краевой задаче Римана

( 0 = 0 4־ ( ־$  + в  (t) с  (0 • ш

(25.5)1р־ (оо) =  0,
при условии

равносильной исходной системе в том же смысле, как это гово- 
рилось в предыдущем пункте. Решив задачу, определим по фор- 
муле (25.3) X(t),  а затем по формуле

(л =  0, ± 1 ,  ± 2 , . . . )  (25.6)dtX(t)
/П + 1

и  1-1

1
2т*пX

решение исходной системы (Б).
25.3. Классы {г, /?} *). Пусть задан вектор а, определенный 

составляющими ап. Вектор, имеющий своими составляющими 
апгп, будем обозначать а(׳-).

О п р е д е л е н и е  1. Говорят, что вектор а принадлежит 
классу {г}, если a(r> e  {1}.

Согласно определению на окружности | z | = r  будет суще- 
ствовать преобразование Лорана вектора а

оо

A(z) =  Lra =  £  а״г" ( | г |  =  г),
П— — оо

причем A(z)  будет удовлетворять условию Гельдера.
О п р е д е л е н и е  2. Говорят, что вектор а =  а+ — а~ при• 

надлежит классу {r,R }, если а+ е  {R}, а־ е { г } .
оо

Очевидно, что функция А+ (г) =  Lra+ =  £  а2״" будет анали-
п —0

— оо

тической в круге | г | <  /?, a A~{z) =  Lra~ — — 2  anzn — ана-
П= —1

литической в | 2 | > г .  Из свойств рядов, расположенных по по- 
ложительным и отрицательным степеням г, следует, что, если 
а + е { # } ,  то а + е { 0 ,  /?}, и если 5־ е  {г}, то а־ е { г ,  оо}. Класс 
{г} можно рассматривать в качестве частного случая классов 
{г, R} при R =  г, т. е. {г} =  {г, г}.

*) В рассуждениях этого пункта много аналогии с рассуждениями § 12. 
Мы будем этим часто пользоваться.

Ч£*
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Легко выводятся следующие три свойства векторов класса 
{r,R} (ср. п. 12.1):

1°. Если р ^  г, о ^  R, то {р, а) с: {г, R}.
2°. Если а> s  {г!, /?/}, / 1 , 2 = . ,־ . . ,  т ,  то

а1 + ат s ־4 •••   {тахг/, min/?;}. (25.7)
3°. Если одновременно a e { r } ,  a s { /? } ,  то

a s  {min(/־, R), max (г, R)}.

Сформулированные свойства здесь играют такую же роль, 
как соответствующие свойства функций классов {а, Ь) (см. 
п. 12.1).

Приведем примеры.
оо

1. Ряд X ! к 2 ^  f  сходится, поэтому о е { 1 1 .
Л“ — ОО

оо оо

ק- •2 חז ל Ряд Е ־־ו  й т т  расходится- норяды Е т 4 т х/1=1—00 п-о
оо

Х ( 1 — в)Я и - 1) ■ ץ ך  +  в)~п сходятся, поэтому а е | 1 + 8 ,  1 - 8 ) .  
п-1

В последнем примере преобразование Лорана не существует, а круги 
аналитичности правого и левого преобразований Лорана A±(z) разделены 
кольцом расхождения 1 — е <  |г |  <  1 +  8.

Перейдем к рассмотрению свертки. Пусть
а е { г ,  /?}, * е { р ,  а}, г < / ? ,  р<сг.

Допустим, что отрезки [г, /?], [р, ст] имеют общую точку с. Напи- 
тем  тождество

Л״ =־  Е  ап_кхк =  с־ п Е  [a״_fec״ = [fe־  с ' Х ' 1•
А;-«—ОО fc — — оо

Так как a<c> s { l } ,  x(c) s { l } ,  то согласно п. 24.3 /г<*>s  {1}. Сле- 
довательно, A s  {с}. В качестве с может быть взята любая точка 
общей части отрезков [г, /?], [р, а]; поэтому справедлива

Т е о р е м а  1. Если a s  {г,/?}, * s { p ,  а}, г R, р ^ а  и от- 
резки [г, R], [р, а] имеют общую часть, т. е. max (г, р) <  min (R, а), 
то свертка существует и

A s  {m ax(г, р), min(/?, о)}. (25.8)
Преобразование Лорана свертки

Я (г )= ־ АА־ =Л(2) Х ( 2)
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есть функция, аналитическая в кольце
max (г, р) <  | г  | <  min (R , а).

Если г, R, р, а — произвольные, то вводим а =  а+— сг, х — 
=  х+ — хг и разбиваем свертку на четыре слагаемых. Проводя 
затем на основе полученной выше теоремы рассуждения, вполне 
аналогичные проведенным при выводе теоремы 2 п. 12.3, полу- 
чим общий результат, включающий в себя теорему 1 в качестве 
частного случая.

Т е б р е м а  2. Если в е { г , R}, x s { p ,  а) и выполняются 
условия

р а > г ,
то свертка существует, причем

A s  {m ax(г, р), min(R, а)}. (26.9)

Читателю рекомендуется дать геометрическое истолкование 
результата. Оно вполне аналогично указанному в п. 12.3.

Для сумм, содержащих слагаемые, принадлежащие различ- 
ным классам {г}, можно указать способ преобразования по Ло- 
рану, аналогичный изложенному в п. 12.4 способу преобразова- 
ния Фурье такого рода сумм.

25.4. Бесконечные системы (А) в классе {г, /?}. Пусть в си- 
стеме

оо —оо

&n— kXk “Ь 2  Ьп— kXk Сп> ч i י® ==   1 > • • • * (А)k-0 k--- 1
a s  {г״ Ri), A s { r 2, R2).

Решение x будем искать в максимально широком классе, 
при котором стоящие в левой части ряды сходятся, свертки су- 
ществуют. Из условий (25.9) при помощи рассуждений, вполне 
аналогичных произведенным в п. 13.1, получим для х следую- 
щий максимально широкий класс:

х s  {R2, г,}. (25,16).

Аналогично на основании свойства (25.7) находим макси- 
мально допустимый класс свободного члена:

с s  {max (г!, R2, r2), min (Я,, г!, R2)}. (25.11)

Здесь, так же как и для интегрального уравнения (А) типа 
свертки, имеется всего 24 различных случая (не считая вырож- 
денных, когда некоторые из чисел г!, Ru r2, R2 равны), из 
них 16 нетривиальных. Рассмотрим в качестве образца один 
из них.

8 Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский
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С л у ч а й  г! ^  Я2, r i ^ R  и 2̂ ^  # 2• Здесь x ^ { R 2t г!}, с е  
^ { R 2, г!}. Вводя вспомогательный вектор со, запишем систему 
(А) в виде:

<0п
,2?/}־״}1.

м Лл—я п 
{Я*. К2)

6
k =  — oo

• с̂ ־ ׳ ■—
{0, г,}{Г1, Г,}Я

(под каждым слагаемым подписан класс, к которому оно при- 
надлежит). Приравняв первую часть равенства третьей, а затем 
вторую третьей и произведя затем преобразования Лорана, при- 
дем к следующим соотношениям:

A(()X+ ( t ) - C + (t) =  Q(t), t =  rxel\
B(t)X~ (t) — C~ (f) =  Q(t), t =  R2em.

Полученные равенства представляют собой краевое условие 
задачи Римана на контуре, состоящем из двух концентрических 
окружностей. При этом X+(z) будет аналитична в круге 
|2 | < г ! ,  X~(z) аналитична вне окружности |z | =  /?2, a Q(z)— 
в кольце г! <  |2 | <  ./?2• Краевая задача будет равносильна ис- 
ходному уравнению в отношении разрешимости и числа реше- 
ний. Решив краевую задачу, по формуле

dtJ _  [ X+W 1 [ x~ «)
2m ) <2 ° ni ,J״+*  «+״/ 

|f|=P!

(p! < r U P2> #2)

Xn

получим решение исходной системы. Можно сформулировать 
обычную теорему об условиях разрешимости и числе линейно 
независимых решений в зависимости от индекса задачи.

25.5. Бесконечные системы (Б ) в классе {г!, /?}. Запишем 
системы (Б) в форме (см. пп. 5.3, 14.1, 14.2)

оо

Т  (Б)
E b ,X, =  — с 4 n־ —k k  л מי= -оо

— ОО <  П <  оо,

где гр =  ф+— ф־־— новый вспомогательный искомый вектор. 
Пусть а е  {г!, R\}> b е  {г2, /?2}• Тогда, рассуждая аналогично 
тому, как в п. 25.3, на основании условий (25.8), (25.9) получим
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для х, с, ל|י следующие максимально широкие классы: 
*<={/?, г}, с е  {max (r2, R), min(/?!, г)}, 
ф е { т а х ( г ! ,  R), min(/?2, г)},

где г =  max (г!, r2), /? =  min(/?!, R2).
Из 16 имеющихся здесь нетривиальных основных случаев 

рассмотрим в качестве примера один.
С л у ч а й  г2 <  R2 <  г! <  R1, г =  г!, R — R2. Здесь согласно

(25.12) будем иметь
х s  {R2, ־׳!}, с е  {R2, г!}, ל|י+ s  (О, R2}, ф~ е  {г!, оо}. (25.13)

В силу (25.13), (25.9) в системе (Б) все члены первого 
уравнения будут принадлежать классу {г!}, а второго — классу 
{/?2}• Произведя над уравнениями (Б) преобразование Лорана, 
придем к соотношениям

. Л ( 0 Х ( 0 = - Ч Г ( / )  +  С+ (0, 
B(t)X(t) =  '¥+ ( t ) - C ־ (t).

Искомые функции имеют следующие области аналитичности: 

W+ (г) -  круг \ z \ < R 2,

?י “ (z) — внешность круга | z  | >  г!,
X (2) — кольцо R2 <  | z | <  г!.

Соотношения (25.14) есть краевое условие задачи Римана 
для контура, состоящего из двух концентрических окружностей 
\z\ =  R2 и | z | =  г!. Задача равносильна исходной системе. Ре- 
шение производится обычным способом.

§ 26. Другие алгебраические системы и уравнения 
с периодическими функциями

В отличие от интегрального преобразования Фурье V, дис- 
кретные преобразования W и L действуют из пространства век- 
торов в множество другой природы — пространство функций. 
Это позволяет построить не только теорию бесконечных систем 
типа свертки, вполне аналогичную теории интегральных урав- 
нений типа свертки, но и дополнительно создать теорию инте- 
тральных уравнений и граничных задач для периодических 
функций и функций, заданных на окружности.

26.1. Перечень свойств дискретного преобразования Фурье. 
Оператор W обладает почти таким же многообразием свойств, 
что и преобразование Фурье V. Поскольку эти свойства могут 
оказаться йолезными, перечислим их, включив для полноты
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и свойства, известные из предыдущих параграфов. В дальней- 
шем вектор а удобно трактовать как функцию ап дискретного 
аргумента п.

1. Линейные операторы W и W~l определены равенствами

Wak =  (Wak) (в )=  Е  акет  =  А(В), -  я <  0 <  я, (26.1)
k  =  — оо

Я

W־ lA (0) =  (W־ lA (0)) ״ = ־^■  \  А (0) е9״'־ dB =  ап, (26.2)
- Я

п =  0, ± 1, ± 2 , . . .

2. Сдвиг в оригинале на целое число р:
Wak_p =  eWA(B). (26.3)

3. Сдвиг в изображении на вещественное число |  (с доопре- 
делением функции <4(0— |)  на отрезок [—я, я] условием перио- 
дичности):

W ־ lA (0 - 1) =  e~intan. (26.4)

4. Сдвиг в изображении на комплексное число £ при условии 
аналитической продолжимости 2я־периодической функции А(х)  
на полосу, имеющую действительную ось х частью своей 
границы:

W־ lA ( x - l )  =  e - l% n\ n, +  (26.5)

5. Комплексное сопряжение оригинала:
Wak= A ( -  0). (26.6)

-ч
6. Изменение аргументов на противоположные по знаку:

Wa_k =  A { - B) .  (26.7)

7. Дифференцирование изображения:

W־ ' A(Q) =  (in)p ап. (26.8)

8. Дифференцирование по параметру у:

W - ^ r ak(y) =  £ r A ( B , y ) .  (26.9)

9. Формула свертки оригиналов:

B7־ U ( 0 ) B ( 0 ) =  Е  а״-А >  W Е  ап-Фк =  А (0) В (0). (26.10)
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10. Формула свертки изображений
Я

Wakbk = ב  _ $ А (0 — I) В (|) й\. . (26.11)
— Я

Здесь /4(0)— функция, продолженная на отрезок [—2я, 2я] 
условием 2я-периодичности.

11 . Формула, содержащая главное значение интеграла, сво- 
дящегося к интегралу типа Коши:

Я

+  5 ф ־̂(!) г Ь * (в12־• (2
-я

12. Обобщенное равенство Парсеваля
Я оо

± -  \  A ( t ) B ( - l ) d l =  £  акЬк (26.13)
—Я k ~  — оо

и его частный случай (равенство Парсеваля)
Я оо

■5 Г J U ( £ ) | 2rf| =  £ י12־ (26.14  ^ )
—Я f e 0 0 - « ־

13. Формула «подобия». Для целого положительного р
{ а_״ , когда п кратно р,

р (26.15)

0 в противном случае.

26.2. У равнения типа свертки с периодическими ядрами.
а) Уравнение типа свертки с 2я־периодическим ядром:

Я

XF(0) + ^ _  $ K ( 9 - | ) F ( | ) d i  =  G(0), — я <  0 < я. (26.16)
־ Я־

Здесь Я — постоянная; ядерная функция К (в) и свободный 
член G (0) заданы в L2{—я,я], причем / ( ( 0) 2я-периодически 
продолжена на отрезок [—2я, 2я]. Ищется решение F ( 0 ) e  
s L2[—я, я]. При Я ф  0 (26.16) — уравнение Фредгольма вто- 
рого рода.

С помощью оператора 1У1־  уравнение приводится к простому 
уравнению для коэффициентов Фурье:

(А׳ +  kn) fn — gn, п =  0, ± 1, ± 2 .........
где в силу (26.14) kn е  /2, / п е  1% gn е  /2.
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В случае Я ф  О множитель Я +  kn может обращаться в нуль 
лишь при конечном числе значений индекса п. Если таких зна- 
чений нет, %-\-к,п ф О , то уравнение (26.16) имеет безусловное 
и единственное решение

Я

F (0) =  ̂ G ( 0) +  ^ _  $ /0 - 0 > л ,$>(£)?> ן (  д <  л.
— Л

Здесь резольвента определяется равенством

* < e>— T ״ ׳ T T t = - T  Ё  т т г г * “ П■״ 0 0 -« ־

Если множитель Я +  kn обращается в нуль ровно т раз при 
п =  п\, п =  пт, то однородное уравнение имеет столько 
же линейно независимых решений: ехр(т&0), k = l ,  tn.
В этом случае в соответствии с теорией Фредгольма для неод- 
нородного уравнения можно выписать т условий разре- 
шимости.

В случае Я =  0 (уравнение Фредгольма первого рода) одно- 
родное уравнение может иметь как конечное, так и счетное 
множество линейно независимых решений. Полный анализ пре- 
доставляем читателю.

б) Уравнение с разностным и суммарным ядром:
Я

%F (0) + ־̂   $ H ( e - | )  +  S (0  +  g)]E (£)d| =  G(0), - л < 0 < ״ •

(26.17)

Заданные на отрезке [—2л, 2я] функции А (0) и В (в) должны  
быть 2я-периодическими.

Дискретное преобразование дает

{*• +  *n)fn +  Kf-n =  8n, п =  О, ± 1 , ± 2, . . .  (26.18)

Поменяем п на (— /г):

{b +  a_n) f _n +  b _ J n =  g_n, п =  0, ± 1 .  ± 2 ,  . . .  (26.19)

Уравнения (26.18), (26.19) можно решать как систему двух 
уравнений с двумя неизвестными /״ и f_n. Характер разреши- 
мости зависит от определителя системы (Я 4 + ап) (Я ־  а_п) — 
— ЪпЬ-п, который играет такую же роль» как множитель Я 4  п* ־
для предыдущего уравнения (26.16).
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в) Интегро-дифференциально-разностное уравнение

=  G(0).$ / ( р(0 - | ) Я |*>(£)«׳
-Jt

1
V2 л10־־a

> T־ 3—  0 <  3T,

p

l
D-0

также легко решается с помощью дискретного преобразования 
Фурье. Вместо одного уравнения может быть система N урав- 
нений с N искомыми функциями.

26.3. Уравнение с периодическим множителем. Рассмотрим 
уравнение

Я

+ (־(0=/  - ^  $ /C(0 - | ) f ( i ) r f | ־ G(0)> - я < 0 < п .  (26.20)
- Я

(26.21)
Здесь

__ a cos (тв/2) +  b sin (т8/2)
°  ' ' с cos (тв/2) +  d sin (т0/2) ׳

т — целое положительное число, а, Ь, с и d — комплексные или 
вещественные постоянные. Предположения об остальных функ- 
циях — те же, что и для уравнения (21.16).

Уравнение (26.20) имеет общие черты с уравнением плав- 
ного перехода (§ 15) как в смысле метода решения, так и по 
характеру приложений.

Пользуясь формулами Эйлера, придадим уравнению (26.20) 
вид, удобный для применения дискретного преобразования:

=  0,

у р (0) +  $ * (е 0 ־  F ®  * 1 -  YG (0) +

+  ^ Ч״׳ 6 ^ ( 0 ) + І  5 K(Q — t)F(l)d% — 6G (0)

где а =  а +  ib, р =  а — ib, y =  c +  id, 6 — с — id. 
Вводим новую неизвестную функцию Ф (0):

Я

6/7(0) +  1 г 5 K־ ( e - Z ) F ( i ) d £ - 6 G ( e )  =  Q>(e),

Я

уР (0) + = vG (0) ־־ %J (I) d ־£־   -  е( 0 .Ф (0)״׳
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(26.22)

Применяем оператор W
“Ь Рknfn &8п == Фп> 

yfn "I” ® 4fn  Y8п == Фп—т»
П =  0, ±  1 , ± 2, . . .

Предполагаем, что существует 8 >  0 такое, что для лю- 
бого п

(26.23)

(26.24)

|6 +  P M > e .

Ф» 4־ &gn
в +  №п

\y +  akn\>B,
Исключаем неизвестную fn:

fn =  ■

и приходим к уравнению в конечных разностях

ёп — bgn> « =  0, ± 1 ,
(26.25)

Д +  РЧ
Y +  « 4Ф я-т  4 Y ־

Д +  РЧ
Y +  « 4Фя =  —

задачу

(26.26)

Применим для решения уравнения метод факторизации. Запишем 
«о скачке»

фя ~  Ч ־1־ П1—״  Ч* п — 0, ± 1, . . .
Здесь комплексная постоянная Я и последовательность Ч  заданы.

Из (26.26) находим:
гр (0) =  — (0) +  Я (0), “  я <  0 <  я,

откуда
ф״ =  П71־  V (0) - ־7»  י  W  (6) =  Whn). (26.27)

Знаменатель стоящей в правой части дроби, очевидно, отличен от нуля 
лишь при \Х\ Ф  1. В этом случае задача о скачке имеет безусловное и един- 
ственное решение фл в пространстве 12 для любого свободного члена hn 
из /2.

При |Я| 1 =  ситуация несколько сложнее. В этом случае знаменатель ־
1 +  Xeim9 имеет на промежутке [—я, я) конечное число нулей. Предполо- 
жим, что и существуют окрестности этих нулей, в которых функция
//(0) дифференцируема, причем квадрат производной является функцией 
суммируемой (достаточно предположить, что rcftn e / 2). Тогда можно пока- 
зать, что формула (26.27) дает ограниченное решение задачи о скачке (неко- 
торое частное решение неоднородной задачи; однородная задача имеет ли- 
нейно независимые ограниченные решения, число которых совпадает с числом 
упомянутых нулей). Для получения решения задачи о скачке, принадлежа- 
щего 1 2 , необходимо и достаточно дополнительно предположить, что функ- 
ция Я(0) обращается в нуль в тех же точках, что и знаменатель. В этом 
случае задача о скачке (26.26) имеет в 12 единственное решение (26.27).

Обратимся теперь к уравнению (26.25), которое для удобства перепишем, 
упростив обозначения:

ф״ ------Ч 1 +  4 ) Ф״ - т  +  26.28) . . . , ± 2  ,± 1  ,0 = ״  )

Здесь заданы sn е  12, соп е  12 и постоянная К



237УРАВНЕНИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ§ 26)

Допустим, что имеется факторизация

)26.29( - ^ - 1־׳ = , + 5
хп—т

» чем существует е > 0  такое, что 8 < | * п | <  1/8 для любого п. Тогда 
,28) непосредственно приводится к задаче о скачке (26.26), так что

Фп в  Xntyn* (26.30)

А2!-■״ ־ -, я 26.81) . . .  ,± 2  ,1 ±  ,0= (־
*п

Отсюда следует, что принадлежащее /2 решение фл уравнения (26.28) можно 
построить по формулам (26.30), (26.27) и (26.31).

Задача факторизации (26.29) логарифмированием в свою очередь при- 
водится к задаче о скачке:

Фя == tyn—m 4־ hn> п =  0, ±  1, . . .  (26.32)

Здесь ׳Фп == 1плгл, Яп =  In (1 +  5п). Последний логарифм можно определить 
так, чтобы Яп е  /2. Для целей факторизации достаточно найти какое-то одно 
ограниченное решение задачи (26.32). Как было отмечено выше, для этого 
достаточно, чтобы пНп е  /2. Последнее равносильно условию

tiSfi s  /2» (26.33)

что мы и предположим. Тогда факторизующая функция хп определяется ра- 
венствами

Хп — ехр |  W~ 1 f ^ a־ ׳ }. Я  (8) =  П п  (1 +  s26.34) .(״ )

Этим решение задачи (26.28), а, следовательно, и (26.25) исчерпывается. 
Получена

Т е о р е м а .  Пусть в уравнении (26.20) ядерная функция К(0) 2п-перио- 
$ична, имеет принадлежащую пространству L% производную и выполнены 
условия (26.23). Тогда в случае \c +  id\ ф  |с — id\ уравнение безусловно 
разрешимо в пространстве Ь2[—я, я] для любой правой части (3(0) из 
L2 [—я, я].

При равенстве \с +  td\ =  \c — id| для разрешимости в 12[—я, я] не- 
обходимы и достаточны условия

я
$ ( r i j ) ( | ) O(0/ - ! ) dg = ־0 

—я

где 0/ — все лежащие на [— я, я) корни уравнения с cos +  d sin -y -= 0 , a

(fty — a6) kn 
n 6 (у +  akn)

Во всех случаях, когда решение существует, оно единственно и опреде- 
ляется формулами F(Q) =*Wfn, (26.24), (26.30), (26.34), (26.37), где

6
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Аналогично исследуются другие подобные уравнения, на- 
пример,

я

w (0) +  - ^  $ t f , ( e - i ) F ( ! ) d ! - G ( e )  +
- я

+  or(0) L f ( 0) +  - i r  5 tf2( 0 - ! ) F ( ! ) d ! - G ( 0 ) ]  =  O. (26.35) 
L _я J

Здесь функция 0 (0) определена равенством (26.21), 1  и 1ן — 
заданные постоянные, К\ и К2 — заданные 2я-периодические 
функции, G — заданный свободный член.

26.4. Уравнения типа свертки на замкнутом контуре в ком- 
нлексной плоскости. Если в уравнении (26.16) сделать замену 
0 =  —Лп/,  |  =  —11пт и обозначить Е (0) =  / ( / ) ,  K(Q) =  k(t),  
G(Q) =  g(t) ,  то получим уравнение на единичной окружности:

* M + 2-гг $ k ( ± ) f ( r ) ^ = g ( t ) ,  1 / 1 - 1 .  (26.36)
1*1-1

Это уравнение можно решать либо путем сведения к уравнению 
(26.16), либо непосредственно используя преобразование Ло- 
рана.

Изберем второй путь. Обозначим через fn, kn и gn коэффи- 
циенты рядов Лорана функций /( / ) ,  k{t) и g(i)  (эти коэффи- 
циенты совпадают с соответствующими коэффициентами Фурье 
из п. 26.2, а ) ). Используя формулу свертки

ш  $ * ( т ) 1 М - т — « * ׳.. י26•37 )
1*1-1

получаем вместо (26.36) уравнение (X +  k״ )fn — gn и дей- 
ствуем далее, как в п. 26.2,а).

В частности, при А,0 ^ד־ и К-\-кп Ф 0  уравнение (26.36) 
в пространстве L2( | / | = = l )  имеет безусловное и единственное 
решение

ПО— г » ( 0 + ■ЯГ S ׳■(t ) « W - T l •־ ' 1 - l .  (26.38)

' < 4 - I ׳> =   Т Т * Г '26.39) • •״ י־ו׳ו )
Я оо — «־

Рассмотрим теперь на комплексной плоскости произвольный 
гладкий замкнутый контур Г без самопересечений, содержащий 
внутри начало координат, вне — бесконечно удаленную точку.
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Возьмем на комплексной плоскости кольцо Q, образованное 
точками z — i-г 1, где f и ז  независимо пробегают контур Г. 
Нетрудно проверить, что Q — замкнутое множество, содержащее 
единичную окружность | z | =  1. Предположим, что й  не совпа- 
дает с этой окружностью, и, следовательно, является замыка- 
нием некоторой двусвязной области. Пусть заданная на окруж- 
ности функция k(z) аналитична в указанной области и непре- 
рывна вплоть до ее границы. Тогда можно показать, что теми 
же свойствами будет обладать резольвентная функция г (2), 
определенная равенством (26.39).

Отмеченное свойство позволяет доказать, что при условии 
+  kn) Ф  0 интегральное уравнение

т  +  ъ г  S* ( 4 ) f M * - * < ' •<׳ е Г Г׳

имеет в пространстве Ь2{Т) безусловное и единственное решение

/ < 0 - т « м  +  1 5 г $ ' ( т ) * м т־ ■  ' s r ■г
Очевидно, идея перенесения результатов на случай сравни- 

тельно общего контура на комплексной плоскости применима 
не только к уравнению (26.36), но и ко многим другим инте- 
тральным уравнениям.

26.5. Некоторые бесконечные алгебраические системы. Оста- 
новимся на системах типа свертки, приводящихся с помощью 
дискретного преобразования Фурье не к задаче Римана, а к дру- 
гим известным уравнениям.

а) Система с разностными и суммарными индексами
оо

£  [an-k  +  bn+k] Xk =  cn, п — 0, ±  1, ±  2, . . .  (26.40)
fe= —оо

приводится к уравнению А (0)Х (0) +  В (0)Х (—0) =  С(0), кото- 
рое легко решается путем присоединения еще одного уравнения, 
полученного из данного заменой аргумента на —0.

б) «Чередующаяся» система
оо

2  ®n,kxk — cny н ~ 0 у  ± 1 ,  ± 2 оо — »=־&(26.41) ,
где

ПРИ k — pm,
— i an-k ПРИ & =  pm +  1 , m — 0, ±  1 , ±  2, . . . ,

при k — prn +  p — 1,
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а!£>, . . . ,  а — р заданных последовательностей класса {1}. Си- 
стему (26.41) проще решать с применением преобразования 
Лорана.

Пусть Aj(t) — LaU\ / = 1 ..........  р. Введем р неизвестных
функций

оо
ф /(0 — Е  Xpk+j.it1  = / р./г= — со.........״*, 

Тогда
Lx — X (t) =  Ф! (t) +  /Ф2 (f) +  . . .  +  /р־ 'Фр (0•

Применение оператора L к системе (26.41) приводит ее 
к виду

л , ( / )Ф , (0  +  м 2(0Ф2( / ) +  . . .  + * р־ М ,(0Ф р(0  =  с ( 0 ,
Н |= ־1. (26.42 )

Функции ФДО обладают свойством ф (̂<0/ ) =  Ф;(0,  где со— лю- 
бой корень р -й степени из единицы. Обозначая все эти корни 
через 0)1 =  1, с02, . . . ,  (0Р и подставляя в (26.42) вместо t аргу-
мент соkt, k =  1, 2.........р, придем к системе р уравнений с р не-
известными функциями Ф;•(^). Если последние найдены, то

= «זג  L1־  [ф , (0 +  /Ф2 (0 +  . . .  +  /Р־ ФР (t)׳ l
в) Система со специальным множителем

оо
0/Л1 “Ь Л  f t n —k X k  f t z== і  1 > і:  2, . , .

k=z — 00

Здесь вп =  an±   ̂ , a, p, ץ — постоянные, ץ не есть целое 
г Y־ 2/

число. Система приводится к обыкновенному дифференциаль- 
ному уравнению первого порядка,

г) Система плавного перехода

п — 0, ± 1 , ± 2, . . .— 0>Ьп—kXkO'ti—kXk -Ь г

Здесь число г по модулю не равно единице. Подобно уравне- 
нию плавного перехода (§ 15) эта задача приводится к задаче 
Карлемана с искомой аналитической функцией в концентриче- 
ском кольце.

26.6. Одна периодическая смешанная задача. Рассмотрим за- 
дачу для уравнения Лапласа

MJ =  Uxx +  Uyy =  Q (26.43)
в полосе 0 <  у <  1. Граничное условие на прямой у =  1

U (х, 1 — 0) =  0, —• оо <  х <  оо. (26.44)
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На прямой х — 0 смешанные условия задаются как 2я-перио- 
дическое продолжение равенств

(26.45)
U(x,  +  0) =  0, ■ § - < | * | < я ,

U y (x, + 0 )  =  G(*),

функция G(x) задана. Ищется 2я־периодическое решение
U (х, у).

Эту задачу сначала приведем к «дискретной» задаче по ме- 
тодике из п. 20.3 (см. там операции 1—6).

1. Применяем к обеим частям уравнения (26.43) оператор 
W~l и используем свойства п. 26.1:

i i k f ип(у) - f  4 - 11, (у) — 0, п =  0, ± 1 , ± 2, . . .

2. Записываем общее решение найденного уравнения на про- 
межутке 0 <  у <С 1 в удобной для дальнейшего форме:

(26.46)
_Г a״ c h « ( l  — у) + ״&  shn( l  — у), п ф  0,

Un(y)~ X  O0 +  b0( l - y ) ,  п — 0.

Здесь ап и Ьп — произвольные постоянные.
3. Дополнительных условий (кроме граничных) в задаче нет.
4. Доопределим условия (26.45). Введем известную функцию

0(х),  0 < | х | < - 5 -.

о,
G_(x) =

(в отличие от ранее принятого, здесь значок минус говорит 
о нулевых значениях функции при •ץ• <  |х |  <  я). Затем при- 
даем условиям (26.45) следующую (равносильную) форму:

при 0 < | х | < - у ,  

при - | ־ < | x | < n ,  

при 0 < | x | < y > 

при - у < | л : К я .

неизвестна

0

0

неизвестна

С/(Jf, + 0) =  F_(x)  =

U y ( x ,  + 0 ) - G _ ( x )  =  F + ( x )  =
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5. Применяем к (26.44) и последним равенствам дискретное 
преобразование:

ы,0 = ״(1 — 0) 

/ , ־ - { « ׳ = ״ , ( + » ) >( + в ) ־ г ;  =  /.+ - « =  °- ± 1 ׳ . . .

6. Используя (26.46) и предыдущие равенства, найдем

Я ----- т й г / ± 1  ,0 = . ,־׳  . .  ( т ^ —  1). (26.47)

Полученная «дискретная» задача допускает простое прибли- 
женное решение. Метод основан на том, что коэффициент 
n/thn с ростом п быстро становится неотличим от |п| .  Для 
оригинала |«|-<pn нетрудно найти изображение, сопоставляя
(26.8) и (26.12):

Я

“Я
(26.48)

eil d% 
е * - е іхЩ ״ |ф« = ־־—־   U(S)dx т  J

д י
Обозначая tn =  | п | — и применяя к обеим частям ра-

венства (26.47) оператор W, получим при |* |^ :  я/2 особое ин- 
тегральное уравнение

— I) F_ (I) d£ =

=  0_(х),

F -  (І) e * d l  
е * - е іх

— я/2 ^  х я/2.

Я /2

J-Я /2

J __ d_
ni dx

При приближенном решении этого уравнения можно использовать теоре- 
му и Следствие § 17. Если положить Х0 =  L%[—я/2, я/2] и взять

/״2 3
)  Y ,  іьеік(х~1) F - { \ ) d \eil d\

—я/2 & =—32яJx

я/2

KF-ш; - - L —  t F~ ( p 6
ni dx J e11 —

— Я/2

(функция Г заменена отрезком ее ряда Фурье), то относительная среднеквад- 
ратическая погрешность приближенного решения Р-(х) будет порядка одного 
процента. Само приближенное решение находится в квадратурах; это — точ- 
ное решение уравнения

X F -  =  G- (х), — я/2 <  х <  я/2.

26.7. Периодическая контактная задача теории упругости.
Нетрудно указать класс периодических задач математической 
физики, которые можно решать по схеме предыдущего пункта. 
Это будет класс задач, сходный с описанным в п. 20.3. Такие
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задачи приводятся к характеристическим или полным интегро- 
дифференциальным уравнениям, или к системам таких уравне- 
ний. Иногда полученные уравнения допускают решение в квад- 
ратурах. Как правило, это задачи для уравнения Лапласа или 
бигармонического в области с прямолинейной границей или 
с границей-окружностью. В качестве примера на эту тему рас- 
смотрим плоскую контактную задачу при наличии участков 
с трением.

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Дана упругая полуплоскость 
у <; 0. Пусть Г — совокупность конечного числа отрезков, при- 
надлежащих [—я, я] и не имеющих общих точек. На Г задана 
величина нормального перемещения и соотношение хху(х,—0) +  
-\- рау (х, —0) = 0  (р =  const > 0  — коэффициент трения). На 
дополнительном множестве [—я, я ] \ Г  заданы нормальное 
ау(х,—0) и касательное хху(х,—0) напряжения. Эти условия 
2я־периодически продолжены на всю ось х.

Решать задачу будем с помощью функции Эри U(x,y).  Как 
известно, эта функция удовлетворяет бигармоническому урав- 
нению

Uхххх +  2Uххуу +  Uуууу =  0, у <  0, (26.49)

и через ее производные можно выразить как напряжения
ax =  Uyy, ау =  Uхх, хху =  -  Uxy, (26.50)

(26.51)

так и производные от перемещений — нормального
2!1  ״    +  Я, ., __ 4р +  ЗЯ ,,
״ 4 * * ־ ־ ־ р (Я  +  р) и УУУ 4(х (Л +  р) и х х У

и касательного
2р +  % А. гг

Ux —  4ц(А +  ц) U УУ 4 ־ ־ р (Я +  ц) Uxx•

Здесь X и р — постоянные Ляме, характеризующие упругие 
свойства среды.

Теперь задачу можно формулировать так: найти решение 
уравнения (26.49) по условиям

(2ц■ +  X) Uyyy (х, -  0) +  (4ц +  дХ) Uxxy (х, -  0) =
• = - 4р (Л +  ц) g"(*), J t s r  (26.52)

(функция g(x) =  v(x,  — 0) задана),
— Uxy {х, — 0) - f  р Uxx (х, — 0) =  0, х е Г ,  (26.53)

Uxx(x> = х е [ —  я ,  я ]  \  Г , (2 6 .5 4 )

Uху (х, —0) =  0, х е  [— я, я] \  Г. (26.55)
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Дополнительное условие состоит в том, чтобы вторые произ- 
водные функции Эри были 2я-периоДическими функциями, огра- 
ниченными при у-*■— оо.

Ввиду последнего предположения возьмем U(x,y)  в виде 
суммы периодической функции и двучлена:

оо

V(x, у) =  V(x, у) +  аху +  | - х2 =  0x0 +  ■!• л? +  £  vn(y)etnx.
/I—— оо

(26.56)

Функция V(x, у) будет удовлетворять бигармоническому урав- 
нению: для ее коэффициентов Фурье получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение

« Ч  (У) ~  2«2 - ф  vn (у) +  -щр vn (у) =  О,

которое имеет следующие решения, обладающие оговоренными 
выше условиями ограниченности при у-*■—оо:

(26.57)
Г апе'п'« +  Ьпуем «, п ф О, 

vn (y) —  |  00 +  60«/ +  С0У2, п =  0.

Здесь с0, ап, Ьп — произвольные пока постоянные.
Доойределим теперь граничные условия, переписав их для 

функции V. Имеем:

2р +  А,) Vууу (х, —0) +  (4ц +  ЗА,) Vхху (х, —0) ==
— Н_ (х) +  F+ (х), — я ^  х ^  я. (26.58)

Здесь
— 4ц (А +  ц) *<=Г,

О, л е [ - я ,  я] \ Г ,
( 0, д г е Г ,

м * ) = |

И далее

я - ( * ) ־ {

неизвестна при х е  [— я, я] \  Г.

- Ч 10 - ׳׳*) ) +  рЧ*(*. —0) — a +  Pp =  0, ■Vxx( x , - 0 ) +  p=F_(x),
(26.59)

— я ^ д г ^ я ,

где неизвестная функции F_ (х) равна нулю при х е [ - я , я ]  \  Г. 
Постоянные а и р  пока произвольны. Как будет видно, постоян- 
ные 0 д ,  &0 и с0 в решении не участвуют.
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Следующим этапом является дискретное преобразование 
условий (26.58) и (26.59):

(2ц +  X) vn (0) -  (4ц +  ЗА) п2 ±  vn (0) ־־־ hn +  ft;

п =  0, ±  1 , ± 2 , . . . ,

( —  0 ״  Vn ( ° )  — ״2  Р Vn ( ° )  =  ° ׳ - ״ Ч  (0 )  =  С .

п =  ±  1, ±  2, . . . ,
и отдельно при п =  0:

+ а ־־־  Рр =  0, p =  f026.60) .־ )
Отсюда и из представления (26.57) выводим дискретную 

задачу:
f + +  /1; = 2)2 ־ ц +  Я ) | п | / ;  +  2 (ц +  Я)рш /;, п =  0, ± 1 , ± 2, . . .

В этой задаче в силу (26.60) величина /о остается произ- 
вольной. Применяем оператор W (см., в частности, (26.48)):

Н-(Х),  ATS Г.+  2 (ц +  A) pF-  (л:)
e * - e ix\г

2 (2ц +  X) 
яі

Заменой независимых переменных ег'& =  т, eix =  t получен- 
ное уравнение можно привести к известному [5], [18] особому 
уравнению с ядром Коши на разомкнутом контуре, решать ко- 
торое надо в пространстве неограниченных (на концах дуг 
окружности) функций. Однородное уравнение при этом будет 
иметь линейно независимые решения, которых будет тем 
больше, чем больше отрезков (штампов) несет Г. Для опреде- 
ления всех произвольных постоянных следует задать дополни- 
тельные условия — силы, моменты, приложенные к штампам. 
Полный анализ этой задачи выходит за рамки книги.

26.8. Дискретная задача, сводящаяся к задаче Римана на 
окружности. Требуется найти последовательность функций
ип (у), удовлетворяющих системе условий:

и1+״ (у) — 2ип(у) + _״»  , (у) +  -щрип(у) =  0, п—0, ±  1, ± 2, . . . .
у >  0, (26.61)

״(0» ) =  Я״. п =  0, 1 , 2 ......... (26.62)

- j־ j j ־  и п  (0) =  ё п >  П  =  — 1 , - 2 ...........  (2 6 .6 3 )

ип(у) ограничены при у-+оо.  (26.64)
Данная задача является дискретным аналогом одной из 

смешанных задач, метод решения которых указан в § 20. Этот
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метод, очевидным образом видоизмененный, применим и в дан- 
ном случае. Действительно, доопределим условия (26.62) и 
(26.63):

״» (О) =  £ ± 2  ,± 1  ,0  = ״, «  + * ־ .......

п — 0, ± 1, ± 2 , . . . ,■+ П >ип(°) — 8п + хdy

неизвестна при п =  0, 1, 2, . ,  
О при п =  —1, —2,
О при п =  0, 1, 2 , . ,

неизвестна при п =  — 1, —2,

{
{

х+ =п

где

Применив к уравнению (26.61) оператор L, получим

£ I ^ y L  +  i L ^ L u{t>y)==0> т  =  !, у > 0

и далее
U(t,0) =  G+ (/) +  Х~ (0, Х~ (<х>) =  о,

-£-U( t ,0)  =  G~(t) +  X+ (t), | / |  =  1,

U (t, +  00) ограничено.

Из этих условий нетрудно получить задачу Римана 

x + ( t ) = i ^ x ־ ( t ) + i - ! - = ± G + ( t ) - G - ( t ) ,  т = 1,

Im v r  0.
Ищутся X+(t) и X~(t),  которые должны быть предельными 

значениями функций, аналитических соответственно при |2 | <  1 
и \ z \ >  1. При этом Х-(оо) =  0.

Решив задачу Римана, можно без труда определить функ- 
ции ип(у).

26.9. Дискретная задача, сводящаяся к задаче Карлемана 
в кольце. Для промежутка 0 <  у <  1 записана система урав- 
нений:

+ (У) ״״2 — (У) ״+1»  “1- + (У) ״  (У) =  ° 2 6 . 6 5 (׳ (
11 =  0, ± 1 , ± 2, . . .

Имеются условия
ип (1 — 0) =  0, п =  0, ±  1 , ± 2, . . . ,  (26.66)

ип(+0) +  а ( п ) ~ ип{ + 0) =  g26.67) , . . .  ,± 2  ,± 1  ,0  = (״, « 
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где gn— заданная в 12 последовательность, а а ( п ) =  п^. д •׳
Постоянные г, а, р, у, 6 известны, 0 <  г <  1.

Эта задача решается методом, аналогичным изложенному 
в п. 21.1. Сначала к уравнению (26.65) применяем преобразо- 
вание L:

- ״ aLy l  + и (*• у) = °> т = 1 .
Решаем это уравнение (t играет роль параметра):

U (/, у) =  А (/) ch ±=±- у +  В (/) sh (1 — у), 1т У Г >  0.

(26.68)
Здесь Л(/) и B(t)  — произвольные пока функции. Из условия 
(26.66) выводим:

U(t, 1 — 0) =  0, | / | =  1. (26.69)

Условие (26.67) переписываем в удобной форме:

б«п (+0) +  Р־^־и6 ״ +)0( ־־ g״ =  — Г״ф״,

Фп == \ ип (+ 0 ) 4 ) п» ־^־ о ־ + 0) — у gn

и преобразуем:
бU (t, + 0 )  +  р ■щ■ U (t, + 0 )  -  6G (0 =  -  Ф И ,

Ф (0 =  YU(t, + 0) +  а + 0) -  yG(0 , \t \  =  1.

Здесь Ф (0  — еще одна неизвестная функция, аналитическая 
в кольце г <  \ z \ <  1.

Из последних равенств с учетом (26.68) и (26.69) выводим 
задачу Карлемана в кольце:

<-1 -а— -=-
___у<

<-1
угY th

ф (0 = ---------- ־נ3ך  ־----- & Ф И  +
661- Ц У - - р -  1

у гУ/

(26.70)=  1.

t - \  t - \Y th---ך = ----a --- ך = -

+  б------ тЕп-------r z r r G ( t ) - y G ( t ) ,  \t \
b t h - t - J - - р -Ц У -

у<уг
Если функция Ф (0  найдена, то решение исходной системы 

Дается формулой ип{у) =  Lr lU(t ,y) ,  причем в формуле (26.68)
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А (t) =  0, а вторая функция равна
Ф (0 +  уG «)

1 — * , 1 —1 t , = а------y—־-= ch —־ sh—=
л /Т  л/ t  л/ t

B(t)

(26.71)
Наметим ход решения задачи Карлемана

ф (0 -  -  л (0 ф (,־о +  о (0, т - 1 .
в нормальном случае, когда заданная функция A(t) разлагается в абсолютно 
сходящийся ряд и не имеет нулей. Задан и свободный член Q(t)(=L2
( И -  о-Сначала решим задачу о скачке

Т ( / ) ־ ־ ־  № (rt) + H(t), т ־1. (2^.72 ־ )
С помощью оператора L получаем равенства

ф,г (1 +  Я г ״ ־ ) =  h n ,  П = 2 6 . 7 3 ) . . .  ,± 2  ,± 1  0 (־ 

Отсюда видно, что в случае, когда X не принимает ни одного значения вида 
— г“я, задача (26.72) при любой правой части H(t)(=L2 имеет единственное 
решение

¥  (/) =  ! 1 ) } ־'   +  Яг״ ) ־ ' LH). (26.74)

В случае, когда существует номер v такой, что 1 +  Xrv =  0, для разрешимо- 
сти задачи о скачке необходимо и достаточно условие hv =  0, т. е.

(26.76)\  Н ( t ) r v~l dt =  0.
1*1-1

Общее решение содержит произвольную комплексную постоянную 1|)v:

י = י ? « ) M v +  Z  (1 +  %rk) - ' h k tk. (26.76)
k  ф  V

Переходим к задаче факторизации. Пусть х ־  Ind А (/). Выбирая любое 
комплексное число а, г < | а | <  1, будем иметь

к
=  Х,

А
и с помощью равенства

вопрос сводится к факторизации функции A0(t) с нулевым индексом:

ла (0 =  я , я — const, (26.77)

где Х(г) должна быть аналитична в кольце, непрерывна и не иметь нулей 
в замкнутом кольце.

Логарифмирование приводит задачу (26.77) к задаче о скачке (во втором 
случае v =  0). Условием (26.75) определяется постоянная Я:

1 Г , - dt
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Таким образом, функция Х(2) находится с точностью до произвольного 
постоянного множителя, и мы получим факторизацию

, = ג 0(х ץ< ־ «, ( )л (i
X( ־ (rt

Теперь исходная задача Карлемана (26.71) приводится к задаче о скачке 
(26.72), где постоянная К определена равенством (26.78),

Q(0
(* -а )*Х (0 ״

Я  ( 0 י 

а между решениями имеется зависимость

Ф(0 - Х ( 0 * ( ו*ו = ז ,0 •
Дальнейшее исследование, заключающееся в формулировке необходимых 

и достаточных условий разрешимости и в построении общего решения в за- 
висимости от индекса и, проводится стандартными методами теории краевых 
задач [5].

26.10. Задача с краевым условием, содержащим периоди- 
ческий множитель» Пусть дано уравнение

7 4  +  ^ г־ + 7 г - Ж 0 =  ^ - ־ > Л =  const >  0, (26.79)

в круге r <  1, —я 0 я. Как обычно, искомая функция
U (г, 0) предполагается ограниченной в начале координат. Гра- 
ничное условие:

и ( 1,в ) +  сг(в)-ди^  в) = в ( в ) ,  — я <  0 <  я. (26.80)

Здесь правая часть задана в L2[—я, я], а периодический множи- 
тель сг(0) определен равенством (26.21).

Нетрудно видеть, что граничное условие имеет ту же струк- 
туру, что и уравнение (26.20), так что поставленную задачу 
можно привести к уравнению в конечных разностях. Действи- 
тельно, применение оператора W~l к равенству (26.79) дает 
уравнение, приводящееся к уравнению Бесселя

- ^  +  ^ < г ) - ( £  + ״  ) М г )  =  0.

Ограниченное в нуле решение есть
ип (г) =  ап1п (Хг), п — 0, ±1 ,  ± 2 ......... (26.81)

где /  -цилиндрические функции мнимого аргумента, ап — про — ״
извольные постоянные.

Действуя далее, как в п. 26.3, введем неизвестную функцию 
Ф(0) . Вместо (26.80) будем иметь

Ф(0) =  гС/(1, Q) +  a^ rU ( l,e )-c G (e ),  

d U  (1, 0) - f  b ■J: U (1, 0) -  d Q  (0) =  -  еіт0Ф (0),
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или после преобразования W 1 

СЩ1 ( 1) "1“ 0! Unity ё̂п Фл>

dua (1) 4 b-jpun (1) dgn — — Фя_т ־ , n =  0, ± 1 , ± 2, . . .

Отсюда с помощью (26.81) выводим уравнение (предполагая, 
что d ln (А) +  ЬХ1'п (%) Ф  0):

cIn (X) +  a%l'n (k) dcIn (X) +  daXl'n (X)
■ Фп-т +  ■ ■Л. 8п -  Cgn, (26.82)ф״ dln {%) +  ьи 'п (Я) ׳" ־ ־‘״׳  ‘ dln (Я) +  Ъ%!'п (Я)
п =  0, ± 1, ± 2, . . .

Если решение фп полученного уравнения найдено, то не-, 
трудно сконструировать решение исходной задачи по формулам 
U ( r , Q ) = W u n{r), (26.81) и

а. ==--------------------
c l n (Я) +  aU 'n  (Я) •

Можно предложить читателю исследование случаев, когда 
знаменатели указанных формул обращаются в нуль.

§ 27. Исторические сведения

Первой теоретической работой по бесконечным системам линейных алге- 
браических уравнений с разностными индексами является статья И. М. Р а- 
п о п о р т а  3). Односторонняя система (дискретный аналог уравнения Ви- 
нера — Хопфа) в классах {1} с помощью преобразования Лорана была све- 
дена к краевой задаче Римана на единичной окружности и на этой основе 
решена. Следующей по времени была работа Я. Н. Ф е л ь  д а  1), который 
в связи с задачей о волноводах рассмотрел ту же одностороннюю систему, 
но решал ее в классах {г, R}. Он свел ее к «полосной» задаче в кольце 
г < | г | < Л ,  от которой перешел к краевой задаче Римана на некоторой 
окружности с радиусом р (г <  р <  R). Однако это сведение не было равно- 
сильным, и часть решений Я. Н. Фельд потерял. На это обстоятельство обра- 
тил внимание В. С. Р о г о ж и н  1), который дал полное решение уравнения 
в постановке Я. Н. Фельда, а в работе 2) применил тот же метод к решению 
систем более общего вида — дискретных аналогов уравнений с двумя ядрами 
и парных. В этой работе впервые использовано преобразование Лорана в раз- 
ных кольцах аналитичности.

В следующем (1958) году появилась уже цитированная большая статья 
М. Г. К р е й н а  [14], где односторонняя система сводилась к краевой за- 
даче Римана на единичной окружности. Значение последней работы заклю- 
чается, аналогично тому, о чем говорилось в § 8, в функционально-теоретиче- 
ском расширении классов заданных и искомых функций.

Начиная с 1958 г. появился ряд работ И. X. Х а й р у л л и н а  1 )—3), 
в которых теория бесконечных систем с разностными индексами обобщалась 
в различных направлениях. Главные из обобщений следующие: 1) В» урав- 
нения типа (А) и (Б) включались конечные суммы с произвольными нераз- 
ностными индексами; 2) наряду с разностными включались и суммарные ин- 
дексы; 3) рассматривались системы с индексами вида п — mk, где т — неко־
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торое целое число; возникающая при этом краевая задача Римана решалась 
в классе автоморфных функций. Из последующих работ конструктивного на- 
правления отметим еще работу Ф. Д. Б е р к о в и ч а  2), в которой решались 
бесконечные системы с разностными и суммарными ядрами и комплексно 
сопряженными неизвестными.

Некоторые из уравнений и систем в § 26 публикуются впервые. Частично 
использованы, работы Б. И. Р у х л и н а 1), 2).

Приложения дискретного преобразования Фурье и преобразований Ло- 
рана встречаются во многих книгах. Укажем, например, [24]. Некоторые спо- 
собы решения периодических задач математической физики предложил 
Ю. И. Ч е р с к и й  5), 7).

На работах функционально-теоретического направления не останавли- 
ваемся.

Задачи к главе VII

1. Даны вектор Л+е{1} и число К по модулю меньшее 1. При каком 
условии в классе {1} разрешима система

Хх0 —׳׳ CQt
%Х\ + х0 =* с!,
ХХ2 +  *I =  £2»

Ответ. ck%k =  0.

2. Вычислить La, когда а ־=  Я“" * | А , | > 1 .
О т в е т .  Л ( 0 =  . (1 1 (2̂ ־■ ------ .

Н ' ״ ־1( ־ «
3. Пусть | Я| >  1. Решить в классе {1} систему

£  Я ־1̂ ״*־=< ' ״ ־ * , п =  0 , 1 . 2 , . . .

Р е ш е н и е .  Методом § 24 система приводится к задаче Римана

X+ (t) =  C+ {t) +  X~(t), \ t  1 =  1.(1 -  я2) t

*0־4( (*-״
Индекс задачи равен нулю, следовательно, решение безусловно суще- 

ствует и единственно. Множитель при неизвестной Я+(/) уже факторизован, 
поэтому краевое условие нетрудно привести к виду, допускающему примене- 
ние аналитического продолжения:

с + (0)
и  •)и ־ * ־1־ (4С0־ )

и  Jс + (/) +Х+ (О -(1 - я 2)
Я ( / - Я )

х~ (оо) = 0.

Аналитическое продолжение приводит к функции, аналитической во всей 
Плоскости и равной нулю на бесконечности. По теореме Лиувилля оцд всюду
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тождественно равна нулю. Поэтому приравнивая обе части предыдущей фор- 
мулы нулю, получим ^

М -  с * < 4 7 4 ׳> + 
Таким образом, хп =  L־־lX+ (/), /г >  0.

4. Выразить полученное выше решение через заданный вектор с. 
Ответ.

1 . Я2 ’ £0»лг - 1
1 + Xs , .0 2 _ j с тъך^ т1 ־+с п

1
1 - Я 2

+ !с־

01-1

1 - я 2
я

1 -  я2

= 0*  

מ* :

5. Исследовать и решить уравнение 
лF{Q)+i  J ^ ( 0 - 5 O T ) r f i  =  G(e). - я < е < я ,

- Л

где К (0) есть 23х־периодическая функция.
0. Исследовать и решить уравнение

л
^ 0  + + (־*   -^ - $ t f ( e - i ) i 4 1 ) d i  =  G(e), - я < 0 < я ,

—л
где F(x) должна быть 2л־периодической, аналитической в полосе 0 < 1 т г < 1  
функцией.

7. Задачу, в которой ищутся функции un{t), t >  0, удовлетворяющие 
условиям

«1- (>)!+״ — 2״» )0 + ״» (<)=-^г«л(0> О  о, » —0, ±1, ±2, . . . .

tin (0) ёгіі 1,2, ....
!ш,1 (0) +  Хип (1) =  0, ft =  —1, 2, . .

привести к задаче Римана.
О т в е т .  F+ (0 =  (ц  +  Л ехр—-ך ~ - )  [ Г  (<) +  G1 =  | ; | ־1־ (<)],  . (См.

Б. И. Рухлин 2.)
8. Пользуясь дискретным преобразованием Фурье, установить полную 

аналогию между граничными задачами для уравнения Лапласа в единичном 
круге и 2я־периодическими граничными задачами для того же уравнения в 
верхней полуплоскости.

9. Показать, что предыдущее утверждение во многом справедливо и для 
бигармонического уравнения.

10. Показать, что как для уравнения Лапласа, так и для бигармониче* 
ского уравнения, заданных в круге или вне круга, существуют формулы типа 
(21.10), (21.12) и справедливы утверждения п. 21.2 в соответственно изменен- 
ном виде.

То же относится к 2я־периодическим решениям этих уравнений в верхней 
или нижней полуплоскости.



Г л а в а  VIII
УРАВНЕН ИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ 

О БО БЩ Е Н Н Ы Х  Ф У НКЦИИ

Читатели, интересующиеся лишь практическим применением 
обобщенных функций, могут ограничиться начальными пунк- 
тами главы. В остальной ее части используется представление 
об обобщенной функции как о линейном ограниченном функ- 
ционале. В отличие от распространенной методики (см., напри- 
мер, [6]), в качестве основного берется линейное нормированное 
пространство. Это несколько облегчает изучение вопроса и 
удобно для приложений. Изложенное ниже является элемен- 
тарным введением в теорию уравнений типа свертки в простран- 
ствах обобщенных функций, которая еще далека от завершения.

§ 28. Обобщенные функции
28.1. Предварительные сведения.
1. Обобщенные функции возникают при дифференцироваг 

нии функций, имеющих разрывы. Так, если взять кусочно по- 
стоянную функцию

/л Г 1 при 1 >  ° י
+וי W ־ ־  {  о при t <  о,

то при всех t ф  0 ее производная равна нулю, а при t =  0 про- 
изводная равна +оо:

t *Ф О, 
/ =  0.

Это равенство дает известную обобщенную дельта-функцию 
б (t). Ее называют также импульсной, имея в виду ее механи- 
ческий смысл сосредоточенной силы, импульса, физический 
смысл плотности точечного заряда и т. п.

Аналогично вводится функция б (/ — /г) с импульсом, сдвину- 
тым из начала координат в вещественную точку h. Интегрируя
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(28.1)

(28.2)

равенство
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О, (фН,  
4 = оо, t ־  h.מ + (t — h) =  б (/ — A) =  I

-  h\ df =  /  1 ПРИ a <  h <  Р»
О при A <  а или A >  p.

$ 6 ( / - A ) d /  =  J
a ^

получим свойство
e

Теперь перейдем к функциям более общего вида. Предположим, 
что ф(*) — кусочно непрерывная функция вида

{ ф!(0 при ( < t u 
Ф2 ( 0  при tx< i < t 2,

Фз (0 при t2 <  t,

где функции ф ^/) непрерывны и дифференцируемы на своих 
промежутках, причем существуют конечные пределы ф! (f! — 0), 
ф 2 ( Л + 0 ) ,  ф2(̂ 2— 0) и фз(̂ 2 +  0). Тогда функция ф(*) имеет 
обобщенную производную следующего вида:
ф׳ (/) =  [ф2 (/! +  0) — ф, (/, — 0)] б (t — t{) +

ф' (0 при / < ״/ 
+  [фз (к +  0) -  Ф2 (/2 0 ־ )] б (t -  /2) +  ф0 > при ׳ (  / < t 2, (28.3)

ф'(0 при /2 < / .

Аналогично в случае, когда функция ф(/) имеет любое число 
разрывов.

2. Произведение дельта-функции на непрерывную функцию 
<р(t) определяется естественным образом: (28.4)

(28.5)

Ф (/) б (( — А) — ф (A) b(t — А).
Отсюда и из (28.2)

ТО
 ̂ 6 (̂  — h)<f(t)dt =  ф (А).

3. Пусть данная непрерывная функция a{t) в точках А!, 
А2, . . . .  А״ обращается в нуль. Тогда простое однородное урав- 
нение

a(t)f(t) =  0

имеет в пространстве обобщенных функций решение

} (0 =  О6 (/ — А!) +  с2б (/ — Л2) +  . . .  +  с״б (/ — Л28.6) ,(״)
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где сл — произвольные постоянные. То, что эта формула дей- 
ствительно дает решение, можно проверить, используя равен- 
ство (28.4). Решение (28.6) не будет общим, если функция а (/)  
в окрестностях точек А& дифференцируема и a'(Aft) = 0 .  В этом 
случае в общее решение, помимо правой части (28.6), будут 
входить линейные комбинации производных дельта-функции 
(порядок производных меньше кратности нуля).

Указанное обстоятельство следует учитывать при решении 
уравнений в пространствах обобщенных функций, когда прихо- 
дится делить на функции, имеющие нуль в отдельных точках.

4. Производные дельта-функции обладают следующими 
свойствами:

а (О 6' (/ — А) =  а (А) 6׳ (t — h) — а' (А) б (/ -  А), (28.7)

и вообще для целого п >  О

а (0 б(״> (/ -  А) =  £  « «׳ (*׳)6)*־״י ') ־־  h). (28.8)
к-О

5. Другой важный пример получим при дифференцировании 
разрывной функции

+ (  Re Inf, f > 0 .
* t  ni +  Re In t, t <  0.

Данная функция является предельным значением функции 1п+ 2, 
аналитической в верхней полуплоскости. Дифференцируя, будем 
иметь:

—- 1п+ t = (־. (г28.9־— 
dt Г  '

Эту обобщенную функцию следует отличать от обобщенной 
функции

־In 5־■־ / - ־ г .  (28.10)at 1

где
( 2ni +  Re In /, t >  0, 

ln / =  1 ni +  Re In t, t <  0.

Здесь In־ / — предельное значение функции ln־ z, аналитической 
в нижней полуплоскости. Соответственно этому обобщенные 
функции 1//± являются предельными значениями функций l/z*  
аналитических в полуплоскостях верхней ( + )  и нижней (—).
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Заменив в последних равенствах переменную t величиной 
/ — h, получим, в частности,

( — 2пi, t > h ,
״, + ( , _  W - I ״ ־ « - А , - {  0 _ 1 < л

Дифференцируя, находим 
1 (28.11)( l - h ) T ~  j r h i r  = •(А — >) ־־ 

Получена одна из формул Сохоцкого для дельта-функции. От- 
сюда б==б+ — б", где

(28.12)1
2я< (t -  А)'־ 6־ ,  {i — h) =I

2я/ (t — А)6+ (/ -  А) = ־

Вторая формула Сохоцкого теперь приведет нас еще к одной 
важной обобщенной функции t _  h :

(28.13)1
n i( t-h )  ’

סס

e + O - A J  +  f t - ^ - A ) 6 ־■!. $  ־ (ТТ־Г ^■  dx =

1ננ
t —* h 2 ( t - h ) ־

Особенность функции (28.13) в том, что интеграл с ее участием
оо

5 т ^ Г י  « ־ ״

надо понимать в смысле главного значения по Коши.
6. В дополнение к сказанному отметим, что в теории обоб- 

щенных функций для всех элементарных функций, имеющих 
полюсы на вещественной оси, надо точно указывать характер 
этих особенностей. Например, «обычная» функция 1/sh t порож- 
дает несколько обобщенных: l/shf+ , 1/sh t~, 1/sh t. Здесь

- г ־ т ----------4 ־ e = L 2 ( —  0 0 ,  0 0 ) ,  - J - -----------~  6 =  L 2 ( —  o o , o o ) ,
sh t t sh t t

!00־00,( ן ז ז ־ ־ ר ־ ^ ( ־ ־
причем для последних функций 1/sh ̂  и l/t интегралы

И 1 *
— oo —00

при / =  0 надо понимать как главное значение по Коши.
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28.2. Обобщенные функции, возникшие в результате преобразования 
Фурье. Другим источником получения обобщенных функций является при- 
менение преобразования Фурье к неинтегрируемым функциям. При этом, как 
доказывается в теории обобщенных функций, основные свойства преобразо- 
вания Фурье, изложенные в §§ 1 и 2, остаются справедливыми.

Обратимся к примерам. Возьмем неинтегрируемую на всей прямой функ- 
цию 1 = 0 ף( • Для придания смысла расходящемуся интегралу

оо

вычислим предварительно другой интеграл, используя правило (28.5):

е ltxd (זג) 6 x -==ד—*=
У2я

оо

л/2 я  J
V־־l6(x)

(28.14)

Умножая на У2ІГ и применяя оператор V , найдем

dt =  У2я 6 (זג).ixt
оо

VI

Теперь, пользуясь правилами из § 1, можно получить серию формул таких, 
как

Vtn =  (— i)n У2лГ 6(/1)(זג) (п — целое), (28.15)

V b { t - h )  =  —£ = - e ixh. (28.16)
У2я

1, введем односторонние: т]+(0 (см. начало

(28.17)

״  (А f О, о о ,
0> / ־ינ  ־ | ח0_ - ( .

Исходя из функции ף (О 
параграфа) и

Применим преобразование Фурье к равенству
1 s  0) _ +ת )0 — וי •

Получим
У2я б (זג) =  Vr\+ — י

(28.18)

(28.19)

Но 6 ( (זג 6+ זג) )— б (л), откуда

Ft!+ =  V2H 6 ־ + (* )------ , J - ...
I aJ271  X х

Kt1_=V25T 6־  J = - zr,
1 л/2 п x

или в другой форме записи:
y־־׳i_J___ Г — іл/23Г при * >  0,

> при t זג+ ( 0  0,
у -  1j e B j  о при / >  0,

~ \  i У 2я при t < זג.0 
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Для обобщенной функции (28.13) будем иметь

Рассмотренные примеры иллюстрируют то, что сохраняется основной ре- 
зультат § 2 об аналитической продолжимости изображений от односторонних 
оригиналов. (Сравните формулы (28.18) и (28.19) с последней. Так как sgn t 
не является односторонней функцией, то обобщенную функцию \/х нельзя 
рассматривать как предельное значение функции, аналитической в верхней 
или нижней полуплоскости.)

28.3. Обобщенные функции как линейные ограниченные функ- 
ционалы. Перейдем к обоснованию утверждений предыдущих 
пунктов. Обозначим через Е некоторое линейное подмножество 
множества всех определенных на действительной оси функций 
ф(^). Наша задача состоит в построении более широкого линей- 
ного пространства К', включающего в себя Е, К '^ Е .

Предварительно нужно ввести так называемые основные 
функции.

О п р е д е л е н и е .  Линейное нормированное пространство К, 
элементами которого служат функции <р(0> определенные при 
— оо <  t <С 00, называется пространством основных функций 
относительно множества Е, если

1) для любой функции ф ( * ) е £  и для любой функции 
Ф (<) е  К интеграл

оо

5 Ф (О Ф (0 dt

имеет смысл;
2) у каждой функции ф (/) е  Е имеется постоянная С >  О 

такая, что для любой функции ф ( / ) е / С  справедливо нера- 
венство

(28.21)< С Ш к •Ф (0 dt$Ф(0

3) для любой функции ф(0> принадлежащей Е и являю- 
щейся ненулевым элементом в Еу найдется функция 
такая, что

оо

J ф (/) ф (t) dt ф  0. (28.22)

Сами функции ф(*) из К называются основными функциями. 
Ясно, что можно выбирать самые разнообразные множества Е 
и для них строить различные пространства основных функций. 
Сейчас дадим важнейшее определение, а затем поясним его:
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О п р е д е л е н и е .  Обобщенной функцией называется линей• 
ный ограниченный функционал, определенный на простран- 
стве К основных функций. Множество всех таких обобщенных 
функций обозначим через К'.

Введем относящиеся к вопросу обозначения. Через 'С, как 
принято, обозначим множество всех комплексных чисел (оче- 
видно, что ,С: является линейным нормированным простран- 
ством; за норму можно взять модуль комплексного числа). Обо- 
значим обобщенную функцию буквой /, f е  К'. По определению, 
определенный на К функционал f — это оператор, действую- 
щий из К в .С.:

f: к  —  с.
Другими словами, функционал f каждой основной функции <р(<) 
ставит в соответствие комплексное число, которое принято обо- 
значать в виде (f, <р). В виде формулы это можно записать, 
пользуясь стрелочкой другой формы:

f: ф (0 ) ►־־•  / , ф).

Напомним, что линейность функционала /  заключается в вы- 
полнении для всех комплексных чисел X и р и для всех основ- 
ных функций ф1(?) и ф2(0  следующего равенства:

(/, >ЧР1 +  И׳Ф2) = + (f, Ф1) ׳ג   Ц (/, Ф2)• (28.23)

Ограниченность функционала f означает существование такой 
постоянной С >  0, что для всех основных функций ф выпол- 
няется неравенство

К Л фЖ С И фИк. (28.24)

Для того чтобы построить пример линейного ограниченного 
функционала, выберем любую функцию ф(<) из множества Е. 
Обозначим через •ф функционал, определенный для всех 
Ф ( t ) ^ K  равенством

оо

(Ф. ф)— § Ф(0ф(0 dt, ф ( / ) е £ .  (28.25)
—>оо

В силу свойства 1) пространства К основных функций опреде* 
ление (28.25) имеет смысл; свойство линейности (28.23) прове- 
ряется непосредственно, ограниченность функционала ф следует 
из свойства 2) пространства К. Таким образом, ф — пример об- 
общенной функции из К'. Такие обобщенные функции ф, для 
которых справедливо равенство (28.25), называются регуляр- 
ными. В силу свойства 3) пространства К между регулярными
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обобщенными функциями и «обычными» функциями множе- 
ства Е существует взаимно однозначное соответствие. Можно 
поэтому отождествить обычную функцию a|5(f) и регулярную 
обобщенную функцию ф (подобно тому, как нередко отожде- 
ствляется вещественное число и точка на прямой). После этого 
можно сказать, что множество К' обобщенных функций содер- 
жит все элементы множества Е, т. е. К'^>Е, и мы достигли 
цели.

Разумеется, не ради одних регулярных обобщенных функ- 
ций строилось пространство К'. Как правило, это пространство 
содержит функционалы /, для которых представление (28.25) 
невозможно. Такие обобщенные־ функции называются сингуляр- 
ними (относительно множества Е).

Приведем пример неудачного выбора основного пространства. Пусть 
Е = L2 (—00 , 00). Можно проверить, что при К =  L2(— °°) выполняются 
условия 1 )— 3), т. е. это К — основное пространство. Но ввиду того, что 
пространство К =  7-2(—00, оо) является гильбертовым, все функционалы 
/ е  К' будут регулярными, и, таким образом, расширить множество Е не 
удалось.

Примеры основных пространств, приводящих к расширению 
множества Е, даны в следующем пункте.

Для обобщенных функций определено сложение:

(f1 +  /2,q>) =  (f..<p) +  (f2.<p), (28.26)

и умножение на комплексные числа:
а / , ф )  =  Ч /,ф ). (28.27)

Эти две операции над обобщенными функциями делают про* 
странство К' линейным. Оно будет также нормированным*): 
норма определяется известной в функциональном анализе фор* 
мулой

|| f |к׳ =  sup I (f, ф) |.
IIФ11=“ 1

Выше мы определили обобщенные функции на действитель- 
ной оси. Точно так же можно ввести обобщенные функции на 
некотором множестве, лежащем на оси, на декартовой плоско- 
сти или в «-мерном пространстве. Обобщенные функции можно 
определить на кривой, лежащей на комплексной плоскости,— 
вообще на любом множестве, на котором можно определить 
интеграл. Разнообразие пространств обобщенных функций яв- 
ляется одним из главных достоинств этой теории. Решающему

*) Пространство К' в функциональном анализе называют сопряженным, 
но обычно вместо (28.27) за определение умножения на к берется равенство 
(к}, <р) =  А(/, <р). Последнее в теории обобщенных функций менее удобно.
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конкретную задачу представляется большой набор пространств. 
Некоторый навык позволяет выбрать наиболее подходящее для 
данной задачи пространство обобщенных функций, а иногда — 
и целую шкалу пространств. Имея в виду приложения к урав- 
нениям типа свертки, заданным на действительной оси, мы там 
же определили и обобщенные функции. В следующем пункте мы 
введем наиболее простые пространства основных и обобщенных 
функций.

28.4. Пространства Ь2 {т; я}. Построим пространство основ- 
ных функций относительно множества Е =  Li(— 00, с»). Пусть 
п — натуральное число. В качестве К возьмем пространство 
я раз дифференцируемых функций <р(<) из L2(—00, 00), для 
которых конечна норма

II <Р Надо•.-״) =  (  J К7П ־ + 0״ <р 4  dt У' (28.28)
—00

Здесь ( 1 + (־ןןך  означает степень оператора, определенного 
равенством

(^ _  +  1) <р =  ф׳ +  ф.

Можно проверить, что выполняются требования 1)—3), т. е. 
действительно К — пространство основных функций. Его мы 
обозначим так: /С =  я}. Соответствующее пространство—;׳2(£0■ 
К '  обобщенных функций удобно обозначать символом L 2{ 0 \n } .  
Можно доказать, что любая обобщенная функция f из этого 
пространства после «־кратного интегрирования (под воздей-
ствием оператора ( ־^־ + 1( ״ ) становится обычной функцией 
класса L2(—оо, оо), причем *)

оо

II f IIмо; {״ “ ) $ | ־) я ־ 4־ 0״'  f |2 dtT  • (28•29)
—оо

Заставив я пробегать целочисленные значения, получим 
счетное множество пространств L2{0; —я) и Z,2{0; я}. Эти про- 
странства вложены друг в друга:

. . .  сг L2 {0; — 1) cz L 2 {0; 0} с: І 2 {0; 1} с : . . .  с: 1 2 (0; я) с: . . .

«Среднее» положение занимает L2{0;0} =  L2(—00, 00) .

*) Определение операторов над обобщенными функциями дано в п. 28.5.
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Введем еще один целочисленный параметр т ^  0 и рас- 
смотрим пространство L2{ ~ т ; — п} основных функций <р(*), ко- 
торые не только п раз дифференцируемы, но и достаточно бы- 
стро убывают на бесконечности:

I2 V1•
d tj . (28.30)IIФIIЬ 2 { - = ( $ I(* + ^״,(тг + 0  чр(0

Построенное на Ь2{—т ;  —п} пространство обобщенных функций 
f обозначим через L2{m;n). Функции f могут здесь не только 
иметь разрывы*), которые можно ликвидировать лишь (п+1)-  
кратным интегрированием, но и могут расти на бесконечности 
как многочлены степени т — 1.

Нетрудно убедиться, что с ростом т и п  пространства 
L2{m; п} расширяются.

Примеры простых функций, принадлежащих L2{m\ п}, для 
наглядности сведены в таблицу 1. Особенность примеров в том, 
что ни одну из функций нельзя переместить ни в соседнюю ле- 
вую клетку, ни в находящуюся сверху; следовательно, указаны 
наиболее узкие пространства этого типа. Советуем читателю 
представить графики указанных функций. В таблице заполнены 
и клетки, соответствующие случаю тп <  0. Предлагаем чита- 
телю дать определение пространств Ь2{т\п} в этом случае.

Таблица 1

т \
- 1 0 1 2

־1 ־
1 s g n  t  ̂ 1 A (f\

( Ш  +  1)2 t2+ 1 /2 _j_ J T ° l ‘ ) t2 4 - 1 +  0

0
1 Sgn t

4
-

+ О •יי■*
*

)t( 7111 + 6׳ +  1 l <1 4 - 1

1 1 s i n   ̂ | s g n  t 1+ 6(0 0( « 1 + ׳

2 т t +  S g n  t < +  «(0

28.5. Операторы над обобщенными функциями. Чтобы ис- 
пользовать обобщенные функции, мало уметь только их скла- 
дывать или умножать на числа. Важно иметь способ определе

*) О «разрывах» обобщенных функций — функционалов в отдельных точ- 
ках действительной оси мы говорим, конечно, чисто описательно, так как не 
будем касаться вопроса о значении обобщенной функции в точке.
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ния в пространствах обобщенных функций различных линейных 
операторов, первоначально заданных для обычных функций.

Пусть Е1 и Е2 — два линейных множества функций и А — 
линейный оператор, А : Е1-*-Е2.

Предположим, что удалось найти соответствующую пару К\ 
и К2 пространств основных функций такую, что для любой 
функции а>(т)<=/(2 найдется функция l( t)  из К 1 такая, что 
интеграл

оо
 ̂ (Лф) (г) «а (т) dx (28.31)

—со

можно представить в виде
ОО
5 Ф (0 т  dt, (28.32)

при любой функции ф ( ( ) е £ ! .  Другими словами, должно выпол- 
няться равенство

оо 00
$ (Л ф) (т) © (т) dx =  $ ф (О (Л* со) (0 dt (28.33)

— 00 —00

для всех ф ( < ) е £1 и всех © ( т ) е / ( 2•
Тогда можно определить оператор Л, действующий из 

К\ в /С2. следующим равенством:

(Л /,© =־( ( М ’ ю), (28.34)

где © пробегает все пространство К2, а /  е  К[•
Из функционального анализа известно, что оператор Л: 

К \-* К '  является линейным, кроме того, ограниченным, если 
ограничен оператор Л*. При этом || Л || =  || А* ||.

28.6. Примеры.
1. Строгое определение функции 6(/ — А) как функционала подсказывает 

формула (28.5)— следует лишь интеграл заменить скобками:

(6 (/ — А), ф (0) =  Ф (А). (28.35)

Для того чтобы это определение имело смысл, нужно, чтобы основные 
функции <р(/) были непрерывными — во всяком случае, в окрестности точки А. 
Положим, например, что <p(<)eL2{0; —1} и покажем, что 6(t — А )е Z.2{0; 1}. 
Функционал б ((— А) — линейный, ибо выполнимость условия (28.23) очевидна. 
Осталось доказать ограниченность, т. е. выполнение неравенства

|(б (t — h), <р«))1<С»ф||^{0. _1}
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для всех ср(0 из L2{0; — 1}. При оценках используем свойства преобразования 
Фурье:

(х) | dx ־

|( 6 (< -Л ) ,  ф (0 ) | =  1ф (А)| =
оо

~ 4 =  \  <S>(x)e~thx
V 2Я У  

1

׳ ) ־ •

- 1  U
-\/2я J— оо

Л5- \  —  7 + Ф(*)(-<*+1)1<**<V 2я I x־, 1•   г ן

/ f 4  1 /2  /  OO

) ( s •׳
' - O O

(x)(— i x +  1) I2 dx 

1/2

V 2я V J I x + i I
—  OO

4

2. Пусть N (t )— n раз дифференцируемая функция, ограниченная вместе 
со всеми производными. Тогда оператор умножения на эту функцию

(28.36)Мф) (t) ^ N ( t ) y ( t )

будет действовать из L2{0; -  Полагаем в схеме предыдущего .{מ~- ;0}в 12 (מ־
пункта Et =  Ег =  К1 =  К2 =  £2(0; —л) и запишем равенство (28.33):

оо 00

 ̂ JV (т) ф (0 )זד)  t)d T ־־   ̂ ф (t) (А*со) (0 df.
— 00 ' —00

Очевидно, что (Л*©)(/)3= Л/(/)©(/). Отсюда следует, что умножать обобщен- 
ную функцию f на обычную N(t) нужно по такому правилу:

(N (t) /, (0 (0) =  (/, *  (0 со (0). (28.37)
3. Оператор дифференцирования

(Лф) (0 ־ ф׳ (О

действует, например, из Е 1 =  Щ т \  — п — 1} в E2 =  L2{m; --/г}, я > 0 .  По- 
ложим К\ = = С2/ ,{тс; *— /г/ ־־־} 2^  :и запишем (28.33) {г — 1/ — ־־־} 2^ 

оо оо

 ̂ ф ' (т) © (т) dx =   ̂ ф (/) (Л*<0) (/) dt.
—оо —00

Чтобы из левого интеграла получить правый, нужно, очевидно, первый про- 
интегрировать по частям. При выбранных нами пространствах проинтегриро- 
ванный член равен нулю, и мы получим: (Л*©)(*)е ־ —־© (/). Итак, диффе- 
ренцируются обобщенные функции по правилу

׳/) . < в )-  — (/,со28.38) .(׳ )

При этом, если / е  12{т, п), то / ' е  i 2{m; п +  1}.
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4. Из (28.38) и (28.35) вытекает определение производной ,б־функции:
(6(W (t -  A), q> (<)) =  ( -  1 )* ф(*> (А). (28.39)

5. Пусть функция k(t) определена на действительной оси и обладает 
свойством

k (t) (t +  i)m e= {0}, (28.40)

где m — целое положительное число. Рассмотрим оператор, определенный 
сверткой:

оо

(Лф) (/)s s —tL=* \  k (t — s) ф (s) ds ־=־ k * ф.
V23x J

Можно показать, что Л: L2 {— т ;  — /г}-> L2 {—т ;  —/г}, /г ^ 0. Полагая 
£ !־ = ־2£ ־=  =  /С2 ■  L2 {— т\ — п}, из условия (28.33) найдем, что

k (s — /) (0 (s) ds.J(Л*<0) (0——/ =  ־
V 2 я

Итак, свертка обобщенной функции f е  L2{m; п} с обычной функцией k(t) 
есть принадлежащая L2{m; п} обобщенная функция

(28.41))k (s — t) св (s) ds

.28.7. Преобразование Фурье. Для определения оператора 
V  в пространстве обобщенных функций согласно п. 28.5 сначала 
следует ввести пространства Е \  и E % . Положим их равными 
L 2 ( —00, 00). В качестве К \  возьмем Z.2{—г п \ —п}, где т  ^  О, 
п ^ О .  Как было отмечено в п. 28.4, в этом случае пространство 
U{—т ; — п } будет содержаться в Z.2(—00, 00), значит, на К1 
оператор V  определен. Какова область значений этого опера- 
тора? Ответ на этот вопрос можно получить, опираясь на еле- 
дующую теорему.

Т е о р е м а  1 ([22], стр. 122). Е с л и  о д н о в р е м е н н о  ф(() и  ф'(/) 
п р и н а д л е ж а т  L2(—00, 00) , т о  о д н о в р е м е н н о  Ф(х) и  х ф (х) п р и -  
н а д л е ж и т  L 2 (—оо, 00) и  о б р а т н о .  П р и  э т о м  с п р а в е д л и в а  ф о р -  
м у л а

(28.42)(Уф׳) (*) =  (— ix) Ф (■*)•
Очевидно, эту теорему легко распространить на случай, 

когда оригинал имеет п  производных, принадлежащих 
12(—00, 00). Затем, меняя ролями оригинал и изображение, при- 
дем к выводу, что справедлива

Т е о р е м а  2. Д л я  т о г о  ч т о б ы  о р и г и н а л  f ( t )  п р и н а д л е ж а л  
L 2 { —т ;  —га}, г д е  гаг ^  0, га ^  0, н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  
и з о б р а ж е н и е  п р и н а д л е ж а л о  L 2 { —га;—гаг}.

9 Ф. Д. Гахов, Ю, И. Черский
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(28.43)

Итак,
V: L,2 {— т׳г L2{— п\ — т),

V-1: L2{— tv, —т }  -> L2{— т ; —п}.
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Следовательно, можно положить K2 — L2{—« ; —т). По фор- 
муле (28.33) найдем сопряженный оператор V* (перестановка 
порядка интегрирования законна по теореме Фубини):

ОО О О / О О  .

 ̂ ̂  о» (т) (זד)(י|י^) f .1—  ̂ ^{t)eltx dt |<о(т)йт =
 ̂— 1v% _лл X  ץ׳ י \/ /

=  $ + ( 0 [ J ш(т)e**\d ■=קך t =  \  Ф (0(Г ® )(0Л .

Отсюда V* =  V и по формуле (28.37)

(Vf, ®)־ ־ (f, V®). (28.44)

Последняя формула не совсем удобна: в каждой скобке есть 
и оригинал и изображение. Если обозначить ю (х) =  ф (х) =  
=  (Уф)(л:), то V(0 =  F2(p==<p(— t). В результате получим еле- 
дующее определение преобразования Фурье над обобщенными 
функциями:

(28.45)

(28.46)

(VI,  Ф(*)) =  0 .Ф ־) ־ О)•

ф (0 <= L2 {— т ;  — п}, f<^L2 {т; п},
Ф ( 1 ) е 1 2{ - я ;  — т), V f ^ L 2{n\tn}.

V: L2{tn; n }-+ L 2{n; т), т ^ О ,  п ^ О .

Здесь

Итак,

Формула (28.45) содержит также определение и обратного 
оператора У1־ . Действительно, если обозначить Vf буквой F, 
то по определению f =  V~'F, и мы получим

(V-'F , ф(0) =  (^.Ф ( 2 8 . 4 7 ־*))• ( ־ )

Можно показать, что операторы V и V1־  ограничены. Для 
преобразования Фурье в пространствах обобщенных функций 
останутся верными все свойства, отмеченные в п. 1.3. Получим, 
например, формулу свертки (1.9):

V k * f  =  K(x)F,  (28.48)

где f e L i ( m ; / 1), a k(t) — обычная функция из примера 5 п .28.6.
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Свойство (28.48) равносильно следующему:
(Vk*f ,  Q>(x)) =  (K(x)F,<b(x)),

которое должно соблюдаться для всех Ф ( х ) е Ц —п;—т ) .  По- 
следнее равенство выводится из следующей цепочки:

(Vk*f ,  Ф = ((:ג)  (k*f,  ф(— 0) =  ( f .  - щ  J ft(s — 0 ф (— s) =

=  ( f ,  -± = г \  k ( - t -  s)<!(s)ds>)  =  (Vf> К(х)Ф(х)) =

=  (F, K(x)<J>(x)) =  (K(x)F, Ф(х)).
При выводе мы последовательно использовали определения 
(28.45), (28.41), формулу свертки для обычных функций, снова 
определение (28.45), и, наконец, (28.37).

28.8. Примеры.
1. Получим формулу (28.14). В качестве пространства типа L2{m; п}, ко- 

торому принадлежит обобщенная функция f(f)ss  1, возьмем L2{ 1; 0}. Заме״ 
тим, что наша обобщенная функция определяется равенством

оо
(1. Ф (0 ) =  5 Ф (t)dt.

(0 ).

Теперь согласно определению (28.45) записываем:
оо

(К1,Ф ( * ) ) 1 ) = ,־ < р ( - 0 ) =  $
— оо

Желательно вернуться к основной функции Ф. Поэтому
ОО р  ОО ך

^ Ф (— t) dt =־= V 2jl ן רך־ ==• ^ Ф (0 ei0t dt I = У ־ 2я ф 
— CO L V Я —00 J

Итак, согласно формуле (28.35) V\ =■ л/2пЬ(х).
2. Найдем V6 (t — h). По формулам (28.45) и (28.35)

(Vb (t — /г), Ф (*)) - = ф (— 0) ,(t — А) יי (6  Ф (— /г) ==״
оо

=  ў І Г  \ Ф { х )  e ‘ X h  d x  =  (  v t e“ ' Фסס

Сравнивая начало и конец, получим результат (28.16).
Таким путем можно обосновать все формулы начальных пунктов данного 

параграфа.
3. Вычислим интеграл Фурье функции

/ (;) =  1 . (28.49) 
1 — е к

9*
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Рассматривая ее как обобщенную из пространства L2{1; 1}, мы должны ука- 
зать тип ее особенности при t =  0. Будем понимать особенность в смысле 
главного значения, как и у обобщенной функции (28.13).

Полезно сначала в общих чертах выяснить характер функции F, которую 
предстоит найти. Ее поведение на бесконечности целиком определяется осо- 
бенностью оригинала f в конечной точке t =  0, где он ведет себя как 1 It. Из 
формулы (28.20), используя свойства п. 1.3, находим

(28.50)sgn х.Vf1

Именно такова должна быть асимптотика функции F при больших х.
Далее, оригинал f имеет показательный порядок убывания при t -► — оо. 

Это означает, что изображение должно допускать аналитическое продолже- 
ние вверх с действительной оси.

Эти соображения облегчают фактическое вычисление интеграла Фурье, 
которое теперь нетрудно выполнить, исходя из формулы (1.28) и пользуясь 
операционными правилами вида Уф (t +  І%) =  (х).

Окончательный результат таков:

Vf cth ях־  +  Vf 6(*). (28.51)
1

- t1
Здесь cth ях при л: =  0 понимается в смысле главного значения.

28.9. Факторизация коэффициента задачи Карлемана. Пусть для задан• 
ной функции d(t) выполнены условия:

(28.52)
(28.53)

d (t) е  L (— оо, оо), 
d' (t) е  L2 (— оо, оо).

Из (28.52) следует, что интеграл Фурье D(x) есть функция непрерывная и 
стремящаяся на бесконечности к нулю. В п. 17.3 были сделаны предположе- 
нйя (17.25):

1 +  D (х) Ф  0, Ind [1 +  D (*)] — 0 (28.54)

(для простоты записи над функциями мы теперь «волну» опускаем). Тре- 
буется найти функцию Х(г), аналитическую в полосе 0 <  1т г <  1 и ограни- 
чённую в замкнутой полосе 0 ^  Im z ^  1 такую, чтобы

(28.55)— оо < X < 00.Х(х)
X(x + i ) ft +  D(x)

Благодаря условиям (28.54) можно выбрать такую ветвь логарифма, что 
функция М ( * ) 1 + п[1־=   D(x)] будет непрерывной и М (±оо)0 = .־

Установим еще ряд свойств функции М(х). Из (28.52) и (28.53) следует, 
что D (x )e L 2(—оо, оо) и xD(x)&L 2( — o o , о о ) .  Отсюда нетрудно вывести, 
что и

М  (я) е  L 2 ( —  оо, о о ) ,  (28.56)
хМ (х) s  12 ( -  оо, оо). (28.57)

Из (28.52) следует и более тонкий результат [14]
(V־־XM) (t) — m ( t ) ^ L ( — оо, оо). (28.58)

После этих предварительных рассмотрений перейдем к фактическому построе- 
ншо функции X(z). Логарифмируем (28.55) и применяем к обеим частям
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полученного равенства оператор V1־ :

(О =  ( Г 1 In X) (t) -  е~* ( Г 1 In X) (0.т

(28.69)!(*), — 00<*<00.X ( * ) - e x P (V  t
откуда

Здесь дробь является обобщенной функцией, понимаемой как главное значе- 
ние. Итак, Х(х) построена. Осталось доказать ограниченность функции

X(x +  iy) =  exР ( г ך ך | ך ־ ? ־ ) ( * ) י

Этот вопрос равносилен ограниченности функции

Упростим себе задачу, сделав преобразование:

В силу (28.58) выражение в квадратной скобке принадлежит пространству 
L (—оо, оо). Отсюда следует, что первое слагаемое в правой части непрерывно 
и ограниченно. Осталось рассмотреть последнее слагаемое:

(28.60)М (s) ds -

Из результатов (28.56) и (28.57) следует ограниченность функции (28.60), что 
и требовалось получить.

В заключение заметим, что из (28.51) и (28.59) следует формула, где 
интеграл имеет главное значение

М (5) ds 
th л  (х ־־־־ s)Х(х)

§ 29. Уравнения типа свертки 
в пространстве обобщенных функций

29.1. Вспомогательные пространства. При решении харак- 
теристических уравнений типа свертки в § 5 использовались 
четыре пространства: {0, оо}, {— оо, 0}, {{0, 00}} и {{—оо, 0}}. При 
решении тех же уравнений в обобщенных функциях понадо- 
бятся восемь пространств — по четыре для основных и обоб- 
щенных функций.

Пусть т и п — целые неотрицательные числа. Введем обо- 
значения

2̂ {и } ׳2± ( ™̂ 
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(L2+ содержит только правые односторонние функции, а 1 2_ — 
только левые) и

L2 { -Г Г ,  — m }  =  L 2 { - n \  —  m } [ \ L f .

Нормы во введенных пространствах остаются те же, что и в про- 
странствах L2{—/7г; —лг} и L2{—п;—т). L2±{m \n)— простран- 
ство обобщенных функций f±) принадлежащих Ь2{т\п) и таких, 
что для всех ф + ( f ) G L 2+{—т ; —п} имеет место равенство

(f±, Фт «)) =  0. (29.1)
L2 {п; т) — пространство обобщенных функций F± из Ц  {п; т} 
и таких, что для всех Ф* (х ) е  L* {— п; —  т )

{F±, Ф± (х)) =  0*). (29.2)
Предоставляем читателю доказательство следующих теорем.
Т е о р е м а  1. Для того чтобы функция принадлежала од- 

ному из пространств L2±{—т ; —п}, L2±{m\n}, необходимо и до- 
статочно, чтобы ее интеграл Фурье принадлежал соответ- 
ствующему пространству среди L2 {— п; — т), L* {п; т).

Т е о р е м а  2. Если {п; т), ri ŝQ, 0, то (זג±  i)p F±^
e  Lf {n +  P‘, tn). Здесь p  — целое число, n +  p  ^  0.

29.2. Задача Римана в обобщенных функциях. Пусть задана 
функция К(х),  принадлежащая классу {0} с гп ее производ- 
ными. Предположим, что

D ( x ) = l + K ( x ) ¥ = Q -  (29.3)
В пространстве Ь2{0; т} задана обобщенная функция Н. 

Найти обобщенные функции F+ и F~, удовлетворяющие уело- 
виям

F+ =  D(x)F~ +  Н, (29.4)
F* е= I f  {0; т } . (29.5)

Такова постановка задачи. Подробнее запись (29.4) озна- 
чает, что для любой основной функции Ф(х) из пространства 
/,2(0; —т} должно иметь место равенство

(.F+, Ф (*)) =  ( Г ,  D (*) Ф (х)) +  (Я, Ф (х)).
Отсылая интересующихся деталями решения этой задачи к ли- 
тературе, указанной в § 30, сформулируем окончательный ре- 
зультат:

Т е о р е м а .  Однородная задача Римана в пространствах 
(29.5) не имеет других решений> кроме классических, получен

*) (29.2) — это аналог теоремы Коши о равенстве нулю интеграла на 
замкнутому контуру от аналитической функции.
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ных в § 3. Неоднородная задача безусловно разрешима, когда 
неотрицателен индекс

(29.6)и =  Ind D (х) =  Ind [1 +  К (*)].

В случае к <  0 для ее разрешимости необходимы и доста- 
точны условия

1 (29.7)- ^  =  0, k  =  \ ,  . . . .  | х | .
Х+ (х) (х +  i)(״•

Во всех случаях величины индекса общее решение задачи 
имеет вид

(29-8)

+  (29.9)

Здесь Р х- 1{х) — произвольный многочлен степени не выше 
х — 1 с комплексными коэффициентами. Канонические функции 
Х±(х) определены в п. 3.3. Проекционные операторы

Р±: U  (0; т} -־<־ L2 {0; т)
определены такими условиями: для любой основной функции 
Ф(*) и обобщенной V  из 12(0; т)

(Р±х¥, Ф (ג:)) =  (¥ , Р*Ф (*)) *). (29.10)
П р и м е р .  Пусть q — целое неотрицательное число. Решим задачу

где b, с и h — вещественные постоянные, b >  0, с >  0.
Функция

D (х\ — +  Ь2) (х -  і)Ч
W  — (х2 +  с2) (х +  і)я

имеет индекс, равный д. Канонические функции, очевидно, равны

(29.11)

(х +  i)q (х -  1с) 
( х  —  i ) q ( х  — i b )

w>х +  ib 
X  +  i c  *

X+ (x)<
Чтобы воспользоваться формулой (29.8), найдем

Р+ ( т + 7 Т  6 (х ־  h}) ) +Р ־־  4 4 “ Г 6 <* ~  А)>) ־־ р+ 6 ( * -  h) ■■\ Я + (*) )  ЧЛ +  «& J h +  ib
=  Ь + 1 1 ь + ( х -  h).

h +  ib

*) Определение операторов Р± над обычными функциями дано в § 17, 
формула (17.15).
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Pq-1(х) \
(X +  i)q )

+ )h - (זג +б
h ־■f־־ ic 
h 4  ib{x + ib ־

x +  ic

Таким образом: 

F+

29.3. Уравнение с двумя ядрами в пространстве обобщенных 
функций. Запишем уравнение с двумя ядрами в виде

оо О

fo(0 +  v t  $ k l ^ ~  ®)/в (s) + ך 5  ק = ־  k2(t — s)f0(s)ds =
0 — oo

— go(0> — oo <  / <  oo. (A)
На ядра наложим более сильные, чем в § 5, ограничения: 

А1׳ ( < ) e L 2{—т ;0 } , k2(t)e L 2{—m; 0}, где m ^ O .  Предположим 
дополнительно, что tmkj(t) е  {0}, / == 1, 2.

Эти ограничения дают возможность рассмотреть уравнение 
(А) в пространстве L2{tn\n), где п ^  0. Итак, пусть дана 
в L2{nr,n} обобщенная функция g0. Требуется найти обобщен- 
ные функции /0+ и /0-, принадлежащие соответствующим про- 
странствам

f o ± ^ L2±im> 29.12) ״ (׳(
и удовлетворяющие при любой основной функции ф (^ )е  
е  L2{—т ;  —п} уравнению *)

־ ) ־
6! (s — t) ф (s) dsV 2!0/ז+- ф(0(

f  fo-, Ф (0 + ў־  = = h ^ ־  (s — 0  ф (s) =  (go- Ф (0)• (29.13)

Как и в § 5, уравнение (29.13) будем решать путем сведения 
к задаче Римана для интегралов Фурье. Используя (28.47), по- 
лучим вместо (29.13)
(Ft ,  Ф ( -  * )+ /( , (*) Ф ( -  х)) -  (F0 , Ф ( - х ) + К 2 {х) Ф ( -* ) ) ' ־ ־

=  (Go, Ф (—л:)).
Здесь

ф  (х) =  (Кф) (л:) е  L2 {— п; — т } , G0 =  Vga <= L2 {n; tn),
F t  e  L* {«; m}, Fo" e  Z-Г {«; m}. (29.14)

Используя правило (9.11), получим
F [(*) \K ־4 1]) t -  [1 +  K2 (*)] Fo, Ф ( - X ) )  =  (Go, Ф (—זג)),

') В этой строгой постановке задачи мы использовали формулу (28.41).
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или в другой записи

[1 +  К1 (זג)] F t  -  [1 +  К2 (*)] F0 =  Go. (29.15)
Приведем задачу (29.14), (29.15) к задаче (29.4), (29.5). С этой 
целью умножим обе части равенства (29.15) на ( זג + ן ) - ":

[1 +  К1 (*)] F+ =  ( | = 4 ) 1] + ״   К2 (זג)] F־  +  G. (29.16)

Здесь по теореме 2 п. 29.1

F+ ־  (х +  i)־ n F t  е  L t  {0; т],
F = <nF0 e= L2 {0! /71} (/ — זג) 

G = + זג)   г) п G0 =  L% (0; tn}.

Предполагая, что выполняется условие нормальности 
1 +  К\ (זג) ф  0, 1 + K 2W ^ 0 ,

получим задачу Римана (29.4), (29.5), где

С М - ( т ^ 7 ) т״ Ш Ь  - (29Л7)

" = t + W 0 • <29Л8>
Полученная задача равносильна исходному уравнению (А) 

в том смысле, что они одновременно разрешимы и их решения 
связаны равенствами

f0+=־ V“1{(* +  Ol,J?+}. f*- =  V־ l { ( x - i ) nF29.19) .{־ )
Индекс функции D (זג) равен

и =  п +  Ind [1 +  К2 (jc)] -  Ind [1 +  К .[(זג) 1
Используя результаты предыдущего параграфа, приходим 

к следующим заключениям.
В случае и =  0 уравнение (А) имеет единственное решение 

при любой обобщенной функции g0 из Ь2{пг,п). Это решение 
строится по формулам (29.19), (29.8), (29.9).

В случае к >  0 уравнение (А) разрешимо при любой пра- 
вой части go из Ь2{т; п}. Однородное уравнение имеет к ли- 
нейно независимых решений. Решение строится по формулам 
(29.19), (29.8), (29.9).

В случае и <  0 уравнение (А) разрешимо не при любой об- 
общенной функции go из L2{m; п). Для разрешимости необхо- 
димы и достаточны условия (29.7). Если эти условия выпол- 
йены, то решение единственно и строится по формулам (29.19),
(29.8), (29.9).
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29.4. Замечание о выборе пространств основных функций.
В приложениях обобщенные функции до сих пор применяются 
нередко без должного обоснования. Происходит это не только 
из-за принципиального нежелания некоторых авторов уделять 
внимание подобным математическим «строгостям», но и из-за 
трудности удачного выбора пространств основных и обобщен- 
ных функций. Эта трудность заключается в том, что при поста- 
новке и решении задачи нужно предусмотреть определение 
в разных пространствах обобщенных функций сразу двух ли- 
нейных операторов А и Л1־ , и пространства, удобные для одного 
из операторов, нередко оказываются неприемлемыми для 
другого.

Поскольку в посвященной обобщенным функциям литера- 
туре этому вопросу уделено мало внимания, предложим опреде- 
ленную методику выбора пространств, которая может оказаться 
полезной.

Пусть линейная задача вначале сформулирована для обыч- 
ных функций и определяется линейным оператором A: X-+Y.  
Здесь X и У— линейные множества, состоящие из обычных 
функций (или иных «обычных» объектов: вектор-функций, по- 
следовательностей и т. п.).

Далее предлагаем действовать в соответствии с пп. 1—8. Не 
исключено, что какой-либо пункт окажется невыполнимым. Это 
означает, что надо вернуться назад и изменить содержание пре* 
дыдущих пунктов. Итак, следует

1. Построить X* и У* — линейные множества линейных функ- 
ционалов (не обязательно всех!), определенных на X и У соот- 
ветственно.

2. Построить линейный оператор А*: У*—*X* согласно пра- 
вилу: для любого элемента <р е  У* и любого элемента /  из X

(f, A*q>) =  G4f, ф). (29.20)
3. Ввести линейное нормированное пространство Уо, имею- 

щее ненулевое пересечение с У*. Пространство Уо будет одним 
из основных пространств.

4. Поместить в указанном выше пересечении линейное под- 
пространство У!:

У ! с Г П У 0 .

Подпространство У! должно быть достаточно богатым: для 
любого линейного ограниченного функционала г/0> определенного 
на Уо и отличного от нуля, должен найтись элемент <ре У!, та- 
кой, что (г/0. ф) Ф  0.

5. Ввести линейное нормированное пространство Х0, такое, 
что

Л* (У,) с  Х0 с: Г .
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Здесь Л*(У!) означает множество значений оператора Л*, когда 
он действует из У!.

Пространство Хо так же, как и Уо, будет основным.
6. Множество Л*(У!) должно содержать достаточно элемен- 

тов. Именно, для любого ненулевого линейного ограниченного 
функционала /о, определенного на Хо, должен существовать эле- 
мент ф е Л * ( У !)  такой, чтобы (/0, ф)¥=0.

7. Построить левый обратный оператор В: X0-+Y0 такой, 
что для любого <ре У!

5Л >  =  ф. (29.21)

8. Желательно, чтобы В был ограниченным оператором: для 
любого ф е  Х0

\\в ъ \\у ,< \\в \\- \т х>.
Если эти пункты выполнены, то возможна 
П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Дан элемент g е  У״ где У* — 

пространство, сопряженное с Уо. Найти в пространстве XJ, со- 
пряженном с Хо, элемент f по условию: для всех ф <= У! должно 
выполняться равенство

( / , А ) ־ ־ (г,ф).  (29.22)
Р е ш е н и е  з а д а ч и  существует и единственно: для всех 

ф €= Хо
(/. *) =  (*, в*). (29.23)

При ограниченности В решение устойчиво: 11/11 ^ІІВЦ • ||g||.
Проверим, что (29.23) действительно определит решение: 

для любого элемента ф е  У!
(/, Л*Ф) =  (g, BA*q>) =  (g, ф).

Докажем единственность. Пусть для любого ф е  У! выпол- 
нено равенство (где / 0 е  XJ)

(/0. Л »  =  0. (29.24)
Заметим, что для любого ф из Л*(У!) найдется элемент ф Е  У!, 
такой, что ф =  Л*ф. Но тогда, согласно (29.24), для любого ф 
из Л*(У!)

(Ль Ф )- (Л ь  Л*<р) =  0.
Отсюда и на основании п. 6 следует f0 — 0, что и требовалось 
доказать.

29.5. Исключительный случай уравнения типа свертки с одним ядром.
В виде иллюстрации к предыдущему пункту рассмотрим уравнение

оо

/  (0 +  - J = r   ̂ k {t -  s) j (s) ds =  g (t), -  00 <  t <  00, (29.25)
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в котором заданное ядро удовлетворяет условиям

Л(*)е{0Ь 0}.

Предполагаем, что условие нормальности не выполнено: функция \ +  К(х) 
имеет нуль в одной точке действительной оси. Заменой переменных можно 
эту точку для простоты сделать нулевой. Характер нуля определим неравен- 
ствами

( ~ r \ f } I ־־ ־ !гг> 0 •

означает некоторую фик-Здесь v, R, R 1 — положительные числа,
сированную ветвь этой функции.

Наша задача состоит в построении двух пространств обобщенных функ- 
ций — одного для правой части g, а другого — для решения, — в которых 
уравнение (29.25) имело бы общее решение, содержащее только одну произ- 
вольную постоянную.

Далее используем обозначения предыдущего пункта. Положим 
X =  L2(—оо, оо), а в качестве У возьмем множество векторов ц =  { 0 ף1( > Л2}, 
где первая компонента — функция ף1)0י  принадлежащая Z.2(—0 0 , 0 0 ) ,  а вто- 
рая — комплексная постоянная 2ף • В соответствии с этим оператор А: Х-־>У 
определим равенством

f ( 0  +  Ь*  / ,Af  ( О -

где <d(s)— некоторая выбранная нами функция класса {0}, свойства которой 
уточним позднее.

Переходим к выполнению рекомендаций 1—8 предыдущего пункта.
1. Можно положить X* =  X, Y* =־־ У.
2. Запишем (29.20) в нашем случае, полагая, что <р == {< )!ק0י  Ф2}•

00 оо

W.q>)= 5 И(0 + *»ПФ1(*)<« + Ф2

dt.]t) Ф! (s) ds +  <р,и (<)<P1 (0 4

Итак, действующий из Y* в X* оператор А* найден:

О Ф1 (s) ds + <0 (t) ф,.Л*ф =  ф! (О
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3. В качестве У0 возьмем множество всех элементов ф из У*, для кото- 
рых будет конечной норма

12
dxМ ־־[־־ у ״

ОО 72

S |w ״ + { ( t t t ) V<i>,w}| dx+Tl4)21 і  •
־ — סס י

Здесь а и т — положительные постоянные, которые будут в нашем распоря- 
женин, а Ф1(*) =  (Кф1) (х).

4. Можно положить Y! =  У0. То, что пространство Y! является сравни- 
тельно широким (как требуется в этом пункте), можно доказать, рассматри- 
вая это пространство как гильбертово со скалярным произведением

ОО _____________

<»•♦>■5 ־  Ы т ) ’ ■״ ׳■<'> ׳״,י  ' +
—  ОО

+  $ М  ( 7 f 7 ) V ф' «  Ш  ( t T 7 ) V׳״■ W } +  w*.

и используя теорему об общем виде линейного функционала.
5. Пространство Хо составят функции ф(/), которые имеют конечную 

норму

Ж О I *dt +  Р= № ״

где р — положительная постоянная.
б. Доказательство богатства пространства Л*(У!) можно построить, ис- 

пользуя идеи, указанные в п. 4, причем обнаружится необходимость условия 
(F(0) (0) =  Q(0) ф  0, или, что то же,

ОО

со (s) ds ф  0.

7. Для построения обратного оператора В составим уравнение Л *<р =■= ו!;. 
Делая преобразование Фурье, получим

[I +  К ( -  х)] Ф, (х) +  Q (*) ф, ־ ־  W (х).

Полагая х =  0, находим прежде всего, что ф2 ־־־ Y(0)/Q(0). Теперь получим
Ч (х) £2 (0) -  V (0) Q (х)

а (0) [I +  к  (-*)]ф» (х)

У(0) י
0(0) у

״ -! T (* )a (0 ) -T (0 )Q (* )  
0 ( 0 ) 1 1 + * ( - * ) ]

Итак,
(29.26)
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8. Оператор В ограничен. Действительно, нетрудно получить оценку вида 
(С, С! — положительные числа)

И> W12rfH-c,ЦВф11п <

если использовать равенство Парсеваля, и такие неравенства, как 
|а +  *>|2< 2 | а | 2 +  2Ш ,־

ОО ОО

5 и»(01*л + в 51ж01*л, а >0.

Положив С\ =  Ср, получим оценку для нормы оператора В: ||£ || =  ^ С ,
Итак, пространства Х0 и Уо, удовлетворяющие нашим требованиям, по- 

строены. Строгая постановка задачи дана в предыдущем п. 29.4. По формуле 
(29.22) запишем решение f(t), которое будет обычной функцией точки: для 
любой основной функции ф(/) из Хо

У(0)
Щ0)S2

У (х )О (0 )-У (0  ) Q ( x ) \
Q (0) [1 +  К ( -  х)) ) ־־*־  ( * ь Г 1ф (0 dt

Здесь g4 =  g — обобщенная функция, являющаяся правой частью урав- 
нения (29.25), а £2 — произвольная комплексная постоянная.

Второе слагаемое в правой части, которое является общим решением 
однородного уравнения, можно представить в форме

dt,const •

откуда следует, что в пространстве Х$, которое содержит те же функции, что 
и L2{1; 0}, однородное уравнение (29.25) имеет только одно линейно незави- 
симое решение Ы 0  ^  1•

29.6. Односторонние уравнения с ядрами, не принадлежащими классу {0}.
Рассмотрим уравнение первого рода

г r נ v T + г ו 1 .   _
1 / Ш _ J 1 ־  et -s י ן  "  _J_ ei -s  J ф (s) ds — i V2ІГ hi (t), t >  0, (29.27)

встретившееся нам в п. 20.6 (уравнение (20.94)). Применяя преобразование 
Фурье; получим, как в п. 10.3, задачу Римана:

j2h j1x_+  chjin ф ф ־= + -  _  2Я! (х) ch яр, — 00 <  х <  00. (29.28) 
(sh тех)

Здесь Ф+ (х) и Ф־ (х) — предельные значения функций, аналитических 
соответственно в верхней и нижней полуплоскости. Комплексная потоянная р 
связана с К соотношением 1/ \ + ׳  А сЬяр =  1, причем, выбирая подходящую 
ветвь корня (это в п. 20.6 мы имели право делать!), можно добиться нера- 
венства

0 < 1 т р <  1. (29.29)
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. (29.30)1
sh тех

При выводе (29.28) была использована формула

+  X cth тех +1
1+е*

V1 +  k
1 -е*

v

Значок «—» вверху скобки означает, что при х =  0 обобщенную функ- 
цию, стоящую в правой части, надо понимать в смысле п. 28.1. Формулу 
(29.30) нетрудно получить способом, указанным в конце п. 28.8.

При факторизации коэффициента, имеющего гиперболические (и тригоно- 
метрические) функции, как мы уже отмечали (задача 7 к главе II), исполь- 
зуется формула

Г (г) Г (1 — г).я
sin яг

2 т  (Г (/*))" Г (1 - i x )

В рассматриваемом случае 
ch пх +  ch яр, __

(sh тех)־

Г ^ I* +  Ф +  1 j  г   ̂— ix — 1ц +  1 ^ р ^ ix — г!1 +  1 ^ г  ^ — іх+іу.+\  ^ ‘

Зная асимптотику Г־функции и расположение ее полюсов, нетрудно опре- 
делить роль каждого множителя правой части при решении задачи Римана 
(29.28). Процедура решения обычна (§ 3):

2ш'Г (1 -  іх) Ф+ (х)_________

)— ix ■f ifl ־־j1 ־и{— іх — і ц +  1

Ф - (х) -

р ^ ix +  гр + 1  ^ р ^ ix — +  1 ^

ch яц.

р ^  ІХ +  ІЦ +  1 ^  р ^  ІХ — fn  +  1 ^

Г (гх)

Г (ix)

- 2 Я, (*)

Представим свободный член полученного равенства по формуле Сохоц- 
кого в виде разности Я+(х)— Н~(х). Тогда по теореме Лиувилля
________ 2 n ( T ( l - i x )  Ф+ (х)____________я +  (х) =

Ф-  (х) — Н~ (х) =  0, (29.31)

Г ^ ״־״ +  I ^ р ^ — ix +  i\ 1 +  1 ^

Г (ix)
и решение уравнения (29.27) есть (1 17 = ק(0  O'*“,

- ix +  і\і  +  1

•X
M -

— ix — ф, +  1

Vhx

л/Г (1 — ix(
r  (  ix — І\і +  I \ נ + І Х  +  i\JL

2 4; 2 \ + p

Ф+ (x) ־ ־־־= ch ЯЦ-

Г (ix)X P
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Аналогично можно записать решение второго уравнения:
оо

v b H f ^ ־ TT7 ]̂’f(’)‘'s־ 'V5r‘0< )־'(• ׳ •

ЧГ+(*)-Я+(*)-

Вместо (29.31) будем иметь 
_________ — 2шТ (1 — ix)

2 — іх +  Ф)42 — ix — ф,

=  Г ( ־  ־ У  )  г  ( i£ _ _ iiL )  [г М Г 1 ч ( , ) _ ״ ׳ ־ -  ( ,) =

где С — произвольная постоянная (здесь учитывался полюс функции
г ( * т * ) ) •

Таким образом, частное решение однородного уравнения есть

)2 — ix +  /р,И2 — ix — і\1

- , г (Фо(*)=־ Т Г (1 — ix) (х +  ц)
Это решение не принадлежит классу {0}. Оригинал от функции

X

г  ^ 2 — ix — ^ г  ^ 2 — ix +  t־H j

1. . .
J'׳■■---------------®г--------------L

шТ (1 — ix)ch яр

х ^ +
будет частным решением неоднородного уравнении.

29.7. Одно из обобщений. Здесь мы расширим подход к тео- 
рии обобщенных функций, изложенный в пп. 28.3 и 28.5. Такое 
расширение позволит единообразно изучать наряду с «тради- 
ционными» обобщенными функциями некие объекты иной при- 
роды. Излагаемое ниже полезно сравнивать с содержанием ука- 
за иных пунктов.

Пусть Е — линейное множество и задача по-прежнему со- 
стоит в построении более широкого линейного пространства 
К'=>Е.

О п р е д е л е н и е  1. Тройку (К, й, (0) назовем основным 
пространством относительно Е, если

1) К  и й — линейные нормированные пространства, а (0 — 
билинейный оператор, (0: ЕУ( К- >  й; значения этого оператора 
будем обозначать через (ф, <р), где \|1е £ ,  ср <= К, (ф, ср) е  й;

2) у любого элемента ф е  Е имеется постоянная С >  0 та- 
кая, что для любого элемента ср е  К справедливо неравенство

ІКФ. <р>113 < С |1 < р 11д ; (29 .32)
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3) для любого ненулевого элемента ф е  Е найдется такой 
элемент ф е  К, что (ф, ф) Ф  0.

О п р е д е л е н и е  2. Обобщенным элементом (для функцио- 
нальных пространств — обобщенной функцией) назовем линей- 
ный ограниченный оператор, действующий из К в £2.

Если обозначить обобщенный элемент через f, то /: К-*■ й. 
Значения оператора f будем обозначать через (f, ф), так что 
теперь (f, ф), вообще говоря, не число, а элемент из й.

Очевидно, в соответствии с данными определениями можно 
перефразировать все сказанное в пп. 28.3, 28.5. Так, линейный 
оператор на пространстве обобщенных элементов определяется 
следующим образом. Пусть Е\ и Е2— два линейных множества 
и А — линейный оператор, А: Е \-* Е 2. Пусть (Ки й, ©!) и 
(К2, й, 02) — два основных пространства относительно £! и Е2 
соответственно, причем для любого элемента ф е К 2 существует 
элемент (который мы обозначим через Л*ф), принадлежащий К1 
такой, что для любого элемента ф из Е\

(ф, Л*ф)1 =  (Лф, ф}2.
Тогда оператор Л: К'г определится равенством

(Л/, ф)2 =  (/. Л*ф)!. (29.33)
Поясним сказанное примером. Пусть Е — L2(— 00, 00). По- 

ложим Q =  L2{0;— 1} (см. п. 28.4). В качестве К можно взять 
пространство функций двух переменных cp (£ , s )eL 2, для кото- 
рых конечна норма

С ОО ОО . v V1

\  Я ( ־^־4־ 1 ) И +  1) ф^ . ^ Г л ^ )  •
00 — 00 '

Оператор ю зададим равенством
ОО

(Ф, ф )=  5 Ф(/)ф(<, s)dt.
— ОО

Можно проверить, что (К, й, ю) действительно будет основ- 
ным пространством относительно Ь2(—оо, 00).

Построенному пространству К' будут принадлежать все обоб- 
щенные функции из ранее введенного пространства L2{0: 1}, т. е. 
К  ,L2{0; 1). Так, функции 6(/) теперь соответствует оператор כב'
определенный равенством

(б(/), ф (/, s)) =  ф(0, s).
Однако пространству К' принадлежат и другие обобщенные 

функции, например, «функция» £, определенная равенством
(С׳ ф(/. 5)) =  ф(«. 0).
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Эти «другие» функции можно складывать, умножать на 
числа, можно применять к ним линейные операторы. В частно- 
сти, можно решать уравнения типа свертки с правыми частями 
из «других функций. Эти функции соответствуют некоторым 
обобщенным функциям от трех переменных.

§ 30. Исторические сведения

«Хотя предпосылки для формирования теории обобщенных функций 
складывались и в недрах классической математики, все же явно вводить и 
использовать соответствующие понятия первыми стали физики (П. А. Д и- 
рак,  1930 г.). Строгое оформление идея обобщенной функции получила 
впервые в работах С. Л. С о б о л е в а  (1936 г.). Систематическое построение 
теории с многочисленными убедительными примерами было произведено 
Л. Ш в а р ц е м  (1950—1951 гг.). Весьма быстро после появления книг Швар- 
ца идеи обобщенных функций распространились на ббльшую часть анализа, 
где они прояснили многие старые факты и позволили установить новые общие 
закономерности. В серии книг И. М. Г е л ь ф а н д а  и других авторов под 
общим названием «Обобщенные функции» (см. [6]) теория обобщенных функ- 
ций получила дальнейшее развитие...» Так писал Г. Е. Ши л о в ,  сам немало 
сделавший для развития этой теории (см. его «Математический анализ», 
Второй специальный курс, М., 1965).

Интегральные уравнения типа свертки в пространстве обобщенных функ- 
ций впервые рассмотрел О. С. П а р  а сю к 1) (1956 г.). Он, однако, ограни- 
чился указанием общей схемы решения, предоставив другим подсчет числа 
линейно независимых решений однородного уравнения и числа условий раз- 
решимости неоднородного, а также запись соответствующих формул. Эти. ре- 
зультаты применительно к задаче Римана в нормальном случае получил 
Ю. И. Ч е р с к и й  5). Он же исследовал соответствующий случай характе- 
ристических уравнений типа свертки (см. § 29). Существенное дополнение в 
теорию задачи Римана в обобщенных функциях внес В. С. Р о г о ж и н  (см., 
например, 2)). Позднее уравнения типа свертки в различных пространствах 
обобщенных функций, как в нормальном, так и в исключительных случаях, 
исследовали многие авторы: Р. Д. Б а н ц у р и ,  Л. Р. В о л е в и ч ,  С. Г. Гин-  
д и к и н, Г. А. Д ж а н а ш и я, В. Б. Д ы б и н, Н. К. К а р а п е т я н ц, 
Н. И. М о р а р у, Б. И. Р у х л и н, М. И. X а й к и н и другие.

Задачи к главе VIII

1. Среди пространств L2{— т ; — п] найти наиболее узкое, которому при- 
надлежит интеграл Фурье функции \t\*(t — i)~9•

От в е т .  L2{—3; —5}.
2. Заменить в таблице п. 28.4 функции другими подходящими и расши- 

рить ее.
3. Дать определение пространств L2{p׳; v} при любых действительных ц

и V.
4. Определить для обобщенных функций операторы А! и Л2:

Aj-ф (0 =־ ф (t -  h\  Л2ф (*) =  ф (М),

где h и к — действительные числа, к ф  0.
5. Доказать для обобщенных функций свойства (1.15) —(1.21) преобра- 

зования Фурье.
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6. Доказать равенство б (Xt) = j־  y j  б (/), где X Ф О, X — действительное 
число.

7. Доказать, что если f е  L2{m\ מ}, то f е  L2{w; п +  1} и f е  L2{m + .{מ ;1 
8. Проверить, что, если р я т — целые неотрицательные числа, то

6(р> (t — h) е  L2+ {״*; Р + П  при /г О, 

б — /г) е  L2_ {т; р +  1} при /г< 0 .

9. Показать, что если обобщенная функция принадлежит одновременно 
пространствам L* {т; /г} и Щ [т; п}, то она есть многочлен степени т — 1.

10. Доказать, что для любой обобщенной функции f из пространства 
Ь2{т\ 0} существует единственная «обычная» функция f(t) такая, что для 
всех основных функций <р ( / ) e L 2{— т ;  0}

оо

(f, ф ) =  5 f(t)q>(t)dt.
—  ОО

При этом f(t)(t +  i ) -m ^ L 2 (—oo, оо). Таким образом, функционалы f и 
функции f(t) можно не различать.

11. Определить дискретное преобразование Фурье и преобразование Ло- 
рана на пространствах «обобщенных последовательностей» и исследовать 
свойства этих преобразований.

12. Пусть р и п — целые неотрицательные числа. Представить произве- 
дение л:р6(п>(я) в более простом виде.

От в е т .  0 при п <  р. Если п ^  р, то

(д ) =  (-1)Р (Х).

13. Решить примеры уравнений типа свертки из главы И, предполагая, 
что свободные члены имеют вид eiht, teihim
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-------, связь с интегралом типа Ко-

ши 20, 141
Исчисление операционное 41

Карлемана задача 137
-------, исследование на устойчивость

156
------- , решение приближенное 208
Классы {0}, {{0}} 12, 222
— {{0, оо}}, {0, оо} 24, 25
— L%, L J  141
— {{а, Ь}}, {а}, {{а}} 112, 114, 227
— L(—ОО, оо), 12(—оо, 00) 10
— {0,6} 112, 227

Аналитического продолжения метод 
36

Аналитическое продолжение интегра- 
лов Фурье в полуплоскость 23, 
141

-----------— на полосу 138, 144

Бесконечная алгебраическая система 
(А) 225

-----------(Б) 226, 230
----------  плавного перехода 240
—  -----с суммарными индексами 239
-----------с дробно-линейным множи-

телем 240
-----------чередующаяся 239

Вектор бесконечномерный 221
— односторонний 223
Векуа—Карлемана регуляризация 77 
Винера—Хопфа уравнение 55 
Вольтерра уравнение 149

Гельдера условие 12 
Гринберга—Фока уравнение 161

Дирихле задача 173

Жордана лемма 19

Задача дискретная 245, 246
— Дирихле 173
— для бигармонического уравнения 

99
-------клиновидной пластинки 203,

205
------ склеенных областей 192
— Карлемана 137
------ , исследование на устойчивость

156
------ , решение приближенное 208
— контактная теории упругости 242
— линейная в обобщенных функци- 

ях 274
— односторонняя 121
— о скачке 30
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Пространство основное 258, 280
— 12{т\ п) 261

Равенство Парсеваля 12
-------обобщенное 15
Ранг уравнения 117 
Регуляризация 71, 75
— Векуа—Карлемана 77
— равносильная 77
— слева 76
— справа 76 
Резольвента ядра 47, 75
Решение приближенное в простран- 

стве растущих функций 163
------  задачи для уравнения тепло-

проводности 206
----------- Карлемана 208
------ одностороннего уравнения вто-

рого рода 160
---------------  первого рода 167
------- особого уравнения 211
-------уравнения (А) 158
Римана задача в исключительных 

случаях 93—99
------ в обобщенных функциях 270
------ для двух пар функций 190
------ , индекс 31, 39
------ , коэффициент 33, 36
------ на паре прямых 38
------  неоднородная 30, 34
-----------, исследование на устойчи-

вость 152
------  однородная 33
Ряд Фурье 221

Свертка 13
— векторов 224, 229
— функций классов {а, 115 {א 
Система интегральных уравнений

типа свертки 48 
Сложение функционалов 260 
Сохоцкого формулы 20 
Сходимость в среднем 11

Теорема Лиувилля обобщенная 29
— об аналитическом продолжении 

29
Теоремы Нетера 65, 69, 70

Уравнение бигармоническое 198 
------ в полярных координатах 204
— в конечных разностях 236
— Вольтерра 149
Гринберга—Фока 161 —־
— дифференциальное с двучленными 

коэффициентами 148
— для анизотропной среды 198

Коэффициент задачи Римана 33 
----------- рациональный 36
— Фурье 221

Лапласа оператор 183
— уравнение 193, 240 
Лемма Жордана 19
Линейность преобразования Фурье 11
— функционала 259 
Лиувилля теорема обобщенная 29 
Лорана преобразование 223

Метод аналитического продолжения 
36

Нетера теоремы 65, 69, 70 
Норма функционала 260

Ограниченность функционала 259 
Оператор дифференцирования 264
— Лапласа 183
— линейный И
 ,над обобщенными функциями 263 —־

281
— непрерывный 12
— обратный И
— ограниченный 12
— проекционный Р+, Р~ 154
— регуляризующий слева 71 
  справа 75
— свертки 265
— умножения на функцию 264 
Оригинал 10, 221
Оценка погрешности 152

Парсеваля равенство 12
-------обобщенное 15
Полоса расхождения 117 
Порядок аналитической функции в 

точке 31
Преобразование Лорана 223
— Фурье 10
-------в пространстве обобщенных

функций 266
----------------основных функций 265
------- дискретное 221
----------- , свойства 232, 233
------- , линейность 11
-------на {а, 6}, 114, 117
------- , свойства 15, 16
Принцип аргумента 28
— предельного поглощения 181 
Продолжение аналитическое интегра-

лов Фурье в полуплоскость 23, 141
----------------на полосу 138, 144
Произведение операторов 71 
Производные дельта -функции 265
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Уравнение Фредгольма 7І 
Условие Гельдера 12
— корректной постановки 179
— краевое 30
-------с периодическим множителем

249
—нормальности 30, 47, 65, 69, 220, 

500
— разрешимости задачи Римана 35, 

41, 271
-------  уравнения 55, 65
Условия граничные 178
— склеивания 174

Факторизация 33
— гиперболических функций 279
— квадратного корня 165
— коэффициента в задаче Карле- 

мана 268
— специальной суммы квадратных 

корней 183
Формула обращения 12, 223
— свертки 15, 224, 238
-------изображений 15
Формулы Сохоцкого 20
------ для дельта-функции 256
Фредгольма уравнение 71 
Функции цилиндрические 176
— б+, 6“ 256

— 7г 256 ׳ ~ < ץ־
Функционал 259
Функция дельта б (/) 253, 263
— каноническая 32
------- неоднородной задачи 97
— обобщенная 259
— односторонняя 25
— основная 258
— регулярная 259 
сдвига 139 ־—
— сингулярная 260
— sgn t 25
— Эри 243 
Фурье задача 221
— преобразование 10 
 , линейность 11
— ряд 221

Элемент обобщенный 281

Ядра, зависящие от отношения аргу- 
ментов 61

Ядро вырожденное 90 
— однородное 63, 91

Уравнение интегральное на замкну- 
том контуре 238

— интегральное с искомой аналитиче- 
ской функцией 252

------ с комплексным сопряжением
252

-------с периодическим ядром 233
— интегро-дифференциальное раз- 

ностное 235
-------с ядром Коши 218
— колебаний пластинки 180
— Лапласа 193, 240
— линейное общего вида 150
— плавного перехода 136 
 союзное 148
— союзное 64
— с периодическим множителем 235, 

238
— с суммарным ядром 234
— с ядром Коши 64 
  полное 66
теплопроводности 197 ־—
— типа свертки в конечных преде- 

лах 201, 219
-----------в пределах [—1,00) 62
-----------в пространстве обобщенных

функций 272
—* — — интегро-дифференциальное 

79, 168
---------------  разностное 81
-----------одностороннее (Винера—

Хопфа) 55
---------------в классе {а, Ь} 132

--------------- , исключительные случаи
103

--------------- первого рода 103, 164
----------- парное 53
--------------- в классе {а, b} 126
--------------- , исключительные случаи

105
---------------  первого рода 106
----------- полное 68
-----------с двумя ядрами 49, 118
------------------------ парное 81
-----------с многочисленными множи-

телями 85
-----------с одним ядром 46, 134
-----------— — —, исключительный

случай 275
-----------со многими ядрами, крат-

ные 83
-----------с переменным верхним пре-

делом 58
------------------- нижним пределом 60
---------------  суммарными ядрами и

сопряжением 84
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