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Г Л А В А  VII

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, РАЗРЕШИМЫЕ 
В ЗАМКНУТОЙ ФОРМЕ

Точное решение интегральных уравнений требует, как пра- 
вило, применения бесконечных процессов (метод последователь- 
ных приближений, бесконечные системы линейных алгебраиче- 
ских уравнений и т«п.). Однако имеются отдельные типы инте- 
тральных уравнений, для которых удается получить решение, 
выражающееся через конечное число квадратур от заданных 
функций, или, как говорят, в замкнутой форме. Некоторые такие 
уравнения были решены в § 21. Они характеризуются тем, что 
их ядро является аналитической функцией основной переменной. 
Методом решения этих уравнений, как правило, служит анали- 
тическое продолжение в комплексную плоскость. Путем введе- 
ния вспомогательной аналитической функции и использования 
решения краевой задачи Римана удается получить их решение 
в замкнутой форме.

Примером применения указанного метода является данное 
в § 2 1  решение характеристического особого интегрального урав- 
нения с ядром Коши. Аналитическое продолжение в комплекс- 
ную плоскость там осуществляется интегралом типа Коши, для 
которого искомое решение уравнения служило плотностью. Фор- 
мулы Сохоцкого для предельных значений интеграла позволили 
свести уравнение к краевой задаче Римана. Аналогичный метод 
с надлежащими изменениями позволяет получить в замкнутой 
форме решения некоторых других типов уравнений. В §§ 51, 52 
будут рассмотрены особые интегральные уравнения с ядрами 
автоморфного типа, главная часть которых есть ядро типа 
Коши. Здесь используются аналоги формул Сохоцкого. В силу 
специфики интегрального представления возникающая здесь 
краевая задача Римана обладает той особенностью, что искомой 
функцией в ней является не произвольная аналитическая функ- 
ция, как это было ранее, а аналитическая функция специального 
класса, именно автоморфиая функция. Появляется потребность 
в изучении краевых задач в этом новом классе функций, в связи
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с чем приходится привлекать теорию самих автоморфных 
функций.

Возникшая теория краевых задач в классе автоморфных 
функций естественным образом расширялась и обобщалась. Вы־ 
яснилась ее тесная связь с краевыми задачами для областей, 
расположенных на римановых поверхностях. За последние пол- 
тора десятка лет теория таких краевых задач развилась в 6 0  ־
гатую, широко разветвленную, основывающуюся на сложном 
математическом аппарате самостоятельную дисциплину.

В этой главе рассматриваются также уравнения со степей- 
ными и логарифмическими ядрами. Последние являются инте- 
грируемыми функциями, поэтому по внешнему виду эти уравне- 
ния кажутся неособыми. Однако решающим здесь является то 
обстоятельство, что они являются уравнениями первого рода. 
Это относит их к классу уравнений, подчиняющихся теории Нё־ 
тер а.

Для решения обоих классов уравнений можно было бы ис- 
пользовать описанный выше способ аналитического продолжения 
в комплексную плоскость и сведения их с помощью аналогов 
формул Сохоцкого к краевой задаче Римана. Однако изучение 
вопроса показало, что для развития их теории, в особенности 
для исследования допустимых классов заданных и искомых 
функций, целесообразнее использовать их непосредственную 
связь с изученными в гл. III и VI уравнениями с ядром Коши.

§ 51. Уравнения с автоморфными ядрами 
с конечной группой*)

Для решения полного уравнения, которое будем записывать 
в виде

« (О Ф (<)+-7 $ ■*£־ ־ךך]  +  *(*, т )]ф (т)Л ־- т  (51.1)
L0

введем, аналогично тому, как это делалось для характеристиче- 
ского, функцию

Ф(2 ) =  Ш  $ |^ г Ь  +  * ( г־ т)]ф(тМт. (51.2)
и

Чтобы Ф(2 ) была однозначной аналитической функцией, не- 
обходимо, прежде всего, чтобы ядро K ( t , т) было однозначным 
аналитическим относительно переменной /. Это первое естествен־ 
ное ограничение для применимости метода. Допустим, что оно

*) Материал этого параграфа написан по работе Ф. Д. Г а х о в а  и 
Л. И. Ч и б р и к о в о й 1 ).
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выполнено. Существенное отличие функции, определяемой инте- 
тралом (51.2), от функции, определяемой интегралом типа Ко- 
ши, заключается в том, что первая, кроме линии L0, может иметь 
еще другие линии особенностей, являющиеся особыми линиями 
функции /С(<г, т), при условии, что переменная т пробегает кон- 
тур интегрирования L 0,  Чтобы указанный метод мог привести 
к цели, необходимо, чтобы для всех возможных линий разрыва 
функции (51.2) особое уравнение (51.1) дало возможность со- 
ставить краевые условия задачи Римана. Типы особых инте- 
тральных уравнений с ядром Коши, для которых дается в даль- 
нейшем решение в замкнутой форме, подбираются на основе 
высказанных здесь общих соображений. Основная их характе- 
ристика — автоморфность ядра.

Вопросы этого рода заставят нас выйти за пределы элемен- 
тов теории функций комплексного переменного и привлечь тео- 
рию автоморфных функций.

51.1. Некоторые сведения о конечных группах дробно-линей- 
ных преобразований и об автоморфных функциях. Пока приве- 
дем простейшие факты из теории автоморфных функций*).

Совокупность всех дробно-линейных подстановок образует 
группу. Эта группа, вообще говоря, бесконечная. Здесь будут 
рассмотрены лишь конечные группы дробно-линейных подста- 
новок.

Пусть даны подстановки со! (2 ), . . . ,  0 >т (2 ). Если образовать 
множество, содержащее данные подстановки, обратные к ним и 
построенные из них всеми возможными способами произведения, 
то это множество образует группу. Такая группа называется п о - 
р о ж д е н н о й  п о д с т а н о в к а м и  со! (2 ), . . . ,  сот (2 ), а сами эти подста- 
новки называются о с н о в н ы м и  п о д с т а н о в к а м и  г р у п п ы .  Группы, 
порожденные одной подстановкой, называются ц и к л и ч е с к и м и . 
Знание циклических групп важно потому, что каждая группа со- 
держит циклические подгруппы.

Выясним, каковы должны быть коэффициенты а, р, у , б под- 
становки

>51-3< < *> = ?־ + £ ׳״ ־

чтобы она порождала конечную циклическую группу. Предполо- 
жим, что определитель подстановки © 1  равен единице:

a6 - p Y= l .  (61.4)

Этого всегда можно добиться, разделив коэффициенты подста- 
новки на V« 6 “־ PY•

*) Подробности можно найти в книге [28] или в книге: В. В. Г о л у б е в ,  
Лекции по аналитической теории, М. — Л., Гостехиздат, 1950.
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Так как циклическая группа, порожденная подстановкой со;, 
будет содержать все ее последовательные итерации

© 2  =  а ! (а !) , © 3  =  ©! (а! (а ,)) , . . . ,

то, для того чтобы группа была конечной, необходимо и доста- 
точно, чтобы одна из этих итераций тождественно обращалась 
в г, например, чтобы

a n ( z )  =  z .

Выведем выражение для п -й итерации ©״ (г). Для этого вое- 
пользуемся следующим представлением для дробно-линейной 
функции ([28], стр. 24):

(51.5)в>1 (2) — 11 к  г — 11 
й>1 (2) — 12 г — 12 ’

где 1 1 , | 2  — неподвижные точки подстановки ©1 (2 ), а К  — число, 
не равное единице:

(51.6)а — УІ! 
а — YS2 ’К

которое при выполнении условия (51.4) удовлетворяет соотно- 
шению

/С +  -^ =  (а +  б) 2 —2. (51.7)

Из (51.5) получаем
<*>п (2) — 11 _  к п 2 — 11
®П (2) — 12 Л 2 — 12 *

откуда находим
, /-Х (#”52 — I!) 2 + (1 — К п ) 11
״ w —  (Ka - \ ) z  + U - K at

Из полученного выражения следует, что а п (2 ) =  2  тогда и 
только тогда, когда К п  =  1 , т. е. когда

2nlk
К * = е  1 , 2 = £ ) ״  ............. п - 1 ) .

Подставляя значение К  в (51.7), получим
2я ik 2 nik

(а +  б)г —2  =  е ״ - f e  2 = cos״ 
откуда

(а +  б) 2 =  4 cos2 -קך
и, еле довательно,

а +  б =  ±  2  cos —П (£ =  1 , 2 , п - 1 ). (61.8)
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Последняя формула используется далее. Равенства (51.4) и
(51.8) являются необходимыми и достаточными условиями для 
того, чтобы циклическая группа, порожденная подстановкой
(51.3), была п־членной.

Рассмотрим в качестве примеров случаи, когда п = 2 и п = 3. 

1 ) / 1  =  2 , k = U  cos- ^  =  cos ־!־ =  ().

Условие (51.8) дает 6  =  —а, и подстановка
а г  +  р 
у г  —  а

(0 (2)

при — a2 — Ру =  1 является общим видом подстановки, которая 
совпадает со своей обратной: со [ш (2 )] =  2 .

2) /1 =  3, &=1,2; cos -2־ =  ў ,  cos־y = ־  — у .
Условия (51.8) имеют вид а +  6 = ± 1 ,  и получаем два двух- 
параметрических семейства подстановок:

“>(*)= YZ+ | j 'a ־ < ־ ״ ) ־ ״1־ ( Py — 1,

<*>(г) =  Y2al | ! a , о(1+а) +  ру =  — 1,
удовлетворяющих условию с0 3 (2 ) =  г.

Дадим теперь определение автоморфных функций и устано- 
вим некоторые их свойства. Функции, инвариантные по отноше- 
нию к некоторой группе дробно-линейных подстановок, назы- 
ваются а в т о м о р ф н ы м и  ф у н к ц и я м и .

Рациональные автоморфные функции образуют единственный 
класс однозначных функций, автоморфных по отношению к ко- 
нечным группам.

Точки или фигуры, получаемые одна из другой при помощи 
подстановок группы, называются э к в и в а л е н т н ы м и .  Автоморф- 
ная функция принимает в эквивалентных точках одни и те же 
значения. Область, которая не содержит двух различных экви- 
валентных между собой точек, но которая содержит точки, 
эквивалентные любой точке плоскости относительно рассма- 
триваемой группы, называется ф у н д а м е н т а л ь н о й  о б л а с т ь ю  г р у п -  

п ы  (соответственно ф у н д а м е н т а л ь н о й  о б л а с т ь ю  а в т о м о р ф н о й  

ф у н к ц и и ) .

Если некоторая группа не содержит целых линейных подста- 
новок и

fi>ft(2) =  â z X \ l  (*  =  1 . 2 , • • • , ׳ ״ )
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— основные подстановки группы, то фундаментальной областью 
является внешность так называемых изометрических окружно- 
стей основных подстановок, уравнения которых

I Y *2 +  6 f t | = l .

Автоморфные функции имеют в фундаментальной области оди- 
наковое число нулей и полюсов и вообще любое свое значение 
принимают одинаковое число раз. Из этого свойства следует, 
что если автоморфная функция в фундаментальной области не 
имеет полюса, то она тождественно равна постоянной.

Особую роль в теории автоморфных функций играет так на- 
зываемая о с н о в н а я  ф у н к ц и я  г р у п п ы .  Это автоморфная функция

(51-9>
ft- О я

(где а  — любое фиксированное число), принимающая в каждой 
фундаментальной области любое свое значение один раз.

Если функция

/Ч г ) = Е  ©*(*) (5U0)
fe- 1

не вырождается тождественно в постоянную, то она является 
основной автоморфной функцией, имеющей полюс в бесконечно 
удаленной точке.

В дальнейшем понадобится автоморфная функция, имеющая 
полюс некоторого порядка и в бесконечности. Через функцию
(51.10) она выражается простым многочленом P X ( F ) .  Если же 

F ( z )  имеет полюс в конечной точке, то она может быть пред- 
ставлена в виде

(51.11)P*(F)
[F (г) -  F  (г״ )]* ’

где г» — бесконечно удаленная или любая эквивалентная ей 
точка.

51.2. Приведение одного полного особого интегрального 
уравнения к краевой задаче. Пусть L 0  — некоторая гладкая кри- 
вая, которую в дальнейшем для простоты будем считать замк• 
нутой, и

0(1© ״ - • • • , ,0(1© *, = 0(0©

— дробно-линейные функции, составляющие группу.
Рассмотрим уравнение

(׳)«(׳>״ +  -Tg1 j  Е ז35[( יי ז)  = ^ ־ ך ) dT ” ■/ W. (51.12)
Lo k- 0
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где a ( t ) ,  b ( t ) ,  f { t )— заданные функции, удовлетворяющие ус- 
ловию Гёльдера, причем a 2 { t ) — b 2 ( t ) =  1.

Введем функцию

ф <г>— 5 5 13•51> ~ ]0־ ז - » , ־ \1 > )
L 0 k  =■ 0

удовлетворяющую условию ф ( оо)=  0. Она будет аналитична 
всюду, кром,е кривой L 0 и кривых L k ,  уравнения которых
т — ©л(г) =  0  или г =  со1 ־ (т), т s l 0 (ft =  1 , 2 ........ 1 — מ ).

Рассмотрим поведение Ф(2 ) на линиях L k .  Когда 2  Пересе- 
кает кривую L 0 ,  a > , ^ l ( z )  пересекает кривую L k .  Подставив 
в (51.13) © 1̂ (г) вместо z ,  заметим, что все слагаемые в сумме 
изменяются непрерывно, кроме (ft +  1 )  го, которое обращается־
в интеграл типа Коши с линией скачков L 0 . Предположим, что 
все функции ©̂ 1 переводят кривую L (z)־ 0 в кривые L h  с сохра- 
нением направления и все кривые L k  либо не имеют общих 
точек, либо пересекаются в конечном числе их. Тогда легко ви- 
деть, что для всякой точки кривых L k ,  не совпадающей с точ- 
ками самопересечения, при 2 - x o j 1 ( t )  е  L k  ( t  е  L0) будет спра- 
ведливо равенство

Ф *  [©*Г ׳ )0[ = ± 4־  Ф (0  +

г п ~ ^

2я< ^  [  х ־  ־  Ф1 [® Г 1 ( 0 ]  т  -  <0! (0 0 ) ]  ^  ^  ^ Т■

В силу того, что (0 й (2 ) образуют группу, сумма, стоящая в пра-
вой части последнего равенства, лишь порядком слагаемых от- 

/1-1

личается от суммы ]Г Г _  ' { t )  -  ■ ' Поэтому на
f e 0 ״  ft J

контурах L k  будут справедливы формулы, аналогичные форму- 
лам Сохоцкого:

ф (0 - ф *  [® 0 1 » ׳־,״>] ( נ - ® ז ־ '

(51.14)
Г׳в fe—о

=  ф + [ т 1 (/)] +  ф ־  [©й01) ‘־  (ft =  о, 1..........П  - 1).

Вставляя последние выражения в интегральное уравнение
(51.12), получим, что функция Ф(2 ) будет удовлетворять
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краевым условиям
־/ (О

в (0 +  Н 0  ’
ф [©ft 1 (/)] 4 a־ ( t )  —  b  ( t )  

a ( t )  +  b  ( t )O + [c0ft_1 ( /) ]  =

которые можно еще переписать в виде
Ф + { і )  =  0 [ ф к ( і ) ] ф - ( і )  +  д М ) ]  (* « . ־ . . . ,0 ־1, ״ О, (51.15) 
где введены обычные обозначения

if\ Д (0  ̂(0 ך/  r t ( t \_______ /  (0____ /к , |д \
G V '  a ( t )  +  b ( t ) ’ 8 ( t )  a ( t )  +  b ( t ) •  (51.16)

По характеру краевых условий задача напоминает известную 
краевую задачу Римана. Но во избежание ошибок нужно под- 
черкнуть, что она не я в л я е т с я  задачей Римана в чистом 
виде. Различие заключается в том, что ищется функция, и м е ю -  

щ а я  о п р е д е л е н н о е  а н а л и т и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  (51.13). По- 
этому при решении задачи необходимо заботиться о том, чтобы 
наряду с удовлетворением краевым условиям на линиях L h  

функция имела заданный аналитический характер.
Исследуем подробнее функцию Ф(2 ). Подставляя в равен- 

ство (51.13) ©;(2 ) вместо г и учитывая, что ©,(2 ) образуют 
группу, получим, что Ф (2 ) будет удовлетворять условию

Ф[©,(2 )] =  Ф(2 ), (51.17)

т. е. остается инвариантной при подстановках группы.
Следовательно, искомая функция Ф(г) есть а в т о м о р ф н а я  

ф у н к ц и я  с  з а д а н н о й  г р у п п о й  ©0 ( 2 ) ,  ©1 (2 ), . . . ,  ©п_!(2 ) п о д с т а -  

н о в о к .

Таким образом, заданное особое уравнение (51.12) сводится 
к краевой задаче, в которой требуется определить автоморфную 
кусочно аналитическую функцию Ф(2 ), имеющую п  линий раз- 
рыва L h ,  на которых ее предельные значения удовлетворяют 
краевым условиям (51.15) и дополнительному условию Ф(оо) =
S3 0 .

Заметим, что краевые условия (51.15) для кривых L \ ,  . . .
. . . ,  L n - 1 можно было бы получить из краевого условия для кри- 
вой L 0 при помощи соотношения (51.17).

Рассуждениями, аналогичными проведенным в п. 21.1, можно 
доказать, что решение полученной краевой задачи равносильно 
решению исходного уравнения (51.12).

За ме ч а ние .  Если в преобразованиях группы имеются та- 
кие, которые отображают кривую L 0  с изменением направления, 
то рассуждения нужно немного изменить.

Пусть преобразования группы о^ 1 ( ж ) , © £ 1 (2 ), . . .  отобра- 
жают контур 1 0 с изменением направления. Тогда для кривых
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L k j  ( / = 1 , 2 ,  . . . )  функции Ф+ (2 ), Ф (2 ) меняются местами и 
краевое условие (51.15) должно быть заменено на

на L)51.15(׳ k j
/ [ ״ *, Щ

( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

51.3. Решение краевой задачи. Перейдем к решению краевой 
задачи (51.15), к которой сведено решение особого уравнения
(51.12). Контур L  =  L 0 +  L 1 +  . . .  +  Ln_!, на котором задано 
краевое условие, будет, вообще говоря, самопересекающимся. 
Для решения краевой задачи воспользуемся методом § 44. Как 
было условлено, будем считать, что контур L 0  замкнут. Тогда и 
все контуры Lfc, эквивалентные L 0 , будут тоже замкнутыми.

Как установлено в п. 44.3, каноническую функцию Х(2 ) для 
совокупности контуров L 0 ,  L i t  . . . ,  можно построить как 
произведение канонических функций Х0 (2 ), Х!(г), . . . ,  Хп- 1 (2 ) 
для каждого из этих контуров в отдельности. Однако в данном 
случае нет надобности строить каноническую функцию для каж- 
дого контура L k ,  так как если Хо(2 ) есть каноническая функция 
для контура L0 :

X0+(/) = G(/)X0־(/),
то, заменяя в этом равенстве / е  L 0  на m ( t ) ,  t  е  L k , получим 

X t  [a*(Q] =  G  [со*(/)] Хо־ К  (/)] (Л =  0, 1........ п  -  1). (51.18)
Отсюда следует, что X k  (2 ) =  Х0 [а^(г)].

Таким образом, канонические функции краевой задачи для 
контуров L k ,  эквивалентных контуру L 0 , являются функциями, 
эквивалентными канонической функции Хо(2 ) для основного кон* 
тура L 0 .

На основании п. 44.2
Х0 (2 ) =  ( 2  — /о)- * ег°(2',

где ^0 — некоторая точка контура L0 , отличная от точек Пересе- 
чения, к индекс функции G ־—  ( t ) ,

(51.19)dr.In G (т) 
т — гГо(*) =

Следовательно, каноническая функция для всего контура L  

представится в виде
п - 1

п - 1 п -  1 2  Г0 [<»£ (2 )]

х  (г) =  п  Хо [(Oft (2 )] =  П  [c0 ft (2 ) - ־[0/  ие*51.2 0 ־° . ( )
fe—0 fe-0
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Она отлична от нуля всюду, кроме, может быть, бесконечно уда- 
ленной точки и точек, ей эквивалентных, где она имеет порядок 
х и инвариантна относительно всех подстановок группы

Х(г) =  Х[щ(2)} ( 6  =  1,2, п - 1 ). (51.21)

Найдем теперь общее решение однородной задачи 
ф+ ( t )  =  G  [ щ  (01 ф t ,־ (0 ^ L k  ( k  =  0 , 1........ п  -  1), (51.22)
удовлетворяющее условию Ф(оо) =  0 .

Внося в краевое условие выражение для G [©*(/)] из равен- 
ства

Х+ (/) =  G  [со* (/)] Х~ ( t ) ,

( 6  =  0 , 1 , п -  1 ).t  ^  Ь ь
Ф~ (<) 
Х 0 ) ־  *

получим
ф + (Ох+ (0

анали-Ф (г)  
X (z)Последние равенства показывают, что функция

тична во всей плоскости, кроме бесконечно удаленной точки и 
точек, ей эквивалентных, где она может иметь полюсы порядка 
х — 1. Кроме того, из (51.17) и (51.21) следует, что эта функ- 
ция остается инвариантной относительно всех подстановок со л (2 ) 
группы. Следовательно, она есть рациональная автоморфная 
функция, имеющая в фундаментальной области полюс порядка 
к — 1 *), а такая функция имеет вид (см. формулу (51.11))

Ф (г) __ Р и_ , (F)
Х( г )  [F (г) -  F ( 0 1 я ־1 ׳

где F ( z )  — основная функция группы (51.9), Рк_! — произволь- 
ный многочлен степени не выше х — 1 , а 2 «, означает бесконечно 
удаленную или одну из эквивалентных ей точек.

Таким образом, в случае положительного индекса х >  0 од- 
нородная задача (51.22) имеет х линейно независимых решений, 
определяемых формулой

(51.23)Р * ~ 1 (Л
IF (г) -  F ( г Л ״1 ־

Ф ( 2 ) =  Х ( 2 )

При х ^  0 однородная задача решений не имеет.

*) В этом рассуждении сказывается отличие решаемой задачи от обык- 
новенной краевой задачи Римана. Если бы мы решали последнюю задачу, 
не учитывая равенства (51.13) и вытекающего из него равенства (51.17), то, 
применяя, как обычно, обобщенную теорему Лиувилля, получили бы, что от־

Ф (г )  / 1 4есть многочлен степени п ( х — 1 ).ношение
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Если в качестве основной автоморфной функции можно взять 
функцию (51.10), то решение принимает более простой вид:

0(z) =  X(z)Px- l (F). (51.24)
Переходим теперь к решению неоднородной задачи (51.15) 

Обычным многократно применявшимся приемом приводим крае 
вое условие к виду

( k  =  0 ,  1 , . . . ,  п —  1 ,ז.( _ «)]в К ־(/)Ф+ (*) Ф f S L b ------------—------------------------—
’ (<)+Х ־ ( / )Х + (<) X

Это есть задача определения аналитической (в рассматриваемом 
случае, кроме того, автоморфной) функции по ее скачку. Ис- 
пользуя формулы (51.14), непосредственной проверкой легко 
убедиться, что кусочно аналитическая функция

(51.25)g (т) dx 
Х+ (т) х — <лк (г)

Ч׳ (г) =

остается инвариантной относительно всех преобразований труп- 
пы и удовлетворяет последнему краевому условию. Следова- 
тельно, функция

является частным решением неоднородной задачи (51.15). При- 
бавляя сюда общее решение однородной задачи, получим общее 
решение неоднородной задачи (51.15):

Ф(г)= х ( г) { у (г) +  }■ *6 י26',

где X(z)— каноническое решение, определяемое формулой
(51.20), а Ч^г) выражается формулой (51.25).

При х <  0 нужно положить Р* - 1 =  0 и, кроме того, потребо- 
вать, чтобы 1F(z) на бесконечности обращалось в нуль (—х +  1 )* 
го порядка. Разложение последней в окрестности бесконечно 
удаленной точки будет иметь вид

d x  \ z ~ l .
1(т)в(т)

Х+ (т)

, 1-оо Г / г .

i ! [ z *—י ׳ »
- /1 Lfe-0  ц

Приравнивая нулю коэффициенты при г ~ }  ( / =1,  2 , . . . ,  —х), 
получим условия разрешимости задачи

У - 1.2........ - х ) .  (51.27)У *  <й̂  (т) © £ - 1  (т) d x  =  0  

* -0

г ( т )
Х+ (т)5
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Таким образом, так же как и в случае обыкновенной задачи 
Римана, мы имеем следующие результаты:

Однородная краевая задача (51.22) при х > 0  имеет х ли- 
нейно независимых решений, исчезающих на бесконечности, при 
х <  0 неразрешима.

Неоднородная краевая задача (51.15) при х ^ О  безусловно 
разрешима. При х <  0 она разрешима лишь при выполнении 
—х условий (51.27).

51.4. Решение интегрального уравнения. Из решения (51.26) 
краевой задачи (51.15) по формуле Сохоцкого

ф(/) =  ф+ (51.28)

найдем решение исходного интегрального уравнения (51.12). 
Рассуждая совершенно так же, как в пп. 21.2 и 47.2, придем 
к равенству

ф (0  =  j [ 1 + g־ 7 7 ) ] s W  +

Г* }*
Р 4 - . (F)

+  x + W [ I 4 } [ 4 ־ ־ f ( 0 ־ i2 [F (/) — F (Zoo)]

Вставляя сюда значения X(0> ^ ( 0  из формул (51.20),
(51.25) и G(t), g{t) из формул (51.16) и учитывая наложенное 
условие a2(t)— b2(t) =  1, получим

dxf(x)____________
Z ( x )  t  —

П — 1 p

( p ( 0 =־ a ( 0 f ( 0 - M 0 Z ( / ) 2 i S
ft-0  to

(51.29)Р4-. (F)
X — 1 »IF ( t ) - F  (2J J

+  b (t) Z(/)
где
Z (t) =  [a (0 +  b (t)] X+ (0 =  [a (0 -  b (<)] X (t) =

(51.30)
» - !  Г0 [0)ft (()]

=  П  [<0k(t) — to]־ *ek~°
k - 0

״  tA I f  In О (г) . r  /Л g ( t ) - b  (t)
r 0 ( 0 =  ~2ni )  x - t  d x > G( f ) ~  a(t )  +  b ( t ) '

Если x ^ 0 ,  то нужно положить p0=  1- причем при x ,״ < 0  
для разрешимости уравнения должны выполняться условия

=  1,2, . . . ,  — х). (51.31)$Ге®и тх 1(т) 1 щ־ ־ ^ т = = 0
LoLfe0״  J
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Таким образом, для интегрального уравнения придем к ре- 
зультатам, аналогичным тем, которые были получены в преды- 
дущем пункте для соответствующей краевой задачи.

51.5. Пример. Решим особое интегральное уравнение

! ( , « > + ׳־ ״ + ׳ - ״ ) ц = £  5 ( - г ! -7 + _ 1 т 7 ) . ״) л .
1т 1 -1

=  t ~ p f (t) (0 <  а  <  2, р — целое).

Вводим кусочно аналитическую, автоморфную по отношению к группе 
©о (2) =  2, (0! (2) =  а — 2, функцию

ф ( г ) = 2У  S ( т Ь + ' т +  г - а ) » ^ •
I 1—| ז׳

Она имеет две линии разрыва: единичную окружность L0 и окружность 
L \1 | х — сх | =  1, получающуюся из L0 при помощи преобразования <0! (2) =  
=  а — 2.

Краевые условия на контуре L =  L0 +  Lx имеют вид

Ф+ (0  =  t2p ф -  (t) +  /  (0  на L0,

Ф + (<) =  ( а - 0 2р Ф~( t )  +  f ( a - t )  на Lu
Канонические функции для простых составляющих контуров опреде• 

ляются выражениями

Х + ( г )  =  1 , Х ״2׳׳ ־ ( « ) ־ « ־ , Х + ( * ) - ! ,  Х р  (г) ־=  (а  — г )~ 2р.

Дальнейшие рассуждения являются иллюстрацией не только для изло- 
женного в настоящем параграфе метода, но и вообще для решения краевых 
задач в случае пересекающихся контуров. Из-за перекрывания областей, огра- 
ниченных простыми составляющими контурами, задачи эти представляют 
своеобразные трудности; поэтому мы изложим решение с большими подроб- 
ностями, чем это делали обычно.

Каждая из кривых Lk делит плоскость на две дополнительные области 
D־£,  Dfr (k =  0y 1). Весь контур L делит плоскость на четыре связные области, 
которые удобно обозначать как произведения тех простых областей, пересе- 
чением которых они получены (рис. 18).

В каждой из этих областей на основании формулы Х (2) =  П  х *(г)
о

каноническая функция будет задаваться выражениями

х + х +  =  1 В

X + X f  =  (а  -  г ) ־2׳׳ В ע ק פ0+׳
+г־2׳’ = Х0־Х־ в D0D+,

Х0־ Х Г =־ г ־2 р ( а - г Г ׳׳2 в Dq פ , •

Ф(г) имеет в бесконечно удаленной точке порядок 2, X (2) — порядок 4р. 
Ф (2 )

Отношение имеет порядок (4р — 2). Учитывая, что бесконечно уда*
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ленная точка является неподвижной точкой группы и принадлежит, следова- 
тельно, обеим фундаментальным областям (последние суть полуплоскости, 
ограниченные прямой, проходящей через точку г  =  а /2), порядок этот нужно 
разделить на два.

За основную автоморфную функцию группы возьмем функцию
1

а — г  z  (а — 2 = (г)7/״ ( 4 4 ־

имеющую простой полюс в начале координат *).
Общее решение однородной задачи при р 0 < будет иметь вид נ

с2р—1
... +

[F (г) -  F (со)]2 1 ׳ ׳ ־  С° י י  F (г) ^ י * *  ׳ י  F2”1־  (г) ’

Общее решение краевой задачи запишется так:

ф М " Т ?  5 + — 4 г 1 ־ л + * +2т  X (г) Lx  — г х  — а  +  г А

+  с ,2 (а — 2) +  . . .  + с ар- ; 22 1 ׳ ׳ ־ ( а  — г)2 1 ׳ ׳ ־

(здесь постоянные Сиa fc заменены на са).
При вычислении интеграла нужно помнить, что для Х+(т) на различных 

участках кривой L берутся различные выражения (1 на Lq и (а  — т ) “ 2/> на

Ф ד*  •

Р г р - х  (F)

*) Простейшая функция г +  0 (г) не может быть использована, потому 
что она обращается в постоянную.

**) Может показаться, что имеем интеграл с разрывной плотностью. На 
самом деле это не так. Если внести Х (г) внутрь интеграла и рассматривать

плотность ~  f (זד), то, как легко видеть, она будет вести себя при

Lq как непрерывная функция.
х+ (х)

переходе через концы участков Lq
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dTt2т — а
2ш* J Х + (т) т2 — г2 — а (т — г)L0

Если р ^  0, решение будет иметь вид

ф(г) = Ш - [  f M
“ •״ ג

причем в случае /? <  О должны выполняться согласно общей теории —2/7 
условий разрешимости. Последние можно получить путем разложения Ф(г)

в ряд по степеням F (г) • z  (а — 2) *
Легко проверить справедливость равенств

E v ״ (*>•
(т) F (г) F' (т) гітФ(г)— . J L C J 4

2ш' J  Х +2ш• tJ Х + (т) F(x) F ( x ) - F ( z )  f a

e . ------- ' - \ j p - r £ L dx.
1 2ni ג   Х + (т) F/+ 1 (t)Lq

Для разрешимости задачи необходимо и достаточно, чтобы

t  2) #־ ך7 г - а )  [г ( а - т ) ] 2-  . . . .  ,1 .2  =  /) 0 ^ ׳1־ ־ р ).
Ь Х (Т)

Используем решение краевой задачи для решения исходного интегрального 
уравнения. Имеем

z (t) =  [а (/) + Ь (<)] х+ (0 = t - P X + (t).

Общее решение интегрального уравнения можно представить в виде 

ф(0 =  у ( < 1 ־2׳׳ +  ) П 0 -

{ t ~ 2p — 1) X ־1־  (t) f f (т) 2т — a  jT
2я / , 3 Х + (т) т2 — /2 — а (т — /)1x1-1

+  у  ( Г 2Р -  1) Х+ (0  [со +  с ,/ (о -  /) +  • - • +  С г р - ^ Р - 1 (а -  ^ ׳1 ׳ ־ Ь

При р <  0 для разрешимости уравнения должны выполняться —2р ус- 
ловий

 ̂ (2т — а) [т (а — т)]^- 1  йт =  0 ( / = 1 ,2 ......... — 2р).
J X (т)I т 1—1

51.6. Случай, когда вспомогательная аналитическая функция 
не обращается на бесконечности в нуль*). В ядрах рассмотрен- 
ных интегральных уравнений брались дополнительные члены
вида ------ Ц —г• Благодаря этому вводимые вспомогательныет — <йк (00)
функции Ф(г), так же как и интегралы типа Коши, обладали

*) Исследования этого пункта изложены по работе И. А. П а р а д о к с 0־ 
в о й  3).
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свойством ф(оо) =  0. Это позволяло на основе обобщенной тео- 
ремы Лиувилля выписать общее решение, в котором все слагав- 
мые многочлена Р*-!(/7) представляют собой линейно независи- 
мые решения однородного уравнения. Если указанные дополни- 
тельные члены исключить из ядра, то появляются осложнения 
с выделением действительно линейно независимых решений. Рас- 
смотрим коротко этот случай.

Итак, пусть интегральное уравнение имеет вид
г п~1

в(*)фЮ + J 2 ־Г־־־   Т_ І  (7)~ Ф(т)dx = (׳61.12) .(/) / 
L  fc-0 к

Соответствующая вспомогательная аналитическая функция за- 
пишется в форме

№1.13(׳
L  ft-0 *

Здесь приходится различать два существенно различных 
случая.

Г. П о д с т а н о в к и  г р у п п ы  ц е л ы е .  В этом случае, как 
вытекает из свойств автоморфных функций, функция Ф(2) имеет 
в бесконечно удаленной точке один простой нуль в каждой фун- 
даментальной области. Отсюда легко получить*), что формула
(51.23) и в данном случае дает общее решение, содержащее х 
линейно независимых решений.

2°. П о д с т а н о в к и  г р у п п ы  д р о б н ы е .  В этом случае
п —1 п —1

2  Щ (2) const и F (z) — Yj <£>k(z) можно принять за основ-ft-0 ft-о
ную функцию группы.

При разложении Ф(2) в ряд в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки свободный член этого разложения будет зада- 
ваться следующим образом:

• י י ״‘י
/г- 0  L Л

Если последний интеграл при подстановке в него общего ре- 
шения интегрального уравнения тождественно обращается 
в нуль при произвольных значениях входящих сюда параметров, 
то рассматриваемый случай ничем не будет отличаться от рас- 
смотренного выше и общее решение снова будет даваться фор- 
мулой (51.23).

*) Здесь нужно учесть, что бесконечно удаленная точка есть неподвиж 
ная точка группы (см. рассуждения при решении примера 51.5).
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Предположим теперь, что интеграл (51.32) не обращается 
тождественно в нуль. Тогда ф ( о о )  Ф  0  и в решении краевой за* 
дачи и интегрального уравнения многочлен Рк- 1 нужно заме- 
нить на Рх. Таким образом, в общее решение будет входить 
к +  1 параметров. Однако не все они будут независимыми. Me- 
жду ними, оказывается, существует линейное соотношение. Пе- 
рейдем к его выводу.

Сохраняя прежние обозначения, выпишем для рассматривае- 
мого случая решение краевой задачи и особого интегрального 
уравнения

ф (2) ־  X (2) [У (;г) +  Рх (F)], (51.33)

י <׳> - ״ ״ > > w י ׳>«  ־ >z ׳)  ) E  - s  \ Щ  +

+  b(t)Z(t)Px (F). (51.34)

Для получения искомого линейного соотношения подсчитаем 
значение Ф ( о о )  двумя способами. Один раз из решения (51.33) 
краевой задачи, другой раз из самого определения Ф(г) (фор- 
мула (51.32)), подставляя в последнее q>(f) из решения (51.34) 
особого уравнения.

Учитывая, что каноническая функция имеет на бесконечности

нуль порядка х, a F* =  £2 +  £  <Mz)J —полюс такого же по-
рядка, и обозначая сх коэффициенты многочлена Рх, из (51.33) 
найдем

Ф (00) =  lim [X (2) cxF* (2)] =  аох, (51.35)

а =  Нт [2ХХ (2)].
где

Сравнивая (51.32) и (51.35), получим равенство
л -1

״  Г ____L V  Г Ь ( т ) Ц т ) Р * ( х )  ^_1
С* а  2я/ Ъ  J т - а . ( с о )  “ т —L fe-0i * J

1 г Еfc-0 L  R L

]b(x)Z(x)Px. l (F)\.  (51.36)dT\b ( T ) Z ( T )  у  f  / ( t , ) ______________

ш’ к і г ы  ^ ־“/(ז)נ
Если коэффициент при сх не обращается в нуль, то послед- 

нее соотношение позволяет выразить параметр сх через осталь­
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ные. Вставляя найденное отсюда значение сх в формулу (51.34), 
получим общее решение, содержащее х линейно независимых 
параметров.

Пусть теперь коэффициент при сх равен нулю. Докажем, что 
соотношение (51.36) не может удовлетворяться тождественно и 
что, следовательно, один из параметров Со, си . . . ,  сх_{ можно 
выразить через остальные. В самом деле, при сделанном пред- 
положении равенство (51.36) может быть записано в виде

dT =  0.ф(т)
т —(0̂ (00)

*-0L

Если допустить, что последнее равенство удовлетворяется 
тождественно, то это будет означать, что Ф ( о о ) =  0, что проти- 
воречит первоначальному предположению. Таким образом, во 
всех случаях общее решение содержит х линейно независимых 
параметров.

51.7. Дополнительные замечания. Нами рассмотрен здесь лишь один про- 
стейший тип полного особого интегрального уравнения, разрешаемого в за- 
минутой форме. В работе Ф. Д. Г а х о в а  и Л. И. Ч и б р и к о в о й  1) дано 
решение еще ряда других типов, поддающихся решению аналогичными мето- 
дами. Уравнения эти можно разделить на две группы: первая — уравнения, 
решаемые, так же как и в п. 51.4 (см. задачу 6 в конце главы), с помощью 
автоморфных функций; вторая — уравнения, решение которых производится 
с помощью более сложных функций, именно функций, приобретающих при 
преобразовании группы некоторые множители. К последней группе принад- 
лежат известные уравнения, использованные Т р и к о м и [26] и А. В. Б и- 
ц а д з е  1 ) при решении краевых задач для уравнений смешанного типа (см. 
задачи 8 и 9).

Читателю, желающему подробнее ознакомиться с вопросом, можно обра- 
титься к упомянутой вышф работе Ф. Д. Гахова и Л. И. Чибриковой. Однако 
следует предупредить, что в этой работе имеется одна существенная неточ-
ность. Ядра интегральных уравнений берутся там без членов — ^ >

и поэтому соответствующие автоморфные функции, вообще говоря, не обра- 
щаются на бесконечности в нуль. Изложенное в предыдущем пункте иссле- 
дование зависимости между х +  1 входящими в общее решение параметрами 
там не проведено. Поэтому число линейно независимых решений, указанное 
в этой статье, на единицу больше действительного их количества.

Сделаем еще два замечания.
1°. Если L0 — разомкнутая кривая, то и все эквивалентные кривые L* 

будут тоже разомкнутыми. Здесь возникают обычные вопросы о классах ре- 
шений. Если концы кривых Lk не совпадают между собой, то вопрос о допу- 
стимых классах решается совершенно так же, как и в случае характеристи- 
ческого уравнения, заданного на сложном контуре (п. 44 3) Если же концы 
совпадают, то особенности могут налегать друг на друга и решение, построен- 
ное для каждой простой составляющей кривой в классе интегрируемых функ- 
ций, может оказаться неинтегрируемым. Поэтому в этом случае требуется 
дополнительное исследование (см. п. 44.4).

2°. Чтобы не усложнять дело, мы считали контур L0i на котором задано 
уравнение, простым. Не представит осложнений случай, когда Lq есть
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совокупность замкнутых и разомкнутых кривых, имеющих конечное число 
точек пересечения.

Об обобщениях на случай бесконечных групп мы скажем в следующем 
параграфе.

§ 52. Уравнения с автоморфными ядрами 
с бесконечной группой*)

Естественно сделать попытку обобщить постановку задачи на 
случай бесконечной группы. Как показывает исследование, было 
бы затруднительным сделать это обобщение, исходя из преды- 
дущих формул, путем перехода к пределу. Проще для случая 
бесконечной группы формулировать задачу заново так, чтобы 
случай, рассмотренный ранее, входил как частный. Начнем с по- 
становки краевой задачи. Для простоты ограничимся случаем 
замкнутого контура.

52.1. Краевая задача Римана. Пусть D — одна из областей, 
целиком состоящая из обыкновенных точек некоторой функцио- 
нальной группы дробно-линейных преобразований:

© о ( г )  =  2 ,  0 , ( 2 ) ,  0 2 (2 ) ...............

и пусть L0 есть некоторая гладкая замкнутая кривая, целиком 
расположенная в области D. Обозначим Lh (k =  1, 2, . . . )  кри- 
вые, эквивалентные L0, т. е. кривые, в которые переходит кри- 
вая L0 при преобразованиях группы. Будем считать, что кри- 
вые Lk не налегают друг на друга, хотя и могут пересекаться.

Назовем функцию Ф(2), определенную в D, кусочно анали- 
тической автоморфной функцией, если она обладает следую- 
щими свойствами:

1. Автоморфна относительно подстановок группы:
Ф [о* (2 )] =  Ф (г).

2. Аналитична во всех точках области D, кроме точек кон• 
тура L =  Lo +  Li -f  • • •

3. Непрерывно продолжима на каждую точку контура L, за 
исключением точек самопересечения, вблизи которых она огра- 
ничена.

Задача Римана состоит теперь в том, чтобы найти кусочно 
аналитическую автоморфную функцию Ф(2), удовлетворяющую 
на кривой L0 краевому условию

Ф+ (0 =  G (t) Ф- (/) +  g  (t), (62.1)

где G(t), g( t )— заданные на L0 функции, удовлетворяющие ус- 
ловию Гельдера, причем 0 ( і ) ф  0.

*) Содержание этого параграфа взято из работы Л. И. Ч и б р и к о- 
вой 2).
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Кривые Lk для функции Ф(2) будут также линиями разрыва. 
Аналогично тому, как это делалось в § 51, легко было бы со- 
ставить для них краевые условия. Однако в этом нет необходи* 
мости, так как решение, которое далее получим, учитывая крае- 
вое условие (52.1) и автоморфность искомой функции, будет ав- 
томатически удовлетворять краевым условиям на всем кои־ 
туре L

Приступим к решению сформулированной задачи. В его ос- 
нове, как и в обыкновенном случае (§ 14), лежит задача о скачке

Ф+ (і ) -Ф~( і )  =  д(і). (52.2)

Обыкновенный интеграл типа Коши не даст ее решения, так как 
не будет соблюдено требование автоморфности. Построим ана- 
лог интеграла типа Коши для автоморфных функций.

Пусть F{z) — основная автоморфная функция группы, имею- 
щая в фундаментальной области R полюс (простой) г0, и g(t) — 
заданная на контуре L0 функция, удовлетворяющая условию 
Гёльдера. Построим интеграл

Ф  №  ~  2яГ 5 8  F(x) — F (z) d x - (5 2 •3 )
и

Он определяет кусочно аналитическую автоморфную функцию, 
имеющую линию разрыва L0 и обращающуюся в точке г0 
(а также и во всех эквивалентных ей точках) в нуль. Ядро ин- 
теграла может быть представлено в виде

^ ( т ) _____ L _  +  Q (T г )
F (т) -  F (2 ) x - z  ' “  ' Т> Z)>

где Q — непрерывная на L0 функция. Отсюда легко вытекает, 
что для предельных значений Ф(г) на L0 будут справедливы 
формулы, аналогичные формулам Сохоцкого (4.9), (4.10):

- Ф ־  (t) =  g( t ) ,

+  Ф ~ ( ' ) =  ? S « ז> > f W - F i t )  <52' 4>

ф  + ( 0

Следовательно, интеграл (52.3) дает решение задачи о скачке
(52.2) в классе кусочно аналитических автоморфных функций, 
обращающихся в точке z0 в нуль. Решение задачи с нулевым 
скачком и нулем в точке 20 будет в силу теоремы об аналитиче- 
ском продолжении и свойств автоморфных функций тождествен- 
ным нулем. Отсюда следует, что решение (52.3) в рассматри- 
ваемом классе будет единственным.
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Канонической функцией Х(2) задачи (52.1) назовем авто- 
морфную функцию, удовлетворяющую однородному краевому 
условию

Х+ (t) =  G (t) X-  (t)

и имеющую всюду в фундаментальной области R нулевой поря- 
док, за исключением точки 20, где она имеет наибольший воз- 
можный порядок х, равный индексу G(t). Легко показать, что 
каноническая функция с точностью до постоянного множителя 
определяется формулой

X ( z ) = [ F ( z ) - F ( t 0)V*e™  (52.5)

где Р (г)— введенная выше основная автоморфная функция 
с простым полюсом в 20,

Г ^ ~ 2яГ I  l n G (T) р  ( x ) - F  (2) dx;  (5 2 •6 )

to — начальная точка интегрирования в последнем интеграле 
(ср. п. 44.2).

Обычными рассуждениями получим общее решение задачи 
(52.1) в виде

Ф (2) =  X (2) [W (2) +  Рх (F)], (52.7)

(52.8)dx.F' (т)
X (т) F (х) — F (г)

¥(2) =  —
' 2лі  J Х + (т

где

Х(2) определяется формулой (52.5), Рх — произвольный много- 
член степени к.

Если на искомое решение накладывается условие Ф (20) =  0 
(что встретится при решении особого уравнения), то Рх нужно 
заменить на Рк- !.

Если в последнем случае к ^  0, то нужно положить Ри_ != 0, 
причем при х <  0 должны выполняться условия разрешимости

$ ! F 0 ^ [F(T)1/~lr (T )r fT = o  (/=1> 2 • ׳ ־ •’ “ х)• (52,9)L0

Последнее получается разложением интеграла (52.8) в ряд по 
степеням Р(2) и приравниванием нулю первых —х коэффициен- 
тов этого разложения.

Формулировка и решение задачи для случая разомкнутых 
контуров не представляют никаких трудностей.



553У Р А В Н Е Н И Я  С  А В Т О М О Р Ф Н Ы М И  Я Д Р А М И§  52]

52.2. Особое интегральное уравнение. Рассмотрим особое 
интегральное уравнение

а (О Ф (0 + \ F ( T ) - ]F(t) Ф W dx =  f W. (52- 1°)
и

где, как обычно, заданные функции a(t), b(t), f(t) удовлетво- 
ряют условию Гёльдера, a Lo, F(t) означают то же, что в п. 52.1. 

Вводя кусочно аналитическую автоморфную функцию

=  <5 2 л 1 )и
и используя формулы (52.4), придем к краевой задаче Римана 

Ф+ (0 =  <? (О ф (־ (*)+£(/), (52.12

a (/) +  b\t) ׳ g W =  'a(t) + b(t) ’ (52.13)
рассмотренной в предыдущем пункте. При этом в силу свойства 
основной автоморфной функции F(z) (простой полюс в 20) функ- 
ция Ф (2) должна удовлетворять дополнительному условию 
Ф (20) =  0 .

Воспользовавшись полученным в п. 52.1 решением краевой 
задачи (52.12), по формуле Сохоцкого

<р«) =  Ф+ ( / ) - ф - ( / )
получим решение интегрального уравнения (52.10):

rfx +b(t)Z{f) f / (т) F' (т)
Z(t) F(1)-F(t )ntФ (t) =  a(t)f(t)

где
+  b(t)Z(t)PK. t (F), (52.14)

Z(0 =  [а (/) + = Х+ (0 [(־г) צ   [ а ( / ) - b(t)]X־ (t) =
=  [F (t) — F (/0)] ~K ev {t\ (52.15)

Если х 0, нужно положить Рк- 1 =  0. При х <Г 0 должны удо- 
влетворяться условия разрешимости

[F (t)]'1־  F'  (t) dx =  0 ( / = 1 , 2 ־ ..... -  x). (52.16)f(x)
Z ( t )

Рассуждения, необходимые для получения последних фор- 
мул, вполне аналогичны использованным в п. 51.4.

В заключение заметим, что если группа окажется конечной, 
то исследуемое здесь уравнение (52.10) обратится в изученное 
в предыдущем параграфе уравнение (51.12).
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52.3. Некоторые приложения. На первый взгляд может по- 
казаться, что автоморфные функции есть весьма специальный 
класс, встречающийся лишь в исключительных случаях. Это со- 
всем не так. Автоморфными функциями являются обыкновенные 
периодические функции, а также двоякопериодические. Следова- 
тельно, такие употребительные в анализе и его приложениях 
функции, как показательные, тригонометрические и гиперболи- 
ческие, принадлежат к этому классу; ими же являются наибо- 
лее употребительные из высших трансцендентных — эллиптиче- 
ские функции. К таким функциям приводят различные периоди- 
ческие и двоякопериодические процессы, происходящие в при- 
роде. Отсюда проистекает обилие приложений, которые имеет 
изложенная теория. Укажем некоторые из них, в первую оче״ 
редь математические.

1°. З а д а ч а  Р и м а н а  д л я  п е р и о д и ч е с к и х  функ-  
ц и й. Найти кусочно аналитическую периодическую с периодом 
2я функцию Ф(г), предельные значения которой на гладком 
замкнутом контуре L, целиком находящемся в полосе периода, 
удовлетворяют краевому условию:

ф + (*)“ 6 ( 0 ф ־ Ю +  *(0, (52.17)
где G(t) , g(t),  как и выше, удовлетворяют условию Гёльдера и 
G(t) Ф  0.

Группа преобразований здесь порождается подстановкой 
со! (г) =  г +  2я. Фундаментальной областью является верти- 
кальная полоса шириной 2л, например полоса 0 ^  Re г sg: 2я. 
Основной автоморфной функцией здесь служит eiz =  e~veix. На 
верхнем конце полосы она обращается в нуль, а на нижнем 
имеет простой полюс*). (Нижний конец полосы играет роль 
точки 20■)

Согласно формуле (52.3) решение задачи о скачке

ФГ (0 -Ф Г  (Q =  g(Q
дает функция

Ф, <־)-  S г М тггтг ־  lb־ \ s '1' c] י l g +' ]dz■ <52׳IS)
имеющая на нижнем конце полосы периодов нуль первого 
порядка. Каноническая функция, согласно (52.5) и (52.6),

*) Бесконечно удаленная точка является для целой функции еіг суще- 
ственно особой и при у  .оо она имеет полюс бесконечно большого порядка ־<־־־ 
Но бесконечно удаленная точка принадлежит всем фундаментальным обла- 
стям. Поэтому порядок полюса должен быть распределен между всеми ими. 
Из общего свойства основной автоморфной функции принимать каждое свое 
значение один раз следует, что в нижнем конце каждой полосы периодов 
порядок полюса нужно считать равным единице. То же справедливо и для 
порядка нуля в верхнем конце полосы.
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определится выражением
Х(г) =  (е1* - е и>)ет« \

Г { гУ=  5 Г $ 1п 0־  (т) c t ^ 1 !־ Г (־ (dT19:.62 ־
L

Общее решение задачи, согласно (52.7), (62.8), получаем в виде 

ф (2) =  х (г) |  $ [ctg +  /] dr +  Рх (в‘52.20) .{ (־) 
L

Если ищется решение, обращающееся на нижнем конце полосы 
в нуль, то Рх нужно заменить на Рх-\. В этом случае при х ^  0 
нужно положить Рх- 1 23 0, причем при х <  0 должны выпол- 
няться условия

0 ז“־ י ה ד ד « * ״ ■ ־ ״ *  (л = = 1 2 ׳ ...... 52-21( ־  * ) • )J (т)

2°. З а д а ч а  Г и л ь б е р т а  в п е р и о д и ч е с к и х  фу н к -  
д н я х  д л я  п о л у п л о с к о с т и .  Найти функцию Г (г) = н  +  ш, 
аналитическую в верхней полуплоскости и имеющую период 2л 
по граничному условию

а (х) u(x) +  b (х) v (х) =  с (х), (52.22)
где а(х), Ь(х), с(х)— 2я-периодические функции.

Методом п. 30.2 сводим последнее условие к условию задачи 
Римана:

<*>*׳»--------------------------------------------------------->52'23(
Относительно кусочно аналитической функции Ф+(2) = Г ( 2), 
ф ־(2 )== f(2 ), удовлетворяющей в силу последних соотношений 
условию __

Ф ־2־( ( = Ф + (2), (52.24)
краевое условие (52.23) можно считать заданным на отрезке 
[0, 2я]. Применяем формулы (52.19). Обозначая

arg (а +  ib) =  arctg - ^ = ־־  О (0,
будем иметь 
Г(2) =

2Л2л 2л= 1И 4 ~ T ^ ] ctZ:L=r - dx =  i -  ] [20(T) + ״  ] c t g - ^ d T .
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Начальная точка интегрирования здесь to =  0. Вводя в кано- 
ническую функцию (52.19) постоянный множитель С и подбирая 
последний согласно условию Х(2) =  Х(г), будем иметь

X (z) =  (sin•!24' ( .ег(г) ־

С учетом (52.24) решение задачи получим в виде

ctg—— — dx 4־с (т)
(т) [а (т) -  ib (т)]

г 2л

^ ־4  (a* cos kz 4־ р* sin kz) I . (52.25)
ft -0 J

При x <  0 в решении нужно отбросить последнюю сумму. 
Кроме того, должны быть удовлетворены условия

2Я 2 Я
С с (х) cos kx -------- d x i  с ( х )  sin fer----------d x  =  Q

J x+ (־г) [а (т) — ib (т)] J X+ (т) [a (t) — ib (г)]0 0
(k =  0, 1, . . . ,  —x — 1).

3°. С м е ш а н н а я  к р а е в а я  з а д а ч а  а н а л и т и ч е с к и х  
ф у н к ц и й  в п е р и о д и ч е с к и х  ф у н к ц и я х  д л я  полу-  
п л о с к о с т и .  Рассмотрим решенную в п. 46.3 смешанную за- 
дачу. Определить аналитическую в верхней полуплоскости функ- 
цию F ( z ) =  и -f- iv по краевому условию

т

u — f(t) на V  =  2  аФк,
km (52.26)

v =  h(t) на L" =  Z  Mfe+t 
л - 1

(а׳п+1 =  «1)
при условии, что заданные интервалы афк, ЬнЩ,+1 {k — 1, 2, . . .  
. . . ,  т) лежат на отрезке [0, я] и что искомая функция периоди- 
чески продолжается с периодом я.

Поступая совершенно так же, как в п. 46.3, придем к крае- 
вой задаче Римана

Ф+ (/) =  G (t) Ф~ (t) 4־ g (t),

G(t) =  — 1, g(t) =  2f(t) на L', 
G / ) =  1, g(/) = ,"на L (t) ־/2 

где



557У Р А В Н Е Н И Я  С  А В Т О М П Р Ф Н Ы М И  Я Д Р А М И§  52]

для кусочно аналитической периодической с периодом я функ- 
ции Ф(г), удовлетворяющей условию Ф(г) =  Ф(2).

Для рассматриваемого случая основная функция e2iz. Будем 
иметь

Sin ( z - b k) 
8іп (z - a k)

In G (т) ctg (t — 2) dx =

1
ni ctg (t — 2) rfT == у  In Д

fc-1ft—1

r ־> ) - s r J

В классе функций, ограниченных в bk и интегрируемых в а*, ка- 
ионическая функция запишется так:

V TT 1|п (г -  bk)
И  Sin (2 -  ак) •X (2) =  еГ(г) =

Решение задачи в указанном классе дает формула 
Ф  (2 )=  ____________  _______

= т л / п ^ [ Ё  ? У п £ р й ׳ « ^ ^ft—1 L«-1 ft—1

+  £  І  Д / П  + J .  (52.27)
ft- 1  ьк י  fc- 1  '  ft; J

где ao — произвольная действительная постоянная.
Аналогично можно получить решение в других классах.
4°. О т ы с к а н и е  п о т о к а ,  о б т е к а ю щ е г о  п е р и о д  и• 

ч е с к у ю  р е ше т к у .  Дадим одно механическое приложение 
рассмотренной теории. Пусть в плоскости 2 дана решетка про- 
филей, образованная р рядами отрезков, для которых у — тп, 
ah <  х <  bh (k =  1, 2, . . . ,  р\ т =  0, ± 1 , ±2 , . . . ) ,  и q рядами 
отрезков, для которых

у== 2п + 1 П) С 1 < х < а, ( /= 1 ,  2, . . . ,  д; п =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...) ,

обтекаемая потенциальным потоком несжимаемой жидкости.
Определение функций скоростей потока сводится *) к опре- 

делению функции Ф (2) =  и — iv, удовлетворяющей следующим 
условиям:

*) См., например, Л. И. С е д о в ,  Плоские задачи гидродинамики и аэро- 
динамики, Гостехиздат, М., 1950 г.
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а) Ф(2)— кусочно аналитическая периодическая с периодом 
я і функция с линией скачков

L  —  (a k , b k )  +  ^  ( с /  +  ■ у . d j  * f  - у ) ;
к- 1 /-1

б) Ф (+  оо) == О, Ф (— оо) конечно;
в) в точках ак, C/ +  —- F  (2) конечна, в точках Ък, dt 4 у ־  

интегрируема;
г) на L мнимая часть ф (2) должна принимать при подходе 

к L сверху и снизу заданные значения
״ + =  /+(*), v-  =  f~( t) на L, (52.28)

причем на конце значения /4־(f) и /־ (f) совпадают.
Сформулированная задача есть рассмотренная в п. 46.4 за* 

дача Дирихле для плоскости со щелями с дополнительным ус- 
ловием периодичности и с тем несущественным различием, что 
вместо действительной части и задается мнимая часть о. 

Вводя аналогично п. 46.4 функции

5— + Ф(2)] ■עי (2)   Ф(г)} ,  Q (г) -  У [Ф (г) -  ФЩ] ,

придем для ,Р к рассмотренной выше смешанной задаче, а для 
Q к задаче определения аналитической (периодической) функ- 
ции по заданной на L мнимой части ImQ(f) =  /+(f)— ־/ (f).

Основной функцией будет е2г. Функция Q определяется фор- 
мулой

/ \ ____ 1_ f  2te2T [f (т) — / _ dx [(т) ־*־
К ) ~ 2 п  1 )  е2' - е 2г

— i  $ [ г  (Т) ־  / + (Т)] [cth (т -  2) +  1] dx. (52.29)

Q

Для функции 4У (2)

ш 5ln ^cth (т—z)dx==־ )г <г
L

1 )d i 1 — ־־ In ГГГ sh (г ~  Ь к )  ГГ ch ( г 
*2 ,] "И  sh (z — ak) 1 1  ch ( * - * , )  J-

Отсюда каноническая функция в требуемом классе функций бу- 
дет иметь вид

sh (г — ak) •Л  ch (г — Су)sh (2 - b k ) Д ch(*־ rf/) ’Х(г) =
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Решение смешанной задачи определится формулой

ЦТ (г) =  — p i  \  i ---(T) + / - cth (т] (т) ־  2) +  1] dx. (52.30)
2Л  J  А  (Т)

Решение поставленной задачи дается суммой полученных функций
0(2) =  »F(z) +  Q(2). (52.31)

Рассмотрим еще пример на использование эллиптических 
функций.

5°. З а д а ч а  Р и м а н а  д л я  ч е т н о й  э л л и п т и ч е с к о й  
ф у н к ц и и .  Для двоякопериодической функции с периодами <01, 
©2 одной из фундаментальных областей будет параллелограмм 
с вершинами 0, ©!, а! +  а 2, ©2• Основной автоморфной функцией 
будет функция Вейерштрасса f  (2). В вершинах параллело- 
грамма периодов она имеет полюсы второго порядка. Одну из 
эквивалентных между собою вершин, например 2 =  0, примем 
за 20. Контур L будем считать простым гладким замкнутым, ле- 
жащим внутри параллелограмма периодов. Решение задачи Ри- 
мана производится целиком по схеме п. 52.1.

Решение задачи о скачке определится формулой

ф  ( г _ ־= ( L  [  s  (т)
К } 2 n l ) e K V  f ( x ) - f ( z ) '

Каноническая функция задается выражением

Х(2) =  И 2 ) - И * > ) Г ч ег <*,

ЛЛН*)]}• (52.32)

а общее решение для к 0 запишется в виде 
dx (זו) 'f :(זו)

Р (זו) (т)-Р (г)

Если X <  0, то нужно положить Рк =  0, Д Л Я  X <  — 1 должны 
выполняться следующие условия разрешимости:

\ ^ - f k- l (r) f ' (x)dx =  0 (А =  1,2, - х - 1 ) .J X (т)

Случай двоякопериодической функции имеет особенности по 
сравнению со случаями автоморфных функций, рассмотренных 
ранее; именно здесь отсутствует основная автоморфная функция, 
имеющая в фундаментальной области один простой полюс. 
В силу этого произвольная двоякопериодическая функция выра
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жается рационально не через одну, а через две двоякопериоди- 
ческие функции и f'). По этой причине решения задачи 
Римана для случаев четной или нечетной и произвольной двоя- 
копериодических функций существенно отличаются друг от 
друга.

Мы ограничимся здесь рассмотренным случаем четной функ- 
ции. Решение для двух остальных случаев, а также решение 
ряда других задач с использованием периодических и двоякопе- 
риодических функций можно найти в работе Л. И. Ч и б р и к о- 
во й  2) (см. задачи 10, 11 в конце главы). В следующем пара- 
графе, где в общем виде будет поставлена равносильная краевой 
задаче в классе автоморфных функций краевая задача на рима- 
новых поверхностях, станет ясней причина возникающих для 
краевых задач в классе эллиптических функций затруднений: 
ранее приходилось иметь дело с автоморфными функциями ну- 
левого рода, здесь впервые встретились функции первого рода.

52.4. Интегральное уравнение с неосновной автоморфной 
функцией. Рассмотрим интегральное уравнение

а (0 Ф (0 + н $ ־ק־ך-  ^ ~ Т Г W יי (1) dt =  f  « (י (52•33
и

где, в отличие от уравнения (52.10), входящая в ядро автоморф- 
ная функция Я(г) принимает в фундаментальной области R 
каждое свое значение не один, a v раз.

Введем кусочно автоморфную функцию

® <*>-Ш  S- m ^ h r e W * • י34•52» 
и

Она будет обращаться в нуль в v точках 2!....... zv (кратный
нуль повторяется столько раз, какова его кратность), где Я (2) 
имеет полюсы. Знаменатель ядра Я (т)— Я (2) для каждой точки 
т е і о  будет обращаться в нуль v раз.

Поэтому Ф (2) будет иметь в фундаментальной области v 
линий разрыва, именно L0 и v — 1 кривых Lo\ . . Iov  -урав ,״-
нения которых определяются в неявной форме решением урав- 
нения

Я (2) =  Я(т) ( т е /* ) .  (52.35)

Если ,?(г) обозначает функцию, обратную Я (2), то уравне- 
ния контуров Lft’ (/ =  0, 1, V — 1; k =  0, 1, 2. . . . )  будут за- 
даваться ветвями многозначной функции Ч1׳:

2 =  4W [Я (т)1 (те іо ; / = о, 1, . . . ,  V -  1; * 5 2 . 3 6 ) .( (־=0, 1, 2, ...
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Предположим сначала, что точки ветвления функций ^ , (г) 
не лежат внутри контура L0. Тогда все контуры Lo} будут также 
замкнутыми.

Из самого определения (Я ׳1י/ (401]   =  () вытекает
H(z) =  H{wf[H(z)]}=H(z) .

Следовательно, функция Н (2) будет автоморфной не только от- 
носительно заданной группы 0)&(2) линейных преобразований, 
но также и относительно группы *) преобразований (нелиней- 
ных) 4 W [ H ( Z ) ] .

На контуре L0 для предельных значений Ф(г) будут спра- 
ведливы формулы, аналогичные (52.4),

ф + ( О - ф 0 ־ ) =  ф Ю,

Ф+ (0 +  Ф2 — 0 ־( • $ Й (" '- Я ( 0  *<*>■** <52-37>
L0

Используя их, обычным путем придем на L0 к краевой задаче 
Римана

Ф+ ־(>) ־ О 0 ) Ф 0 ־ ) +  *(О, (52.38)

° - 7 Т 7 -  « = Т Т 7 • *י52•39 
Составлять краевые условия для остальных линий разрыва Lo\  
лежащих в R (так же, как и для эквивалентных им, лежащих 
в других фундаментальных областях), нет нужды, так как ре- 
шение краевой задачи (52.38) с учетом автоморфности его отно- 
сительно всех преобразований группы автоматически удовлетво- 
рит краевым условиям на всех линиях разрыва.

Существенное отличие решаемой здесь задачи от соответ- 
ствующих задач, решенных ранее, заключается в том, что иско- 
мая функция Ф(г), в силу представления (52.34), должна быть 
функцией от Н (2).

Выразив решение задачи о скачке (частное решение неодно- 
родной задачи) интегралом вида (52.3), мы автоматически удо 
влетворим этому условию. Если, кроме того, общее решение од- 
нородной задачи в случае положительного индекса взять в форме 
многочлена от функции Н (2), то будут удовлетворены все уело- 
вия. С учетом этих обстоятельств, поступая аналогично тому, 
как это делалось в предыдущем, получим решение краевой за- 
дачи, а затем по формуле (52.37) и решение исходного уравне­

*) То, что преобразования Wj составляют полную группу, вытекает из
того, что ими исчерпываются все особые линии лежащие в фундамен- 
тальной области.
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ния (52.33). Выпишем последнее, считая, как обычно, а 2 — Ь2 —

Т (О— (01 (0 ■- НО г (0 ̂  j  Щ  и *1% , ״ 4ז  +
+  6 (0 2 (/)Р х-,(Я ), (52.40) 

где
Z (0 ־=  Х+ (#) [а (0 +  6 (/)] =  X־  (/) [a (t) -  Ъ (01,

X (г) =  [Я (z) — Н (<0)]- я вг (г), (52 41)

Г ^ = 2лГ S ln  G ^  Н ( х ) - Н  (г) dT’
и

to — начальная точка интегрирования контура L0.
Если контур L0 разделяет точки ветвления функций Ч1̂  ,так ׳

что часть их содержится внутри контура, а часть вне, то кривые 
L f  будут разомкнутыми. Однако это не вносит в решение ка- 
ких-либо осложнений. Особенностью решения краевых задач и 
интегральных уравнений для разомкнутого контура, как из- 
вестно из гл. VI, является то, что здесь возможны решения раз- 
личных классов, именно ограниченные и неограниченные на кон- 
цах. Но в данном случае разомкнутые контуры Lo} эквивалентны 
замкнутому контуру L0, на котором решение непрерывно и, еле- 
довательно, ограничено. Отсюда в силу эквивалентности на кон- 
турах Lo] возможен лишь один класс ограниченных решений. 
Решение уравнения и в этом случае выражается формулами 
(52.40), (52.41). Относительно случая, когда контур L0 есть 
разомкнутая линия (или даже совокупность разомкнутых ли- 
ний), можно сказать то же, что и в замечании 1° п. 51.7.

52.5. Пример. Рассмотрим интегральное уравнение 

1  [(2/ — 1)х +  (t2 — 4/ +  2)*] ф (<) +

+ 2+ * ־  ״ ' יי2׳ ־ ״יי־ ,“I ) f f i f S r h י   м  *  - ׳ ׳>  >■

где Lo — окружность | 2z — 1 | =  1, F (2 ) = ־—  — —̂  основная автоморфная
2

функция Группы С00 (Z) =  2 , (0! (2 ) р

Фундаментальными областями группы являются внешность и внутрен- 
ность окружности 122т — 11 =  1. Внешность, где расположен контур L0, назо- 
вем R0, а внутренность /?!, Автоморфная функция ядра H ( z ) = F 2(z) имеет 
полюсы второго порядка в области Rq в бесконечно удаленной точке, а 9 
области R 1 — в точке z  =  1/2.
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Вспомогательная кусочно автоморфная функция

Ф (т) dx
Н' (т)

Н (%) — Н (г)
Ф(2)

имеет в R0 нуль второго порядка в бесконечно удаленной точке. В каждой 
фундаментальной области Ф(г) имеет по две особые линии; их уравнения 
следующие:

в R0: 2 =  т, (L0)

, _ п , , (т )_ ^ г ^ 2 + н н

_ ־  г!״ w  -  2 + ^  +  ,' ־ т 1 ־

Преобразования *Pj/*, являются ветвями многозначной функции
[1Р (22 — 2) +  г2] 2 — г 1 (г2 +  22 — 1 ) == 0, точками ветвления которой являются 
точки 2 = — 1 ± V 2 .  Они лежат вне L0, поэтому все контуры здесь за- 
мкнутые.

Краевое условие иа контуре 10 имеет вид

(2 е= I ,) ,
)4־0

(т е  La), (Ц)

(г <= 1 0). ״ )4(

/е=10.f ( t )
(2 /-1)к ״Ф ־  (t) +■)־

t2 -  U  +  2 
2 / -  1

ф +

На остальных трех контурах краевые условия могут быть получены заменой 
переменных.

Так как число линий разрыва Ф(г) конечно, то каноническую функцию 
можно найти как произведение канонических функций для каждого из про- 
стых контуров. Для L0 каноническая функция может быть найдена по спо- 
собу п. 14.6. Будем иметь

Г г  — (2 — V2") \

L 22— 1 J ׳ 
Р -  (2) 

Я-  (2)
Х + (2) =

Я+ (2) י
Р+ (2) 2 — (2 +  У 2 )  *

X -  (2)

Для остальных контуров канонические функции могут быть найдены эаменой 
переменных, исходя из свойства автоморфности. (Еще проще найти их по 
тому же способу п. 14.6.) Контуры L0, L^\ L{y L{1* разбивают плоскость на 
пять областей: Dq , D l̂ )+, Dj*\ Dj1)+, D ~ == Dq • Для всей
совокупности областей каноническую функцию получим в виде

D+

2 s 0 ״ >+ 

г е  D~.

1—22 Iх 
22 +  4 2 - 2 J ׳ 

22-1 ןא   
22- 4 2  +  2J י
_______ 22—1______
(г2 +  42 — 2) (г2 — 42 +

[
[
[

X  (2)
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Каноническая функция при х >  0 имеет нули порядка 2х  в точках 2 =  1/2, оо.
Ф (2)В фундаментальной области R0 функция ^  ^  имеет при и > 0  полюс порядка 

2к — 2 в точке 2 =  оо. Исходя из этого, получим решение краевой задачи

-------------- 2F (Т) F' (т) ־ dT + x  (2) р  [Fг (2)]
2я/ J Х + (т) ( 2 т -  I)2 F2 (т) -  F2 (/) * 1

Ф (2)

Решение исходного уравнения будет иметь вид

* ," ־ [ ' H i  • - « + 2 ) ] ' 2 ( ? ! - 1 ) »  +

2F (т) F' (т) dxТЫ
Х + (т) (2т — 1)к F2 ( x ) - F 2 (t)ז­ 2ях> ג

(«].+ ( j  - * - Y T 1. f  »■ !■־ ח  я [f2 ' \ t 2 + 4t — 2 /  L W2- 4 /  +  2^ J 1!-«י
В случае и < 0  нужно положить Р х -1  ^  0. Решение будет существовать, если 
будут выполнены условия

Г П х ) IF (x)]2k~ l F' (х) dx =  0 (k = 1 , 2 , . . . ,  - х ) .
Х + (т) (2т -  1)*

§ 53. Краевые задачи на римановых поверхностях
Рассмотренные в предыдущем параграфе краевые задачи в 

классе автоморфных функций тесно связаны с краевыми зада- 
чами для областей, расположенных на римановых поверхностях. 
Точнее говоря, в случае римановых поверхностей алгебраиче- 
ских функций (так называемых компактных поверхностей) оба 
класса краевых задач равносильны.

Прежде чем перейти непосредственно к краевым задачам, 
приведем схематически важнейшие для наших целей свойства 
римановых поверхностей.

53.1. Некоторые сведения о римановых поверхностях, п-знач- 
ная алгебраическая функция w — w{z),  определяемая непри- 
водимым уравнением

״׳0(2)00 +  . . .  + a + ׳j(2)a_״  an(2) =  0,
коэффициенты которого многочлены от 2, может быть рассмат- 
риваема как однозначная, если аргумент 2 считать изменяю- 
щимся на некотором геометрическом многообразии, называемом 
римановой поверхностью (Р. П.) этой функции. Точное опреде- 
ление Р. П. и их теория опираются на сложный математический
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аппарат: топологию, теорию алгебраических функций и абеле- 
вых интегралов, автоморфных функций и др. Мы не предпола- 
гаем у читателя таких знаний и поэтому в последующем будем 
опираться только на наглядные представления и аналогии с 
теорией однозначных аналитических функций.

Р. П. изображается двумя равносильными способами:
1) п листами обычной плоскости, скрепленными вдоль раз- 

резов, соединяющих точки ветвления (поверхность наложения). 
Об этом уже шла речь в п. 3.3.

2) Пространственной поверхностью. Употребительны два 
типа таких поверхностей: а) сфера с прикрепленными к ней 
ручками, б) кренделеобразная поверхность с некоторым чис- 
лом дыр.

Все указанные способы задания топологически равносильны. 
Пространственная форма Р. П. удобна тем, что на ней весьма 
наглядно выражается ее важнейший инвариант — род Р. П. Л. 
В случае а) это число ручек у сферы, а в случае б) — число дыр 
у кренделя*). В простейшем случае рода нуль Р. П. топологи- 
чески равносильна обыкновенной сфере. Характерная особен- 
ность ее та, что любой замкнутый контур разбивает ее на раз- 
дельные части. Пространственным изображением следующих 
по сложности Р. П. рода единица будет в случае а) сфера с 
одной ручкой (гиря), а в случае б ) — тор (бублик). Здесь 
можно провести пару замкнутых сечений, не разбивающих по- 
верхность на раздельные части, а превращающих их в одно- 
связные области. Например, тор путем проведения сечений по 
меридиональному и параллельному кругам и непрерывной де- 
формации можно превратить в прямоугольник с отождествлен- 
ными противоположными сторонами.

В общем случае поверхность рода Л путем проведения Л пар 
так называемых канонических сечений можно превратить в 
4/1-угольник с попарно отождествленными сторонами**).

В теории у н и ф о р м и з а ц и и  доказывается еще более глу- 
бокий факт, именно, что любая компактная Р. П. рода А, рассе- 
ченная по 2Л каноническим сечениям, может быть с помощью 
автоморфных функций отображена конформно на фундамен- 
тальный 4Л-угольник автоморфной функции. В частности, Р. П. 
нулевого рода отображаются рациональными функциями на

*) В случае поверхности наложения род Р. П. выражается через число 
листов и точек ветвления. Если п — число листов, a t ;  — число точек ветвле- 
ния, считаемых столько раз, какова их кратность, то род выражается фор-
мулой /г = -^ + ־  I — п.

**) В общем случае можно определить род Р. П. как число пар канони- 
ческих сечений, которые нужно провести, чтобы превратить Р. П. в односвяз- 
ную область.
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обычную комплексную плоскость. Отсюда вытекает упомянутая 
в начале параграфа равносильность краевых задач на Р. П. и 

в классе автоморфных функций.
Подсчет числа линейно независимых решений краевой задачи 

Римана на обыкновенной плоскости (§ 14) опирался на подсчет 
числа линейно независимых рациональных функций, имеющих 
в плоскости заданное число х полюсов, раздельных или совпа- 
дающих. Число таких функций х +  1. (В § 14 фактически имели 
дело лишь с частным случаем, когда задавался один полюс 
кратности х на бесконечности.) С такой же проблемой прихо- 
дится иметь дело и в краевых задачах на Р. П. Однако здесь 
она решается сложней. Из-за требования однозначности иско- 
мой функции (обращение в нуль так называемых циклических 
постоянных) входящие в нее произвольные постоянные должны 
удовлетворять некоторой системе линейных уравнений. Поэто* 
му число линейно независимых рациональных функций выра■• 
жается формулой

г =  х +  1 — (53.1)
где |  — ранг указанной системы. Одно из важнейших предложе« 
ний теории алгебраических функций — теорема Римана—Роха— 
дает выражение для ранга £: £ =  Л— І, где i — число так назы- 
ваемых всюду аналитических абелевых дифференциалов (1-го 
рода), имеющих нули в тех точках, где искомая рациональная 
функция имеет полюсы. Доказывается, что это число лежит в 
пределах 0 ^  i ^  А. Отсюда

г — х + 1  —й + (׳53.1) ./ 
Несмотря на кажущуюся полную определенность последней 

формулы, в действительности точные результаты имеются лишь 
для х =  О, где i =  h, и х >  2Л — 2, где i =  0. Алгоритм вычис■׳ 
ления числа i настолько сложен, что практически число i нуж- 
но считать неизвестным и, следовательно, г — числом неопреде- 
ленным. Этим задается и степень определенности числа линейно 
независимых решений краевой задачи Римана (см. следующий 
пункт).

Все сказанное относилось к замкнутой Р. П. Пусть задана 
Р. П. с отверстиями, ограниченными простыми, взаимно не пе- 
ресекающимися кривыми; тогда она называется Р. П. с краем. 
Из нее можно образовать новую замкнутую Р. П., так называв■• 
мый дубль данной Р. П.4

Для этого нужно к данной Р. П. по контурам отверстий при« 
крепить другой экземпляр Р. П., тождественный с первым. Из 
наглядных соображений можно подсчитать род дубля Р. П. 
рода h e m  отверстиями. У двух экземпляров Р. П. будет 2Л 
ручек. Из т  скреплений одно используется для образования из
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двух раздельных экземпляров Р. П. единой поверхности. Осталь- 
ные т — 1 скреплений могут быть деформированы в ручки. Та■ 
ким образом, дубль имеет род 2h-\-m  — 1.

Рассмотренные Р. П. характеризуются тем, что на них можно 
задать на любой замкнутой кривой одно единое для нее поло- 
жительное направление (например, против часовой стрелки). 
Такие поверхности называются ориентируемыми или двусторон- 
ними. Кроме них, существуют еще неориентируемые или одно- 
сторонние поверхности. Из них наиболее наглядно представляе- 
мой, а потому наиболее популярной, является так называемый 
лист Мёбиуса. Моделью общей неориентируемой поверхности 
можно считать сферу с h ручками и с +  т  отверстиями, из ко- 
торых с заклеены листами Мёбиуса.

Полную теорию римановых поверхностей можно найти в 
книге [25]. Ее первая глава содержит весьма популярное на- 
глядное изложение идеи Р. П. Еще более наглядное и популяр- 
ное (но в то же время глубокое) можно найти в гл. VI книги 
Д . Г и л ь б е р т а  и С. Ко н-Фоссе н а «Наглядная геометрия», 
М., ОНТИ, 1936.

53.2. Краевая задача Римана. На Р. П. эта задача ставится 
совершенно так же, как и на обычной плоскости. Контур в об- 
щем случае может состоять из конечного числа замкнутых или 
разомкнутых раздельных или пересекающихся кривых. Случай, 
когда среди кривых контура имеются замкнутые, не разбиваю- 
щие поверхность на раздельные области, не представляет нс- 
ключения. Дело обстоит совершенно так же, как в п. 44.1: 
строится функция, аналитическая всюду, кроме точек контура, 
для которой Ф±(/)— предельные значения на контуре слева и 
справа (иногда в области могут в изолированных точках допу- 
скаться полюсы). Путь решения также аналогичен изложенному 
ранее для плоской области. Пусть, как и ранее, x =  Ind(J(/).

1. Решается задача о скачке с помощью специально по- 
строенного аналога ядра Коши. (Способ построения последнего 
основан на сложных теориях и не может быть изложен в попу- 
лярной форме.)

2. Строится каноническая функция. С помощью ее общая 
краевая задача сводится к задаче о скачке в классе функций 
с х допустимыми полюсами при х >  0 и с требуемыми —х ну- 
лями при х <  0.

3. С помощью теоремы Римана — Роха подсчитывается чис 
ло линейно независимых решений при х >  0 или условий раз• 
решимости при х <  0. Выписывается явное решение задачи че- 
рез аналоги интеграла типа Коши.

Главная трудность, которую приходится преодолевать, со- 
стоит в том, что для поверхности рода Л >  0 нельзя построить 
аналог ядра Коши, имеющий единственную полярную особен­
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ность. Наряду с «полезным» полюсом с главной частью 1/(2—т) 
он имеет еще h «паразитических» простых полюсов. Их в даль- 
нейшем приходится устранять. «Паразитические» полюсы ана- 
лога ядра Коши для канонической функции являются сущест- 
венно особыми точками. Наличие их являлось главным препят- 
ствием на пути решения краевой задачи. Оно было устранено 
путем использования решения так называемой «проблемы обра- 
щения Якоби» (см. [25], гл. VII).

Сформулируем результаты о числе I линейно независимых 
решений однородной задачи.

Если х •< О, то I =  0; если же х >  2h — 2, то / =  х +  1 — h.
Случаи индекса 0 ^  х ^  2h — 2 называются особыми. Здесь

/ =  х +  1 — (53.2)

где |  — ранг некоторой матрицы, выражаемый согласно теореме 
Римана — Роха формулой \  =  h — i. Можно выписать еще точ- 
ную оценку для I:

тах{0, х - / г  +  1 } < / < [ у ] +  1. (53.3)

Результаты для неоднородной задачи формулируются значи- 
тельно сложнее. Условия разрешимости здесь выражаются через 
решение сопряженной краевой задачи, которая формулируется 
как задача для аналитических дифференциалов. (Точных фор* 
мулировок мы не приводим.)

В заключение отметим, что употребленное выше выраже- 
ние — решение записывается в явной форме — нужно понимать 
условно. Алгоритм построения аналога ядра Коши настолько 
сложен, что уместнее говорить о теоремах существования, чем 
об эффективном решении. Имеются лишь частные случаи, когда 
явное выражение аналога ядра Коши удается построить. Преж- 
де всего, это случай /1 = 1, когда этот аналог выражается через 
эллиптические функции (см. раздел 5° п. 52.3). Исследован так- 
же так называемый гиперэллиптический случай. Но в последнем 
при возрастании h трудности быстро растут.

С помощью краевой задачи можно решить определенный 
класс особых интегральных уравнений, которые можно назвать 
характеристическими с ядром — аналогом ядра Коши на данной 
Р. П. Но в отличие от уравнений, широко используемых в при- 
ложениях, упомянутый класс имеет пока в основном лишь тео- 
ретический интерес. Мы на нем не останавливаемся.

53.3. Краевая задача Гильберта. Краевая задача Гильберта 
ставится на Р. П. с краем. Пусть заданная Р. П. с краем имеет 
т  +  1 отверстий, граница которых — простые гладкие замкну- 
тые кривые L0, Lu . . . ,  Lm. Отыскивается аналитическая на Р. П.
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функция Ф(2) =  и +  iv, удовлетворяющая на контуре L =  L0 +  
,+ +  • • • +  краевому условию

аи +  bv =  с. (53.4)

Строится дубль Р. П. и на нем задача решается путем доопре- 
деления на второй экземпляр поверхности по симметрии. На 
дубле возникает краевая задача Римана. Ввиду полной тождест- 
венности обоих экземпляров поверхности метод применим здесь 
не только как в п. 30.2 для простейших контуров (прямая, ок- 
ружность), но и в самом общем случае контура, составленного 
из любого конечного числа произвольных гладких кривых.

Подсчет числа линейно независимых решений или условий 
разрешимости производится на основе решения задачи Римана 
с учетом требования симметрии. В частности, отсюда при h =  0 
(род дубля т — 1) можно получить исследование вопросов раз- 
решимости краевой задачи Гильберта для многосвязной плоской 
области. При подробном всестороннем исследовании можно по- 
лучить в несколько иных терминах все результаты, найденные 
в § 36 методом регуляризующего множителя и интегральных 
уравнений. Л. И. Чибрикова связала вопрос о числе решений 
в исключительных случаях индекса О ^ х ^ т — 1 с классиче- 
ской в теории алгебраических функций задачей о «пробелах», 
т. е. отрицательных ответов в задаче о построении алгебраиче- 
ской (рациональной на Р. П.) функции с данными полюсами и 
нулями.

53.4. Различные обобщенные задачи. Для областей на Р. П. изучены почти 
все краевые задачи, рассмотренные в настоящей книге. О двух основных за- 
дачах говорилось выше. Первая их постановка на Р. П. любого конечного 
рода дана Ю. Л. Р о д и н ы м  1) , 2)  и К о п п е л ь м а н о м  [Koppelman W. 1), 
2)]. Ими же получены основные результаты по теории разрешимости. 
Л. И. Ч и б р и к о в а ,  используя теорию униформизации, в ряде работ рас- 
смотрела те же задачи в классе автоморфных функций на ее фундаменталь- 
ной области — плоской модели разрезанной по каноническим сечениям Р. П. 
О работах Л. И. Чибриковой по решению краевых задач в классе автоморф- 
ных функций, равносильных краевым задачам на Р. П. нулевого и первого 
рода, подробно говорилось в предыдущем параграфе. Главными ее работами 
по общей теории являются 6), где привлечена «проблема обращения Якоби», 
и 7), связавшая решение краевой задачи Гильберта с классической пробле- 
мой теории алгебраических функций о пробелах. Э. И. 3 в е р о в и ч в об- 
зорной статье [9] и др. дал наиболее общую постановку краевых задач на 
абстрактных Р. П., указал оценку (53.3) и дал в 4) практически осуществи- 
мый алгоритм решения в случае гиперэллиптических Р. П. В [9] приведена 
обширная библиография. Р. Н. А б д у л л а е в  1)—3) указал число решений 
в исключительных случаях индекса 0 ^  х ^  2h — 2 через 0-функцию Римана.

Краевые задачи со сдвигом рассмотрел В. И. П о к а з е е в  1 ), задачи 
с сопряжением — Л. И. Ч и б р и к о в а  и Л. Г. С а л е х о в  1). Задачу Гиль- 
берта для кусочно аналитической функции (см. § 45) исследовала Л. И. Ч и б- 
р и к о в а  10). Еще более общую задачу, когда в краевое условие задач Ри- 
мана и Гильберта входят производные, изучил А. И. Сербин 1), 2). Краевые 
задачи для обобщенных аналитических функций решали Ю. Л. Р о д и н  3 ) ,4 ) ,
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А. И. С е р б и н  3), В. И. П о к а 3 е е в 2),  3) и др. Л. И. Ч и б р и к о в а 9) 
и Л. И. Ч и б р и к о в а  и Г. В. М а р к о в  1) рассмотрели постановку краевых 
задач на неориентируемых Р. П.

Имеется еще много других заслуживающих внимания работ, но из-за не- 
достатка места мы ограничимся сказанным. Далее мы изложим схематически 
некоторые приложения теории краевых задач на Р. П. к теории краевых за- 
дач для плоских областей.

53.5. Принцип локально-конформного склеивания*). В кон- 
це § 18 указывалось, что в случае многосвязной области крае•* 
вая задача Карлемана

Ф [а (01 =  С(*)Ф (*) +  *(*), в [а (О ]- / ,  (53.5)
может быть решена методом конформного склеивания, если 
функция сдвига а (/) переводит каждую кривую контура в себя. 
Рассмотрим теперь общий случай. Пусть контур состоит из 
т -+- 1 кривых, из которых 2Л функцией a  (t) отображаются по- 
парно друг в друга, а остальные т +  1 — 2А переходят в себя. 
Преобразуем на последней группе кривых краевые условия, ана- 
логично тому, как это делалось в п. 18.3 в краевые условия, за- 
данные на разомкнутом контуре. Первые 2Л кривых отождест- 
вим (склеим) попарно, ставя на них в соответствии точки t и 
а(/)• Тогда плоскость превратится в Р. П. рода А (с А руч- 
ками). Краевое условие (53.5) перейдет в краевое условие за- 
дачи Римана. Следовательно, краевая задача Карлемана
(53.5) переходит в краевую задачу Римана на Р. П. рода Л, 
заданную на А замкнутых и т + 1 —2А разомкнутых кривых. 
Отсюда можно получить число линейно независимых решений 
или условий разрешимости задачи.

Приведем один иллюстрирующий пример. Пусть на контуре 
кругового кольца 1 < | 2 | < / ?  задано краевое условие задачи 
Карлемана

Ф [° (01 =  G (0 Ф (0 +  ё  (0, \t\ =  R, (53.6)
где функция сдвига a(t) ставит в соответствие точки граничных 
окружностей, лежащие на одном радиусе, a G(t) и g(t) удов- 
летворяют условиям (18.21). Краевое условие задается на одной 
из окружностей; на другой оно определится автоматически в 
силу a[a{t)\^3 t. Склеим граничные окружности, отождествляя 
точки t и a(t).  Тогда на возникающей Р. П., равносильной тору, 
краевое условие (53.6) перейдет в краевое условие краевой 
задачи Римана

Ф+ 0,) =  <?(*,)Ф53.7) .(,*)* + (־ (/,) 

*) Мы ограничимся общими соображениями, не проводя доказательств, 
которые довольно сложны. Их можно найти в работах Э. И. 3  в е р о в и- 
ч а 2), [9] и в  работе Э. И. З в е р о в и ч а  и В. А. Ч е р н е ц к о г о  1), из 
которых взято содержание настоящего пункта.
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Отсюда можно получить полное исследование вопросов разре- 
шимости поставленной задачи Карлемана.

Заметим в заключение, что, кроме задач со сдвигом, мето- 
дом локально-конформного склеивания можно решать также и 
краевые задачи с сопряжением.

53.6. Симметрия относительно алгебраической кривой. Пусть 
алгебраическая кривая L задана уравнением f (x,y) =  0, где 
f — неприводимый многочлен. Каждой точке 2 =  x-\-iy  комп- 
лексной плоскости уравнение

(см. п. 12.1) ставит в соответствие точки 2*, симметричные отно- 
сительно L. Если степень этого уравнения относительно г* есть 
гг, то каждой точке 2, не лежащей на L, будет соответствовать 
п симметричных точек

г־ =  Ф,(г) ( / = 1 , 2 ........ п). (53.8)
Из них существует лишь одна — обозначим ее 2'  — обладающая 
тем свойством, что когда 2 ->L, то и 2'-> L . Точки 2 и 2'  состав- 
ляют пару точек, симметричных относительно кривой L. Если 
с помощью функций Фа (2) строить новые симметричные точки, 
то получим последовательность (конечную или бесконечную) 
пар симметричных точек 2ц, 2*. (Пара симметрии приводит к 
исходной точке только в случае прямой или окружности.)

Л. А. А к с е н т ь е в  3), 4), 5), непосредственно продолжая 
исследования Д. А. Граве, показал, что

1. Конечное число пар симметрии будет тогда и только тог- 
да, когда уравнение алгебраической кривой имеет вид

|(2 —а,) . . .  (2 — ат) | =  г |(г  — &!) . . .  (2 — Ьт)\.
2. Взятое по всем парам симметричных точек конечное или 

бесконечное произведение

F (5, г) =  И  -І—f* i o Z i i  {t0 e  L) (63.9)
ft-1 £־־ г& '0־  *ft

(в последнем случае при условии его равномерной сходимости) 
дает функцию, осуществляющую конформное отображение од- 
носвязной области, ограниченной контуром L, на единичный 
круг. Отсюда непосредственно (см. п. 27.2) получается оператор 
Шварца.

3. Получены простые достаточные условия сходимости бес- 
конечного произведения.

Второй цикл работ по использованию метода симметрии для 
решения краевых задач связан с перенесением рассматриваемой
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области на Р. П. Исходное уравнение алгебраической кривой 
при х, у комплексных определяет Р. П. R, на которой пары 
(х, у) действительных задают кривую L. Эта Р. П. называется 
поверхностью симметрии кривой L, а кривая — линией симмет- 
рии или осью симметрии R. Функции (53.8), определяющие сим- 
метричные точки, рассматриваются как ветви единой алгебраи- 
ческой функции, однозначной на R. Тогда краевая задача, задан- 
ная первоначально в плоской области, ограниченной алгебраи- 
ческой кривой L, переходит в краевую задачу на Р. П. симмет- 
рии. Теория краевых задач на Р. П. позволяет провести иссле- 
дование вопросов разрешимости.

Л. И. Ч и б р и к о в а  11) решила, таким образом, краевую 
задачу Гильберта и дала исследование некоторых задач теории 
упругости. Л. И. Ч и б р и к о в а  и Л. Г. С а л е х о в  1), 2) ука- 
зали решение краевой задачи с сопряжением. На подробностях 
мы не останавливаемся.

§ 54. Интегральные уравнения со степенным ядром

Особенность всех ранее рассмотренных нами интегральных 
уравнений заключалась в наличии члена, обращающегося при 
совпадении аргументов в бесконечность первого порядка. Здесь 
будут исследованы уравнения с ядром, обращающимся при сов- 
падении аргументов в бесконечность степенного порядка мень- 
ше единицы. По характеру бесконечности это ядро фредголь- 
мова типа. Однако уравнения будут первого рода и оказывается, 
что это делает их особыми. Применяемый метод решения — све- 
дение к особому уравнению с ядром Коши — роднит их с изу- 
ченными нами ранее уравнениями.

Вначале будут рассмотрены интегральные уравнения со сте- 
пенным ядром, играющие ту же роль, что и характеристическое 
и союзное с ним уравнения в теории уравнения с ядром Коши, 
а затем будет исследован общий случай полного уравнения со 
степенным ядром.

54.1. Интегральное уравнение Абеля. Из курса математиче- 
ского анализа известно, что классическое уравнение Абеля

X
0 < р < 1 ,  (54.1)

имеет единственное решение, определяемое формулой
г

sin ця d f  g  (/) dt
л dx  J (x — / )1_M׳ a '

(54.2)ф (x)
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Для дифференцируемых функций g(jt) решение записывается 
равенством

5׳3( 4(

Формулу (54.2) можно представить еще в виде

)6 4 -4(

Действительно,

 g ( x  — e) /t  .л f  g ( t ) d t  ____d f  g ( t ) d t 
־ ~ »2)U  W J ( x - t ־ e״ )1־n־ 1 * _ , ) } dx

'5■54< ■‘W +  T - f g q r  +  <' -  r t l ' * £ = & d, ־ .? - ־,С־.

Устремляя e к нулю, видим, что если ^ —(זג) гёльдеровская 
функция с показателем % >  1 — р, то первое слагаемое исче- 
зает.

Формула (54.4) имеет по сравнению с (54.3) то преимуще- 
ство, что требует от g(x) лишь гёльдеровости с показателем 
Я >  1 — р.

Мы будем иногда пользоваться обозначениями следующих 
интегралов:

(54.6)
р

rti 1 Г Ф (0  dt
/рф— г ( р ) t) ג - x )> ־י ״

ф (<) dt
( * - о ״־1

связанных с уравнением Абеля и известных в теории интеграль- 
ных преобразований под названием интегралов дробного по- 
рядка.

54.2. Связь особого интеграла с ядром Коши с интегралами 
со степенным ядром*). Как показано в п. 22.1, композиция осо- 
бого оператора с оператором, имеющим регулярное ядро, сама 
имеет регулярное ядро. В применении к регулярному ядру сте- 
пенного вида это обстоятельство может быть уточнено. Дока• 
жем, что композиция особого оператора с некоторым операто- 
ром со степенным ядром является оператором со степенным же

') Изложение пп. 54.2—54.7 следует работам С. Г. С а м к о  3), 6), 7), 9).
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ядром. Именно, получим следующие две формулы:

В I
\_ f  /  р — * \ l  ~V-_dt_ Г ф (т) d x _
J U - ' І  < _  * J (/ _  т)1* —

= ct8 7 1 + ■^״י1 $̂  cosec •5 *״  ТГгІ^■ 54) ־J )
X 3

J_ f dt f /  t — a Y ־̂־  ф (t) dx =
я J (x — f)*4 J \ / a ־־־־ *   t — ta '  a

“  c tg י  ״  f  +  c o s e c  ^  J 8 •6 4 ־5־ ־ ( ^ ־ | )
ft X

Ввиду полной идентичности доказательств остановимся только 
на (54.7). Переставляя в левой части порядок интегрирования

в
по формуле Дирихле, приведем ее к виду J К {х, т) ф (т) dx, где

а

(54.9)dt
J ( p - * ) ‘-> * (< -T f« -* ) '

Р
X)1-» Г 
я J

( р -К(х, х):

Если х >  т, то этот интеграл — особый. Он вычислен нами ранее 
(см. формулу (47.28)):

К (х, т) =  ctg ря (זג — т)-1*.

Если же х < х ,  то, положив t — x-j- — получим

(54.10)
Sin (ІЯ

К(х , л -  (х~ х) ** [ dt1№ t ) —

Таким образом,
ctg ря (х — т) *\ т <  ,זג 
cosec ря (т — זג) "Л х > х,

К (х, т) =  |

что и доказывает (54.7).
Тождества (54.7), (54.8) позволят дать простой способ све- 

дёния рассматриваемых ниже уравнений со степенным ядром 
к особому уравнению с ядром Коши. Заметим еще, что из
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тождества (54.8) можно получить следующее выражение для 
особого интеграла:

jT z־| i  =  ctgM״ ?W  +
а

ו זג)  — а )1 11 d f  dt Г <р (т)
я  dx  J (1(>— м■ J (т — а-זג  ) 1 - ״

(54.11)
J (д; _ / ) > ־ ״  J (т — а )1 1 ־ * (т — Z)1* ’

для этого следует решить (54.8) как уравнение Абеля относи- 
тельно функции

э
1 С (  х — а  \ 1-11  <р (т) </т , , v
« Н Т = ^ Г )  4 = 1 -----ctgpnqpW

(формула (54.11) применима при любом р, 0 <  р <: 1).
54.3. Обобщенное уравнение Абеля с внешними коэффициен- 

тами. Рассмотрим интегральное уравнение

>12•54( •1° < ״ < +

Заданные на отрезке [а, р] действительные функции а(х), Ь(х) 
будем считать не обращающимися одновременно в нуль и удов- 
летворяющими условию Гёльдера с показателем Я >  1 — р. Ре- 
шения будем разыскивать в классе функций <р(л:) вида

(54.13)8 >  О,(זג) *Р<
-1־8 ׳ * )8)Р1־(*-«*)ф(*)

где <р*(х)— гёльдеровская на [а, р] функция. Относительно пра- 
вой части предполагается, что она имеет вид

(54.14)8 >  О,/*(«)
(х -  а)8״ ־  (Р -  x f -

f (x)  =

где f*(x) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем 
Я >  1 — р.

Приведем с помощью тождества (54.7) обобщенное урав- 
нение Абеля (54.12) к особому уравнению с ядром Коши. Обо- 
значим

X
(54.15)1 С ф (t)dt

(Р - * ) j ״־‘  (* ־0“ ׳
Ф{х)■
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]cos цлФ (лс)

Из тождества (54.7) находим, что
Э Г э
Г ф ( t )d t  sin?XJt f  Q ( t ) d t
J (t — 14(;ג I я J t — х
x י-  a

Подставляя в уравнение (54.12), приводим его к виду
Р

о, (х) Ф (х) +  5 2 = 7  dt =  ft (X), (54.16)
а

где обозначено
а, (*) =  а{х) — Ь (я) cos ря, Ь{ (лс) =  t sin ряб (дс),

f(x) (54.17)
Р(/1W - ״־'(* ‘ ־

Пришли к особому уравнению на разомкнутом контуре, изу- 
ченному в § 47. Коэффициент задачи Римана, соответствующей 
уравнению (54.16), равен

(54.18)Q  (И  =  а > (*) ~  &1 (*) _  а(х)  — Ь (*) е*1"‘ 
а! (■*) +  Ь\ (*) а (х)  — Ь (х) е

Уравнения (54.12) и (54.16) равносильны в следующем смысле. 
Всякому решению ф(х) уравнения (54.12) соответствует по фор- 
муле (54.15) решение Ф(х) уравнения (54.16). Обратно, из вся- 
кого решения Ф(х) уравнения (54.16) по формуле (54.4) можно 
получить решение

19)+ (l-,)f ° 1 ־״,1י■-'  <и\ (54.
уравнения (54.12). Укажем схематически, не вдаваясь в подроб- 
ности, как связан класс функций Ф(лс) с классом функций ф (лг). 
Если <р(лс) имеет вид (54.13), то Ф(*) внутри интервала (а, Р) 
удовлетворяет условию Гёльдера с показателем X >  1 — р, а на 
концах х =  а, х =  р имеет особенности порядков меньше р и 1 
соответственно. Обратно, если Ф(лс) внутри (а, Р) удовлетво- 
ряет условию Гёльдера с показателем X >  1 — р, а при х =  а, 
л: =  р имеет особенности порядков меньше р и 1 соответственно, 
то функция <р(х) удовлетворяет условию Гёльдера внутри 
(а, р) и имеет на концах особенности порядков меньше 1. Про- 
верка этого осуществляется непосредственным применением 
формул (54.15), (54.19) и требует ряда несложных выкладок, 
которые предоставляются читателю (см. задачу 18 в конце 
главы).
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Таким образом, чтобы найти все решения <p(jt) уравнения
(54.12) вида (54.13), уравнение (54.16) следует решать в классе 
функций, неограниченных на обоих концах х =  а, х =  р, и из 
таких решений выбрать те, которые при х =  а  имеют особен- 
ность порядка меньше р. Согласно формулам (47.12), (47.17),
(43.3) решение Ф(х), отыскиваемое в классе функций, неогра- 
ниченных при х =  а, имеет в этой точке особенность порядка

ш а х ( ^ ;  р - е ) ,

где р — е — порядок особенности правой части fi(x),  а 
0 =  argG (a) выбрано в интервале [0, 2я). Следовательно, при 
0 <  2яр можно взять все неограниченные решения уравнения
(54.16). Если же 0 ^  2яр, то следует отыскивать ограниченные 
при х =  а  решения уравнения (54.16).

54.4. Обобщенное уравнение Абеля с внутренними коэффи- 
циентами. Рассмотрим уравнение

<54.20)
а  1 '  х  '  }

предполагая, что ф (/) и g(t) имеют, как и выше, вид (54.13), 
(54.14) соответственно. По-прежнему a(t) и b(t) не обращаются 
одновременно в нуль на [а, р]. Здесь можно несколько ослабить 
предположения относительно a(t) и b(t) и считать их произ- 
вольными гёльдеровскими (не обязательно с показателем
к >  1 — р).

Исключая с помощью тождества (54.8) второй из интегра- 
лов в (54.20), получим
X ן-
5 м  ф w —cos о״  ь (0 ф ( 0 +

+  =  (64-21)
а *־ 

Отсюда, согласно формуле (54.2) и в соответствии с обозначе- 
ниями (54.17), будем иметь
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(54.22)

Вводя новые функции
Ф1 (*) =  (х — а)111־  <р(х),

а ' ’

получаем особое уравнение

Щ (х) Ф! W + d ־־Ь' (ТТ!_Ф̂(Т ־קך 5  *  =  81 (*)•

Решения ф!(дс) этого уравнения следует разыскивать в классе 
функций, имеющих на концах особенности порядка меньше р 
при х — а  и меньше 1 при х =  р. Порядок особенностей реше- 
ний уравнения (54.22) определяется числом 0 =  argG (a); 
пусть 0 выбрано в интервале [0, 2я), тогда при 0 <  2яр все 
решения <p!(x) уравнения (54.22) имеют при х =  а  особенность 
порядка меньше р; если же 0 >  2яр, то неограниченное при 
х =  а  решение имеет особенность порядка больше р и поэтому 
при 0 ^  2яр следует решать уравнение (54.22) в классе ограни- 
ченных при х =  а  функций.

54.5. Случай постоянных коэффициентов. Остановимся особо 
на важном случае, когда коэффициенты уравнений (54.12),
(54.20) постоянны:

(54.-23)fix).Ф (t) dt
( t — x f •

Ф (?) dt

( x - t r

Уравнение (54.23) можно записать также в виде

Ф {t)dt =  f(x),С\ +  с2 sign (X — t) 
\ x - t r

а — Ъ
с2 ——2־

а +  b
С1 ~~~2  ’

Уравнения такого типа широко используются в приложениях 
при решении, например, контактных задач теории упругости, 
пластичности, ползучести материалов, некоторых задач теории 
игр и др.

Пусть
= arg G (а) =־ 0  2 arg (а — ==
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выбрано в пределах 0 <  0 <  2я (очевидно, 0 =  0 лишь при Ь =  0). 
Решая уравнение (54.16), соответствующее (54.23), после простых 
преобразований получим

о
_0_ _в.

(* — а) 2я (р - * ) 5Ф (0״ 2״  dt  __ а — Ь cos ц я  f י ן , 
в (х  -  / ״(  А  М  М

_0̂ 0
(р — /)** ы  ( t - a f t

t — х
Ь sin |AJt

JL'■ *-JL
Ал (* — a)2״ (p — x) 2 ״ ״

в случае 0 <  2яр (с — произвольная постоянная) и
X
5 <р (0  dt a — b cos \1П f / л  

= ״(*  Л ' Uа '

/(*)<**

(*־־*)
0 1 0 •—— —*— —и2rt(P -02Л1-

а(»־>)

в случае 0^>2яр. Здесь обозначено

А =  а2 — 2а& cos ря + . cj cos2 sin2) ־ 4** 2& 

Для определения функции ф(<) остается решить обычное 
уравнение Абеля. Уравнение (54.23), таким образом, имеет в 
классе гёльдеровских функций с интегрируемыми особенностями 
на концах единственное решение тогда и только тогда, когда

arg (а — b&ni) ^  ря.

Не останавливаясь на выкладках, приведем окончательный 
вид решения для случая 0 ^  2яр:

d С f(t) dt
dx J ( * - О ־11 *a '

sin ця 
n<p W

dt, (54.24)t(s)ds \dx
( t - x T(idt

X

b_ /sinjAJt Y f Z(t)
a  v  я  ) ג   (jc- o ' ץ a*״־1

(P- t ) 2* ־ \Z  ( 0  =  ( /  —  a )

г д е
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При выводе этой формулы особый интеграл нужно преобразо- 
вать по формуле (54.11), заменив в ней предварительно \1 на
1 — р.

(Читателю предоставляется получить аналогичную формулу 
для случая 0 <  2лр.)

Отметим частный случай, привлекавший внимание многих 
авторов,

א

$ т й к ׳““׳ м • ,54•23' י
а

Для этого уравнения 0 = < я(р ־+- 1)   2рл, так что его единст- 
венное решение дается для любой правой части вида (54.14) 
формулой (54.24), в которой

1+1* 1-1*
а = <г=־  1, Л 4 ־ sin2- ^ ,  Z 0 ) )־=־ * - а) 2 ( p - f )  2 .

54.6. Полные уравнения со степенным ядром. Рассмотрим 
уравнения общего вида

9

т  s  $ т й т к ф {t) dt f {х)’ (54*25)
предполагая, что функция с(х, t) может иметь разрыв первого 
рода при х =  t, т. е. с(х, t) =־ а(х, t) при t <  х, с(х, t) =  b(x, t) 
при t >  х, так что

* 9

М(рs  ф (0 d t + $ ! г ? # ф {t) d־ t = f w■ <54•26)

Функции a(x, t ) ,b(x, t )  будем считать гёльдеровскими по сово- 
купности переменных х и t с показателем X >  1 — р. Решения 
tp(jc) и правая часть f(x) будут принадлежать классам функций 
вида (54.13) и (54.14) соответственно. Покажем, что уравнение 
рассматриваемого вида приводится к полному особому уравне- 
нию с ядром Коши. С помощью обозначения

t <х ,  
t > X,

а(х, t) — a{t, t), 
b {х, t) — b (t, t),K(x, t) =  \ x - t

уравнение (54.26) можно записать в виде
9

$ 7 г ! 4 г Ф (0 dt +  $ ф ( t ) d t = f ( x ) - \ K (X, t )ф (<)dt.
» *' ' * ' ׳' «>

)54.26(׳
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Рассматривая это уравнение как обобщенное уравнение Абелл 
с внутренними коэффициентами (изученное в п. 53.4), запишем 
его на основании (54.21) в виде

[а (t, /) — cos цлЬ (/, /)] ф (0 +dt
( x - t f

Р
I sin цл  f  (  х — а ץ1  —я 6 (т, т) ф (т)

י ■ я  H / - 0 J  x - t  dxа
Э

- / ( ״ ) ־ $ *  (х, t) ф (t) dt. (54.26׳׳)

Отсюда, решая обычное уравнение Абеля, получим
Кф, ssa! (*) ф,(ג:) +

3 3
_1_ J_  J &, ^г)ф̂ (х)dx +  ^ k fa  т) ф1 (т) dx =  (Д;)> (54.27)

а  а
где

а = (:ג)!  а (.к, х) — cos \1nb (х, х), Ъх (л;) =  i sin \1nb (х9 х),

*1W“ ׳1(»-!) ’*м, f,М- іімг-(х- f־־-׳(.  ( .я  d* J  (х — т )1 **
а  '  х

k ( x ,  т ) =  Л 1Ш 1 ( * = * . ) ' - »  J L  \  Л frJ E j -  d t .
п \ т  — а /  дх J  (х — t)1 14

Используя формулу (54.4), можно показать, что ядро &(х,т) — 
регулярное: оно допускает оценку

I * ( * ,  Т ) | <  l x J x ] l - k •

где Я, — показатель гёльдеровости функций a(x, t),  b(x, t).
Таким образом, решение рассматриваемого уравнения

(54.25) свелось к решению равносильного особого уравнения с 
ядром Коши. Последнее можно известными способами свести 
к уравнению Фредгольма. Заметим, что можно сразу получить 
уравнение Фредгольма методом, аналогичным методу Карле- 
мана — Векуа, если уравнение (54.26') решать как характера 
стическое способом, указанным в п. 54.4.

Установленная связь уравнения (54.25) с особым уравне•* 
нием с ядром Коши дает возможность получить теоремы Нётера
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для этого уравнения. Однако для справедливости этих теорем 
союзные классы для уравнения (54.25) нужно будет вводить 
способом, отличным от принятого в § 47 для уравнений с ядром 
Коши. Само союзное уравнение здесь вводится обычным спо- 
собой:

Э
М'Ф *  $ ф (t) dt =  g (*). (54.28)

а י 

Рассмотренные выше уравнения (54.12), (54.20) с внешними 
и внутренними коэффициентами оказываются союзными друг 
другу. Обозначим для краткости г = ( t  — а) 1־ •*. Сравнивая one- 
ратор М в форме (54.26'), (54.26") с оператором К из (54.27), 
видим, что

Afq> -  Г (1 -  ц) / а - 1 * ־- ■ Кгф ־=  f, (54.29)

где использовано обозначение (54.6). Для союзного оператора М' тогда будем иметь
М'ф а Г ( 1  — р) гК׳ у  4 = Ф״־  g, (54.30)

где К '— особый оператор с ядром Коши, союзный оператору 
К. Сопоставляя (54.29) с (54.30), заключаем, что союзные клас- 
сы для функций <р(х), ф(*) должны быть выбраны так, чтобы 
функции

1 f ф (0 dt 
(х- a ) ־•11  J (<-*)«“•*И( x - a ) ,-l4 (* )г<р

принадлежали союзным классам в смысле определения в § 47. 
Тогда в указанных для <p(x) и ф(*) классах для исходного урав- 
нения (54.25) и союзного с ним справедливы все три теоремы 
Нётера.

54.7. Уравнения со степенным ядром на бесконечной прямой.
Рассмотрим теперь уравнения вида

“ м  S - J r f •  +  * w  I ־1  ־ W• (54'3|)
—oo x

предполагая, что a(x), b(x) удовлетворяют условию Гбльдера 
с показателем X >  1 — р на всей прямой, включая бесконечно 
удаленную точку. Решения ф(£) будем разыскивать в классе 
гёльдеровских функций, обращающихся на бесконечности в 
нуль порядка v >  1 — р, что обеспечит сходимость интегралов 
в левой части уравнекия. Правую часть f(x) будем считать
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гёльдеровской с показателем % >  1 — р, обращающейся на бес- 
конечности в нуль произвольного порядка.

Решение уравнения

f i x) ,
Ф (/) d t
(x-t f■\

аналогичного уравнению Абеля (54.1), лишь для достаточно бы- 
стро убывающих на бесконечности функций f(x) : |/(лс) | ^  
^  с |* е при *-*■оо, дается прежней формулой־״־|

f  nt)dtsin ц п  d 
п  d x

ф(*)

Если же f(x) имеет на бесконечности нуль произвольного по- 
рядка, будем пользоваться формулой, аналогичной (54.4):

dt<) [
x(2״* - t( ג

(1 — ц) sin ця
4י(*)<

d t  (54.32)(1 — |»)8ІПрЯ C — t)
/2-Ц

Имеют место тождества типа (54.7), (54.8):
ОО I X 00

1 f dt  f ф (t) d x  L f ф (t) dx  , ____ _ f Ф (t) d r— \ ------  \ - = ■ ־ c tg  un \ ■ ־ +  cosec arc \n J / — X J (t — t)14 J (X — t)*4 J (t — X)4י
—  00 

X

—oo 
X

v  $ S * a ? ־ « ■ « -  J
С помощью первого из этих тождеств уравнение (54.31) можно 
привести (рассуждая, как в п. 54.3) к уравнению с ядром Коши:

оо

а, (х) Ф (х) +  (х) ■1■ J dt =  f  (х), (54.33)

где а!(л:), Ь1(х) те же, что и в (54.17), а

—־00

Решив уравнение (54.33), найдем функцию ф(х), выразив ее 
через Ф(*) по формуле (54.32).
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Точно так же может быть рассмотрено на бесконечной пря- 
мой уравнение вида (54.31) с внутренними коэффициентами. 
И, наконец, следуя схеме п. 54.6, можно рассмотреть на беско- 
нечной прямой и полные уравнения. (Не останавливаясь на 
этом, отошлем читателя к работам С. Г. С ам  ко 9) —13).)

В заключение для уравнения с постоянными коэффициентами
ооS ф ( о д - f w ,  i ± ± . ־ 

סס י  —

приведем формулу, дающую его единственное решение:

״ И -  а - '- И Е .а  [  « 1 ± a s L ! ; <*) - ?  W]־«.
—  ОО י

где А то же, что в п. 54.5. Если /(х ) убывает на бесконечности 
достаточно быстро, |/(х) | ^  с |х ־״־8| , то эту формулу можно 
привести также к виду

ОО

( £. + « ,siey« -»
A n  d x  J גן; — t y  **

—*OO

54.8. Некоторые другие результаты. Рассмотренное выше 
уравнение (54.12) со степенным ядром можно решать и иным 
путем— осуществляя аналитическое продолжение в комплекс- 
ную плоскость с помощью функции

Ф (2) =  [(2 -  а) (р -  2) \ 2- י*~ 5  i 2 J L .

Для предельных значений Ф±(л:) выводятся формулы, аналогии« 
ные формулам Сохоцкого (4.8). С их помощью уравнение
(54.12) сводится к краевой задаче Римана. Именно так было 
впервые решено К. Д. С а к а л ю к о м  1) уравнение (54.12), а 
также уравнение (54.20) «с внутренними коэффициентами».

Остановимся на других результатах, относящихся к уравне- 
ниям со степенным ядром.

1°. Уравнение, обобщающее уравнение (54.12),
ж е

а (*) $ Ф W d t  +  Ф «  d t  =  f  W. (54*34)

где P(x)— многочлен, решено К. Д. С а к а л ю к о м  2), рассмот- 
ревшим также некоторые другие классы интегральных уравне• 
ний со степенным ядром (К. Д. С а к а л ю к  3)).
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2°. Обобщенное уравнение Абеля (54.12) можно решить в 
замкнутой форме и в том случае, когда оно задается на произ- 
вольной гладкой дуге. Такое исследование было проведено 
К. Д. С а к а л ю к о м  6) и позже П е т е р с о м  [Peters 1)], кото- 
рый рассмотрел также уравнение вида (54.34) с внутренними 
коэффициентами в случае гладкой дуги.

3°. Решение уравнения, аналогичного уравнению (54.12), 
в случае нескольких непересекающихся отрезков, дано 
Ф. В. Ч у м а к о в ы м  2).

§ 55. Интегральные уравнения с логарифмическим ядром

Здесь будут исследованы интегральные уравнения, содержа- 
щие в ядре логарифмическую особенность. Простейшее уравне- 
ние такого рода

1
\ \ n \ t - x \ q>( t )d t  =  f(x) (55.1)
О

было еще в 1922 г. решено в замкнутой форме К а р л е м а н о м  
(Carleman 1)). Рассмотрим некоторые общие классы интеграль- 
ных уравнений с логарифмическим ядром.

55.1. Характеристическое уравнение с логарифмическим 
ядром*). Исследование начнем с решения уравнения

х р
а (х) J ф (Л dt + ך 5-  ^ ־  In 1 * ~  ■;1- ф (t) dt =  f (х), (55.2)

а  а

которое будем называть характеристическим. Как увидим далее, 
его теория вполне аналогична теории особого характеристиче- 
ского уравнения с ядром Коши.

Будем считать, что действительные коэффициенты а(*), Ь(х) 
имеют производные, удовлетворяющие на [а, р] условию Гёль- 
дера, и не обращаются одновременно в нуль: а2(*)-|- Ь2(х) Ф  0. 
Решения ф(лс) будем разыскивать в классе функций вида

(55.3)■е ״ф•(*)
(х — а)1-8 (р — х)ф М  =

где ф*(х) удовлетворяет условию Гёльдера. Относительно пра- 
вой части равенства будем предполагать, что она дифференци- 
руема и ее производная имеет вид

(55.4)______ 80с)_______
(лс — а)1 _е (р — лг)1-в ’Г М ־

где g(*) удовлетворяет условию Гёльдера.

*) Изложение пп. 55.1—55.3 дано по работам С. Г. С а м  ко,
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Следуя схеме § 54, установим связь между интегралом с 
логарифмическим ядром и интегралом с ядром Коши. Эта связь 
аналогична соотношениям (54.7), (54.8) и имеет вид 

В t в

־  \  Т ~ Т  $ Ф(т).dx =  - 1  $ In (т) dx, (55.5)
а  а  а

־(55.6) ¥ $ ln iT = £ J־ ,P<T) dT•
<р (т) d x  

x  — t

Доказательство равенств (55.5) — (55.6) получим, переставляя 
в их левой части порядок интегрирования и вычисляя получаю- 
щиеся внутренние интегралы.

Заменяя в уравнении (55.2) слагаемое с логарифмическим 
ядром его выражением через особый интеграл согласно фор- 
муле (55.5), получим особое уравнение с ядром Коши:

в
а(*)Ф(х) $ ־־־־־־ךЛ *= / (ж), (55.7)

а
где х

Ф(*)־ ־ $Ф(0Л. (55.8)
а

Здесь необходимо подчеркнуть, что в силу (55.8) следует 
искать не любые решения уравнения (55.7), а только диффе- 
ренцируемые (и, следовательно, ограниченные на обоих концах) 
и удовлетворяющие условию

Ф (а) =  0. (55.9)
Решая уравнение (55.7) в классе функций, ограниченных на 
обоих концах, согласно формуле (47.12) получаем (в предполо- 
жении, что а2(х)+ Ь2(х) = 1 )

в
ф(х) =  а(х)!(х) +  - Ц ^ 1 ( х ) \  +  &(х)Z (х)Ри. , (х),

а

(55.10)

где א — индекс уравнения (55.7) в классе функций, ограничен- 
ных на обоих концах, а функция Z = (זג)  [a(x)— ib(1 (זגХ+(дс) 
имеет (см. (47.17)) следующий вид:

Z (*) =  (х -  a)V1 (р -  х)ъ <00 (*). (55.11)
Здесь функция <00(זג) удовлетворяет условию Гёльдера и всюду
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отлична от нуля. Показатели уь Y2> определяемые по формуле
(42.7), оказываются действительными, поскольку

(55.12)1;а (х) +  ib (זג) 
а (זג) — ib (זג)|G(*)I =

при этом 0 ^ Y ! < 1 > 0 ^ Y 2 < 1  в СИЛУ ограниченности решений.
Можно показать, что если правая часть f(x) удовлетворяет 

условию (55.4), а коэффициенты а(х), Ь(х) имеют производные, 
удовлетворяющие условию Гёльдера, то все ограниченные ре- 
шения Ф(*) уравнения (55.7), определяемые формулой (55.10), 
дифференцируемы всюду, кроме, быть может, концов х  *  а, 
х =  р, и их производные

/ \ d<5>

имеют вид (55.3). Доказательство этого мы не приводим.
Исследуем выполнимость условия (55.9). Если Ь(а)==0, то 

Y! =  0 и интеграл в (55.10) имеет при х =  а  логарифмическую 
особенность. Но b (я) дифференцируема, так что 16 (ле) | =  
=  | Ь(х)— & ( a ) | ^ c | x  — а |  и поэтому из (55.10) Ф (а =־(
=  а (а )Д а). Так как &(а) =  0, то а(а)ф0•,  следовательно, для 
разрешимости уравнения (55.2) необходимо, чтобы / ( а) =  0. 
Если же Ь(а) ф  0, то в силу (55.12) точка х =  а  не может быть 
точкой автоматической ограниченности. Поэтому условие 
Ф ( а ) = 0  оказывается выполнимым при любой правой части 
рассматриваемого класса в силу замечания 3 из п. 47.2.

Сформулируем окончательный вывод:
1) Пусть х ^  0. Если Ь(а)Ф  0, то уравнение (55.2) везу- 

словно разрешимо в классе функций <р (х) вида (55.3) при любой 
правой части f(x), удовлетворяющей условию (55.4). Если же 
b (а) == 0, то для разрешимости уравнения необходимо и доста- 
точно, чтобы

f (а) =  0. (55.13)
Решение уравнения в обоих случаях дается формулой

י <*> ־  - k  [ ״  М  > w  ■+ ^ z  м  { Ш  т ё т +

+  b(x)Z(x)PH. l (x)]. (55.14)

2) Пусть х <  0. Для разрешимости уравнения в случае 
b (а) Ф' 0 необходимо и достаточно выполнения условий

(55.15)— х).t l~ 4 t =  0 (/*=1,2,f(t)
Z (t)
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В случае Ь(а ) = 0  к условиям (55.15) нужно присоединить тре- 
бование (55.13). При выполнении условий разрешимости един• 
ственное решение уравнения дается формулой (55.14), в кото- 
рой Рх-1  (х) =  0.

Уравнение
Э Э

«(*)JfW«tf  +  ^ $ I n  Ц = ± 1- ф (0 dt =  /  (х) (55.2׳)
х  а

аналогично уравнению (55.2). (Читателю предоставляется про- 
вести его иследование самостоятельно по изложенной выше 
схеме. Укажем только, что для этого уравнения нужно соответ- 
ствующим образом видоизменить тождество (55.5).)

Уравнение с внутренними коэффициентами
х  3

\  a ( t )  ф (0 dt + 1  5 Ь (0 In ф (0 dt =  / (х) (55.16)
а  а

сводится к особому уравнению непосредственным дифференци- 
рованием с дополнительным условием равносильности f (а) =  0.

55.2. Уравнение с логарифмической особенностью в правой 
части. Покажем, что уравнение (55.2) допускает при Ь($)ф  0 
решение в классе (55.3) и в более общем случае, когда правая 
часть имеет при х =  р логарифмическую особенность

f (*) =  П*)1п(р —*),
где f*(x) удовлетворяет условию (55.4). Покажем, что решение 
ф(я), найденное для такой правой части по формуле (55.14), 
по-прежнему принадлежит рассматриваемому классу. Так как 
функция [/*(זג)— /*(Р)]1п(Р — זג) удовлетворяет условию (55.4), 
то достаточно рассмотреть случай /(*) =  1п(Р — х). Покажем, 
что решение (55.14), т. е.

«° 4 + (^ —« ׳<*)׳ ״ ^ ) т | ( г ^ г +
а

1 Г й (זג) . b (זג) d ( у  /  % Г In (Р /) d t  ^"1 ег 174
+  [ ~ 1 ץ + ־ r d״ 7 \ z  w  3 z' ш = х )  ) \  (55• 17)

принадлежит классу (55.3)*). Для первого слагаемого это оче- 
видно, для второго нетрудно получить, используя исследование 
интегралов со степенно-логарифмическими особенностями в 
п. 8.5. Остается рассмотреть выражение в квадратных скобках

*) Член [Z (* )P H-1 (זג)]', очевидно, принадлежит этому классу.
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в окрестности конца ас =  р. Для простоты ограничимся рассмот- 
рением главной части в Z(x),  т. е. будем считать, что Z(x) =  
*=(P— x)Vi. (Нетрудно показать, что это предположение не ог- 
раничивает общности.) Тогда с помощью замены р — / =  
«= (Р — х)т получаем

P- а  В —а

In xd x  
TY; (1 — т)

(55.18)
$Ойт

xY2 (1 -  т)

Осуществляя теперь дифференцирование, после ряда преобразо* 
ваний приведем выражение в квадратных скобках в (55.17) к 
виду

£ к > 1 Н ^ у гЯ+ л ( 4  (55.19)
X р

где функция А(х) имеет уже интегрируемую особенность. При 
этом мы воспользовались тем, что согласно (47.28)

(55.20)п ctg V2״ •______die__________
IГ dx

J тУі (1 _  х) о

Так как
G(P)־=a

то
, а (Р)

Следовательно,
а(р) —&(p)ctg у20 = ,״ 

поэтому первое слагаемое в (55.19) имеет при х =  р интегри* 
руемую особенность, что и требовалось.

55.3. Обобщенное уравнение Карлемана. Рассмотрим интег* 
ральное уравнение

Л  Р  Р

ах (лс)  ̂ф (0 dt +  а2 (х)  ̂ф (0 dt +   ̂1п| t — х |ф (0 dt*=f{x),
а  х а

(55.21)

являющееся непосредственным обобщением уравнения Карле* 
мана (55.1). Предполагаем, что [а!(*)— а2(х)]2 +  Ь2( х )ф  0. 
Будем решать уравнение (55.21) сведением к (55.2), считая, что
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условие (55.4) для правой части выполнено. Перепишем урав- 
нение в виде

(55.22)

Ф (/) dt =\ x - t \

=  f(x) — cm(x),

b ( x )
л

X

[а, (лг) — a2 (*)]  ̂ф {t) dt
a

где обозначено

m(*) =  l i ! ± i n ( p - x )  +  a2(x), с =  $ ф (f) dt. (55.23)
a

Правая часть уравнения (55.22) принадлежит классу (55.4), 
если 6(р) =  0. Если же 6 ( Р ) # 0 ,  то применимы рассуждения 
предыдущего пункта. Следовательно, в обоих случаях для ре- 
шения уравнения (55.22) можно воспользоваться формулой 
(55.14). Применяя последнюю, получим (при к ^  0)

Ф ( . ) = ^  { 6 W Z  (х) / V ,  (х) -  cF (х) +

+  [а,(х)- а2(х)] f (.х) +  $ 2 (!н1 - х)} (׳ (55•24
а

где ,

Г М  =  [a, М  -  » ־ [(*) ״׳  М  + (  г ш - Т ) י25■55) • 

При этом в случае 6(a) =  0 нужно в соответствии с (55.13) 
потребовать, чтобы

f (а) — са2 (а) =  0. (55.26)

Для вычисления неопределенной пока постоянной с подстэ’ 
вим выражение (55.24) в интеграл в (55.23). Получим

с [1 +  F (Р) ־  F (״)] =  Ф (Р) ־  Ф (а), (55.27)

где Ф(х) обозначает ту часть фигурной скобки в (55.24), кото- 
рая не содержит постоянной с. Может случиться, что равенство
(55.27) обращается в тождество. Опуская соответствующие вы- 
кладки, укажем, что это действительно будет так, если, напри- 
мер, 6(a) 6 ,0־*ל ( Р ) 0 или 6(a) =  6(Р) =  а!(р) ־= а2(а) =  0. 
В этих случаях l-|-.F (p)— F(a) =  0, Ф(Р) =  Ф(а) =  0 и по- 
сгоянная с остается произвольной. Следовательно, число реше- 
ний уравнения (или при к <  0 число условий разрешимости)



зависит не только от х, но и от обращения или не обращения 
в нуль значений Ь(а), &(Р)> а 1(Р)> а2(а).

В случае х <  О, записывая условия (55.15) для правой части 
уравнения (55.22), приходим к системе равенств

— c\1 j (/ — 1*2, • • •, х), (55.23)

где обозначено
3 г

x1 = ) M ׳‘ ־ ' d‘• ״ / ־ ! ־ Ш ' ' 55-2 9 )  • ־1‘״ )
а  а

В случаях, когда постоянная с определяется из (55.27) одно- 
значно, равенства (55.28) дают — х условий разрешимости.

В случаях же, когда с остается произвольной, если одновре- 
менно хотя бы одно из чисел отлично от нуля, можно за счет 
выбора с удовлетворить одному из условий (55.28).

Применим, в частности, полученные результаты к самому 
уравнению Карлемана

ji 55] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ 59!

р(*)1п>$ ■־־ |*-* |Л  —/(*). (55.10
а

Здесь а {х) =  0, b(x)=s i ,  х =  — 1, г  (х) =  л/(х — а) (Р — זג), а по- 
стоянная из (55.29)

_1_
י2  dt=  51п ( р - 0 ( < - « Г 2 (Р- 01*1

Р — а 
4я in

равна

(соответствующее вычисление мы не приводим). На основании 
предыдущих рассуждений приходим к следующему выводу:

1. Если р — а ф  4, то уравнение Карлемана (55.10 безу- 
словно разрешимо в классе (55.3) и имеет единственное реше- 
ние, определяемое по формуле

г  3 _______________
I f У(< — а) (Р — t ) . dt(t) ץ

ял/(* — «ИР — *) I.J t — x

(55.240
Р

1 Г f(t) dt
In I  V ( / - e ) ( p - 0

4 a
+

<p(x)
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2. Если !р — а =  4, то для разрешимости уравнения необхо-
3

димо и достаточно, чтобы  ̂ f (t) {t — а)- 1/2 (р — t)~m dt =  0 и тогда
а

<р(* ) = — J= - 1-  Г[ ~ а)(Р~  0 г  +  с ] (״55.24) ,
W ( * - a ) ( p - * )  1.J t — х J

где С — произвольная постоянная.
Формулы (55.24'), (55.24") следуют непосредственно из об* 

щей формулы (55.24), если учесть равенство

—  [ у ( * - а ) ( р - л : ) \ - =  f {t) d t -------- 1 =
d x L  i  V ( / - a ) ( p - 0 ( * - * )  J

в __________
1 C

V (* -a )(P -* ) J t - x

на доказательстве которого мы не останавливаемся.
Аналогичное (55.21) уравнение с внутренними коэффициент 

тами
* 3
J я! (t) ф (/) dt +   ̂а2 (t) ф (t) dt +
а х

3
+  b {t) In I x — #Іф (f) dt =  f  (лг) (55.30)

a

сводится к особому уравнению
3

[а, (х) -  а2 (*)] <р(х) -  ■1 $ Ь ( t ) - ^ ' d t  =  / (55.31) (х) ׳

непосредственным дифференцированием. Уравнение (55.30) рав- 
носильно уравнению (55.31) с дополнительным условием

3 3
$ а2 (0 ф (/) dt +  J b (0 In (t — а) ф (t) dt =  f (a). (55.32)
a  a

Подставив решение уравнения (55.31) в (55.32), получим равен- 
ство, связывающее входящие в решение при % >  0 произвола 
ные постоянные,
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55.4. Некоторые другие типы интегральных уравнений с ло- 
гарифмическим ядром. Упомянем вкратце, не вдаваясь в под- 
робности, некоторые другие результаты, относящиеся к урав- 
нениям с логарифмическим ядром.

1°. Следующее уравнение, содержащее одновременно ядро 
Коши и логарифмическое,

а(*)Г/>ф(*) — Jq>(0d*j +

+  ± Т ] S ־ 7 = Т  + ״11  * - * |]ф(*) Л  =Пх )  (55.33) 

сводится согласно (55.5) к особому уравнению

а (х) Ф (х) +  j  dt ־  f (זג) -  cb (ж) In ф -  х), (55.34)
а

где
х  3

Ф (ж) =  рф (ж) —  ̂ф (/) dt и с =   ̂ф (0 dt.
а  а

Решив особое уравнение, исходное решение ф(ж) определим 
из линейного дифференциального уравнения рф'(дс)— ф(дс) =
=  Ф'(ж) при дополнительном условии ф(а) =  -^Ф(а). Уравне-
ние (55.33) было решено в работе автора (Ф. Д. Г а х о в  6)) 
другим способом — применением метода аналитического про- 
должения непосредственно к самому уравнению (55.33).

Можно указать ряд интегральных уравнений с другими 
комбинациями ядер (ядра Коши, степенного и логарифмиче- 
ского), сводимых к краевой задаче Римана (или уравнению 
с ядром Коши). Но, как правило, возникают серьезные затруд- 
нения на второй стадии решения, когда приходится определять 
искомую функцию по уже найденному решению краевой задачи. 
Вопросы этого рода еще мало исследованы.

2°. Рассмотрим интегральное уравнение
х

а (ж)  ̂Р (t — ж) ф (t) dt +
о

оо

+ ־  ־ ־ ־ $ [ P ( f - * } l n | < - * |  +  Q ( f - x ) ] 9 ( f l tf ־ ־ f(*), (55.35)Л



частные случаи которого нередко встречаются в приложениях. 
Здесь P(z),  Q(z)— заданные целые функции. В общем случае 
решение такого уравнения наталкивается на трудности, связан- 
ные с поведением функций Р(г), Q(z) на бесконечности. Если 
известно конкретное асимптотическое поведение функций Р (2), 
Q (2) на бесконечности, то уравнение можно свести методом 
аналитического продолжения к краевой задаче Римана. Общая 
теория уравнения (55.35) еще ждет своего завершения. Мы 
ограничимся здесь указанием одной общей схемы, руковод- 
ствуясь которой можно решать уравнения такого вида при кон- 
кретном задании функций P(z),  Q(z).

Введем функцию
оо

Ф (2) ־־= ф (2) 5 [Р (t — 2) In (t -  Z)  +  Q (t -  2)] Ф (0 dt,
0

где аналитическая вне полуоси (0, оо) функция ф(2) должна 
быть подобрана так, чтобы Ф(2) стремилась к нулю при 2 -> оо. 
Подбор функции ф (2) в каждом конкретном случае произво- 
дится на основе изучения асимптотических свойств ядра при 
2-►  оо.

Для функции Ф(2) нетрудно получить*) аналог формул 
Сохоцкого
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(55.36)

Ф+ (х) =  ф+ (х)  ̂ [Р (f — זג) In I x — t 1 +  Q (t — *)] <p (0 dt —
0

X

— я/ф+ (*) J P (/ — x) ф (/) dt,
0

oo

ф ־ (x) == ф־ (x)  ̂ [P(/ —jc)ln|x: —/ |  +  Q(/ —2)]<p(/)d/ +
0

x

+  ш'ф+ (זג)  ̂P (t — זג) ф (/) dt.
0

Выражая с помощью этих равенств интегральные слагаемые 
в (55.35) через предельные значения Ф*(^), придем к крае- 
вому условию задачи Римана

(55.37)Ф+ (*) f М
а (х) — lb (х )

2 3d — (זג) Ф(«) ♦י*־
Ф~ (х)

а (х) - f  ib (х) 
а (х) — ib (х)

Ф+ (л:)=

*) Вывод формул (55.36) можно найти в статье Ф. Д. Г а х о в  а 6), 
В которой была дана излагаемая схема решения уравнения (55.35).
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заданному на действительной положительной полуоси. Пусть 
решение краевой задачи найдено; тогда искомое решение <р(/) 
определится из интегрального уравнения

X
2т \  Р (/ -  х) <р (0 dt = ־ ־ 74^2■  Т^ТТ • (65-38)

J ф (х) ф т (х)

Последнее уравнение типа Вольтерра с разностным ядром при- 
надлежит к классу так называемых уравнений типа свертки. 
Путем применения одностороннего преобразования Лапласа 
это уравнение легко решается в замкнутой форме.

Проиллюстрируем указанный путь решения уравнений
(55.35) примером.

П р и м е р . Решим интегральное уравнение
оо

$ f f (0n  (А и  -  f . l ) Ф ( 0  d t  =  /  (*), Х > 0 ,  (55.39)
О

где k — постоянная, Н ^  {г)  — первая функция Ханкеля нулевого рода. Ис- 
пользуем известное представление

JQ(z)\nz+Q{z),

где / 0(2) — функция Бесселя нулевого рода, Q (2 ) — некоторая целая функция. 
Таким образом, здесь Р шт / 0, а =  0, b =  я. Для функции Ханкеля при 
2 <־   оо известно следующее асимптотическое представление:

״ Р И Ч  £ + 0 ( 1 }

Поэтому в рассматриваемом случае ф (2 ) = =ד—  -. Задача (55.37), к которой
у  г

сводится уравнение (55.39), имеет вид
■ oe tkx

Ф+ (х) -  Ф ־  (x) =  -Z L = - f ( x ) .

Решая полученную задачу о скачке, приходим к уравнению

$/о[ k ( t -* )1  Ф (*) л = УГ J
О О

Остается для отыскания функции q> (/) применить преобразование Лапласа.

3°. Решение уравнения Карлемана (55.1) в случае контура, 
состоящего из п отрезков действительной оси дано в работе
J. Thomas 1). Уравнение вида (55.16) на таком контуре рас- 
смотрел Ф. В. Ч у м а к о в 6).
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§ 56. Исторические сведения

Материал § 51 написан по работе Ф. Д. Гахова и Л. И. Чибриковой 1); 
о содержании этой работы уже говорилось в тексте.

Из ранних работ по этому вопросу следует прежде всего упомянуть ра- 
боту Геллерстедта [Gellerstedt 1)] (1936 г.), затем работы С. Г. Михлина 
[15], Д. И. Шермана 2) (1948 г.), А. В. Бицадзе 1) (1953 г.)• Во всех пере- 
численных работах метод решения характеристического уравнения приме- 
няется к решению полных уравнений частного вида.

Материал § 52, как уже указывалось, написан по работе Л. И. Чибри- 
ковой 2).

В дальнейших работах Л. И. Чибрикова дала много новых примеров 
использования автоморфных функций для решения различных краевых задач. 
Отметим ее работы 3), 4), где решены некоторые краевые задачи для диф- 
ференциальных уравнений смешанного (эллиптико-гиперболического) типа, и 
в особенности работу 5), содержащую решение в замкнутой форме через 
автоморфные функции краевой задачи Гильберта для некоторых многоуголь- 
ников, ограниченных дугами окружностей.

В конце пятидесятых годов начали появляться работы Ю. Л. Родина и 
В. Коппельмана (W. Koppelman) по решению краевых задач для областей, 
расположенных на римановых поверхностях. В это же время Л. И. Чибри- 
кова, продолжая исследования по краевым задачам в классе автоморфных 
функций, пришла к краевым задачам на фундаментальном многоугольнике 
автоморфной функции с любым числом р пар конгруэнтных сторон. В силу 
известных теорем об униформизации алгебраических функций автоморфными 
последние задачи полностью равносильны краевым задачам на римановых 
поверхностях рода р, рассеченных по р парам канонических сечений. В даль- 
нейшем обе ветви теории слились воедино, отличаясь разве что терминоло- 
гией. Наиболее общая постановка этого рода задач дана Э. И. Зверовичем [9].

К настоящему времени теория краевых задач на римановых поверхностях 
сложилась в широко разветвленную дисциплину, носящую, в главных чертах, 
законченный характер. О важнейших приложениях, основанных на принципе 
локально конформного склеивания и принципе симметрии относительно алге- 
браических кривых, достаточно подробно говорилось в тексте. На других при- 
ложениях мы не останавливаемся.

Идея решения уравнений со степенным и логарифмическим ядром мето- 
дом аналитического продолжения была выдвинута в 1922 г. Т. Карлеманом 
[Carleman 2)]. Это — та же, по существу, идея аналитического продолжения, 
которая была использована им же при решении характеристического уравне- 
ния с ядром Коши. В указанной работе было решено уравнение Абеля с по- 
стоянными пределами интегрирования (54.23'), а также простейшее уравнение 
с логарифмическим ядром (55.1). Использованные Карлеманом вспомога- 
тельные аналитические функции имели точку ветвления на бесконечности, что 
вызвало некоторые трудности в решении.

Обобщенное уравнение Абеля с внутренними или внешними коэффициен- 
тами было впервые решено К. Д. Сакалюком 1), 4), использовавшим метод 
Карлемана аналитического продолжения. Ограничительные предположения, 
сделанные в упомянутых работах, были ослаблены Л. ф. Вольферсдорфом 
[L. v. Wolfersdorf 1)], использовавшим обобщенное уравнение Абеля при ре- 
шении краевых задач для дифференциальных уравнений смешанного типа, 
и С. Г. Самко 3), 6). Последний автор предложил другой подход к решению 
уравнений и рассмотрел их также на бесконечной прямой (см. С. Г. Самко 
8 )— 13)). Полные уравнения со степенным ядром рассматривались в работа\ 
Ф. В. Чумакова 1) и С. Г. Самко 7), 10), 11), 13). Основные соотношени 
п. 54.2, связывающие интегралы со степенными ядрами с интегралами с ядром 
Коши, были получены в работах С. Г. Самко 3 )—6) и Л. ф. Вольферсдорфа 
[L. V. Wolfersdorf 2 )]. Отметим также работу [L. v. Wolfersdorf 4)], в кото­
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рой обобщенное уравнение Абеля с постоянными коэффициентами было при- 
менено к некоторым задачам теории игр.

Имеется ряд ранних работ, посвященных решению различных частных 
случаев обобщенных уравнений Абеля. Так, Н. И. Ахиезер и В. А. Щербина 1) 
получили решение уравнения Абеля (54.23') с постоянными пределами инте- 
грирования, а также уравнения (55.1) с логарифмическим ядром в качестве 
частного случая из формул обращения некоторых интегралов с гипергеометри- 
ческим ядром. К этой работе близка статья У. Уильямса [W. Е. Williams 1)], 
рассмотревшего аналогичные уравнения в связи с приложениями в задачах 
электростатики. М. Г. Крейн 1) в исследованиях, связанных с обратной зада- 
чей Штурма — Лиувилля, пришел к некоторому методу решения интеграль- 
ных уравнений, откуда, в частности, получил решение уравнений (54.23') и (55.1).

В 1958 г. Хейнс и Мак-Ками [А. Е. Heins, R. С. Мае Сашу 1)] указали, 
что метод аналитического продолжения позволяет свести решение интеграль- 
ного уравнения вида

где Р  и Q — целые четные функции, к простейшему уравнению типа сверткиX
J Р (х  — t) ф (0  dt f (*). В качестве иллюстрации метода они дали реше-
о
ние уравнения (55.36). Материал п. 55.4 частично взят из статьи автора 6), 
частично публикуется впервые.

Рассмотренные в п. 55.1 интегральные уравнения (55.2), (55.2') изуча- 
лись в случаях Ь(а) =  &(р) =  0 в работах Ф. В. Чумакова 3 )—5). Изложен- 
ное в пп. 55.1—55.3 исследование уравнений с логарифмическим ядром в об- 
щем виде выполнено С. Г. Самко и ранее не публиковалось. Некоторые дру- 
гие типы интегральных уравнений с логарифмическим ядром рассматривались 
К. Д. Сакалюком 3), 5).

Следует указать, что работа по выявлению типов особых интегральных 
уравнений, разрешаемых в замкнутой форме, начата сравнительно недавно и 
в настоящее время продолжается. Здесь можно ожидать получения новых

00

 ̂ [Р  (х  — t) In I X — 1 1 +  Q (x  — *)] Ф (t) d t  =  / (*),
0

результатов.

З а д а ч и  к г л а в е  VII

1. Показать, что уравнение

• )ф (т )  d x * * f { t )

|т |- 1
, Ы - 1  1'8тГ8т

9т2 - 1т  Zxt -  х  +  / +  1 9т2 -
принадлежит к типу уравнений (51.12), и дать его решение.

Ответ.

F(z) = 9 z ~ l ^  (*>0).
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2. Тем же методом дать решение следующего уравнения с разомкнутым 
контуром:

1

ф(0 - я J ( 0  +  1) + ך בד т־ן * - т - <  + т־־ 2 1  - 1 + / )

3. Дано особое интегральное уравнение

(г) d x  1) .(* ) /= (־
11

© k (t) T - © fe(00)■ Jb=
g[»> «)1

л і

a (t) Ф (t) +  
n-1

+ *(*)£

где coo (2 ) ■ 2 со! (2 ,י  ), . . cort- 1  (2 ) — группа дробно-линейных преобразова- 
ний, И  (2 ) — рациональная функция, не имеющая полюсов на L0, а2 — Ь2 «  1. 

Показать, что при помощи аналитической автоморфной функции

Е" 1 н \ т к (2)1 г г י נ ר
~  2n i  1 т - ^ г ־־ ) т - М, И  ф(т)<гт 

ft-о  ц  и * * ־*

(2)

уравнение сводится к краевой задаче

ф־ ю +аК  (<)]-як (*)]*,К  «)]
в [•*«)] + я  [®* (0]м®* W]

ф י 0) +

(01
а К  (0! + н  [“* <*>]ь [®а (<>] ׳

t s L k  (ft = .(מ — 1........1 ,0 

Получить отсюда для v +  1 решение уравнения (1) в виде

(/)/(*)-Ф ( О - в

I___________I____Z т____ו . ,  V  Я Ь  Щ С 1 W  Г ,״ ״ _ л (°°) J® 0 ־־ т( 2̂—*יט я/ ' z (т) Lт ̂ W т*׳ ־
H < )Z (f) P « + v - , ( F )

ft-0

+

Z (0  =  fa (/) +  H  (/) b (/)] X + (/), X  (0  — каноническая функция задачи (2), 
г ן   — полюсы функции И  (2 ). (Ф. Д. Гахов и Л. И. Чибрикова 1).)

4. Дано особое уравнение

(т) Л -/(*), (1)] ф<йк (t) т -  <Лк (оо)Л-0 ц



ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ VII

где функции ©£ (г) составляют циклическую группу; p k (г ) — рацио 
функции, удовлетворяющие условиям нальные

k - l  п - 1

М 2) = П / ,![®/И* П р \[«•/(2)]*1.
/ - о / - 0

Показать, что при помощи аналитической функции

Ф ( г ) =־ Х “ ^ і Г  S [ x - ( 0 ft(z) “ T ״ - < o A ( o o ) ] 4 >W dT.
fe»*0 Lo

удовлетворяющей условию
Pj (2) Ф [®у (2)] =  Ф (2) (/ — 1.2........П — 1),

уравнение сводится к краевой задаче

Ф+ U) ■ а К  P k « ) f  к  (01
״ [ • * W ] +  » [ ״ * ״ )] “ К  <'>] +  * К  « Р

/E L ft  (Л =  0, 1, . . п  — 1).
Получить отсюда решение уравнения (1) в виде 

Ф (0  — а (0  /  (0  —

— 6 (/) z (<) Y, $ Т{х) [ т - 0 )й ( 0 ” т - ш л (00)] dx + b(0 2 (08(0,
ь**0 г״ *

699

-1 (Ю121±.צ
[F (г) -  F  ( 2 J ] X־ > Д  I2) * ׳7 )2(־  ;)]

ft *■о и

0 (z )  =  eo (z)

где

е0 W =  Ё  Ffe <2);Л—О
г!, 22י . . .» zv — нули функции 0О(2). (Ф. Д . Гахов и Л. И. Чибрикова 1).)

5 . Показать, что уравнение Трикоми [26]
1

о
принадлежит к типу уравнений (1) предыдущей задачи.

6. Свести решение уравнения
2/1-1

. « ) . n + f  J h i ״ • ־ ,<().
k-О и

где ® kit)  составляют циклическую группу, к краевой задаче

ф+ т  _  « Ы * Я - » Ы 0 1  . (-1)*»;«)/[«>W]
и  а |( 0А (0 | +  Ь [<0 * (OJ <־ [тк (/)] +  Ъ [со* (/)]

О)
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относительно функции
2 л -1

<־>« -  У  ( - ? ® - л .Z-j  2ш J (дь (т) — г  
fe -0  L0

Получить отсюда решение уравнения (1) в замкнутой форме.
Показать, что уравнение 

1

ф(<) = Т  5 ( т ^ + 7 Т Г -?2т7 ) ф(т)dx׳О
использованное А. В. Бицадзе 1) при решении краевых задач для уравнений 
смешанного типа, принадлежит к типу уравнений (1). (Ф. Д. Гахов и 
Л. И. Чибрикова 1).)

7. Показать с помощью разложения на простые дроби, что в случае ко- 
F'  (т)нечных групп ядро ^  ^  ^  обращается в

л—1

Х [ т  — « л ( 0 т - < 0 Л о о ) ] •
ft-0

8. Решить интегральное уравнение 

- 1 - * )  + и (3(־־[1  -/)* ]Ф(/) +
, 1 - ( / - 1 ) х( з -  /)“ С Н'{т) , , л

+  2ni )  H ( x ) - H { t )  Ф (׳О dx -  /  (/),
£1

16 — г 2 ( 4 - г 2)
где L0 — окружность | 2  — 1 1 =  1/2,

1
H  =  F (z)

и >  0.

F (z) 42 ( 4 - 2 )  '

F  (г) — основная автоморфная функция группы Г:

1 . 1
(Do (г )  т  и ,  ( г )  

1 - ( / - ! ) *  (3 -0 *

(Во (2 )  а з  2 , (В, (2 )  =  4 — г, F (г) =

Ответ.
/j4 ( / - ! ) »  ( 3 - / ) *  +  1 ( / , t . v, ״  w

Ф 2 (/ — l )x (3 — /)* ( / - l )x ( 3 - / ) X ״

ч, г  ( 4 - / ) /  I й 1 С с /_ \  Г З т 2 — 12т — 1 6 4 ך  Н '  (т )X L 3 /2 -  12/ -  16 J 2ni (X) L (4 -  t) t J H  (x) -  H  (/) dx
[<-1)и (3-Q* Г T p  , u n t )I
-  1)* (3 -  / ) x  L 3 / 2 -  12/ -  16 J P

[

яГ $ и  $ ф(т) dr =  '(0 ׳

1 - ( / - l )x ( 3 - / ) *  Г ( 4 - 0 /  
2(/

9. Показать, что интеграл

4*



60ІЗ а д а ч и  к г л а в е  Vii

=  — , допускает обра-י cos г, L q — окружностьcos ггде И  (2 )«=

ф n i  S Я  (т) -  Я  (/) f  (Т* dX’

щение

У к а з а н и е ,  f  (2 ) =  cos г  есть основная автоморфная функция, порожден- 
ная группой подстановок со! (г) =  2  +  2я, <02 (2 ) =  — 2 .

10. Пусть F (2) одно- или двоякопериодическая функция с периодом (0, 
имеющая нуль первого порядка при z  =  0. Показать, что для интеграла

<р(т)Лт = •/(< )( т - 0  
(Т —о

W

n i  J F

ш
при выполнении условия ( t ) d t  =  0 справедлива следующая формула обра- 
щения: о

ф(<)=ר t ז̂ r - o f(r) dx-о־
F'Обобщить на случай, когда отношение -־=־ заменяется отношением двухг

периодических с периодом ю функций F u F2y удовлетворяющих условию 
F { (0) =  1, /^ ( O J ^ l .  (Л. И. Чибрикова 2), стр. 107.)

11. Исходя из результатов задачи 10 вывести следующие формулы обра- 
щения для функций Якоби ׳0־ !, sn, сп и dn:

> d r  =  /  (t),■ г» ;т  м1)

f  (Т) dx;
■ f * № )

P f 1)
Ф (г) d r  =  / ( 0 ,

сп (т — t) dn (т — t)
sn (т — t) 

4k

<p(0 =

4k

­ ז ­n i (2ג 

/  (t) dx;
сп (т — 0  dn (t — Q

sn (t — t)

Ф (זר) d x  = i ־  (t ),
cn (t — t)
sn (x — t)

ф(<)=і$I
4kx\.m  J3)

\d x (זר) /
cn (t — t) 
sn (t — t)

4k
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о о
4k 4k

ן’י<'־•■* ^ ז «1! י17־ ״ י ־ 5י ו
О о

Ак

6) Л ־ ( — , СП,(,Т~ / ־ р(т)<*т> •זד   ־ /(О.7 ш J sn (т — t) dn (т — 0 ' w

f ( x ) d x .сп (т — t)
sn (т — t) dn (т — t)

Ак

- S־b״׳<'>=1
12• Получить формулы обращения Гильберта (6.6), (6.7) при условии 

2я 2я
 ̂ и (a) do  =8  ̂ о (a) do  =  0, исходя из результатов задачи 10. 

авнение типа Абеля
X
J (זג — о 14 Ф (0  dt — f  (х) (0 <  ! 1  <  1).

о о
13*. Решить уравнение типа Абеля

Ответ.

dt.(Оa* ( J j !
djc2 J (זג —

sin цяф(0: ря tf*2 J (זג — О14 

14. Решить интегральное уравнение Шлёмильха
Л/2

^  Ф (*  s in  0) dQ *= /  (* )•

о
Л/2

<р (лг) =  f (0) +  JC  ̂ (<|sin t *) ׳/

Ответ.

(Э. Т. У иттекер  и Дж. Н. В атсон , КуРс современного анализа, ч. 1, 
Физматгиз, 1962, стр. 323.)

15. Доказать тождество

(а <  х  <  Р).Ф (т) dx
а) (т — t)

Г Ф (זי) d x  / -  d  f  d t  C
J  t  — jc d x  J *V # — / v ЛІ

,(זג)/
-JL

a) (p — x)J 2 ־־־ U] (זג) / .

16• Решить уравнение

f Ф(ОД -
ן * - / ן аג ״

если а) / ( (זג ־־* זג)  — а)п (п 1 ,0 ־=־, ...); б)
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Ответ.
а) ф (х) =

- а ) "  у  Г"
J r ״  V  n - k  j )  ’•

!in
Г(|і) «I (pcos

Г ( 1 0  + К* — a) (P — x)J 2 *To ״ 

=  _ J i z ־ ״1״ ) [(x -a )(p -x )] ־2־־ ‘.
2 В

6)  Ф ( ג ;)

(С. Г. Самко 6).)
17. Показать, что общее решение уравнения 

3

S 8̂ - , г ״  * (l)* ־ ' w

[  f ( t )dt  ,
י / ־ , - « י ־ ג ״

toJ*5L8 2 d
2я dx J (x — <)'оז!־י

имеет вид

фМ=* —
Г(Х — а) (Р — лг) j

Ji2L * м, * 3 ц
2 f St -  a \ T  dt jL_ f dx Г / р — s\ J  f ( s ) d s

H p ־ /J (14"0 ̂  di זג —1 (* — x)*4 J Vs — a /  ($ —t)114־־’

8fn2

n2 dx

где с — произвольная постоянная.
18. Показать, что если функция <р (זג) удовлетворяет на [а, р] условию 

Гёльдера с показателем Л <  р, то функция

(О < !г < 1),fix)

имеет вид f (х) =  (х ** + -удовлетворяет уело (זג) гДе י(*) ♦ 
вию Гёльдера порядка X +  1 — р. (Q. Н. Hardy, J. Е. Littlewood 1).)

19• Доказать, что для дифференцируемых функций g(x)  формулы (54.2), 
(64.3), дающие решение уравнения Абеля, можно привести к виду

ф (х) — dt л ( х - а )  J ( * — *) 4י־
Сакалюк 1).) 
Интегральное уравнение

X
(К.

$ ф(0 д / * X L V  d* = f M ’ с >°•

теории тонкого крыла самолета (Л. И. С едов, Плоские задачи гидродина- 
мики и аэродинамики, М., «Наука», 1966) привести к уравнению Вольтерра 
второго роДа. (С. Г. Самко 4).)



ИНДЕКС КАК ГОМОТОПИЧЕСКИЙ ИНВАРИАНТ

1. Г о м о т о п и я  ф у н к ц и й .  Пусть L  — простой гладкий замкнутый 
контур, содержащий внутри себя точку 2  =  0. Обозначим М  совокупность 
всех непрерывных и не обращающихся в нуль на L функций <2(0•

Функции Go(t) и (51(0, принадлежащие множеству М, назовем гомотоп- 
ными (G0(t) ~  если существует функция G(f, Я), непрерывная по со-
вокупности переменных / е 1 Д е [ 0 ,  1], такая, что

1) G (U Я) Ф  0;
2) G{U 0 ) « 0 0 = G (/, 1) י0)  G, (/).

Другими словами, если G0(t) ~  Q1( t ) t то кривые ш =  Go(0» w =  G !(0  
можно непрерывно стянуть друг в друга, не проходя при этом через начало 
координат.

Покажем, что если G ( t ) & M  и и »  Ind G (0 , то G(t) В самом деле, 
на контуре L  существует однозначная ветвь функции [t־ KG (t)]  , и функция

G (t, К) - 1* [t~*G ׳*[(/) 

осуществляет гомотопию между функциями t* и G (t ). Далее, если G (t) го- 
мотопна tKt то G (0  не гомотопна никакой другой степени t. Действительно, 
если допустить, что G (t) ~  tXi ~  К̂2, то тогда t*11 ~  -Но, очевидно, ок .־־*2 
ружность w  =* **1“  с центром в начале координат нельзя стянуть в точку נ*
w =  1, не проходя через начало.

Таким образом, функции G0(t) и G!(t) из множества М гомотопны тогда 
и только тогда, когда индексы этих функций равны.

Простейшим представителем в каждом классе гомотопии (т. е. в классе 
эквивалентных друг другу функций) является функция а индекс

является гомотопическим инвариантом.
Дальнейшие сведения о гомотопии функций (векторных полей) чита- 

тель может найти в книге М. А. Красносельского «Векторные поля на плоско- 
сти», М., Физматгиз, 1963, где даются различные приложения понятия гомо- 
топии. Нас будет интересовать использование этого понятия лишь в теории 
особых интегральных операторов.

2. Г о м о т о п и я  о п е р а т о р о в .  Два оператора Нётера *) N 0 и N u 
действующие в банаховом пространстве, назовем гомотопными друг другу,

П Р И Л О Ж Е Н И Е  I

) Об операторах Нётера в банаховом пространстве см. п. 23.4.
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если существует оператор Afx, непрерывно зависящий от параметра К  такой, 
что:

1) является оператором Нётера при каждом значении К е  [0, l] j

2 )  ̂ U  = ״  ״0-  й - Г ״ г
Непрерывность оператора по параметру К понимается, как обычно, в том 
смысле, что || N K — N ^ <־ при К ־► 0 ||   Л0.

Пользуясь теоремой В п. 23.4 об устойчивости индекса по отношению к 
малым изменениям оператора, нетрудно доказать, что если два оператора 
Нётера гомотопны, то их индексы равны.

3. Г о м о т о п и я  о с о б ы х  и н т е г р а л ь н ы х  о п е р а т о р о в .  Рас- 
смотрим множество операторов вида

ІУф-а(0ф(0 +  * (0&Р + 7־ф, (1)
где S — особый оператор с ядром Коши на замкнутом контуре, Г — регуляр- 
ный оператор, a ( t ), b ( t ) — непрерывные коэффициенты, причем выполнены 
условия

А (t) =־  a (t) +  Ь ( і ) Ф  0, В (t) = - a (t) ־  Ь (t) Ф  0.

Покажем, что можно добиться гомотопии операторов вида (1) с по- 
мощью гомотопии коэффициентов. Справедлива следующая

Л е м м а .  Операторы N 0 и N ! вида (1) гомотопны в пространстве L p 
(р >  1), если соответствующие функции A 0( t ) t B 0(t) гомотопны функциям  
A1(t),  B x(t).

Действительно, пусть A 0(t) ~  Л!(*), Bo(t) ~  В !(/), и пусть Л (*Д ), 
В (/Д )  — функции, осуществляющие гомотопию. Легко показать, что оператор

״ -  Л( / ,  X) +  B ( t t Я) _ /л . А  (/, Я) ־־* В (/, к)
ЛуР « ־ ------------ 2------------ Ф (*Н --------------- 2-------------5ср +  Гф

непрерывен по X в пространстве L p и удовлетворяет условиям 1), 2) и, еле- 
довательно, осуществляет гомотопию операторов N 0 и N {.

4. В ы ч и с л е н и е  и н д е к с а  о д н о г о  к л а с с а  о с о б ы х  о п е р а -  
т о р о в  с о  с д в и г о м .  Метод гомотопии позволяет вычислять индекс one- 
раторов путем замены данного оператора более простым, ему гомотопным. 
Этим способом часто пользуются для вычисления индекса различных опера- 
торов. Рассмотрим в качестве иллюстрации особый интегральный оператор со 
сдвигом:

(2)
d (t ) Г ф (т) dx  
n i  J т — а (/) ״N<v =  a (/) q> (t) +  b ( t ) ф  [a  (<)] +  \  ^  f

П l J T — t
L

где а (* сохраняющий направление обхода на L ־—(  некарлемановский сдвиг, 
имеющий неподвижные точки. Предположим для простоты, что а ( /)  имеет 
единственную неподвижную точку t0.

Пусть
(3)а (t) ±  с (/) Ф  0.

Будем еще дополнительно считать, что выполнено условие

I a ( t0) ±  с ( t0) | >  | Ь (to) ±  d  (to) I max {1, | a ' (/0) |}. (4)

Можно показать, что при выполнении условий (3), (4) оператор (2) яв- 
ляется оператором Нётера. Мы не станем останавливаться на доказательстве 
этого, отсылая читателя к статьям В. Г. К р а в ч е н к о  1), 2), из которых 
взят рассматриваемый пример.
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C(t) С ф  (т) dx  . d  (11) f  ф  ( t ) d x
ш J г  — t n i  J г  — a (/) *

L L

Введем оператор 

Л \ Ф - в ( * ) ф ( 0  +  «  (t) (pla(t)]

Условия (3), (4) для этого оператора выполняются при любом значении 
І в [ 0 ,  1]. Следовательно, оператор N x  нётеров н осуществляет гомотопию 
между исследуемым оператором со сдвигом ш  N  и особым оператором 
с ядром Коши

L

Ind Я =  Ind N 0 =  Ind -  j!! ~  - —  •a (0 +  0 (<)

Поэтому

Аналогичный прием использовали Г. С. Л и т в и н ч у к  1) при вычислении 
индекса особых операторов с карлемановским сдвигом, а Н. Л. В а с и л е в •  
с к и й  1) при вычислении индекса некоторых особых уравнений с полярно• 
логарифмическим ядром (см. приложение II).

Для построения оператора осуществляющего гомотопию двух про- 
извольных операторов Нётера N 0 и N 1, нет какого-либо единого правила; 
здесь — простор для искусства исследователя.

П Р И Л О Ж Е Н И Е  II

ОПЕРАТОР С ПОЛЯРНО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ

Пусть на гладком замкнутом контуре L  определен оператор

К,ша(Ц1+ЬЧ)М, ( » » ־ -gS ז1)   <«

При е >  0 ядро оператора М г имеет особенность интегрируемого порядка 
и оператор Ке является фредгольмовым. При е 0 =־ оператор М г обращается 
в сингулярный оператор с ядром Коши S и, следовательно, /Се подчиняется 
теории Нётера. Возьмем для измерения порядка бесконечности ядра вместо 
степенной шкалы более тонкую. Из элементарных функций такой будет лога- 
рнфмическая (с повторными логарифмами и их степенями).

Среди операторов с промежуточным по сравнению с оператором Ме при 
е >  0 и е = 0 ־   порядком особенности простейшим будет оператор

жг __ נ Г ф (т) d x
N<faa1 a r -т) ג f l i n (2)

L

Спрашивается, как влияет ослабление порядка особенности, вызываемое вне- 

сением в ядро оператора S множителя ^  ^  -какой теории (фредгольмо ,•־^ __ 

вой или нётеровой) будет подчиняться оператор
Q s f l / 4 ЪЮ (3) ־

Изложим кратко решение этого вопроса,
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Как и в § 22, при исследовании оператора S  воспользуемся методом 
аналитического продолжения в комплексную плоскость. Пусть <р(т) удовле- 
творяет условию Гёльдера. Нетрудно показать, что интеграл Яср существует 
в смысле главного значения. Введем аналитическую функцию

(4)1 Г <р (т) d x  
2n i  J (т — z)  In (т — z)L

Ф(г)

Обозначим t0 =  Xo +  iyo точку контура L  с минимальной ординатой. Соеди- 
ним ее с бесконечно удаленной точкой лучом Г, не касающимся L  в /0• Будем 
считать функцию 1п(т — z) переменной т главной ветвью логарифма, опреде- 
ленной условием 1п(т — 2 ) =  0 при т — 2 = 1 , непрерывной на L  всюду, кроме
ТОЧКИ to.

Функция Ф (2 ) будет иметь особыми линиями контур интегрирования L  
и кривую С, определенную уравнением w =  t ( s )— 1. Для упрощения даль- 
нейшего исследования будем предполагать, что линии L и С не пересекаются. 
Этого можно достигнуть, например, подчинив L  условию, что разность любых 
двух точек с одинаковыми ординатами остается по абсолютной величине 
меньше единицы. Методами, близкими к использованным в § 4 при исследо- 
вании интеграла типа Коши, доказывается

Т е о р е м а  1. Интеграл (4) является функцией , кусочно аналитической на 
плоскости с линиями скачков L , С, Г. Ее предельные значения на контуре L  
даются формулами

ф+ (/) «־ <а (<) <р (<) +  ЛГср, (5)
Ф 0 ) ־  =  лг<р, (в)

где

״’־ ״ і к Ч ' + т г І г Ь г ]
(аналоги формул Сохоцкого).

Функция <0 ( 0  уже не удовлетворяет условию Гёльдера и это приводит 
к необходимости рассматривать оператор N  не на множестве функций, удо- 
влетворяющих условию Гёльдера, а в пространстве L p, Оператор Я, опреде- 
ленный на функциях класса Н  равенством (2), допускает продолжение до 
оператора, ограниченного в пространстве L p . Всюду в дальнейшем свойства 
рассматриваемых операторов выводятся сначала на функциях класса Я, а за- 
тем по непрерывности переносятся на функции из L p .

Т е о р е м а  2. Если a ( t ) — непрерывная на L функция , то Na —  aN  — 
вполне непрерывный оператор.

Исследование показывает, что оператор N  тесно связан с оператором S, 
поэтому целесообразно изучать свойства не оператора Q, а более общего one- 
ратора

А  =  а /  +  bN  +  cS  +  Г, (7)

где а, 6, с — непрерывные функции, а Т — вполне непрерывный оператор.
С помощью аналогов формул Сохоцкого (5), (6) доказывается 
Т е о р е м а  3. Справедливы соотношения

N  (© / +  N)  0, N  ( /  +  S)  =  0, ( / -  S)  (© / +  N)  =  0.

Отсюда с использованием теоремы 2 непосредственно вытекает 
С л е д с т в и е .  Имеют место равенства

Л̂2 =  -  ©Я +  Г',  N S  =  — Я, S N  =  ©/  +  N  -  ©S +  Г",

где Т \  Г" — вполне непрерывные операторы.
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Последние соотношения позволяют получить формулы композиции опера- 
торов типа Л, а именно, коэффициенты оператора

А  =  Л!Л2 = bN -}־ 0.1  cS -}־   Т ־־}־ 

в очевидных обозначениях выражаются формулами 
О =  й \ 0 2 ־4־   С\С2 +  С1̂ 2С0,
Ь =  й \Ь 2  +  Сх02  —  Ь \ Ь 2 (0 +  С\Ь2 Ь ־־־  \С 2у 

С =  й \С 2  +  С \0 2  —  С1Ь2®.

Отсюда легко вытекает, что оператор

А  =  (а — 6(0) I  — bN — cS
будет левым и правым регуляризатором для Л, причем 

ЛЛ в  (а +  с) (а — Ь(д — с) /  +  Т и
׳% )8(

ЛЛ =  (а +  с) (а -  Ьв> -  с) /  +  Г2.

Следовательно, справедлива
Т е о р е м а  4. Д л я  того, чгобы оператор А был нётеровым, достаточно 

выполнения на контуре L условия
(а +  с ) (а  — Ь®-~ с) Ф  0. (9)

Индекс оператора Л можно получить методом гомотопии (см. приложе- 
ние I). Оператор

Л  ̂ ~  ^  ~1Г")  ̂"Ь О 2̂" 4־ ׳^ (י ^  ” )  ^ +  Т, Я е  [0, 1],

гомотопно преобразует оператор Л в сингулярный оператор с ядром Коши

А> а (°־־т־)/+ (c+־r s+r• (1°)(־
Следовательно, индекс оператора Л совпадает с индексом оператора Л!. От- 
сюда следует

Т е о р е м а  5. Индекс оператора А вычисляется по формуле

1̂ * ־“־ ■ s h ^ T T r l  11,1
Изложенная теория при с =  0 дает ответ на первоначально поставлен- 

ный вопрос.
Т е о р е м а  6. При условии а (а — Ьа) Ф  0 оператор Q есть нётеров и его 

индекс вычисляется по формуле

IndQ = l H arg \ l
Однако, принадлежность обоих операторов Q =  а! +  bN  и К 0 =  а / +  bS  

к общему для них классу нётеровых операторов еще не означает, что все их 
основные свойства совпадают. Можно указать и такие примеры, когда one- 
ратор N оказывается родственным не сингулярному оператору 5, а оператору 
со слабой полярной особенностью Ме (е >  0). При а =  0 особое интеграль- 
ное уравнение 1־го рода (cS +  Т)<р =  f  остается по-прежнему нётеровым и 
при регуляризации приводится к уравнению Фредгольма 2־го рода; для урав* 
нения же 1-го рода (6jV +  Г)ф =  / условие (9) нётеровости нарушается и 
соответствующее регуляризованное уравнение оказывается фредгольмовым 
уравнением 1־го рода.
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В исключенном из рассмотрения случае пересечения контуров L и С 
теория оказывается значительно сложнее, чем изложенная. Здесь приходится 
привлекать к рассмотрению еще некоторые специальные операторы сдвига. 
Но в принципиальном отношении окончательные результаты одинаковы со 
сформулированными выше. В случае оператора N более общего вида

״  ф *= 1 Г_________________ Ф (זו) dx_________________
) ф 2я/ J<״> т - О М т — 01п1п(т —<) . . .  1п(% ( т - /) ’

где
0 < т <  1, 1пу(т— t) =  In ln ^ _ j )  (х — t),

теория еще более усложняется, но в принципиальном отношении и здесь ре- 
зультаты остаются неизменными.

Рассмотренная в настоящем приложении проблема была поставлена авто-
Йом книги в середине 50-х годов. Первые шаги в ее решении в 1956 г. сделал 

[. М. М е л ь н и к  1), получивший для интеграла

Ф ( г ) = 1 ^ І ~ т - Г ) 1 п־ ^ - г) ( ° < 1 > .(״׳
L

аналоги формул Сохоцкого. Изложенная здесь теория, а также ее обобщения, 
построена недавно молодым одесским математиком Н. Л. В а с и л е в с к и м ! ) .

п р и л о ж е н и е  III
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ В ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ

ФУНКЦИЙ

I. Интерполяция целых функций. Общая задача интерполяции аналитиче- 
ских функций состоит в определении аналитической функции по счетному 
множеству значений ее самой или ее производных на некоторой системе то- 
чек. Здесь речь пойдет только об интерполяции целых функций. Из кон- 
кретных задач отметим следующие.

З а д а ч а  Н ь ю т о н а .  Найти целую функцию F (z)f если известны ее 
значения в целых точках

F (п) =  ап (/1 =  0, 1, 2 , . . . ) •  (1)

З а д а ч а  Л и н д с т о н а .  Найти целую функцию F(z) по значениям ее 
четных производных в двух точках

F{2n) (0) =־ в1) ,״ */2י״  ) =  Ьп (2 ) . ( . . . , 0 , 1 , 2  = (׳! 

З а д а ч а  А б е л я  — Г о н ч а р о в а .  Найти целую функцию F(z) по зна- 
чениям ее последовательных производных

^ = (л») <״  ап (3) . ( . . . , 0, 1 , 2 מ  = י )

Разрешимость и единственность решения поставленных выше задач суще- 
ственно зависят от характера роста целой функции. Целую функцию

оо

Л  Antn будем называть функцией сравнения, если 1 ) А п >  0 
л—о

(л — 0, 1, 2, . . . )  и 2) Ап+1/Ап монотонно стремится к нулю. Говорят, что 
целая функция F(z) сравнима с А (г), если существует т (0 <  т <  оо) такое, 
что для всех г

\ Р ( г ) \ < М А ( т \ г \ ) .  (4)
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где М ־ ־  A f ( f , t ) >  0; точную нижнюю грань чисел т, для которых имеет 
место соотношение (4), называют A-типом функции F(z).

Справедливо утверждение: для того, чтобы целая функция F (2 ) =
ОО

У! unz n имела А-тип, равный о, необходимо и достаточно, чтобы 
л» 0

:а.!/״
Нш sup

rt>oo I
00

Для Л-сравнимых функций Z7 (г) =  ал2л имеет место обобщенное
л—о

представление Бореля

(5)F (г) =  2ST 5 Л Y_ ^  dt'
00

где Y“0 = ״ (  /  ~ — ГГ1-----аналитическая в окрестности бесконечно удален-
צ0  '

ной точки функция. При А (/) =  е1 интегральное представление (5) превра- 
щается в обычное преобразование Бореля для целых функций экспоненциаль- 
ного типа.

С помощью преобразования Бореля (5) задачи (1),  (2) и (3) сводятся 
к решению некоторой проблемы моментов в комплексной области.

В последнее время Ю. А. К а з ь м и н  в ряде работ (см. l ) —?))*) при- 
менил к решению проблемы моментов методы теории краевых задач аналити- 
ческих функций. Это позволило ему исчерпывающим образом решить ряд 
важных задач теории интерполяции в самой общей постановке.

Приведем схематически, следуя в основном работе 3), решение общей 
проблемы моментов методом краевых задач.

Пусть w(z) аналитична и однолистна в односвязной конечной области Dz,
и пусть заданы аналитические в D *  функции А9(г) (s =  0, 1, . . . »  р — 1), 
а также р последовательностей {ап*} и р целых чисел /*, 0 ^  ^ ק — 1   (не
обязательно различных). Общая проблема моментов состоит в следующем: 

I. Существует ли аналитическая в замкнутой области В~ функция У” (г)» 
для которой имеют место равенства

2JJ \  I«׳ (z)]״p+ts As (z) v־  (г) d z  -  ans (6)
г*

(n ass 0, 1, 2 , . . . ;  S =  0, 1, р — 1),

где Г! — простой замкнутый гладкий контур, лежащий в области D*, и 
Y־־(z) аналитически продолжима вплоть до контура Г2?

И. Если существует хотя бы одна функция у ־ (г), удовлетворяющая си־ 
стеме уравнений (6), то как по числам ап״ (моментам), находящимся в пра־ 
вых частях равенств (6), восстановить все множество решений {у־־(г)} си- 
стемы (6)?

Пусть функция w =  w(z) отображает область D* на область Dw и 
z =  z (w ) — обратная функция. Равенства (6) могут быть записаны в эквива­

') Ссылки даются на список литературы в конце данного приложения.
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лентной форме

—  \ w np+lsAs [ z (w )]z  {w )y -  [Z(w)]dw =  an,. (7)

г»
Условимся обозначать и В “  соответственно внутреннюю и внешнюю об- 
ласти, ограниченные контуром Гш. Предположим, что область В *  инвариантна 
относительно вращений на угол 2я/р, т. е. 6В+ =  В + , б ־= ехр 2ni/p. Из (7)

оо

следует, что функции as (до) =  V  — п$+1־־Т\ (s — 0י Ь • • •י Р ־־  О Должны
_ ש 5 0-<!

быть аналитическими в замкнутой области В ~  (если решение существует) 
и (7) эквивалентно следующей системе краевых уравнений:

]Г  As [z  (доб*)] 2' (доб*) б* (/ 5 + [z (доб*)1 — ра$ (до) =  4 +  (до), до е  Tw (8) 
Л-0

(s s=s 0, 1 , . . . ,  p — 1 ).

В (8) функции *Pf (до) аналитичны в замкнутой области В + . Система (8) 
приводит к рассмотрению следующей краевой задачи: найти аналитическую 
в области В ”  функцию Ф " (до) и р функций Ф -аналитических в об ,(ש) *

ласти В * , если на контуре выполнены условия

Л  As [z  (доб*)] 2' (доб*) б* 1^Ф“ (доб*) +  pas (до) =  Ф f  (до) (9) 
л- 0

(s =  0, 1 .........р — 1 ).
Если определить

Л (до) =  det I As [z (доб*)] 2' (w6k) б* ^s+  ^ ||* k3mQ

отличен от нуля, то, как можно показать, краевая задача (9) разрешима и 
ее решения Ф־ (до) совпадают с некоторым подмножеством решений ф־־(до) 
краевой задачи Римана

ф + (до) =  Л (до) (до) +  В (до),

где функция В (до) выражается через известные функции и является анали- 
тической в кольцеобразной области, содержащей контур Г«,. Интеграл типа 
Коши

Ф [и; (01
t - z  'Г  (г)

где ф־ (до)— общее решение системы (9), дает полное решение общей про- 
блемы моментов. В частности, в рассматриваемом случае Д (д о )#  0 и, в пред-
положении, что область Dw является -инвариантной, необходимым и

достаточным условием разрешимости проблемы моментов является аналитич-
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в области Bw . Доказательства мы нефункций as (w) =  Y J ■ Пр+1 + ■[ 
^ 0 s ׳“

00

ность

приводим.
Укажем 

В
некоторые полученные Ю. А. Казьминым результаты 
что Д(г0) # О ,  дано полное решение проблемы моментов

23тдля областей DZi образы которых Dw погружаемы в некоторую —— инвари-

еще
предположении,

антную область. Однако здесь решение задач I и II, относящихся к (6), 
значительно усложняется. Тем не менее новый подход к решению общей 
проблемы моментов (6), использующий результаты теории краевых задач, и в 
упомянутом случае позволил дать описание совокупностей {а«Л, для которых 
задача разрешима, и найти в квадратурах ее полное решение. Это в свою 
очередь позволило получить решение ряда конкретных интерполяционных за- 
дач (см. Ю. А. К а 3 ь м и н 4)) .

В работе Ю. А. К а з ь м и н а  5) найдены необходимые и достаточные 
условия единственности общей проблемы моментов для важных в прило- 
жениях областей DZt образы которых Dw не являются погружаемыми в 
2я

------инвариантные области. В частности, это нашло приложение в установле-
иии необходимых и достаточных условий полноты фундаментальной системы 
решений одного класса разностных уравнений.

Отметим, что постановка проблемы (6) допускает различные варианты. 
Это, помимо многочисленных приложений в теории интерполирования, может 
быть использовано при исследовании некоторых вопросов аналитической тео- 
рии чисел. В качестве иллюстрации приведем один результат. Будем гово- 
рить, что целая функция F(z) принадлежит [<7, a ) , q >  1, 0 < а <  + о о ,  
если для любого т > а  выполняется неравенство

| F (г) I <  М (F, т) ex p -J y jL y L .

Последовательность комплексных чисел сп =  а п +  фп назовем финально- 
целозначной, если существует такой номер Nf что для N действительные 
числа а л и рп являются целыми.

Т е о р е м а  I. Пусть F (z )^ [q t 0),  q >  1. Если последовательность ком־ 
плексных чисел

Г п ( п + ן (1

I P  2 F (Рп) J ( 0 , 1 . 2  = ״  , . . . )

хотя бы для одного комплексного Р, 1 <  \ Р К  <7, является финально-цело- 
значной, то F(z) э  0.

Т е о р е м а  II. Каким бы малым ни было е >  0, всегда можно указать 
такое N =  W( e ) >  0, что интерполяционная задача

F (р 0  = = n) ״)   N, N +  1, . . . ) ,

где р — комплексное, І Р І ^  |<7| >  1 , в классе целых функций [qt е) имеет 
нетривиальные решения (Ю. А. К а з ь м и н  7)) .

Это предложение продолжает исследования А. О. Г е л ь ф о н д а  (см.
1 )—3)), связанные с изучением значений, принимаемых целыми функциями 
в точках, образующих геометрическую прогрессию {рп}. Доказательство тео- 
ремы существенно использует обобщенное преобразование Бореля (5) и по- 
следующее сведение к краевой задаче Римана в ее классической постановке.
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2. О разложениях в ряды по многочленам Аппеля и их обобщениям. Вве• 
денные в 1880 г. А п п е л е м  1) многочлены составляют обширный класс, 
содержащий многие классические системы многочленов. Последовательность 
аппелевых многочленов (А. М.) {Ап (г)} определяется равенством

оо

F ( t ) e z l = ^ A n ( z ) t a, ( 10)
я-0

оо

в котором F (t) =  aktk —־ степенной ряд с комплексными коэффициен-
/г-0

тами ak, причем а0 Ф  0. В явном виде А. М. Ап (z ) выражаются через 
числа ak следующим образом:

я

л 2 ״( ) = Е 1 ^ ־ ж г )0־ ״ = *־״ 
/5—0

Условие ао Ф  0 равносильно тому, что степень многочлена А п ( г )  в точ- 
ности равна п. Класс AM А. М. определяется как совокупность всевозмож- 
ных систем многочленов {Лп (2)} с производящими функциями вида ( 10). 
Многие хорошо известные последовательности многочленов являются част- 
ными случаями А. М. класса AM. Примерами (с точностью до нормировки) 
могут служить системы полиномов Бернулли, Эрмита, Лагерра и многие 
другие. Многочисленные примеры А. М. собраны в справочной книге Г. Б е й т -  
м а н а ,  А. Э р д е й и  1 ).

Рассматривались различные обобщения А. М., которые тоже носят на- 
звание •систем А. М. класса А<!). Сюда относятся А. М. с производящими 
функциями вида

F (/) ezW <'> =  f ) А а (г) tn, W (t) =  f )  Wkt \  Wt Ф  0. (11)
Я—0 /5-1

и далее A. M. с производящими функциями еще более общего характера

F ( t ) A k W ( t ) ] = f l Aa ( z ) t n. ( 12)
я —0

В (12) А (г) является функцией сравнения, a W(t)  однолистна в некоторой 
окрестности начала.

Майкснером был изучен вопрос об ортогональности с весом на действи- 
тельной оси последовательности А. М. с производящими функциями вида ( 1 1 ). 
Им было показано, что таких систем всего пять, в том числе среди А. М. 
с производящими функциями вида ( 10) лишь одна система многочленов 
Эрмита является ортогональной (с весом е ~ ^ г) на действительной оси. Во- 
просы, относящиеся к разложениям в ряды по А. М. с производящими 
функциями вида ( 10) и (11) — (12), а также связи А. М. с различными 
функциональными уравнениями, рассмотрены многими авторами. В статьях 
Ю. А. К а з ь м и н а  8), 9) впервые к решению задачи о разложении в ряды 
по А. М. аналитических функций, а также к исследованию ряда примыкаю- 
щих проблем были применены результаты теории краевых задач. Это позво- 
лило с новой точки зрения осветить проблематику теории А. М. и дать весьма 
простые решения ряда относящихся к ним задач.
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С. Н. Б е р н ш т е й н  1) ввел в рассмотрение системы многочленов {Sn (2 )} 
и (Сп (2)}, определяемые разложениями

,1 -0

c h a ־ cy ׳־  - * ׳ £  с .•>(*) ״
,1-0

Указанные последовательности многочленов (S n (2)} и {Сп (2 )} и много- 
численные разрозненные системы многочленов, изучением которых занимались 
Дж. М. Уиттэкер и его школа, а также Ю. А. К а з ь м и н  10)— 13), приво- 
дят к следующему обобщению классов А. М.

Пусть р — целое число, р ^  1. Класс систем функций Аппеля опре- 
деляется следующим образом. Последовательность функций {qn (2 )}“_ 0 при• 
надлежит А(р), если

ק—1  оо

£  Ак (t) A (zbkW « ))  =  Y j  Чп ' ״ 6 = ׳  е*Р у !
fe—0 ,1 0 ־

где А (2 ) — функция сравнения, W(t)— аналитична и однолистна в некоторой
окрестности начала координат, a Aft( / ) e  А ( | / |  <  a), k  =  0, 1...........р — 1.
В работах Ю. А. К а з ь м и н а  12), 6) рассмотрен вопрос о представлении 
A-сравнимых функций квазистепенными рядами по функциям {qn (2)}~0,״ s  
е  А*р). С помощью теории краевых задач дано исчерпывающее решение 
этого вопроса.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  IV

ПРИМЕНЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА 
В ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Уже длительное время некоторые задачи теории массового обслуживания 
(теории очередей) решаются сведением к соотношениям типа краевой задачи 
Римана. В последнее время задачи, решаемые этими методами, проникли 
даже на страницы широко распространенных учебных руководств, таких, на- 
пример, как учебники Б. В. Г н е д е н к о  [4]*) и А. А. Б о р о в к о в а  [6]. 
Однако терминология и обозначения, используемые в вероятностных работах, 
отличаются от принятых в теории краевых задач, что, несомненно, препят- 
ствует взаимообогащению этих теорий.

Цель настоящего приложения — с одной стороны привлечь внимание 
специалистов по теории вероятностей к отрасли математики, из которой они 
могут черпать методы решения своих задач, а с другой — указать специали- 
стам по краевым задачам на новое поле приложения их теорий.

Начнем с изложения вспомогательного вопроса — методов решения инте- 
тральных уравнений типа свертки. Эти уравнения, являясь богатым полем 
приложений для краевых задач, имеют сами обширнейшие применения и в 
классических областях математической физики, и во многих ее современных 
разделах, а также во многих вопросах математической экономики.

1 . Интегральные уравнения типа свертки

П р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  и н е к о т о р ы е  е г о  с в о й с т в а  

1 . Преобразование Фурье. Формулы

оо

7 / э־  \ ^ f ( t ) e lx t d t =*F( x )
— ОО

ОО
5 F ( t ) e - ‘x t dt  =  f ( x )
—סס

(— 00 <  X <  оо),

(1.1)

(— оо < X < 00)

') Ссылки даются на список литературы в конце данного приложения.
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определяют две взаимно обратные операции —־ прямое и обратное преобра- 
зование Фурье*).  Установление условий (необходимых или достаточных), 
при выполнении которых функция представима интегралом Фурье, является 
сложной задачей. Условий, которые были бы одновременно необходимыми и 
достаточными, не существует, т. е., как и в случае разложимости в ряд 
Фурье, представимость функции интегралом Фурье является самостоятельным 
свойством, не сводимым к другим (непрерывности, дифференцируемости 
и т. п.). Наиболее стройная теория возникает в том случае, когда за основу 
берется инвариантный для преобразования Фурье класс L2. Однако тогда 
интегрируемость нужно понимать уже в смысле среднего квадратического, 
кроме того, теорию краевой задачи Римана также нужно строить в классе L2.

Будем считать, что / ( x ) e L 2, \ xf (x) \&L.  Тогда F(x) принадлежит L2, 
кроме того, будет дифференцируемой и, следовательно, тем более удовлетво- 
рять условию Гёльдера, что обеспечит справедливость всех приводимых далее 
формул. Ограничимся этим утверждением и дальше на подобного рода вопро- 
сах не будем останавливаться. Прямое преобразование Фурье будем обозна- 
чать большими буквами, а обратное — соответствующими малыми.

2. Свертка. Интеграл
оо 00

J k (х — t) <р (t) dt  =  J ф (х — t) k (/) dt  — k • ф

называется сверткой функций k (х), <р (х).
Справедлива пара взаимно обратных формул:

V (k * ф) ־־  VkVy К ־=   (х) Ф (х),
оо оо

V - ' ( K F ) = * J ^  $ K ( t ) F ( t ) e ־ ixt'dt=*  $ k ( x - t ) < 9 ( t ) d t ~ k . ' f . (1 .2)
—  ОО — оо

3. Условие аналитической продолжимости. Односторонние функции.
В п. 4.3 было показано, что произвольно заданная на контуре функция, во- 
обще говоря, не является предельным значением аналитической в Ь+ или D ־  
функции. Там, исходя из формул Сохоцкого для интеграла типа Коши, мы 
вывели формулы (4.11), (4.12), дающие условие аналитической продолжимо- 
сти с контура в области D±. Сейчас дадим те же условия, выраженные 
посредством интеграла Фурье.

Т е о р е м а .  Для того чтобы заданная на действительной оси функция 
F(x) класса L2 была краевым значением функции F± (z)1 аналитической в 
верхней (нижней) полуплоскости, такой, что

оо

J I F± (х +  iy) р d x < M ,

необходимо и достаточно, чтобы обращалась в нуль на отрицательной (поло- 
жительной) полуоси функция / (х ) , являющаяся ее обратным преобразованием 
Фурье.

Функции f±(x) t определяемые равенствами

(1.3)
х >  О, 
х<0,их >  О, 

х <  О,
f (*)> 

О,

*) Мы берем преобразование Фурье с несимметричными коэффициентами 
( 1, 1/2я) потому, что в такой форме оно используется при решении рассма- 
триваемых далее вероятностных уравнений.
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будем называть соответственно правой и левой односторонней от f(x).  Оче* 
видно, справедливо соотношение

М-/־־־ •(*)(1.4) - /+  М/
В силу сформулированной теоремы преобразования Фурье от правой и 

левой односторонней функции будут краевыми значениями функции, аналити- 
ческой в верхней и нижней полуплоскости:

(1.5)
Vf+ =  \ f +  (0  в'*' d t = \ f  (О « гдс< л  — F+ (*),

—оо О

оо О

К / _ =  $ f - ( t ) e i x t d l = * -  J  n t ) e l x i d t ~ F - ( x ) .

С в е д е н и е  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  т и п а  с в е р т к и  
к к р а е в о й  з а д а ч е  Р и м а н а

1 . Уравнение Винера — Хопфа. Заданное на положительной полуоси урав- 
нение

00
Lqp 23 Яф (х) +   ̂ k (х — t) <р (0  d t  =  f (jc), лг> 0  (Я =  const), (1.6) 

о

называется односторонним или (по историческим мотивам) уравнением Ви- 
нера — Хопфа. Решаем его преобразованием по Фурье. Предварительно при- 
бавляем к правой части некоторую произвольную левую одностороннюю

Функцию ф -(я ) так, чтобы уравнение выполнялось на всей оси, функции ф(*), 
(*), определенные лишь для х >  0, будем считать правыми односторонними. 
Получим

А׳Ф+ (*) +  k * ф+ (־־ /+ ג :) +  Ф ,(:ג) .

после преобразования Фурье с учетом (1.2) и (1.5) будем иметь

а,ф+ (*) +  К (х) Ф + (х) =־  F+ (лг) +  Ф ־ (*) ( -  оо <  * <  оо).

Решая относительно Ф4־(*), придем к краевой задаче Римана на действи- 
тельной оси:

(1.7)Р+ (х)
Ь +  К( х)Ф ־  (*) +

1
л +  К (х)Ф+ (*)

Искомая функция находится путем обратного преобразования Фурье

ф( * ) - ф+ (ж) = к1־ ф+
2. Уравнение с двумя ядрами и парные уравнения. Методами, близкими к 

описанному выше, решаются два типа интегральных уравнений, обобщающих 
уравнения Винера — Хопфа.

Уравнение с двумя ядрами

гФ־Ф+ — А(׳* - +  k\ * Ф+ ־־  *г * ф~ =  f (— 00 <  X <  00)
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(1.8)

(1.9)

сводится к краевой задаче Римана

/т»+/ \ Я? 4־ Кг (х)  .  _ . F (זג) 
ф < * > -Т Г + Ш׳ ф м־  +  ■XV+K ,-f a •

Парные уравнения
Я,<р +  • ф =  f+ , X >  0; Я2ф +  k2 * Ф =  f_ , Х <  0,

сводятся к краевой задаче Римана

־<«>*“  Ш п ?  а־ w  +  w  I * ;  t  У ־11 1 " w
относительно вспомогательной кусочно аналитической функции Q *(*), по ко- 
торой исходная функция ф ( * ) =  Vq> определяется формулой

F (х) +  Q־  (х) 
Л-1 +  К 1 (х) ״

Ф(х)  =

Рассмотренные здесь уравнения далее не встретятся, потому ограничиваемся 
сказанным.

Нетрудно было бы каждый из трех рассмотренных типов уравнений све- 
сти к особому уравнению с ядром Коши (характеристическому или его транс- 
понированному); подробнее об уравнениях типа свертки сказано в работах 
Ю. И. Ч е р с к о г о  [1] и Ф. Д.  Г а х о в  а и Ю.  И. Ч е р с к о г о  [2].

П р е о б р а з о в а н и е  Л о р а н а  Д и с к р е т н ы е  у р а в н е н и я  
т и п а  с в е р т к и

1 . Преобразование Лорана. Пусть
а=*  а - 2, а - ! ,  а0, аи 02» ••• ( 1Л0)

— бесконечная последовательность (бесконечномерный вектор), для которой
ОО о о

ряд Л  \ ап \ сходится. Очевидно, сходятся также оба ряда ^  | ап |,
я ־ . —  о о  П — 0

S  ! 1 ״ ״ •
п — — 1

Тогда функция

Л (2) =  £  ап2п ( 1 . 1 1 )
Л — —  С »

называется преобразованием Лорана последовательности (1.10). Операция 
отыскания по формулам

־ »״ = ־2ק  ^ Л (г) z ־1 ״ ־ ־  rfz ( 1 . 12)
1 г | - 1

членов последовательности (составляющих вектора) ( 1 .10) называется обрат- 
ным преобразованием Лорана. Символически: A ( z ) = M a t а =  

Последовательности

. Г л > 0, _  Г 0, п > 0 ,
а ״ “ } 0, מ  <  О, И 0״ ־ ( - а ״ , п <  О,

(1.13)
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называются соответственно правой й левой односторонней последователь- 
ностью.

Очевидно, справедлива
Т е о р е м а .  Для того чтобы заданная на единичной окружности функция

оо

A (t) = ^  antn была краевым значением функции A± (z)t аналитической
Я оо—•■־

в единичном круге (вне единичной окружности), необходимо и достаточно, 
чтобы последовательность а п была правой (левой) односторонней.

2. Дискретные уравнения типа свертки (с разностными индексами). Выра-
оо

жение а * х =  2 ]  an- k x k (л =  О» =*= 1 , ± 2, . . . )  называется дискретной
k = ~  — ОО

сверткой двух векторов а, х. На основании правила перемножения степенных 
рядов легко выводится равенство

М {а • х) =  £  £ £ =־״****-״״   атг т £  хрг°  =  А (г) X (г).
П  — — ОО fe —— ОО т= »  — ОО П<=* — оо

(1.14)
Дискретное преобразование Лорана от дискретной свертки равно произведе- 
нию дискретных преобразований Лорана от свертываемых векторов. 

Бесконечная система уравнений с бесконечным числом неизвестных
оо

b * n + £ a n - k x k = f n  ( 1 . 1 5 )  ( . . . , 0 , 1 , 2  = ״  )
fe-0

называется дискретным аналогом уравнения Винера — Хопфа. Доопределим 
систему на отрицательные значения индексов путем прибавления к правой 
части некоторой левой односторонней последовательности х п ( я = — 1, —2, . . . )  
и возьмем от обеих частей преобразование Лорана: умножим каждое из 
уравнений на t n и сложим. Получим

[л +  л (0] х+ «) =  f(/) + x ־(0 .
Решая относительно Х+(/), придем к краевой задаче Римана

x * < « - X + W x ־ w + X T W  " ־ •",6י ' י ׳1י
Дискретные аналоги интегральных уравнений типа свертки с двумя ядрами 
Ххп +  а * х  — b * x  =  fn (п — 0, ± 1, ± 2, . . . )  и парных уравнений %\хп +  
+  а * х — fnt п >  0 , Х2хп +  Ь * х =  fn, п <  0 , также легко свести к крае- 
вым задачам Римана. Подробности можно найти у В. С. Р о г о ж и н а  [3].

2. Две задачи из теории массового обслуживания

С в е д е н и я  из  т е о р и и  в е р о я т н о с т е й

1. Пусть І — случайная величина и х — некоторое ее численное значение. 
Вероятность Р того, что 5 примет значение, меньшее, чем х, называется 
функцией распределения вероятностей случайной величины £. Символически:

F ( x )  =  Р ( ! < * } .  (2.1)
X

Функция р(х),  связанная с F(x)  равенством F (х) =  \  р (t) dt,  называется

плотностью распределения вероятностей случайной величины £. Если F(x)
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дифференцируема (что мы в дальнейшем будем предполагать), то

р (х) =־ F* (*). (2.2)

По определению, вероятность Р может принимать лишь значения 
1. Следовательно, функция распределения F(x) неотрицательна, 

ограничена и согласно (2.1) неубывающая. Плотность р(х)— неотрицательна.
2. Плотность распределения суммы 51 +  52 двух независимых случайных 

величин равна (в случае непрерывного распределения) свертке плотностей

оо

М * ) =  $ pw ( x - t ) p i2)( t )dt ,  (2.3)

а в случае дискретного распределения — равна дискретной свертке

Рп =  Z  P n - tP f  ( ״ = ׳°  =Ы. ± 2 . . . . ) .  (2.4)
£•*1

В случае, если плотности имеют в отдельных точках разрывы 1-го рода, 
в формуле (2.3), кроме интегрального члена, появляются еще дискретные 
слагаемые, соответствующие разрывам плотности.

3. На практике часто приходится иметь дело со случайными величинами, 
способными принимать лишь неотрицательные значения. Тогда F( x) =p( x) ==  О 
при х <  0. Следовательно, функция распределения и плотность распределения 
в этом случае являются правыми односторонними функциями, и их преобра- 
зования Фурье (характеристические функции) являются краевыми значениями 
функций, аналитических в верхней полуплоскости. Начало координат здесь, 
как правило, является точкой разрыва плотности и (при условии, что нет 
других разрывов) формула (2.3) принимает вид

ОО
Р (X) -  5 р (1) {х -  <)Р(2) (0  d t  +  р<2) ( 0 ) , » < 2 . 5 )  .(* (״ (

О

С р е д н е е  в р е м я  н а ч а л а  о б с л у ж и в а н и я

Вероятностные соображения, на основании которых составляются рассма- 
триваемые ниже уравнения, подробно излагаются в [4], § 62, здесь же мы 
ограничимся краткой схемой.

В моменты времени tT (г =  1,2,  . . . )  поступают требования на обслужи- 
вание. Введем следующие обозначения: vr =  tr+1 — tr — промежуток времени 
между двумя требованиями, у г — длительность обслуживания г־го клиента, 
wr — длительность ожидания обслуживания.

Из простых соображений вытекает соотношение

(2.6)

(2.7)

{ w r +  и״  w r +  ur >  О, 
О, шг +  иг<0,

и =  V — V . г ' г  г

Пусть kTt фг — плотности распределения соответственно величин «г, wr. 
Очевидно, при х <  0 фг == 0. Считаем, что при г оо kr, фг имеют опреде- 
ленные пределы k(x) t ф (*). Из равенств (2.6) и (2.5) переходом к пределу
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при г-►оо получаем для определения (р(*) интегральное уравнение Винера — 
Хопфа:

оо

ф (*) ־־ J Л (х — /) Ф (/) dt=*  Ф (0) k (я), X >  0. (2.8)
о

Решаем его по методу п. 1 на стр. 617. Заменяем ф(я) на <р+(*), доопреде- 
ляем уравнение на отрицательной полуоси внесением в правую часть произ- 
вольной левой односторонней функции ф_(*) и берем от обеих частей ра- 
венства преобразование Фурье. Получаем краевую задачу Римана относи- 
тельно О *(*)

Ф + (х) [1 -  К+  (*)1 =  Ф (0) К+ (х) +  О “ (*) (2.9)

в классе функций, исчезающих на бесконечности.
Переходя к исследованию полученной краевой задачи, заметим, что так 

как иг согласно (2.7) представляет собою алгебраическую сумму двух слу- 
чайных величин ־יץ, —vr, то ее плотность распределения k(x) будет сверткой 
их плотностей h (я ), f (—х ) :

со

k ( x ) =  5 f ( x  +  t ) h( t ) d t .

В качестве f(x) можно взять наиболее распространенный показательный за- 
кон распределения f(x) =  Хе~*х, х >  0; f(x) =  0, х <  0. Тогда

оо

F *  (*> - 1  $ , - 4 ,1 4  41 _
о

К + (х) =  F (— х) Н (х) =  ■zr r + i k  н  (х) 

и краевое условие примет вид 

Ф+(х)  { х - % і  +  Ш + =־ [(*) 

=  (х — ХІ) Ф ~ (л:) — ф (0) XiH+ {х) (— оо <  х <  00). (2.10)

Так как коэффициент и свободный член краевого условия аналитически 
продолжимы в комплексную плоскость, то решать задачу будем способом 
аналитического продолжения (см. п. 14.6) без обращения к общим формулам. 
Не указывая точного значения tf+ (z ), используем лишь два ее очевидных 
свойства:

оо оо

# + (Л/) =   ̂ h (t) е~и  dt  ф  0, Н + ( 0 ) = $ А  (<) dt  =  1.
о о

Отсюда следует [х — XI +  XiH+ ( * ) ] ^ q =  0 (других нулей на оси, как легко 
показать, нет), и так как [z — Xi]ZmaXi =  0, то коэффициент задачи Римана 
(2.10) имеет индекс единицу и полюс на контуре интегрирования в начале
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координат. Следовательно, имеем дело с исключительным случаем. По тео- 
реме Лиувилля

[х -  XI +  ш + (*)] Ф + (л) +  Хі<р (0) # + (л) =  (х -  XI) ф - ,с ־= (*) 
Ф+ С — Х/ф (0) Н + (г)

К ’ z  — Xi +  XiH+ (г) ’
Определяя произвольную постоянную С из условия ограниченности решения 
в начале координат, получим С =  ф(0)Я/ и

(2. 11)

оо

Л ф ( 0 ) [ 1 - Я + ( 2 ) ]  

W  - Х [ \  - Я + (2)]

Постоянную ср(0) можно определить из равенства Ф (0) == J q> (t) dt  =  1 — qp (0).
о

Формула (2.11) позволяет вычислить искомое среднее время ожидания, а так״ 
же другие представляющие интерес вероятностные величины (математическое 
ожидание, дисперсию и т. д .).

В е р о я т н о с т ь  н а л и ч и я  в о б с л у ж и в а ю щ е й  с и с т е м е  
п т р е б о в а н и й

Пусть P n(t) (п =  0, 1, 2, . . . )  обозначают в момент времени t искомые 
вероятности. Для их определения составляется следующая бесконечная си- 
стема линейных дифференциальных уравнений:

P'0 (t) = - X P 0 (t) +  f1P1 (/),

P ; « )  =  - ( X  +  | i )P 2.12) , ( . . . , 1 ,2  = ^+1)0 ״)  ^ + ״ ״ _ , « )״ + ( /) )

где к, ц — постоянные коэффициенты.
Эта система возникает не только при решении поставленной задачи, но 

и служит математической моделью для обширного класса задач, известных 
под названием процессов размножения и гибели. Подробный вывод их 
имеется, например, в книге [5] (гл. 4), а также в уже упомянутом руковод- 
стве [4] (§§ 51, 61). Не останавливаясь на выводе, перейдем к решению си- 
стемы.

Примем, что в начальный момент в системе ожидают обслуживания / 
требований, т. е. _  Г 0, П /,

“ 1 1 ,  Л־ ־ /;Рп  (0)

последние равенства при решении системы (2. 12) будут служить начальными 
условиями. Представляя правые стороны уравнений в виде дискретной сверт- 
ки, запишем систему в виде

К  (0  =  Z  ап -к р п (0  +  * К Р0 « )  ( 2 . 1 3 ) , ( . . . . 2 ,1 .0 = ״  )
fe-0

где а0 =  — (Л 4  ц), а { =  Я, а _ { =  р, ak =  0, k Ф  0, ± 1, =  1 при /1 =  0
и Ьп =  0 при п Ф  0.

Для решения системы используем приемы решения дискретных уравнений 
свертки (стр. 619). Доопределяем равенства (2.13) на отрицательные 
значения индекса п путем прибавления к правой части произвольной после- 
довательности Q“ (п =  — 1 , —2, . . . ) ,  затем умножаем все уравнения на со- 
ответствующие степени г  и суммируем по всем /1 =  0, ± 1 , . . .  (преобразова-
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ние Лорана). После некоторых несложных преобразований получим равенство 

др+д\2' -  [ т  -  (*- + ״  ) +  Хг]  р+  (*> О ־  Vp ° (О =  Q~ (*- О, (2.14)
оо

где Р + (г, t) *  ^  Рл (/) — производящая функция для последовательно-
0- ״  оо

сти Pn (t). В силу вероятностных соображений Рл (0  ограничена, по-
П - 0

этому Р(г, 0  аналитична в единичном круге. Произвольная последовательность
—оо

On (0  берется такой, чтобы Q”  (z, i) »  Q״ (/) г״ была аналитичной
вне единичного круга. л - ־־1

Соотношение (2.14) представляет собою на единичной окружности крае- 
вую задачу типа задачи Римана. Умножая (2.14) на г, а затем применяя 
теорему об аналитическом продолжении и теорему Лиувилля, получим

г ----- [ц — (Л +  ц) г +  кг2] Р+ — ц гР 0 =  С.

Подставляя г  =  0, найдем
с =  — цР+ (0, t) =  -  |iP0 «).

Для отыскания Р + (г, f) остается решить линейное дифференциальное урав- 
нение

г дР І?■’ ־ ״0■ ־  [ц -  (к  +  и) 2 +  кг2] Р+ (г, /) +  Ц (I — г) Ро V) — 0 (2.15)

при начальном условии Р + (г ,0) == г 1. Искомые вероятности Pn(t)  находятся
1 I

как коэффициенты ряда Тейлора по формулам Рп (t) =  -^ - п ■ Р (г, /) .

Фактическое решение уравнения (2.15) в нашу задачу не входит.

З а к л ю ч и т е л ь н ы е  з а м е ч а н и я

Рассмотренные задачи, характерные наличием одного канала обслужива- 
ния и равными возможностями клиентов, принадлежат к числу простейших. 
Более сложный класс задач — хотя и с одним обслуживающим каналом, но 
с предпочтением, отдаваемым отдельным видам требований («приоритет- 
ные», — приводит к краевой задаче Римана для функций также одного пере- 
менного, но зависящих от ряда параметров. Многоканальное обслуживание 
при наличии различных требований приводит к краевым задачам для функ- 
ций многих переменных.
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скими ядрами, Уч. зап. Кишиневск. ун-та 70, 1969, 17—23.
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Кишинев, 1963.

С а м к о  С. Г. 1) О разрешимости в замкнутой форме сингулярных инте- 
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ния, Дифференц. ур-ния IV, № 2, 1968, 298—314.

7) О теории Нётера для обобщенного интегрального уравнения Абеля, 
Дифференц. ур-ния IV, N2 2, 1968, 315—326.

8) Общий сингулярный оператор и интегральный оператор с автоморф* 
ным ядром, Изв. вузов, Математика, № 1, 1969, 67—77.

9) Обобщенное уравнение Абеля на прямой, Изв. вузов, Математика, N2 8 
(99), 1970, 8 3 -9 3 .



ЛИТЕРАТУРА634

10) Об операторах типа потенциала, ДАН СССР 196, № 2, 1971, 299—301.
1 1 ) Об интегральных уравнениях с ядром типа потенциала, Изв. вузов, 
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