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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА 
И ОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ЯДРОМ ГИЛЬБЕРТА
В этой главе мы рассмотрим вторую основную краевую за- 

дачу теории аналитических функций, так называемую задачу 
Гильберта, а также тесно связанные с ней особые интегральные 
уравнения с ядром Гильберта. Кроме того, будет рассмотрен 
ряд вопросов, являющихся вспомогательными для решения этой 
задачи (оператор Шварца, регуляризующий множитель). В за- 
ключение будет дано приложение задачи Гильберта к решению 
краевых задач для полигармонических и полианалитических 
функций.

В отличие от задачи Римана, где случаи односвязной и мно- 
госвязной области не отличаются существенно друг от друга, 
для задачи Гильберта переход от односвязных к многосвязным 
областям вносит серьезные трудности. Поэтому здесь будут рас- 
сматриваться только односвязные области. Задачи Гильберта для 
многосвязных областей будет рассмотрена в следующей главе.

§ 27. Постановка задачи Гильберта 
и некоторые вспомогательные формулы

27.1. Постановка задачи Гильберта. Дан простой гладкий 
замкнутый контур L и действительные функции дуги s контура 
a(s), b(s), c(s), удовлетворяющие условию Гёльдера.

Краевой задачей Гильберта будем называть следующую за- 
дачу. Найти аналитическую в области D+ и непрерывную на 
контуре функцию

f(z) =  u(x, у )+  iv (х, у),
предельные значения действительной и мнимой части которой 
удовлетворяют на контуре линейному соотношению *)
_____________  а (s) и (s) +  b (s) v (s) =  с (s). (27.1)

*) Всюду в дальнейшем функции, полученные заменой координат функ- 
циями дуги sy будем для простоты обозначать той же буквой: например, 
m[*(s), y(s)]  =  н($) и т. п.
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При c(s) = 0  будем иметь однородную задачу и при c(s), 
отличной от нуля, — неоднородную. (Аналогичная «внешняя» 
задача будет рассмотрена в п. 29.4.)

Для решения поставленной задачи потребуются некоторые 
вспомогательные формулы, к рассмотрению которых мы пере- 
ходим.

27.2. Оператор Шварца для односвязной области. Часто при- 
ходится решать задачу об определении аналитической в области 
функции F(z) = u - \- iv  по заданной на границе области ее дей- 
ствительной части u(s). В дальнейшем будем эту задачу для 
краткости называть задачей Шварца. В существенном она сво- 
дится к задаче Дирихле*). По u(s) определяется гармониче- 
ская в области функция и(х ,у ), а по ней интегрированием пол- 
ного дифференциала (уравнения Коши — Римана) с точностью 
до произвольного слагаемого находится сопряженная гармони- 
ческая функция v (х, у). Таким образом, задача Шварца ре- 
шается с точностью до произвольного постоянного слагаемого. 
Решение будет вполне определенным, если задать в какой-либо 
точке области значение мнимой части искомой аналитической 
функции. Для решения задачи Шварца введем понятие опера- 
тора Шварца. Пользование им упрощает формулировку многих 
результатов.

Под оператором Шварца будем понимать оператор, восста- 
навливающий аналитическую функцию по граничным значениям 
ее действительной части. Точнее, это можно формулировать так.

Пусть на гладком контуре задана некоторая действительная 
функция a(s), удовлетворяющая условию Гёльдера. Оператором 
Шварца S  будем называть оператор, который определяет анали- 
тическую функцию F(z),  предельное значение действительной 
части которой на контуре совпадает с функцией a(s), а мнимая 
часть в заданной точке г0 обращается в нуль.

Символически это будем записывать так:
F(z) =  и (х, у) +  iv (х, у) =  Su.

Если контур L есть единичная окружность, то оператор 
Шварца совпадает с известным интегралом Шварца; если L — 
действительная ось, оператор Шварца есть удвоенный интеграл 
типа Коши (см. (27.5)). Для произвольного контура можно дать 
явное выражение оператора Шварца через функцию Грина. 
Пусть

G (х, у, І, ף ) — in j  +  g(x, у; І, ף)

— функция Грина оператора Лапласа для области D+, причем 
г =  У(х — I)2 +  {у — 2(ף, a g{x, у; I, ף) — гармоническая функ

*) В случае многосвязной области имеется существенное отличие (см. 
п. 36 2).
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ция обеих пар переменных х, у и ף , принимающая значение 
1пг, когда одна из точек (л;, у), (|, ף ) оказывается лежащей на 
контуре.

Будем рассматривать G(x,y\ ף  ) как функцию двух комп- 
лексных переменных z =  x-{-iy, £ =  $ -|-*Л» изменяющихся 
каждая в области D+, и обозначать ее далее G(z, £).

Известно из теории гармонических функций, что решение 
первой краевой задачи гармонических функций — задачи Ди- 
рихле — дается формулой

1

и = ъ г  5 ~д0־{дпт) ״  а°> (27•2)
о

где т =  т ( а )— комплексная координата точки контура, п — 
внутренняя нормаль.

Пусть # ( 2, £ )— гармоническая функция, сопряженная функ- 
ции G (z , £) по переменной г. Она определяется на основании 
уравнений Коши — Римана формулой

Z

Я  (2, 0 =  $ ( ־ % d x  +  % d y ) ,  (27.3)
г.

где 20 — фиксированная точка области £>+.
Так как область £>+ односвязна, то функция Н определяется 

однозначно, причем на основании формулы (27.3) удовлетво• 
ряет условию

я  (20, 0 - 0 .
Функция

М(г, 0  =  0 (2 , 0  +  »Я(2 , 0
называется комплексной функцией Грина области D+*). Она 
будет аналитической по переменной 2 всюду, кроме точки 2 =  £, 
где она имеет логарифмическую особенность.

В силу равенств (27.2) и (27.3) формула

и{х,у) =  ̂ \ ^ ^ - и ( с ) < 1 0
о

дает гармоническую функцию v (х, у ) , сопряженную функции 
и(х, у).

Отсюда равенство

F(z)~=u(x, y) +  iv(x, У) =  -7^ \  дМ(дп Т) и {о) do
О

*) Термин введен С. Г. М и х л и н ы м  [15].
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определяет аналитическую функцию, действительная часть ко- 
торой на контуре равна заданной функции и (о), удовлетворяю- 
щую дополнительному условию v(z$) = 0 .

Следовательно, оператор Шварца задается формулой

S u — k i ^ L§ r L “ ^ d •’ ■ <27-4>о
Если отбросить условие v (20) =  0, то

F (2) =  5м +  1'Р0, (27.6)
где Ро— произвольная постоянная, равная 0 (20).

Функция Т (2, т) =  ^  называется ядром Шварца для
контура L. При конформном отображении области D+ на еди- 
ничный круг оно переходит в ядро Шварца для круга Т ( г ,  т )  =

=  7 Іг 7  (см• п• 6•О•
Комплексная функция Грина и оператор Шварца тесно свя- 

заны с конформным отображением области на круг. Пусть
w =  F(z, Q =  (z — QFt (z, О

есть функция, конформно отображающая область D+ плоскости 
2, ограниченную контуром L, на единичный круг плоскости w 
и переводящая некоторую точку £ области в начало координат. 
В силу взаимной однозначности отображения никакая другая 
точка области не переходит в начало, поэтому •F! (2, £) ф  0.

Т е о р е м а .  М (2, £) =  G +  iff =  —In F (2, £) есть комплекс- 
пая функция Грина области D+.

Для доказательства достаточно установить, что действитель* 
ная часть G есть обыкновенная функция Грина области D+. 
В самом деле,

О (2, £) =  —Re In F (2, 0  =  — In | F (2, Q | =  In ץץכךק־ — In ן i7, (2, £) |.

Последний член правой части есть функция гармоническая, по- 
этому G имеет в области D+ единственную особенность 1п ך - .
Когда точка 2 обходит контур L, соответствующая ей точка w 
обходит единичную окружность, поэтому на L \F{z, £) | 1 =־, от- 
куда

Теорема доказана.
Напоминаем, что в формуле (27.4) 2 является параметром, 

а переменная, по которой производится дифференцирование и 
интегрирование, есть £. Поэтому при вычислении ядра Шварца
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нужно взять производную по нормали к контуру, считая, что ־^ך
£ есть комплексная координата контура. Можно получить явное 
выражение оператора Шварца для любой области, для которой 
известна в явном виде отображающая функция.

В качестве иллюстрации вычислим комплексную функцию 
Грина и ядро Шварца для полуплоскости и круга.

1. Функцию, конформно отображающую верхнюю полупло- 
скость на круг, можно взять в виде

w = F ( z , 0 С = И) ־7— =  - щ, 0< г — І.(ף 

Комплексная функция Грина M ( z , t , ) = —1п/г(г,£) =  
=  —1п(2— £ )- f- ln (z—£). Обычная функция Грина G(z, t) =

На контуре (действительной оси)
положитель-

•С=  — ln|F(z, g) I =  In г — E
положительное направление нормали совпадает с 
ным направлением мнимой оси ף :

п-о
1

2 - t
1 ן 2/

г - 1 1  1 - г '

i t
(?г!

_ I __
* סיייוז]С־־

дМ
дг\

Т(г, 0  =

Решение задачи Шварца
/ (2) =  и +  iv =  Su =

+ oo +00

—srj + (27.5׳)
+  oo

Решение задачи Дирихле u(x, y) =  ±-^ u (1)—— JL—— d% (cm .
— oo

еще задачу 2 в конце главы).
2. Функция, отображающая круг с центром в начале коорди- 

нат радиуса R на единичный круг, переводящая точку £ в на- 
чало, имеет вид

г ־ £
z l - R 2 ’

w — F(z, l) =  R

М (z, £) =  - l n F  =  - l n ( z - £ )  +  l n ( 4 - t f 2) - l n t f .

Положительное направление нормали здесь совпадает с отри- 
цательным направлением радиуса-вектора, поэтому вычисление
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ядра Шварца целесообразно проводить в полярных координатах:

£\г =  Relv —  = ---- !̂ L =  — ei($ = ----- =  — e~i(v =  — —Ъ \L ДЯ ש & ' дп £ י

dtf

адд/г

+
JIL5л

£ г£ -  Я־’tf2 =  &  П г, £ ) = - - | ^dR

_ _ i . J ____ A  . г 1 _ g + z
R z - Z  z * C(z-C) Я ’ 5 - 2  '

Учитывая, что дуга 5 =  /?ф, получим решение задачи Шварца
2Я

+ В ־=• (2)/ gj- J И (ф) р-=־ 0/  -  </ф +  /О0.

Полагая 2 =  reiB и отделяя в последнем равенстве действитель- 
ную часть, получим решение задачи Дирихле для круга в виде 
интеграла Пуассона:

2Я

U (Г’ =  ~2л § “  ^  R 2 +  г2 — 2Rr cos (< р -0 )  d<f"О
27.3. Определение аналитической функции, имеющей полюс, 

по значениям ее действительной части на контуре (задача А).
В предыдущем пункте определялась аналитическая в области 
функция по действительной части на контуре. В дальнейшем нам 
понадобится решение более общей задачи, когда для искомой 
аналитической функции в некоторой точке области допустим 
полюс. Задачу эту в дальнейшем будем именовать задачей А. 
Дадим ее точную формулировку.

Дан простой гладкий замкнутый контур L, ограничивающий 
внутреннюю область D+. Требуется определить функцию F(z), 
аналитическую в области D+, за исключением точки 20, где для 
нее допустим полюс порядка не выше п и действительная часть 
которой на контуре L обращается в заданную функцию u(s).

Соответствующую однородную задачу (u ( s )=  0) назовем за- 
дачей А<>. Решение ее будем обозначать Q(2).

Дадим сначала решение задачи А0 для случая, когда контур 
L есть е д и н и ч н а я  о к р у ж н о с т ь  и 20 =  0.

Выпишем разложение искомой функции в окрестности на- 
чала координат:

Q (2) — X  CkZk.k — -tl
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По условию

Re Е  ckeiks=  0.
k — — n

Обозначая =  +  получим
оо

Е  (a*cos£s —pftsin/5s) =  0.fe™ —п

В силу единственности разложения в ряд Фурье будем иметь
«0 =  0, ct-ft =  — a-k, Р-й =  Ра, k =  1, 2......... ....

«а =  Ра =  0> 6 > n .
Отсюда

C0 =  *P0, c -k =  — ck (k =  1, 2, . . n), ck =  0 (k>n) .  

Следовательно, искомая функция Q(z) имеет вид

Q (2) =  /Ро +  Е  (с*г* -  (27.6)k^l
З а м е ч а н и е .  Если в формулировке задачи А0 для единич- 

ного круга заменить область Ь+, внутреннюю для единичной 
окружности, на область D~, внешнюю для нее, то как рассуж- 
дения, так и окончательный результат останутся неизменными 
и, следовательно, формула (27.6) дает решение задачи А0 также 
и для области D-, внешней по отношению к единичной окружно- 
сти с полюсом на бесконечности.

Решение задачи А0 для произвольной области, а также для 
единичного круга, но с полюсом в точке 20, может быть получено 
из найденного решения при помощи конформного отображения. 
Пусть

(27.7)W  =  (0 ( 2 )

есть функция, конформно отображающая область D+ плоскости 
2 на единичный круг плоскости w так, что некоторая точка 20 
переходит в начало координат ©(20) =  0 и ©'(20) 0 <נ.

Тогда формула

Q(2) =  /p0+  Е  {с* М2)]*- с *  [ © ( 2 ) ] 2 7 . 8 (־־*} (
fte l

дает, как это легко проверить, решение задачи А« для произвола 
ной области D+ с полюсом порядка п в точке 20.

Если под ©(2) понимать функцию, отображающую конформ- 
но область D~ на область, внешнюю для единичной окружности 
и переводящую бесконечно удаленную точку в бесконечно уда
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ленную, причем 0/ ( 00) >  0, то формула (27.8) даст решение 
задачи А0 для области D־־.

Теперь мы подготовлены к тому, чтобы решить задачу А.
По определению оператора Шварца, Su есть аналитическая 

в области D+ функция, действительная часть которой на контуре 
равна «(s). Разность F(z) — Su будет, очевидно, функцией, удов- 
летворяющей условиям задачи Ао. Следовательно,

F ( z ) - S «  =  Q(z),
откуда

= (z)־־7  5« +  Q(z), (27.9)

где оператор Шварца Su определяется формулой (27.4), а реше- 
ние Q(z) однородной задачи Ао — формулой (27.8).

Как показывают формулы (27.8), (27.9), в решения задач А0 
и А входят линейно 271 +  1 произвольных действительных по- 
стоянных

Ро, « ь  Р*, k — \,  2......... п  (с* =  а* +  /рл).

В частности, когда полюс отсутствует (71 =  0), формула (27.9) 
обращается в формулу (27.5).

Для построения обладающей перечисленными выше свойст- 
вами функции F(z) по предельным значениям на контуре ее 
мнимой части v(s) достаточно заметить, что

lm F(t) =  Re[-iF(t)]*=v(s),
откуда

- i F ( z )  =  Sv +  Q(z),
т. е.

F (z) =  iSv -j- iQ (z). (27.10)

27.4. Обобщенная задача A0. В п. 27.3 у решения задачи А0 
допускалась единственная и простейшая особенность — полюс в 
начале координат. Здесь будут допускаться особенности любого 
характера с заданной главной частью.

О п р е д е л е н и е  1. Главной частью функции Ф(2) на мно- 
жестве 2 называется функция /(2 ), аналитическая во всей пло- 
скости, за исключением точек множества 2, и такая, что раз- 
ность Ф1 (2 ) = Ф ( г ) — f(z) аналитична на множестве 2.

С л е д с т в и е .  Если Ф(г) аналитична в области D, за исклю- 
чением множества ее точек 2, то разность Ф ! ( г ) = Ф ( 2) — 
— f(z) аналитична в D.

О п р е д е л е н и е  2. Обобщенной задачей А0 будем называть 
задачу определения функции Q(z), аналитической в круге у ра- 
диуса R с центром в начале координат, кроме множества его 
точек 2, где она имеет некоторые особенности с заданной глав- 
ной частью f(z),  при условии, что действительная часть Q(z) на
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контуре круга Lz равна нулю:
Re Q (2) \1г =  0. (27.11)

Для решения воспользуемся принципом симметрии. Краевое 
условие (27.11) геометрически означает, что функция Q(z) ото- 
бражает окружность Lz плоскости z на мнимую ось плоскости 
a» =  Q(z). Таким образом, условия, при которых доказывался 
принцип симметрии, выполнимы (п. 12.1).

Точками, симметричными относительно мнимой оси, будут 
точки да и да* =  —да.

Функцию Q(z) представим в виде
Q(z) =  Ql (z) +  f(z), (27.12)

где Q! (2) — неизвестная пока функция, аналитическая в круге
у. Продолжим теперь функцию Q(z) на внешность окружности 
Lz по симметрии, т. е. поставим в соответствие точкам г  и
2* = ך  ק , симметричным относительно окружности Lz, точки да
и да* =  —да, симметричные относительно мнимой оси плоскости 
да. Тогда согласно принципу симметрии (п. 12.1) функции

w =  Q(z) =  Ql (z)-hf(z)

w' = - 0 ( ^ f ) = - Q 1  ( ד ־ ) —? О т )
будут аналитическим продолжением друг друга. На контуре Lz 
их значения равны

№ и + , м ь . - | - « ( £ И ( £ ) ] 1.
ИЛИ

[Q + <־>,  ? ( ? ) ] , , = [ - № > - « . ( ? ) ] . , •

В левой части стоит функция, аналитическая в круге у. Со- 
гласно свойствам продолжения по симметрии правая часть есть 
функция, аналитическая вне у. Согласно принципу непрерывно- 
сти (п. 12.1) они являются аналитическими продолжениями друг 
друга; поэтому они составляют функцию, аналитическую во всей 
плоскости, являющуюся по теореме Лиувилля постоянной. Вейлу 
краевого условия (27.11) эта постоянная будет чисто мнимой. 
Следовательно, будем иметь

Q! (z) +  f ( ך - )  =  ‘Р*
где ip — чисто мнимая произвольная постоянная. Отсюда
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Вставляя последнее в выражение (27.12), получим решение 
обобщенной задачи А0

Q (*) =  / ( * ) - ?  ( - £ ) + ' Р (27.13)־
Если окружность единичная и допускается единственная осо- 

бенность — полюс порядка п в начале координат, то, взяв глав-
П

Z Cу
ную часть в виде / ( 2) = - ־־-  р  получим формулу (27.6).

л-1 2
Формула (27.13) позволяет решать задачи значительно большей 
общности: множество особых точек 2 может состоять как из изо- 
лированных точек (полюсы и существенно особые точки в любом 
количестве), так и содержать целые континуумы особенностей. 

П р и м е р  1. Пусть множество особенностей состоит из точек
бесконечной последовательности Zk =  ^ j = =  (k = l , 2, . . . ) ,  ко-
торые являются простыми полюсами с вычетом единица, и ее 
предельной точки 2 =  0, которая, очевидно, будет существенно 
особой точкой.

Легко проверить, что главная часть может быть представлена 
в виде f(z) =  - JJ _ 1 . Отсюда f ( j־ (־ =  •

Решение обобщенной задачи Ао дает функция

ф (2) ~  еиг> _  j егЧЯ• _  J +  гР•
П р и м е р  2. Множество 2 есть линия разрыва С со скачком 

ф(0• Главная часть представляется интегралом типа Коши

Решением задачи является функция
Q(z)< (זי)

Идея использованного метода дана в работе Я к о б а  [С. Jacob, 
1)], где она используется для решения других задач.

§ 28. Регуляризующий множитель
28.1. Определение регуляризующего множителя. Пусть L — 

простой гладкий замкнутый контур, ограничивающий внутрен• 
нюю область D+, и

C?(0 =  G[f(s)] =  a(s) +  /6 (s)
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— заданная на нем комплексная функция, удовлетворяющая ус- 
ловию Гёльдера и не обращающаяся в нуль. Произвольная 
функция G(t), как это уже указывалось в п. 4.3, вообще говоря, 
не является краевым значением функции, аналитической в об- 
ласти D+.

Выясним, можно ли определить такую удовлетворяющую ус- 
ловию Гёльдера функцию точек контура H(t), умножив на кото- 
рую функцию G(t), получим краевое значение функции Ф+(2), 
аналитической в области D+, т. е.

G(t)R (/) =  Ф+ (0• (28.1)
Функцию R(t),  обладающую указанным свойством, назовем 

регуляризующим множителем.
Можно еще несколько обобщить постановку задачи, допуская 

у функции Ф+(2) в некоторых точках области D+ особенности 
заданного характера.

Задача в такой постановке не является определенной, так как 
если она допускает какое-нибудь одно решение, то она, очевидно, 
допускает и бесчисленное множество других решений, получае־ 
мых из данного путем умножения его на краевое значение лю- 
бой функции, аналитической в D+. Поэтому постановка задачи 
нуждается в уточнении. Чтобы задача стала определенной, на 
регуляризующий множитель нужно наложить некоторые допол- 
нительные условия; последние могут быть весьма разнообраз־ 
ными.

С одним случаем отыскания регуляризующего множителя мы 
уже имели дело при решении однородной краевой задачи Ри- 
мана. В самом деле, записав краевое условие этой задачи в виде

О (/)Ф 0 ־(  =  Ф +(t),
видим, что оно является равенством типа (28.1), причем R(t) =  
=  Ф“ (0• Таким образом, краевую задачу Римана можно рас- 
сматривать как задачу отыскания регуляризующего множителя, 
на который наложено дополнительное условие, что он является 
краевым значением функции, аналитической во внешней области 
D“. Решение задачи Римана устанавливает существование та- 
кого множителя для и ^  0.

Кроме указанного, в практике встречаются еще два вида ре- 
гуляризующих множителей:

1) с постоянным аргументом;
2) с постоянным модулем;
Без ограничения общности можно в первом случае постоян 

ный аргумент принять равным нулю и считать, следовательно, 
множитель действительным положительным, а во втором считать 
модуль равным единице. Отысканием регуляризующих миожи- 
телей указанных типов мы займемся в следующих двух пунктах.
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28.2. Действительный регуляризующий множитель. Потре- 
буем, чтобы регуляризующий множитель R(t) был действитель- 
ной функцией; обозначая его в этом случае p(s),  имеем

p(s)[a{s) +  ib(s)]=<b+ (t). (28.2)
Беря индекс обеих частей и учитывая, что индекс p(s) ра- 

вен нулю, получим
х =  Ind [a (s) +  ib (s)] =  Ind Ф+ (0•

Вспоминая свойства индекса (п. 12.1), будем иметь:
1. При х =  0 функция Ф+(г) не может иметь нулей в обла- 

сти D+.
2. При х 0 <כ функция Ф+(2) должна иметь в £)+ х нулей.
3. При х <  0 функция Ф+(г) не может быть аналитической 

в D+, она должна иметь там не менее —х полюсов.
Желая обеспечить разрешимость, и притом однозначную, за- 

дачи отыскания регуляризующего множителя рассматриваемого 
типа при любом индексе, дадим этому понятию несколько иное 
определение, при котором у искомой аналитической функции до- 
пускается полюс в области D+.

Для простоты записи будем считать, что начало координат 
лежит в области D+.

О п р е д е л е н и е .  Регуляризующим множителем комплексной 
функции a (s )+i&(s) ,  заданной на контуре L, будем называть 
такую действительную положительную функцию точек контура 
p(s),  что произведение p(s) fa(s) -f- (א (s)] есть краевое значение 
функции х+(2 ), аналитической и имеющей нулевой порядок 
всюду в области £)+, за исключением разве что начала коорди- 
нат, где ее порядок равен индексу х функции a(s) 4־ ib(s). (On- 
ределение порядка см. в п. 12.2.)

Докажем существование регуляризующего множителя и вы- 
ведем формулы для его определения.

Г. х =  0. Функцию х+(2)> как не имеющую в области £>+ 
нулей, можно представить в виде показательной функции

Х+ (2) =  e־v М у (2) =  © (*, У) +  *'©1 (х, у). (28.3)
(Множитель i в показателе вводится для удобства дальнейших 
выкладок.)

По определению регуляризующего множителя будем иметь *) 
р (s) [а (s) +  ib (s)] =  e'v =  е~ф (s). (28.4)

Приравнивая модули и аргументы обеих частей последнего 
равенства, получим

р (s) V a2 (s) 4־ b* (s) — е־ И1 ״ >, ю (5) =  arctg-Щ -. (28.5)

*) Мы применяем упрощенные обозначения (см. сноску на стр. 264).
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Последняя формула определяет краевое значение гармонической 
функции ш (х, у ) . Сама функция а>(х,у) определяется решением 
задачи Дирихле. Затем из уравнений Коши — Римана опреде- 
ляется сопряженная гармоническая функция ю! (х, у), через крае- 
вое значение которой выражается искомый регуляризующий 
множитель p(s).

Проще всего выразить результаты при помощи оператора 
Шварца.

Согласно (27.5) и (28.5) будем иметь
у (г) =  ю (дс, у) +  /со, (*, у) ־־  S arctg ■j , (28.6)

где на у(г) для определенности наложено условие
1ш у (20) =  со, (z0) =  0. (28.7)

Регуляризующий множитель определяется формулой

(28.8)е~а <д>
V a 2~(s) +  Ь2 (s)

Р (s) =

Рассмотрим вопрос о единственности регуляризующего мно- 
жителя. Допустим, что существуют два различных множителя 
p(s) и p!(s). Будем иметь равенства

р (s) [a (s) +  ib (s)] =  х+ (s), р, (s) [a (s) +  l b  (s)] =  %+ (s).

Х І  (z) 
X+ (z)Деля последние равенства почленно и обозначая

=  Ф (s).Р\  (s) 
р («)

=  ф(2), получаем

Мнимая часть функции ф(2) на контуре равна нулю. По- 
этому в силу единственности решения задачи Дирихле 1т ф(2) =  
0 = = всюду в области D+. Отсюда ф (2) ־  const.

Следовательно, регуляризующий множитель определяется с 
точностью до постоянного множителя. Условие (28.7) определяет 
этот постоянный множитель.

Таким образом, доказаны существование и единственность 
регуляризующего множителя в случае к := 0 при дополнительном 
условии (28.7).

2° х Ф  0. По определению будем иметь
р (s) [a (s) +  ib (s)] =  /У v (0 =  / V “• <s)eia (s). (28.9)

Беря модули и аргументы обеих частей, получим

р (3) =  /  ----- ,
V о 2 (*) +  Ьг (s)

ю (s)־= arg {/־ * [а () +  ib (3)]} ־= arctg-j — xargt.
(28.10)
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Отсюда
Y(z) =  s [a rc tg - j  — xarg *]. (28.11)

Регуляризующий множитель определится формулой (28.10). 
Единственность решения вытекает из предшествующего, так как, 
согласно равенству (28.9), задача сводится к отысканию регуля- 
ризующего множителя от функции /־־*[a (s)-f- ib(s)], индекс ко- 
торой равен нулю.

Таким образом, доказана
Т е о р е м а .  Произвольная функция точек контура, удовлет- 

воряющая на нем условию Гёльдера и не обращающаяся в нуль, 
имеет действительный регуляризующий множитель, который при 
дополнительном условии (28.7) определяется формулами (28.6),
(28.8), (28.10), (28.11) единственным образом.

Отыскание регуляризующего множителя в виде действитель- 
ной функции, как показывает исследование, равносильно отыска- 
нию аналитической функции по заданным на контуре значениям 
ее аргумента, что в свою очередь приводит к решению задачи 
Шварца.

28.3. Регуляризующий множитель с постоянным модулем.
Будем теперь отыскивать регуляризующий множитель в виде

£(*) =  е«м*>. (28.12)
Представим заданную комплексную функцию также в поляр- 

ных координатах a -f ib =  reia. По определению имеем:
те (а+е> =  Ф+ (/). (28.13)

Будем искать функцию 0(3) при условии, что при обходе кон- 
тура L она приобретает приращение 2nv, где v — заданное целое 
число. Взяв индекс обеих частей последнего равенства, получим

x +  v =  /2, (28.14)
где п есть число нулей функции Ф+(г) в области D+, зависящее, 
таким образом, не только от индекса заданной функции а +  ib, 
но и от индекса самого регуляризующего множителя, который, 
в отличие от предыдущего, не обязательно равен нулю.

Наложим на искомую функцию Ф+(г) условие, что она имеет 
порядок п в начале координат, считая его принадлежащим об- 
ласти D+. Представляя искомую функцию Ф+(г) в виде zne^z\  
будем иметь

ге‘ <е+״> =  /V  «> =  *V  (s)e '׳“׳  <s>. (28.15)
Приравнивая в последнем равенстве модули и аргументы, по- 

лучим
<0 =  1 п (г |/Г ,(״
©1 =  0-{-а —narg  t.

(28.16)
(28.17)
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Следовательно, краевое значение действительной части © ис- 
комой аналитической функции у (2) известно. Решив задачу Ди- 
рихле, найдем гармоническую функцию и>(х,у). Отыскав затем 
сопряженную гармоническую функцию ©!, определим функцию 
0 (по формуле (28.17)), через которую по формуле (28.12) вы- 
ражается сам регуляризующий множитель.

Результат легко записать с помощью оператора Шварца
у (2) =  ©(х, у) +  /©, (х, y) =  S \n( r \ t  Г ) ,  (28.18)

причем для определенности принято
Im y (20) =  0. (28.19)

Регуляризующий множитель определяется формулой
R (t) =  ei «о-а +П arg О (28.20)

Формулы (28.18) — (28.20) определяют регуляризующий мно- 
житель требуемого вида однозначно.

Как показывает решение, определение регуляризующего мно- 
жителя с постоянным модулем равносильно отысканию аналити- 
ческой функции по краевым значениям ее модуля, что в конеч- 
ном счете сводится к решению задачи Шварца.

28.4. Другие виды регуляризующего множителя. Общее определение регу- 
ляризующего множителя, данное в п. 28.1, дает широкий простор для выбора 
различных видов этого множителя. Можно усмотреть большое сходство опре- 
деления регуляризующего множителя с определением известного в теории 
дифференциальных уравнений интегрирующего множителя. Для обоих этих 
множителей допустим большой произвол в выборе и задача отыскания их 
становится определенной только тогда, когда отказываемся от общей поста- 
новки и ищем множитель определенного вида.

В пп. 28.2, 28.3 рассматривались простейшие виды регуляризующего мно- 
жителя, когда модуль или аргумент его постоянны. Случаи эти допускают 
геометрическое истолкование.

Будем рассматривать задание комплексной функции a ( s ) +  ib(s) =* reia 
как задание кривой Г, параметрическое уравнение которой в полярных коор- 
динатах имеет вид

г — г (5), а =  а ($).

Умножая функцию reia на действительный положительный регуляризую- 
щий множитель p(s ), мы совершаем над точками кривой Г преобразование, 
заключающееся в том, что радиусы-векторы кривой Г, оставаясь неизменными 
по направлению, изменяются по величине в отношении p(s),  т. е. совершаем 
преобразование растяжения (с переменным модулем растяжения). Решаемая 
задача заключается в том, чтобы так подобрать переменный, непрерывно из- 
меняющийся модуль растяжения, чтобы преобразованная кривая Г!, уравне- 
ние которой г* ־־־ p{s)r(s ), а ! = а ־  (5), давала геометрическое изображение 
(в указанном выше смысле) комплексной функции Ф + (/), являющейся крае- 
вым значением некоторой аналитической в области D+ функции.

Умножение комплексной функции reia на множитель вида геомет-
рически можно истолковать как поворот радиусов-векторов кривой Г на не- 
который переменный, непрерывно изменяющийся угол 0(5), причем угол этот 
подбирается так, чтобы преобразованная кривая с уравнением г ! =־ г (5 ) ,
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а! в־־ a  (s) +  0 (s) представляла собой геометрическое изображение краевого 
значения функции, аналитической (за исключением разве что полюса в на- 
чале координат) в области D+.

Если по примеру предыдущего строить геометрическое изображение са- 
мого регуляризующего множителя, то в первом случае он будет задаваться 
уравнением р =  p(s),  <р =  0 и геометрически изображаться отрезком поло- 
жительной полуоси, проходимым дважды или, вообще, четное число раз. Во 
втором случае он имеет уравнение р =  1, ср =  0(s) и, следовательно, геомет- 
рически изображается в виде единичной окружности, проходимой п — х раз 
(см. (28.14)).

Обобщая естественным образом постановку вопроса, можно искать регу- 
ляризующий множитель, геометрическим изображением которого служит на- 
перед заданная кривая.

Пусть на контуре L задана некоторая комплексная функция 
a ( s ) +  i b ( s ) =  reia, геометрическим изображением которой служит кривая Г. 
Зададим еще некоторую кривую С, полярное уравнение которой р =  f(0).  
Для функции a (s) 4 5 ) ^ ־ ) требуется найти регуляризующий множитель 
R ( t ) =  p(s)eiQ ŝ\  модуль и аргумент которого связаны такой зависимостью 
р =  f (0) ,  что геометрическим изображением R(t)  служит данная кривая С.

Принимая изменение a ( s ) + 0 ( s )  при обходе контура L равным 2ял, 
условимся искомую аналитическую функцию Ф+(г) считать имеющей поря- 
док п в начале координат.

По определению будем иметь

р (s) г ( s )e l la <s)+0 (s>! =» f V  <s>. (28.21)

Выражая из последнего равенства р(5) и 0(5) и используя уравнение 
кривой Су получим

г (s) / [©1 ($) — a (s) +  п arg t] =  11 \n a®(s). (28.22)

Последнее соотношение есть краевое условие, связывающее действитель- 
ную (со) и мнимую (с01) части аналитической функции у (г).  Таким образом, 
общая постановка задачи об отыскании регуляризующего множителя приво- 
дит, вообще говоря, к нелинейным краевым задачам. Для задач такого рода 
известны способы решения лишь в некоторых простейших случаях. Поэтому 
решение краевой задачи (28.21), как правило, остается неосуществимым.

Однако можно указать отдельные случаи, когда задача становится линей- 
ной и допускает решение. Например, если кривая С есть логарифмическая 
спираль, уравнение которой р =  е0, то краевое условие (28.22) превратится 
в линейное типа задачи Гильберта

со! — со =  а — 1п г +  л 1п | * | — п arg t.

Записав последнее в форме
— Re [(1 +  /) у (01 == а (5) — 1п г (s) +  п In \ t  (s) | — п arg t (s),

легко получим функцию у ( г ) =־  со- f  tco!, а по ней решение всей задачи.
заметим, что можно было бы взять за основу задание кривой С в декар- 

говых координатах.
Изложенные рассуждения, опирающиеся на установление некоторой зави- 

симости между модулем и аргументом или действительной и мнимой частью 
регуляризующего множителя, указывают лишь на один из возможных путей 
его построения. Можно искать множитель, исходя из совершенно других со- 
ображений, что показывает, хотя бы, пример множителя, возникающего при 
решении задачи Римана, на что указывалось в начале параграфа.

Представляется заслуживающим внимания проведение исследований в 
направлении поисков регуляризующих множителей, подчиненных тем или
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другим условиям, аналогично тому, как это делается в теории интегрирующего 
множителя. Может быть, удалось бы прийти к таким случаям, когда регу- 
ляризующий множитель, с одной стороны, оказался бы пригодным для ре- 
шения какой-нибудь практически используемой задачи, а, с другой стороны, 
отыскание его производилось бы при помощи некоторого практически осу- 
ществимого алгоритма.

§ 29. Краевая задача Гильберта для односвязной области

29.1. Однородная задача. Приступим, наконец, к основному 
предмету главы — решению краевой задачи Гильберта. Выпишем 
краевое условие однородной задачи

а (5) и (5) +  Ъ (5) v (s) =  0. (29.1)

Будем считать, что коэффициенты a(s) и b(s) не обращаются 
одновременно в нуль. Поделив краевое условие на ^/a2(s) +  b2(s), 
приведем его к такому случаю, когда коэффициенты удовлетво- 
ряют условию

а2 (5) +  b2(s)= 1. (29.2)

Всюду в дальнейшем будем считать, что условие (29.2) вы- 
полняется.

Имеем

-д ^ = ־%.(   (а — ib) {и +  iv) =  au +  bv -f / (av — bu).

Поэтому краевое условие (29.1) можно записать в двух рав- 
носильных формах:

(29.3)

Re {(а — ib) F (/)} =  0, )29.3(׳

F (г) — и (х, y) +  iv(x, у) (29.4)

— искомая функция.
Индекс х функции a(s )+ib( s )  будем называть индексом 

задачи Гильберта.
Деля обе части равенства (29.3) на регуляризующий множи- 

тель функции a +  ib (формулы (28.9), (28.10)), приведем его 
к виду

Re[ 7 $ W ] “ °• <29.5>

Рассмотрим отдельные случаи.
1°. х =  0. В этом случае краевое условие (29.5) есть условие 

задачи Шварца. В силу единственности решения этой задачи
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будем иметь в области D+

откуда
F (2) =  гр0е29.6) ,<*> <׳)

где Ро — произвольная постоянная.
2°. к >  0. Краевое условие (29.5) есть условие задачи Ао. На 

основании результатов п. 27.3 получим
F(z) =  z*e{W Q (z), (29.7)

где Q(z) определяется формулами (27.7), (27.8). Следовательно, 
задача имеет 2х +  1 линейно независимых решений.

3°. х <  0. Решения задачи в аналитических функциях не су• 
ществует. Задача имела бы решение, если в качестве допусти- 
мых брать функции, имеющие в области £)+ не менее —х по- 
л юсов.

29.2. Неоднородная задача. Запишем краевое условие (27.1) 
в виде

Ч а ( / - Л н . ) Н י8'29' ■<*>
Аналогично тому, как это делалось для однородной задачи, 

разделим обе части краевого условия на регуляризующий мно- 
житель функции a (s) 4 :ib (s) ־

Re [ - ^ w ]  =  I' Г ״ ־״» (s) c («)• (29-9)

Рассмотрим отдельные случаи.
1°. x =  0. Краевое условие (29.9) есть условие задачи Ди- 

рихле. Взяв от обеих частей оператор Шварца и выражая F(z),  
получим

F (2) =  е׳'*(г) [5 О  (*> с (s)) +  /р0]. (29.10)
2°. х >  0. Краевое условие (29.9) есть условие задачи А, и на 

основании результатов п. 27.3
F (z) =  2Vv <*> [S (| t |־ V>׳ (s)) -f Q (2)]. (29.11)

Так как формулы (29.10) и (29.11) содержат в качестве ела- 
гаемых общие решения соответствующих однородных задач, то 
ясно, что они дают общее решение неоднородной задачи.

3°. х <  0. Поступая аналогично предыдущему, получим
F (2) =  zVv <г> [S (| t Г + (с (s)<*> <*> ״  /С]. (29.12)

Ввиду наличия множителя 2й функция F(z),  определяемая 
последней формулой, может иметь полюс порядка —х. Чтобы
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получить аналитическое решение, нужно потребовать, чтобы 
функция

5 ( | / r > i J>c(s))+1C
имела нуль порядка —х в начале координат. Это даст, как мож- 
но показать прямыми выкладками, —2х— 1 условий, которым 
должен удовлетворять свободный член для того, чтобы решение 
задачи было возможно. Не имея явного выражения оператора 
Шварца для произвольного контура, нет возможности выписать 
эти условия разрешимости в общем случае. В тех случаях, когда 
такое выражение известно, можно выписать эти условия явно. 
(В следующем пункте мы сделаем это для единичного круга.)

Сформулируем полученные результаты.
Т е о р е м а .  Если индекс комплексной функции a($)-{-ib(s) 

х 3נ! О, то однородная краевая задача Гильберта (29.1) и неод- 
породная (29.8) безусловно разрешимы. Однородная задача 
имеет 2х +  1 линейно независимых решений, линейная комбина- 
ция которых входит слагаемым в общее решение.

Если х <  0, то однородная задача неразрешима. Неоднород- 
пая задача разрешима тогда и только тогда, когда свободный 
член удовлетворяет —2х — 1 условиям разрешимости.

Изложенная теория показывает, что решение задачи Гиль- 
берта в основном сводится к решению трех задач Дирихле. Пер- 
вая задача решается при отыскании регуляризующего множи- 
теля, вторая — при нахождении частного решения неоднородной 
задачи и, наконец, отыскание функции Q(z) для произвольной 
области сводится к нахождению функции, конформно отобра- 
жающей область на круг, что в свою очередь равносильно реше- 
нию задачи Дирихле.

29.3. Задача для единичного круга и полуплоскости. Для
единичного круга оператор Шварца совпадает с интегралом 
Шварца. Обозначим

F{z) =  и (х, y) +  io(x, у),
2л

[ агс‘е 7 $ ) ־  ־ *"]

у (2) =  © (х, у) 4- /©! (х, у), (29.13)

Q (г) =  /Ро +  Е  (ckzk — ckz~k). (29.14)

Учитывая, что | * | = 1  на контуре, получим, что решение 
задачи Гильберта

a (s) и (s) +  Ъ (s) v (s) =  с (s) 
представится следующими формулами:
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в0)• ״ ) С (а)-— !— do +  фо • (29.15)е — z I

2 я 1־

*־М׳ =Н )Г 1־

1°. При х =  0 

F(z)

2°. При х >  О

e0)(o)c (a )p 5- ^ - d a  +  Q(z) . (29.16)
г  2я

[2И ׳F (z) — zxe'Y (г)

(29.17)

3°. При х <  О
2Я

F (z) =  z V Y (*) -L  J <*>, (а) с ( с ) rfa.

В последнем случае для разрешимости задачи функция

2 И  e“'<0)c ( a ) - ^ ± |d a  =

2я 2Я

= ־̂ —  •J  ee>׳ <°)c(a)rfa +  -i• J <*> <q> с (о) ; (29.18)

должна иметь нуль порядка —х в начале координат. Разлагая 
ее в степенной ряд в окрестности начала и приравнивая нулю 
первые —х коэффициентов, получим

2я

J <*> <״> с (a) e~ik<J do =  0 (6 =  0, 1, . . . ,  - х - 1 )  (29.19)
о

или, в действительной форме,
2Я 2я

e0>‘<0)c(a)cos^orrfa =  0,  ̂ е°>■ <״> с (о) sin £0 da =  0 (29.20)
о о

(6 =  0, 1, 2........ - х - 1 ) .

Формулы (29.20) дают —2х— 1 условий разрешимости, которым 
должен удовлетворять свободный член, чтобы неоднородная за- 
дача Гильберта с отрицательным индексом была разрешима.

Приведем, не останавливаясь на подробностях, еще решение 
задачи Гильберта для полуплоскости. Оператор Шварца здесь 
совпадает с интегралом типа Коши (см. формулу (27.5')). Беря
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функцию, конформно отображающую полуплоскость на круг, 
в виде

для решения задачи А0 по формуле (27.8) будем иметь выра- 
жение

Q ( (־ - ״־)•,  +  £  [с, ( ■ # ) *  - * ( ■ & ) % (׳29.14) 
fe-1

Вместо примененной выше для приведения индекса коэффициен- 
та к нулевому функции t здесь можно использовать y q jj  (см. 
п. 14.7).

Употребляя те же, что и в предыдущем, обозначения, с по- 
мощью аналогичных рассуждений получим для неоднородной 
краевой задачи Гильберта в верхней полуплоскости следующее 
решение:

Г. При х =  0

F(*) =  e*<( \ \ + )29.15׳ (׳ ±
־ -י —סס  *

2°. При х > 0

J ׳“ + •[(־>» )29.16׳ )
L  —- סס י

3°. При х <  0

йі״־,’(тт7)=<׳'<2 י׳7'•29‘ 5 
—  ОО

при соблюдении условий разрешимости 
+ 00

$ e\t (t- i ) k  dt =  Q {k =  0> 129.190) -(1 ־ « י ׳•־• ־
—סס

Последние условия можно представить в виде —2х — 1 действи- 
тельных.

Здесь Q(z) определяется формулой (29.140, а у (2) представ- 
ляется в виде

4- по

Y (*) ־ ־ ״ (*. У) +  Ь>Л*, У) =  І і  \  T Z ^ d t,  (29.130
—QO
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где
0 (о =  arg [ ( 7 7 ך ז )  (а +  /ft)] =  arctg -Щ - +  2х arctg •}.

29.4. Задача Гильберта для внешней области. Покажем ко- 
ротко, как нужно изменить проведенные рассуждения, чтобы по- 
лучить решение задачи Гильберта для бесконечной области D~ 
внешней по отношению к некоторому простому гладкому кон-
туру L.

Имея в виду дальнейшие приложения, будем, так же как и 
в случае внутренней области £)+, брать (при определении ин- 
декса) положительный обход контура L против часовой стрел- 
ки*). Определим для интересующего нас случая регуляризую- 
щий множитель. Условимся считать начало координат принад- 
лежащим области D+.

Пусть
Ind [a (s) -+־ ib (s)] =  х.

Будем называть регуляризующим множителем для заданной 
на контуре L комплексной функции a(s)+t ' 6(s)  по отношению 
к внешней области 0  -такую действительную знакоположитель ־
ную функцию p(s), чтобы произведение p(s)[a(s)-f- ib(s)] было 
краевым значением функции, аналитической и имеющей нулевой 
порядок всюду в £)־ , кроме разве бесконечно удаленной точки, 
где порядок ее равен индексу, взятому с обратным знаком (—х). 

Следовательно, по определению (см. п. 28.2), будем иметь
p(s) [a (s) +  ib (s)] =  ̂ Vv U), (29.21)

где y(z) =  со (*,*/) H-fcD!(*, y ) — функция, аналитическая всюду 
в D־־, включая и бесконечно удаленную точку.

Рассуждая аналогично тому, как это делалось в п. 28.2, по- 
лучим

Г А ־и Iх г ד  ® (s)
у (2) =  5 [arctg - £ - х  arg t \ ,  р (s) =  . (29•22)

где S — оператор Шварца для области D~ с исчезающей на бес- 
конечности мнимой частью.

Перейдем теперь к задаче Гильберта.
Считая, так же как и ранее, что выполнено условие

a2 (s) +  b2 (s) =  1,
можем записать краевое условие задачи Гильберта в виде

Re [ . ( / + ! » (. ) ] ־ с<» י23•29' 
*) То есть в положительном направлении относительно области D+ и 

отрицательном относительно D־
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После деления на регуляризующий множитель получим

Re [־ £ & ־ ] =  I < Г* е •״ י> > с (s). (29.24)

Рассуждая как в п. 29.2, с той лишь разницей, что вместо на- 
чала координат исключительной точкой здесь является веско- 
нечно удаленная, будем иметь:

Г. При х О
F (г) =  zVv (־> [S (| t Г ״ e“׳ <s> c (s)) -f  Q  (z)], (29.25)

где Q(z) есть функция, аналитическая в D~ всюду, за исклю- 
чением бесконечно удаленной точки, где она имеет полюс по- 
рядка не выше —х, и ее действительная часть на контуре равна 
нулю. Легко видеть, что определенная формулой (27.6) для еди- 
ничного круга функция Q(2) будет пригодна также и для внеш- 
ности единичного круга. Удобнее взять выражение для Q(z)
в несколько ином виде, заменив в формуле (27.6) z на £ .  Та-
ким образом, функцию Q(z) для области, внешней по отноше- 
нию к единичной окружности, можно записать в виде

- И

Q (2) =  /рО +  Z  (ckz~k -  ckzk). (29.26)&»■ 1
Для произвольной области D־־ она будет иметь вид

Q (2) =  гро +  £  {с к [© (2)Г* — С к [со (2)]*}, (29.27)&=■ 1
где © (2) — функция, конформно отображающая область D- на 
область, внешнюю по отношению к единичной окружности, и пе- 
реводящая бесконечно удаленную точку в бесконечно удален- 
ную. В частности, для х =  0 функция 0(2) обращается в про- 
извольную чисто мнимую постоянную ;р0.

2°. х >  0. Решение может быть получено из формулы (29.25) 
при Q(2) ==0. Функция, определяемая формулой (29.25), будет 
иметь полюс порядка х в бесконечно удаленной точке. Поэтому 
однородная задача Гильберта оказывается неразрешимой, а 
неоднородная разрешима лишь при выполнении некоторых 
условий, которые можно получить, разлагая в ряд функцию 
S (| / |яе“ (s)c (s)) в окрестности бесконечно удаленной точки и 
приравнивая нулю первые х коэффициентов разложения.

В случае области, внешней по отношению к единичной окруж- 
ности, как известно*), оператор Шварца равен интегралу Швар

*) См., например, Л. В. К а н т о р о в и ч  и В. И. К р ы л о в ,  Приближен- 
ные методы высшего анализа, М., Физматгиз, 1962, стр. 594.
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ца со знаком минус. Разлагая интеграл Шварца в ряд по сте- 
пеням ־־־ и приравнивая нулю первые х коэффициентов, полу-
чим, что 2х— 1 условий разрешимости задачи Гильберта для 
внешности единичной окружности будут определяться теми же 
формулами (29.20), что и для единичного круга.

Окончательно сформулируем полученные результаты.
Т е о р е м а .  В случае х ^ О  однородная задача Гильберта 

имеет —2х +  1 линейно независимых решений, а неоднородная 
безусловно разрешима и ее решение линейно зависит от —2х +  1 
произвольных действительных постоянных. (Решение дается фор- 
мулой (29.25).)

В случае х >  0 однородная задача Гильберта неразрешима, 
а неоднородная разрешима лишь при выполнении 2х — 1 условий 
и имеет тогда единственное решение.

Легко видеть, что сформулированная теорема может быть 
получена из соответствующей теоремы п. 29.2 для области D+, 
если в последней х заменить на —х. Если бы при определении 
индекса был взят обход контура не против часовой стрелки, а, 
что более естественно для области D־ , по часовой стрелке, то 
только что полученный результат совпал бы с соответствующей 
теоремой для области D+.

29.5. Примеры. 1. Решить краевую задачу Гильберта

(cos 2s — cos s 4 ך ־ ־ )  и (s) +  (sin 2s — sin s) v (s) ־ ־

/5 ץ2 
=־  I ך ---- COS Si  (COS 2s +  hi cos s +  h2),

где hu h2 — некоторые постоянные, для единичного круга.
Запишем краевое условие в виде (29.3'):

Re |  [ ( c o s  s — — sin2 s — / • 2 sin s (co s s —־ J (u + J (מ* 

= ץ-)   — cos s^ (cos 2s +  h{ cos s +  h2).

Выполнив преобразование

a (s) — ib (s) ==־ (cos s — — sin2 s — 21 sin s (co s s — =

( ־ ! ־ - c o s s ) 2 ( i - _ CoS sy

[ (coss־ r )  + ' sins]2 0 ־ y ) 2 ’
] ־ ( c o s  S ---- — І sin s j  =

+ cos 2s ־  hi cos s +  h2.[f M
представим его так: 

Re
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Слева стоит краевое значение функции, аналитической в единичном круге, 
исключая точку г  =  1/2, где возможен полюс второго порядка. При общих 
рассуждениях краевое условие предварительным преобразованием приводи- 
лось к такому виду, чтобы возможный полюс находился в начале координат. 
Однако при решении конкретных примеров, когда регуляризующий множи- 
тель находится простым путем при помощи аналитического продолжения и 
где заранее известно положение точки с ненулевым порядком решения, можно 
обойтись без такого преобразования. (В данном случае оно потребовало бы 
сложных вычислений.) Рассуждая совершенно так же, как в общем случае, 
получим

F (г) =  ( г  — -І -)  [S (cos2s +  A! cos s +  h2) +  Q, (г)],

где Q1 (2) есть функция, аналитическая в единичном круге, кроме точки 
г  =  1/2, где она имеет полюс второго порядка и действительная часть кото- 
рой на единичной окружности обращается в нуль. Эта функция может быть 
определена по формуле

Q1 ־(*) “Q(® (г)),
где со (г) есть функция, конформно отображающая единичный круг на себя 
так, чтобы точка z  =  1/2 перешла в начало координат. В качестве с0(2) мож- 
но взять

2 г — 1 
2 - z = а>(2)״ 

Так как при z =  eia
cos 2s +  hx cos s +  h2 =  Re [z2 - f  hxz  - f  h2\ ,

то в силу единственности аналитической функции, определяемой интегралом 
Шварца, будем иметь

5  (cos 2s ־1־  h{ cos 5 +  h2) ־=■ z2 +  hxz  +  h2.

Учитывая формулу (29.14) для функции Q, окончательно получим

F ( г ) - ( ־  — у ) ’ [»■ + ־:*   +  к, +  1(1 + ־  , +

В силу безусловной разрешимости задачи (к =  2 >  0) постоянные Л! и Ы 
могут быть любыми.

2. Решить краевую задачу Гильберта

и — (sin 2s — sin s) v = + cos 2s ־  hx cos s +  Л2cos 2s — coss(
для единичного круга.

Так как индекс задачи х =  —2 <С 0, то задача, вообще говоря, неразре- 
шима. Она окажется разрешимой лишь при специальном подборе постоян- 
ных hi и Л2.

Преобразованиями, аналогичными проведенным в предыдущей задаче, 
приведем краевое условие к виду

Re ־־־ F (/)J =  cos 2s +  Л! cos s +  h2.
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Отсюда

F (г) =  ( 2  — (г2 +  Л!г +  А2).

При произвольных А! и А2 функция, определяемая последней формулой, имеет 
полюс второго порядка в точке 2 =  1/2. Для устранения полюса постоянные 
нужно положить равными Л! =  — 1, Л2 =  1/4.

Если это выполнено, то задача имеет единственное решение.

§ 30. Связь краевых задач Гильберта и Римана

ЗОЛ. Постановка вопроса. Сравнивая только что полученное 
решение краевой задачи Гильберта с решением задачи Римана 
(гл. II), можно усмотреть между ними сходство. Это наводит 
на мысль, что имеется связь и между самими задачами, не- 
смотря на различие в их постановке. Для простейших контуров 
(прямая и окружность), для которых существует простая связь 
оператора Шварца с интегралом типа Коши, может быть уста- 
новлена прямая сводимость задачи Гильберта к задаче Римана. 
Для других контуров такой непосредственной связи не сущест- 
вует, но она может быть установлена при помощи конформного 
отображения соответствующих областей на круг или полупло- 
скость.

Имеется два способа такого сведения. Первый (указанный 
автором) состоит в установлении факта, что «внутренняя» функ- 
ция Ф+(г) решения краевой задачи Римана

(ЗОЛ)2с (s( . ,״ _ - ($) a (s) - f  ib
)a ( s ) - / A ( S ) v ; - r a ( s ) - / b ( sФ+ (t)

при подходящем подборе произвольных постоянных дает реше- 
ние краевой задачи Гильберта

а (3) и (s) +  b (s) v (s) =  с (3). (30.2)

Доказательство опирается на имеющиеся в замкнутой форме 
решения обеих краевых задач и заключается в прямом преоб- 
разовании формул решения краевой задачи Римана из гл. II 
в формулы решения задачи Гильберта п. 29.3.

Второй способ (указанный Н. И. Мусхелишвили) сведения 
краевого условия задачи Гильберта (30.2) к краевому условию 
задачи Римана (30.1) путем доопределения по способу симмет- 
рии в дополнительную область решения задачи Гильберта мы 
далее рассмотрим подробно. Этот метод интересен тем, что он 
сам независимо от изложенного в § 29 метода регуляриаующего 
множителя может служить источником решения задачи Гиль- 
берта. Кроме того, этот метод применим и при исследовании 
некоторых других задач.
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30.2. Связь между краевыми условиями. По-прежнему будем 
считать, что контур L есть прямая или окружность.

Различие в постановках краевых задач Римана и Гильберта 
заключается прежде всего в том, что в первой задаче отыски- 
вается кусочно аналитическая функция, определенная во всей 
плоскости, тогда как в последней ищется функция, определен- 
ная только в области D+, а дополнительная область D~ совер- 
шенно не затрагивается. Поэтому, чтобы установить связь ме- 
жду указанными краевыми задачами, исходя из самой их по- 
становки, прежде всего нужно найти целесообразный способ 
доопределения аналитической функции Ф+(2) (являющейся 
решением задачи Гильберта) в область D~ так, чтобы получить 
кусочно аналитическую функцию, определенную во всей пло- 
скости.

Так как контур L, по условию, прямая или окружность, то 
такое доопределение может быть произведено, как показывает 
дальнейшее исследование, путем продолжения по симметрии 
совершенно так же, как это делается в принципе симметрии. 
Различие будет заключаться лишь в том, что поскольку могут 
не выполняться условия этого принципа (отрезок прямой или 
дугу окружности функция должна отображать в отрезок пря- 
мой или дугу окружности), то и полученное продолжение, во- 
обще говоря, не будет аналитическим. Это нам и не требуется, 
так как речь идет только о построении в области D~ некоторой 
новой функции Ф־ (г), которая была бы так связана с функцией 
Ф+(2), определенной из краевой задачи Гильберта, что краевое 
условие последней задачи стало бы равносильным краевому 
условию задачи Римана, связывающему функции Ф+(2) и 
Ф־ (г).

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями п. 18.1.
Продолжим по симметрии заданную в области D+ (единич- 

ном круге или верхней полуплоскости) функцию Ф+(2) в об- 
ласть D~ (внешность единичного круга или нижняя полупло- 
скость), считая, что в точках, симметричных относительно кон- 
тура, функции принимают сопряженные значения, т. е.

Ф2) ־ ) =  Ф ^ і)  =  Ф+ (г) (30.3)
в случае действительной оси,

Ф 2 ) ־ ) =  Ф+ ( 1 )  =  ФТ ( 1 )  (30.4)

в случае единичного круга.
Определенная таким образом функция Ф2)־־) будет анали- 

тической в области D~ (п. 12.1).
Совокупность функций Ф+(г) и Ф2)־ ) можно рассматривать 

как одну кусочно аналитическую функцию.



291СВЯЗЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ГИЛЬБЕРТА И РИМАНА§30]

Когда точка z из области D+ стремится к точке t контура, 
симметричная ей точка в D־־ стремится к той же точке t. По- 
этому

ф ־  (t) =  ф+ (І) =  ф + {t), (30.5)

Ф־  (t) =  Ф+ ( у )  =  Ф+ (/). (30.6)

Таким образом, предельные значения функций Ф+(г) и 
Ф־־(г) на контуре комплексно сопряжены друг другу. Следова- 
тельно, заданную на контуре функцию Ф+(<) можно рассматри- 
вать как предельное значение функции Ф־ (<).

Теперь уже можно доказать сводимость задачи Гильберта 
к задаче Римана.

Запишем краевое условие задачи Гильберта 
Re [(а — ib) (и +  /о)] =  с

в такой форме:

(а -  ib) Ф+ (0 +  (а +  Щ Ф+ (t) =  2с. (30.7)
Заменяя на основании изложенного выше Ф+(і) на Ф 0 ) ־ » 

из (30.7) получим краевое условие задачи Римана
2с (s) (30.8)a (s) —■ ib (5)

Д (̂ ) Н־ ^  (̂ ) (Т)” /л 
a (s) -  ib (s)ф + ( t )=

Следовательно, решение краевой задачи Гильберта (30.2) 
равносильно отысканию функции Ф+(г) из решения краевой 
задачи Римана (30.8) при условии, что для всякого 2, не ле- 
жащего на контуре,

Ф־ (г) =  Ф+ (2.). (30.9)

Способ сведения задачи Гильберта к задаче Римана, изло- 
женный в настоящем пункте, имеет то преимущество перед 
первым способом, что он не опирается на явное решение этих 
задач. Поэтому способ этот может быть использован и в том 
случае, когда таких явных решений не существует, например, 
в соответствующих задачах со многими неизвестными функ- 
циями (см., например, [3], стр. 172). Кроме того, можно было бы 
не давать отдельного решения задачи Гильберта, а использо- 
вать для этой цели решение задачи Римана, что и сделано в [16].

30.3. О задаче Гильберта для бикруга. Пусть a (tu t2), b{tuh) 
и c(tu t2) — действительные функции, удовлетворяющие на еди- 
ничном торе L =  L\ X L! условию Гёльдера, g =  а +  ib и 
a2-\-b2=  1. По аналогии с п. 27.1 и пп. 29.1—29.2 двумерную 
задачу Гильберта для бикруга D =  D++ сформулируем так.
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Найти функцию F (г!, z2) =  a(z!, г2) +  iv(zu z2), аналитическую 
в D и непрерывную на L по краевому условию

Re(gF) =  Re [(а — ib)F]= au-\-bv =  c, (30.10)
заданному на L.

При g = l  задача (30.10) превращается в двумерную за- 
дачу Дирихле, которая, как известно, разрешима при выполне- 
нии счетного множества необходимых и достаточных условий 
разрешимости

\ c ( tu t2) tTn'tJn' dtx dt2 =  0 (1 ,2  =  2 ,,מ ״ , . . . ) .
L

M. А. Б о р о д и н  1) свел задачу Гильберта (30.10) к по- 
следовательному решению двух задач Дирихле и элементарной 
задачи

Re [ t T V ‘ F(tu /2)] =  0, 

где х! =־ х! (g) и Х2 =  x2(g).
Если обе такие задачи Дирихле разрешимы и xi 0, х2 ^  0, 

то общее решение задачи (30.10) зависит от (2х! +  1)(2х2+  1) 
произвольных действительных постоянных и представимо дву- 
мерным интегралом Шварца (ср. с п. 29.3).

Решение задачи Гильберта для бикруга может быть полу- 
чено с помощью регуляризующего множителя, а также сведе- 
нием к двумерной вырожденной задаче Римана

I K ^ ) F ++ du t2) +  g (tu t2)F — (tu t2) =  2c (tu t2),
аналогично тому, как это сделано в одномерном случае соот- 
ветственно в п. 29.2 и в п. 30.2 (см. В. А. К а к и ч е в  8), 9)).

§ 31. Особое интегральное уравнение с ядром Гильберта

31.1. Связь характеристического уравнения с краевой зада- 
чей Гильберта. Ядром Гильберта, как уже указывалось в п. 6.2,
называется функция ctg—^— . Особое интегральное уравнение

о (s) и (s) — ^ך ̂  ־ и (о) ctg do =  с (s), (31.1)
о

где a (s), b(s), с (s) — заданные функции, удовлетворяющие ус- 
ловию Гёльдера, называется характеристическим *) особым

*) Термин возник исторически и с современной точки зрения не вполне 
оправдан (см. далее, п. 52.3).
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уравнением с ядром Гильберта. Если c(s) =  0, оно называется 
однородным, в противном случае неоднородным. Решение будем 
искать в классе функций, удовлетворяющих условию Гёльдера.

Как характеристическое особое интегральное уравнение с 
ядром Коши связано с краевой задачей Римана, так и характе- 
ристическое уравнение (31.1) с ядром Гильберта еще более 
непосредственно связано с задачей Гильберта. Покажем это.

Будем считать функцию u(s), являющуюся решением урав- 
нения (31.1), краевым значением гармонической в единичном 
круге функции и(х,у). Ввиду безусловной разрешимости задачи 
Дирихле для произвольного непрерывного краевого значения 
такое предположение законно. Тогда в силу формулы (6.6) бу- 
дем иметь

( 3 1 . 2 )

2Я

jp־2■ + da ־  J о (a) da.
О

(»)״ =

Положив 2Л
$  0 ( a )  d a  =  О ,  ( 3 1 . 3 )
о

придем от особого уравнения (31.1) к краевой задаче Гильберта 
a(s)u(s) +  b(s) v (s) =  с (s) (31.4)

для аналитической в единичном круге функции F(z) =  и(х, у) 4  ־
' + 1 0  (х ,«/). Таким образом, установлен следующий факт.

Т е о р е м а .  Характеристическое особое уравнение с ядром 
Гильберта (31.1) равносильно задаче Гильберта (31.4) для 
круга с дополнительным условием (31.3) в том смысле, что если 
F{z) есть решение краевой задачи (31.4), удовлетворяющее 
условию (31.3), то граничное значение его действительной части 
есть решение уравнения (31.1), и обратно, имея u(s) — решение 
уравнения (31.1), используя оператор Шварца и условие (31.3), 
получим решение задачи Гильберта (31.4).

В дальнейшем для решения характеристического уравнения 
(31.1) будет использовано полученное в § 29 решение задачи 
Гильберта.

Из свойств гармонических функций следует, что условие
(31.3) означает равенство нулю гармонической функции v(x,y) 
в начале координат.

31.2. Решение уравнения. Будем называть индекс функции 
a(s) +  tb(s) индексом характеристического уравнения (31.1). 
Рассмотрим подробно случай нулевого индекса, имеющего осо- 
бенности по сравнению с соответствующим случаем уравнений 
с ядром Коши: к =  Ind [a(s) -+־ ib(s)] =  0. Рассмотрим сначала
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однородное уравнение, положив в (31.1) c ( s )= 0 . Решением 
соответствующей однородной задачи Гильберта будет функция 
F (г) =  ф0е‘у (2), где у (2) определяется формулой (29.13), р0— 
произвольная действительная постоянная.

На контуре t =  eis и

(31.5)

F(t) — u (s) +  iv (s) — if$oe‘v (<)• 

iety «) =  | (S) -f ף־ן (s).

« (s )  =  Poi(s), ״  (s) == Р0П («)■

Положим

Тогда

Условие разрешимости уравнения (31.3) принимает вид
2л

Jn(a)r fa =  0. (31.6)
о

Таким образом, при нулевом индексе возможны два случая:
1) Если условие (31.6) выполняется, то однородное характе- 

ристическое уравнение (31.1) имеет решение*)
«(s) =  po!(s). (31.7)

2л

2) Если J ף (a) da ф  0, то уравнение решения не имеет.
о

Перейдем к неоднородному уравнению. Решение задачи 
Гильберта, согласно формуле (29.15), имеет вид

F (2) =  e־'v м [ - L  j  с (а) в ■״ ״> > eJ a +  ? da +  tp0 j . (31.8)

Положим
2Л

ieiy (г) =  I + = da —~*־с (0) е®■ <а> -efĝ  , ף1   W (2).

На основании свойств интеграла Шварца на контуре будем 
иметь

(31.9)

R e ^ Q * ־*:(®)«®■ <5 >,
2л

Im V (0 = ־2־^ —    ̂ с (а) еа■ (0י ctg da.
о

*) Этим уравнение с ядром Гильберта отличается от уравнения с ядром 
Коши, которое в соответственном случае всегда неразрешимо.
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Беря в формуле (31.8) предельные значения и учитывая фор״ 
мулы (31.9), получим

2л

« (s) =  Pol Ы +  Л < S) c ׳s) ISI — I ׳ s) Д -   ̂c (a) e°> (al ctg da,
О

2л

t׳ ׳ s'. =  РоЛ («' (s' c(s)ett> ы — ־^־(»)מ § c a) e<s> №ctg-~ 5 da.

(31.10)

На основании (31.3) должно иметь место условие разрешимости

d s _

2 Л 2Л

— J ף (s) ds 2־־  ̂с а) е® {а) ctg —~  do =  0.
о ט

Переставляя в двойном интеграле порядок интегрирования 
и учитывая, что согласно формуле Гильберта (6.7)

2л
ds =  l{a) — Д -  a) da,

О2 я

получим
2л 2л 2л

P0J Л(״ ) ^ ״ +  j c ( a ) e ״ ׳ e,rfa-2S־ $g a ) d a  =  0. (31.11)
ס ט ט

2Л 2Л

Заметим, что интегралы J |  (a) d a ,  Д -  ̂л (ק) d -a  дают
и о

значения действительной и мнимой части функции /е*?<г> =  
=־  £(*! У) +  *Л (*> У) в начале координат, а потому не могут од- 
новременно обращаться в нуль.

Возможны два случая:
2Л

1) Если  ̂ף (a) da Ф  0, т. е. соответствующее однородное 
о

уравнение неразрешимо, то условие (31.11) дает возможность 
определить произвольную постоянную Ро и, следовательно, не- 
однородное уравнение (31.1) имеет единственное решение
(31.10).
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2п
2) Если  ̂ף (a) da =  0, т. е. соответствующее однородное 

о
уравнение разрешимо, то неоднородное уравнение, вообще го-

2я

, из (31.11) по-

(31.12)

воря, неразрешимо. Учитывая, что (a) da =5̂ 0
о

ешимости
2 Я
 ̂с (а) в® (״> da =  0.

лучим условие его разрешимости
2я

В случаях ненулевого индекса ограничимся формулировкой 
результатов.

Как показывает исследование, при хф 'О  условие (31.3) 
не может выродиться в тождество, поэтому по сравнению с за- 
дачей Гильберта оно при х >  0 уменьшает на единицу число 
линейно независимых решений, а при х < 0  на столько же 
увеличивает число условий разрешимости. Точные результаты 
дает следующая

Т е о р е м а .  При х > 0  однородное уравнение (31.1) 
(с (s) *  0) имеет 2х линейно независимых решений, а неодно- 
родное безусловно разрешимо и зависит линейно от 2х дейст- 
вительных постоянных.

При х <  0 однородное уравнение неразрешимо, а неодно- 
родное разрешимо лишь при выполнении —2х действительных 
условий разрешимости.

Решения уравнения и условия разрешимости могут быть 
получены из формулы п. 29.3 при соблюдении условия (31.3).

Учитывая, что комплексный параметр содержит два действи- 
тельных, а комплексное условие разрешимости равносильно 
двум действительным, заключаем, что при х ф  0 качественные 
рмультаты исследования характеристического уравнения с яд- 
ром Гильберта полностью совпадают с соответствующими ре- 
зультатами (п. 21.2) для характеристического уравнения с яд- 
ром Коши.

31.3. Уравнения с постоянными коэффициентами. Рассмотрим 
часто встречающийся на практике частный случай, когда коэф- 
фициенты а, b — постоянные числа. Будем считать, что деление 
на л/аГ+Тт*־уже произведено, так что удовлетворяется условие 
02 + .־= 21& 

Iе. В случае однородного уравнения
2 Я

0 = do 5־- ^ - j)ctg(< ־5־־ 5 ״ — («)au (31.1°)2
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непосредственно получим решение соответствующей однородной 
задачи Гильберта

F (2) =  и +  iv — /p0eiv (г) =  /Ро (а +  ib).
Отсюда

!(«) =  — Ь, 0 = ף(5)  , <s> =  1.
Условие разрешимости (31.6) запишется в виде

2Л

= da (a) ף̂   а • 2я =  0.
о

Следовательно, при а ф 0 однородное уравнение не имеет от- 
личных от тривиального решений.

При а — 0 уравнение
2я

а і ־־־  da =  0J и (a) ctg-

имеет в качестве решения произвольную постоянную ы(5)=Р0. 
2°. Неоднородное уравнение

2Я

(Si — -^־ $ « ( ״ ) c tg - ^ i .  da =  c(s) (31.Г)аи I

при а ф  0 в силу предыдущего безусловно разрешимо. 
Согласно (31.11)

2л

2яар0 — b J с (a) da — 0.
о

Подставляя отсюда значение Ро в формулу (31.10), получим 
решение уравнения (31.1') в виде

2Я 2Я

и (3) =  ас (s) +  ~  5 с (a) ctg da -  \  с (a) da.
о о

Если а =  0, то для разрешимости уравнения
2я

$ и (a) ctg d a = c  (s),1
2л

согласно (31.11), должно выполняться условие
2л

 ̂ с(о da =  0. (31.13)
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Если оно выполнено, то, положив в (31.10) 0 = ף(5)  , £($) =  
=  —Ь =  1, получим решение в виде

2я
(»)» = ־ + )31.14(

где С — произвольная постоянная.
Последнее решение можно было бы получить из формул 

обращения Гильберта (п. 6.2). Полагая в формуле (6.7) «0 =  0 
и рассматривая в ней u(s) как заданную, a v(s) как искомую 
функцию, получим, что формула (6.6) дает решение уравнения
(6.5), совпадающее с (31.2). Условие

2л
«о = ־2־^   ^u(o)do — 0

о
совпадает с (31.13).

31.4. Полное уравнение. Полным особым интегральным урав- 
пением с ядром Гильберта называется уравнение вида
Кф == a (s) ф (s) —

2Л 2Л

( o ) d g Z ^ - d o + \ K { s ,  o)4 (o)do =  f(s), (31.15)
о о

где a(s), b(s), f(s), K {s,a)— действительные функции, причем 
a(s), b(s), f(s) удовлетворяют условию Гёльдера, а ядро 
K(s,a) удовлетворяет условию Гёльдера всюду, кроме, может 
быть, точек о =  s, где для него справедлива оценка

IK{s, ״ ) К  4— -ך гг ( 0 а < 1 ) .| а — s |
2я
 ̂К (s, а ф (a) da

о

Интеграл

называется регулярной частью уравнения.
Для уравнения (31.15) можно было бы провести все иссле- 

дования, которые проведены в §§ 23 и 24 для уравнения с яд- 
ром Коши, с тем лишь различием, что вместо используемого 
там решения краевой задачи Римана здесь пришлось бы исполь- 
зовать полученное в § 30 решение задачи Гильберта. В силу 
вещественности рассматриваемого здесь уравнения многие рас- 
суждения упростились бы. Можно доказать, например, что one- 
ратор К', союзный данному, является для него равносильным 
регуляризатором (см. задачу 18 в конце главы) — свойство, KQ-
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торое уже несправедливо для комплексных операторов. За!ме- 
тим, что основные свойства особых уравнений (теоремы Нёте- 
ра), были впервые выведены Н ё т е р о м  [Noether 1)] именно 
для уравнений вида (31.15) путем использования решения за- 
дачи Гильберта и лишь 20 лет спустя были получены для комп- 
лексных уравнений с ядром Коши путем использования реше- 
ния задачи Римана (см. Исторические сведения к гл. III и IV).

Однако в самостоятельном выводе свойств рассматривае- 
мого здесь уравнения нет нужды. Проще будет установить 
сводимость уравнения (31.15) к уравнению с ядром типа Коши, 
в связи с чем вся теория последнего может быть непосредствен- 
но перенесена на это уравнение. Так как регулярные части 
у обоих типов уравнений имеют одинаковый характер, то доста-
точно установить соотношение между ядром Гильберта ctg — ־־ s-

и ядром Коши 7י ־־ך7  что делается так же, как в п. 6.1.
Пусть контур интегрирования есть единичная окружность. 

Тогда
t =  eis, x — ei0, dx =  ieiado

и
d x  _ i e ia  d o

x - t  ~  e ia -  e i s ״ 

Умножая числитель и знаменатель последнего выражения на
i  Q +  S

е 01 2 и пользуясь формулами Эйлера, получим

(31.16)1 dx
2 т

dx 
х — tY ctg

или

Заменяя в уравнении (31.15) ядро Гильберта последним 
выражением и подставляя s — у  In t, а =  у  In т, аа = ^--־7  -, 
приведем уравнение (31.15) к уравнению с ядром Коши:

+  x)dx =  f l {t). (31.17)
L  L

Коэффициент задачи Римана, соответствующий уравнению 
(31.17), имеет вид

01 (0  +  ib \  (t) a (s) +  l b  (s)
а! (t ) — Ibi (t) a (s ) — i b  (s) ' (31.18)Gif)
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Следовательно,
Ind G(t) —  2 Ind [a (s) +  lb ($)]. (31.19)

Из последнего равенства видно, что если стремиться к тому, 
чтобы свойства уравнения (31.15) выражать с помощью его 
собственного индекса *) х =  Ind [а +  *6], то во всех результатах 
§§ 23, 24 нужно х заменить на 2х.

Например, теорема III Нётера будет формулироваться так:
Разность чисел линейно независимых решений уравнения 

Кф =  0 (31.15) и его союзного К'ф =  0 равна 2х, где х =  
=  Ind[a(s)+  16 (s)].

При этом линейная зависимость или независимость пони- 
мается с действительными коэффициентами или, как выра- 
жаются в алгебре, над полем действительных чисел.

§ 32. Краевые задачи для полигармонических 
и полианалитических функций, приводимые 
к краевым задачам Гильберта и Римана

32.1. Представление полигармонических и полианалитиче* 
ских функций через аналитические. Дадим прежде всего опре- 
деление полигармонической функции.

О п р е д е л е н и е .  Полигармонической порядка п функцией 
U (х , у) называется всякий интеграл полигармонического урав- 
нения

А"{/ =  0, (32.1)

где А =  +  -jjji — оператор Лапласа, а показатель п озна-
чает, что оператор А применяется последовательно п раз.

Полигармоническая функция называется регулярной в дан- 
ной области D, если она в этой области непрерывна вместе со 
своими производными до порядка 2п.

В дальнейшем будем постоянно предполагать, что рассмат* 
риваемые полигармонические функции регулярны.

Для простоты будем рассматривать лишь односвязные об- 
ласти.

Дадим краткий вывод представления полигармонической 
функции через аналитические.

Кратчайшим путем для вывода искомого представления яв- 
ляется переход от действительных переменных х, у к комплекс

*) Н. И. М у с х е л и ш в и л и  [16] называет индексом уравнения (31.15), 
так же как и задачи Гильберта, индекс G(t).  Поэтому индекс в его опреде- 
лении равен удвоенному индексу в нашем определении.
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ным переменным *):
г =  х-\-іу, г =  х — іу.

Будем считать 2 и 2 независимыми переменными. Тогда по 
правилу дифференцирования сложной функции имеем

1׳»
?

!1 + 8|׳ י® II

׳§
b

8
5

*

(3 2 .2 )

О т с ю д а  л егк о  п о л у ч и м

«52 _ 4 ^
ду2 d z d z (3 2 .3 )

д2пи
д г пд г п *Д aU = ״4 

Следовательно,

и полигармоническое уравнение можно представить в виде

(32.4)0.д2пЦ
dznd zn

Записывая последнее в форме
д2 (  д2п~2и  0 ץ 

д г д і  \  дгп~ 1дгп~ 1 )

и применяя хорошо известный способ интегрирования уравне
ния лЙЬ ־3‘0. "0״• Учим

Ф(2) +  Ф.(2),
ф2п-2у

^ ־1 з г 1
где ф(2) и ф*(2) — аналитические функции своих аргументов. 
Так как левая часть последнего равенства есть величина дейст- 
вительная, то функции ф(2) и ф*(2) должны быть комплексно 
сопряжены. Поэтому будем иметь

=  Ф (2) +  ФІі) =  2 Re ф (2).

Если считать полигармоническую функцию известной, то, как 
показывает последняя формула, единственным образом опреде

*) Переход к комплексным переменным закономерен вследствие хорошо 
известного факта аналитичности решения уравнения эллиптического типа с 
аналитическими коэффициентами. Несколько различных доказательств ана- 
литичности решений уравнений эллиптического типа читатель может найти 
в т. VIII (1940) журнала «Успехи матем. наук». Подробное исследование 
вопроса о комплексных представлениях решений полигармонического уравне- 
ния дано в книге [1], стр. 170.
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ляется действительная часть ф(2). Сама функция ф(2), следо- 
вательно, определится с точностью до произвольного мнимого 
слагаемого.

Считая начало координат принадлежащим области регуляр-
оо

ности полианалитической функции и полагая <р(2)— 2
л-0

можем записать

X ׳  akzk +  £  akZk.d2n~2U

л-ол=0־dzn~{ dzn~x

Интегрируя обе части по 2, а затем по 2, получим
1U*2/1 — 4

я <־_״. я п - 2 2 1 + ф1 (2О] ־־=   Ф1 (2)] +  Ф (2) +  Ф (2) =

=  2 Re [22ф! (г) +  ф (2)],
dzn~'dz

где

Ф1
fe-0

единственным способом определяется через ф(2), а ф(2) — но- 
вая аналитическая функция, которая, так же как и ф(2), опре- 
деляется через U с точностью до чисто мнимого слагаемого.

Повторяя процесс, примененный выше, еще п — 2 раз, при- 
дем к искомому представлению полигармонической функции

U (х, у) =  Re Е  гр2״Фр (2), (32.5)
р - 0

где все фр(2)— аналитические функции, выражающие через 
U(х, у) с точностью до чисто мнимого слагаемого.

Функцию

V (х, у) =  І т  Ё  2р2״фр (2), (32.6)
р - 0

которая, очевидно, также будет интегралом полигармониче- 
ского уравнения, назовем полигармонической функцией, сопря- 
женной с U (х, у ) .

О п р е д е л е н и е .  Если U и V — две сопряженные полигар- 
монические функции, то функция

F(z9 2) =  U(х, y) +  iV (x9 у) (32.7)
называется полианалитической.

Полианалитическая функция, очевидно, является, так же 
как и полигармоническая, интегралом полигармонического
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уравнения и на основании определения будет иметь следующее 
представление:

F (2, 2) =  "£  zpzp (2) =  Е  г %  (2). (32.8)
р=*0 р==0

Имеются представления полигармонических и полианалити- 
ческих функций, отличающиеся от приведенных здесь по 
форме*), но нам они не понадобятся, поэтому мы их не вы- 
писываем.

При п =  2 уравнение Д2U =  0 называется бигармоническим, 
а решение его — бигармоническими функциями. Решения би- 
гармонического уравнения имеют тесную связь с основными 
величинами, изучаемыми в теории упругости (напряжения и 
смещения), и интегрирование бигармонического уравнения со- 
ставляет одну из основных задач теории упругости. Заметим 
еще, что представление бигармонической функции через ана- 
литические чаще берется в виде

U(x, у) =  Re [2ф (2) -1- ф (2)]. (Формула Гурса.)

32.2. Постановка краевых задач Гильберта для полианали* 
тических функций. Сначала условимся в обозначениях и устано- 
вим некоторые вспомогательные соотношения.

Пусть
t =  л: (s) +  iy (s)

есть уравнение контура L в комплексной форме. Тогда
и  dt    dx  , . dy_

ds ds 1 ds

и учитывая, что

(32.9)

Обозначая, как всегда, i =  х (s) — iy (s) 
I- 1 1 = будем иметь ,־1

1/ _  d i_____ 1_
ds ~  t' י

Если W (z,z) есть некоторая, достаточное число раз диф- 
ференцируемая функция, то для производной по дуге контура 
получим выражение

(32.10)dW _  dW ,, ■ dW 
ds dt י,"   dt  '

Считая, что нормаль направлена внутрь области, т. е. каса- 
тельная и нормаль расположены соответственно так, как оси

) См., например, [1], § 32, формулы (32.18), (32.19), (32.22).
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абсцисс и ординат, будем иметь
д х   ду дх   д у
d s  дп ’ дп ds '

Отсюда получим

dkWдля — — можно придать вид
дп*

после чего выражению для

/ т  d kW
д і к ~ т д і т ׳

dkW
д п к

(32.11)
Перейдем теперь к формулировке основных краевых задач

для полианалитических функций.
Как и решение всякого уравнения 2/г-го порядка эллипти- 

ческого типа, полигармоническая функция определяется зада- 
нием п независимых краевых условий. Условия эти могут быть 
даны в очень разнообразных формах. Приведем четыре наибо- 
лее часто встречающиеся краевые условия, формулируя их 
сразу для полианалитических функций.

Пусть L — простой замкнутый контур, уравнение которого 
допускает производные до (2/1 +  2)-го порядка, удовлетворяю- 
щие условию Гёльдера. Требуется определить в области D+ 
полианалитическую функцию п-го порядка:

F (г, z) =  U (,х, у) +  IV (х, у),

непрерывную на контуре области по следующим краевым уело* 
виям:

З а д а ч а  I.
ak (s)bkU +  bk(s)bkV =  ck (s) (k =  0, 1, . . . ,  п -  1). (32.12)

З а д а ч а  II.

(32.13)
ak (s)AkU +  bk (s)AkV =  ck(s),

причем в случае п нечетного отбрасы*
вается последнее условие).

З а д а ч а  III.
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З а д а ч а  IV.

=  ck(s) (32.15)Л-1
/ \ dn~ lU , , , ч дп~ ]\ 

а ״ { ) д х п ~ к д у к - 1 + b k { s )  d x n - k

( k = l , ,(מ ,2 
ду

где ak (s), bk (s), a[ (s), blk (s) — заданные на L действительные 
функции длины дуги, удовлетворяющие условию Гёльдера 
вместе со своими производными до (2п — & — 2)-го порядка*), 
причем а\ (s) +  b\ (s) Ф  0, [a[ (s)]2 + 2 ф[(s) יא]   0. Будем также 
считать, что

а\ (s) +  Ь\ (s) =  1, [a* (s)J +  [b[ (s)]2 =  1. (32.16)

Если с помощью представления (32.8) вычислить левые 
части краевых условий, то придем к краевым задачам относи- 
тельно аналитических функций фр(2 ). При этом краевые уело- 
вия будут, вообще говоря, содержать все функции фр, а также 
и их производные. Решение таких краевых задач представляет 
вопрос весьма сложный. Мы ограничимся здесь случаем про- 
стейших контуров (окружность и прямая), когда каждую из 
краевых задач I—IV можно свести к совокупности краевых за- 
дач Гильберта, любая из которых содержит лишь одну неизве- 
стную функцию. На основании теории, данной в § 29, решение 
всех перечисленных задач дается в замкнутой форме.

При bh(s) =  0, aft( s ) = l  рассматриваемые краевые задачи 
полианалитических функций переходят в задачи для функций 
полигармонических.

32.3. Краевые задачи для круга**). Краевые условия (31.12) 
задачи I, учитывая (32.10), можно записать в следующем виде:
Re [(a* (s) — ibk (s)) k kF {t, /)] =  ck (s) (k =  0, 1........ n — 1).

(32.17)
Пользуясь представлением (32.8) полианалитических функ- 

ций, простыми вычислениями получим
л-1

AkF(z, 2) =  4* £  ZP-Ь ( z ^ p (z )f >. (32.18)
p—fe

*) В краевые условия входят производные до (2п — 2 )-го порядка иско- 
мых функций. Поэтому на коэффициенты краевых условий нужно наложить 
ограничения, достаточные для существования у этой высшей производной 
предельных значений на контуре, удовлетворяющих условию Гёльдера. На- 
стоящее ограничение обеспечивает это для всех рассматриваемых краевых 
задач.

**) Результаты данного и следующего пунктов взяты из работы 
р. С. Р о г о ж и н а  1) и работ М. П. Г а н и н а 1) и 2).
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Трудность сведения краевых задач для полианалитических 
функций к краевым задачам для аналитических заключается 
в том, что в их представление входит неаналитическая функ- 
ция z. Основная задача состоит в том, чтобы краевое значение 
этой функции выразить через краевое значение некоторой ана- 
литической функции, что очень легко сделать для рассматри- 
ваемых нами простейших случаев.

Пусть область D+ есть единичный круг. Тогда для точек 
окружности ? =  1 /t. Учитывая это, введем новые аналитиче- 
ские функции

(32.19)
0 рФр (*))<fe)р!

(р -  k)\

п - 1

Ф .(г )=  £

На окружности будем иметь

ЛkF{t, t) =  4*Фй (/)■

Поэтому краевые условия (32.17) можно записать так:

־*) ־ О, 1 , . . . .  1- ״ ).R ef-----®*1*>----- 1 — -L Ck(s)
[ ак (s) +  ibk (s) J  4k

Получили n краевых задач Гильберта для определения анали- 
тических функций Фа (2).

По формулам п. 29.3 найдем решения этих задач:

[ 2П ןך

J־2  J ск(а)еФк(а) eeuT_Zz rf״ +  Q*(z)J.

причем если для некоторых k индекс х* <  0, то нужно поло- 
жить Q* (2) =  0 и потребовать выполнения следующих условий 
разрешимости:
2 я

J ск (а) А (а). в״*״׳־ do =  0 (т к =  0, 1 , . . . , -  х* — 1). (32.20)
о

Если хоть одно из этих условий не выполняется, задача ре- 
шений не имеет.

Пусть все условия разрешимости выполняются. Тогда все 
функции Фа (2) можно считать известными. Чтобы получить ис- 
комую полианалитическую функцию, остается выразить анали- 
тические функции <рР(2), входящие в ее представление, через 
найденные функции Фа (2).

При k — п — 1 из (32.19) имеем
1

)p(1-"2״-1 )2((״) ״ Ф 1(1-»).(״-1(2
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Интегрируя это равенство п — 1 раз, получим функцию фп- 1(2). 
Заметим, что так как функция г”1־ (рп_! (2) и ее производные до 
(п — 2)-го порядка обращаются в нуль при 2 =  0, то все произ- 
вольные постоянные интегрирования этим условием определятся 
и функция фп—1 (2 ) определится через функцию Фп_!(2) един- 
ственным образом.

Полагая k =  п — 2, будем иметь

/ _ 1 — _<>_״ -״)\\_/2( 1 ״) )! (г" Ч־׳-! (z))<1 <2 ״(״ 22ф2) 2-״)) =  [Ф ( ----״-2 (2 ----------ן 5------ J

Правая часть есть известная функция. Отсюда интегрированием 
определяется ф2_״(г).

Пусть, вообще, определены функции фй+1 (2), фЛ+2(2), . . .  
. . . ,  Ф«-1 (2)• Тогда из равенства (32.19) получим

=  w k (2),
(zP<fp (2))W 1

2 p - k  J
(32.21)

pi
(P~k) I

ti- 1

1p=k+\
( 2 \p ft(*))W =  TF

где Wk (2) — известная функция.
Отсюда ^-кратным интегрированием находим

2*Ф6 (2) = J (2 — т -ןץך=^ך  ) ‘  l wk{x)dx ( k = l ,  2, . . . ,  1— מ ).

Вставляя в формулу (32.8), получим решение задачи
П- 1 *

F (2, 2) =־ W0(Z) + ]Г  ( p - \ ) l  ) (Z ־־ T)P_I WP W  dx• (32•22)
p ־־ 1 0

Если все индексы ■nk неотрицательны, то задача безусловно 
разрешима и ее решение зависит от

N =  Е + xft׳ (2  1)k=0
произвольных действительных постоянных. 

В общем случае, когда
Ко <  0, X! < 0 , Кд <0)

решение существует только при выполнении

£ ( - 2 х * - 1 ־*( о
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условий разрешимости типа (32.20), и если эти условия выпол- 
йены, то решение зависит от

I  (2 х .+  1)/г4+1 ־־
произвольных действительных постоянных.

Рассмотрим схематически еще з а д а ч у  IV. Краевые условия задачи 
(32.15) можно записать в виде

Re [ ( « 4 (s) -  ibk Щ  <*) (* 2 • ־ י ......... •(״ )32.23 )

Пользуясь выражениями (32.2), будем иметь

д п 1 ־  =  •fe-1 ( д _  , ± \ n ~k ( J _ _ 1 У ־ ' _
д х п ~к д у к~ 1 \ д г  д г  )  \  д г  д г )

=гы у у н ^  се д"~1
2 j  L 1 ' Ln - k Lk - l  dzn - a - э - l ״  а+р • 
а —0 ( 5 0 יי־

откуда на основании представления (32.8)

־־й*1 *־־־״
dxn-kдиь-1 L  L { ]) cn-kck- 1Х
а У  а - 0  0- א

1- מ
Х I  (7 -־  а -Т)!• gP־a~P (гРфР (z))lB־ a־ h l1  (32.24)

р - а + 0

Желая свести краевые условия (32.23) к совокупности краевых задач 
Гильберта, введем новые_ аналитические функции, получаемые путем замены 
в последнем выражении z  на 1 /г и умножения на г п 4  ,последнее делается) ־־
чтобы избежать полюса в начале координат).

Итак, положим
п - к  к - \

ф А (*>=״ £  £ ( - I ) p C ״ _ * C t 1 X
а***0 Р-0

Х  Z  ( р ' ~ а ' - | )Г гП־ Р + а + Р 1 ־ (гР,РР (2))<П_а_Р_1> (32.25)
р - а + Р

(k = 1 ,  2, . . /г).

На контуре будем иметь

Ф* (О*
;fc-l

־״/1
д”1/7־־ (/, i) 
дхп~к ду к~ 1
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Поэтому краевые условия (32.23) можно записать в виде

Re [ / » ־ ' а к ~ Р  Ф > ( 0 ] - С>(д).

Получили п задач Гильберта для определения аналитических функций Фа (2)• 
Не останавливаясь на решении этих задач, допустим, что функции Фа (2) 
уже определены. Покажем теперь, как по известным функциям Фа (г) опре- 
делить функции фр (2), входящие в представление полианалитической функ- 
ции. При э^ом приходится пользоваться тремя фактами:

1. Производные от F по х, у легко выражаются через функции Фа (2).
2. Производные от F по г, z могут быть выражены через производные 

по v, у.
3. Функции фp(z) на основании интегрального представления полиана- 

литической функции выражаются через производные от F по г  и г.
Имеем:

/f+v
<̂7+v+1 (2)»f  dn~ ' F ( z , z ) ~t dxn~qן  v~ l dy t,+v ) ^ 1

1)

Z

f  y - ' f f e j ) ן 
l dzn~ k dzk~ 1 J2)

Ш׳ £ - ׳ і ) П Н £ + ׳ £ Г Ь * > й z־
( t l—k k - \  \

_ L  V  V ( - n V +V  cv 1
d*/^+v 1 ״ I Z-f ZL1 ־־״21

4 <7-0 v -0  y '  2- —
z

n-k  k - \

2n-\zt1-\ X! 2 ^ " ”^ ^fe-l^^+v+1 (г)•
V“ 0

Введем для краткости обозначение

wk (г).1 = (k ״)[фр(2)׳׳2]
z p -ft+ l

pi
( p - k - 1)!Z

He останавливаясь на условиях разрешимости, возникающих в результате 
требования, чтобы обе части последнего равенства имели одинаковый поря- 
док в начале координат, будем считать, что все эти условия выполнены. 
Тогда, полагая в последнем равенстве последовательно k =  я, п — 1, 1,
определим все функции фР(г).

Полный подсчет числа линейно независимых решений возможен, но для 
этого понадобились бы более подробные исследования. Укажем только, что 
кроме произвольных постоянных, возникающих в результате решения задач 
Гильберта с положительными индексами, возникают еще дополнительные по- 
стоянные из-за того, что краевые условия содержат производные.
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Задачи II и III могут быть решены аналогичными приемами. Отметим 
лишь, что, так же как и в рассмотренных задачах I, IV, удается ввести такие 
вспомогательные аналитические функции, что краевая задача для полиана- 
литических функций превращается в п краевых задач Гильберта относительно 
этих функций. Затем функции фр (2), входящие в представление искомой 
полианалитической функции, определяются через найденные вспомогательные 
аналитические функции.

Если область D+ есть верхняя полуплоскость, то задача ре- 
шается совершенно так же, как в рассмотренном случае круга. 
Различие будет лишь в том, что вместо использованного в п. 39.2 
условия і =  l/t здесь придется пользоваться условием i =  t. 
Поэтому при построении вспомогательных функций вместо за- 
мены z на 1 /г здесь z нужно будет заменить просто на z .

Относительно решения задач Гильберта для полуплоскости 
см. задачи в конце главы.

32.4. Краевые задачи для областей, отображающихся на 
круг рациональными функциями. Данное в предыдущем пункте 
решение в замкнутом виде краевых задач полианалитических 
функций для круга переносится путем небольшого видоизмене- 
ния метода также и на области, отображаемые на круг при по- 
мощи рациональных функций.

Этот факт хорошо известен для основных задач теории упру- 
гости*), т. е. для краевых задач бигармонического уравнения 
Д2и =  0, и основан на том, что ядра интегральных уравнений, 
к которым приводятся указанные задачи, оказываются вырож- 
денными. Пользуясь этим методом (приведение к интеграль- 
ному уравнению с вырожденным ядром), П. К. З е р а г и я  1) дал 
решение в замкнутой форме краевой задачи

(* =  1, 2........ п)Ш
дп~ 1и

дхп~ к ду к~ 1

полигармонического уравнения (задача IV при а* =  1, Ьь =  0).
Пусть D — конечная или бесконечная область в плоскости 

комплексного переменного 2, ограниченная простым достаточно 
гладким замкнутым контуром L, и пусть рациональная функция

г =  ю(£)
конформно отображает круг |£| <  1 на область D. Обратную 
ей функцию обозначим £ =  у(2). Тогда все формулированные 
в п. 32.2 краевые задачи могут быть решены для области D 
в замкнутой форме **).

Рассмотрим в качестве примера краевую з а д а ч у  IV. На ос- 
новании (32.23), (32.24) краевое условие задачи на контуре L

*) См. [17], стр. 304.
**) Излагаемые далее результаты получены М. П. Ганиным.
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может быть записано в виде
(  n —k k —\

Re | ( a ft -  ibk) ik~l £  Can- k £  ( -  l )p C t .  X
 ̂ a—0 0-0

/г-1

x E
p.-a+0

Подставляя в последнем равенстве / =  00(г), преобразуем крае- 
вое условие, заданное на контуре L, в краевое условие, задан- 
ное на окружности |т | =  1.

Введем п новых функций:
n - k  k —\

Ф а [© (С)] =  £  C “ _ ft Y , ־)   Cg-1 X
а—0 0=0

х ”І '  (,  _  , а ״ - - »  ( | )  ( * Ч  « ■ ־"• (Ii832.27,“.־ )
р—а + 0

Эти функции в круге | £ \ <  1 могут иметь особенности только 
в тех точках, где имеет особенность функция © . Выделим
эти особенности.

Пусть

“  S W  + Рг-1СГ־ , + ... +Р0 ‘
Тогда

- (   ̂ \ _«.г-? 1 + ״ ״ ״   +  &q
“ и / "  Р0Г + Рі£г־ ‘ + ... + Рг

Положим для определенности r > q  и обозначим

f (С) =  (РоЕ״■ +  Р.Е'32.28) •' & ־‘ + - • • + ־״( )
Функции

f (0  ф*1®(5)1
будут аналитическими в единичном круге. Обозначим

Ф *М »1“ Ф*<0.
Относительно новых функций краевое условие на единичной 

окружности может быть записано в виде

Re { •‘ ",WI,w l>,l* WI W Фі « 1 *  - •נ }   W1 №•23)
(^ =  0, 1, . . .» 1— ״ ),

ck(t). (32.26)
״ ־

(л—a—0—У ф,Ю); p - a - lРІ
(p — a — Р)!
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после чего получим п краевых задач Гильберта для определе- 
ния аналитических в единичном круге функций / (?) Ф* (£)•

Допустим, что мы решили все краевые задачи (32.29) и, еле• 
довательно, определили все функции (£). Тогда можно счи- 
тать известными и функции Ф*(2) =  ФІ [у (г)]. Остается опреде- 
лить функции фр(2), входящие в представление полианалити- 
ческой функции. Это делается вполне аналогично тому, как это 
делалось в предыдущем пункте при решении той же задачи для 
круга. Поэтому, не останавливаясь на подробностях, приведем 
лишь основное равенство, соответствующее равенствам 1), 2) 
предыдущего пункта:

Р “k1־־
n—k k-\

=  i i r Z c ״ ־ ft £ ( - 1 ) vc * - ^ +v+1MS)l•
<7«0 v=0

Подставляя в последние равенства последовательно k  =  n, 
п — 1, 1, определим все функции <pP(z).

На вопросах подсчета числа решений и условий разрешимо- 
сти мы не останавливаемся. Укажем только, что этот подсчет 
можно произвести совершенно точно.

При аи =3 1, Ьн =  0 получим решение рассмотренной П. К. 3 е- 
p a r ия 1) краевой задачи для полигармонических функций.

32.5. Решение основной задачи теории упругости для области, ограничен- 
ной улиткой Паскаля. Рассмотрим в качестве примера основную краевую за- 
дачу теории упругости для области D* , ограниченной улиткой Паскаля L, 
которая в параметрической форме задается следующими уравнениями:

х ־= R (cos 0 +  т cos 20), у  =  R (sin 0 +  т  sin 20)
(R > 0, 0 < т < 1/2, 0 <  0 < 2к).

Известно (см., например, [17], стр. 141), что основная задача теории 
упругости сводится к отысканию бигармонической функции U(xf y) по двум 
условиям на контуре L:

(32.30)h(t),
dU
дуg(t)>

dU
дх

где g(t),  h(t) — заданные действительные функции координат точек контура /, 
удовлетворяющие условию Гёльдера.

Для бигармонической функции, исходя из общего представления поли- 
гармонических функций (32.5), имеем

U (х, у) + Re [zzq> (г) ־=   ф (г)], (32.3J)

где ф(2), ф (2) — произвольные аналитические функциц.
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С помощью этого выражения на основании формул (32.2) краевые у еле- 
вия можно записать в виде

(32.32)
Re {i  [Пр (/)]׳ +  ф' (/) +  /ф (/)} =  g (t)f 

Re {/ [i  (/Ф (/))' +  г|>' (t) -  tq> (01} =  h (t).

Функция (0 (5). конформно отображающая область D * на внутренность D  ̂
единичной окружности Г комплексной плоскости £ и удовлетворяющая уело- 
виям © (0) =  0, ©' (0) >  0, равна

2 =  ©(£) =  /?(£ +  ml2).
Обратная функция

s = Y(2) = ־i + V+־
Ветвь корня определяется условием у  (0) — 0. На единичной окружности Г 
будем иметь

і  =  Й Г ) -  R (I +  mi*) - ־  ^ ך ^ .

поэтому краевые условия запишутся так:

Re { R (* f  т) Ф1 (і) +  *1 (і) +  R ( I  +  mV) «р [«a «)]} =  g [® (|)J,
S 32.33) ג)

Re { i р (у ^ ־  ф. (I) +  Ь  (l) — R(% + mV) Ф [to (&)]]} ־= h (<0 (£)],

где
Ф1 (?) =  [2ф ( * ) ! ; .«  (J)• b  (?) *“ ♦ •(»<■>-*(*) ׳

Каждое из краевых условий (32.33) является условием задачи А для 
единичного круга (при п =  2), рассмотренной в п. 27.3. Применяя формулу 
(27.9) и заменяя в ней оператор Шварца на интеграл Шварца (см. п. 6.1), 
получим

־-" -  фі (?) +  +1 (?) +  R (& + מ׳?2  ) Ф [® (?)] =

г (32.34)

i { R ($ + ?*?■■ ф, (С) + t|>, «) -  R (С + mV) ф [® (С)] } =

£ ־ - г£־+т - Б1 + »  + ■Ш 5 4'“1י1״  ш  т•
где А , Bt С, D — комплексные, а а  и р — действительные произвольные по- 
стоянные.
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Умножим второе равенство на i и сложим с первым. Так как функция 
<р[(0(£)] аналитична в единичном круге, то коэффициенты при £2־  и £-* обра- 
тятся в нуль, и, заменив £ на ץ (г),  придем к соотношениям

(32.35)

(32.36)

2zq> (2) =  -  (А +  /С) у2 (г) -  (В +  iD) + (ץ (2  la -  р +  

+ 5 [g (О +  ih (01 V. (5 + V .! ! !  dt,
L Y (0 ־־ Y (г) Y (0  

A +  1C =  О, В +  iD = 0 .־■ 

Полагая в (32.35) 2 =  0 и учитывая, что y (0) =  0, дополнительно найдем, что

а + =р'׳ к־  $ 18 {t)+ ih (/)1 титdt (32,37)

Для определения ф(г) вставим в любое из уравнений (32.34) значения 
ср[со(£)] и Ф1(£). взятые из формулы (34.25) и равенства, полученного ее 
дифференцированием.

Учитывая (32.36), будем иметь

dt +У (0  +  V (2 ) у' (t) 
Y(0 — Y(2) Y(0

ih (01В . ia +  P
Y(z) 2 "יф2) ׳) —

*  •+ "' [ * м W ' K w f f l s v * ‘]•
(32.38)

Приравняем (в силу аналитичности функции ф '( 2)) коэффициенты при отри- 
дательных степенях у (2 ) к нулю. Для этого заметим, что

оо

*V ׳ >2< ־  T + S T W — E  < ־ 12״ " " v(211”
Л—0

II

ץ ״ 1 __ 1 ק y (2)]"1־
lY (0-Y ־ 2[(2) ־ L  Iy י״מ0‘ 1+"01)

После несложных преобразований получим систему уравнений для отыска* 
ния А и В:

(32.39)и

-  ^ lg (0  +  ih (01 у2 (fj d t  +
L

+ £ $ “ + |׳)  и

2я 1'2mA +  В +  (1 — 2m2) В
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(32.40)

Система (32.39) имеет решения лишь при условии

< "׳ 7[1׳ {׳׳ W  +  F ^ ] v־ + <׳>'״ «1 М{ Im־

[ g (0  +  ih ( t )] dt  1 = 0 ־. ־  Re I  2яR I

Но последнее условие есть условие равенства нулю главного момента 
внешних сил и должно необходимо выполняться из механических сообра- 
жений.

Полагая Л =  а! +  іа2, Я =  &1 +  ib2 и преобразовывая систему (32.39), 
получим три уравнения:

а! +  mb\ =  Re ,

2т а ,  +  *1 = ] J Iff ־ק־ך  1 + ״> (5)  ih [со (|)]) [ -р -  +  d\,  (32.41)
г  ё

-  т&2 =  1т |  5 {g [со (6)] +  ih [со ( Щ  - р - 1 .CL2

При решении системы (32 41) одну из величин, а% или Ь2, можно взять про- 
извольно.

Подставляя в формулу (32.31) значения 2<р(г) и ф (г), полученные инте- 
грированием равенства (32.38), найдем искомую бигармоническую функцию

U (х. у ) -  Re {  1 ־   тВ - ׳  ־ '
т  ■г у ( г )  Rm

2у  (2) [ _______ [g (t ) +  ih (0 ]  dt
2 nRi

1

_____LC״
U 3 v (0 П +  2ту(<)1 t Y ( 0 -  Y(2)l

L

J dx [ [ g ( t ) - i h ( t ) ] d t
i 3 j

+

(1 +2mv(0] [y(0 — Y (t)12 nRi

2R{A +  mB)  y (z) -  R l A *z ” B) +  2R (2mat +  ft,) In у <*) - +

Д______L.  ״  [ [у (t) +  m] dx f g (t) +  ih (t(____
2ту + 1 [(זי)j 2 + ־*  (г)] 3 [1 +  2my (01 lY (0  -  Y[ (זי) 2nRi  3 Y2

' 0 L

Легко проверить, пользуясь равенствами (32.39) или (32.41), что функция 
U (Ху у) аналитична в начале координат.

Решение содержит одну произвольную постоянную /С, что соответствует 
тому факту, что величины, характеризующие напряженное состояние, зависят 
от производных бигармонической функции U(x,y)  и, следовательно, нали- 
чие К не оказывает влияния на напряженное состояние.
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Задача разрешима лишь при условии, что заданные функции # ( / ) ,  Л (О 
удовлетворяют условию (32.40). Заметим, что условие (32.40), имеющее ука. 
занный выше механический смысл, вытекает также из математического уело- 
вия — отсутствия в начале координат логарифмической особенности.

32.6. Краевые задачи Римана*). Пусть контур L (п. 32.2) 
делит плоскость на конечную область D+ и область, содержащую 
бесконечно удаленную точку D־־. Функции, полианалитические 
в D± (кусочно полианалитическую функцию), можно предста- 
вить в виде

F+ (2, г) =  £  2 ' (z) =  £  2 7 (׳32.8) ,(г)?׳
р —0 v р - 0

г  (г, г) =  Ф~ (2) 4- Z  Z°z־ p~'ф ־ )2( ־=  £  zpf~ (״32.8) ,(2) 
P - I  Р - 0

где (?*(г), /* (г )— функции, аналитические соответственно в об- 
ластях £)*, связанные соотношениями

2рфр (г) =  /р (2), Ф0" (2) =  f~ (2), г ־ ׳ ־׳ 'фр2) ־ ) =  f~ (2). (32.42)

Из последних вытекает, что порядок f* (2) в начале координат 
не ниже р\ порядок f~ (2), /3 ^1 , в бесконечно удаленной точке 
не меньше р - \ - 1, а /^ (2) — не меньше нуля.

Можно сформулировать четыре краевые задачи, находящиеся 
к задачам п. 32.2 в таком же отношении, как решенная в §§ 14, 
15 краевая задача Римана к исследованной в § 29 краевой за- 
даче Гильберта. Дадим точную формулировку задачи I.

З а д а ч а  I. Найти кусочно полианалитическую порядка п 
функцию F± (z,z), непрерывную по 2 вместе со своими проиа-

^2kp±
водными —1—г  <5° (п — 1) 20־ порядка, ограниченную на бес- 

32* дг*
конечности и удовлетворяющую на контуре L п краевым уело- 
виям:

Л*Р+ (t, i) =  Gk it) AkF~ (t, t) +  4kgk (t) (32.43)
(k =  0, 1, . . . ,  n -  1),

где Gk(t), gh(t) удовлетворяют условиям Гёльдера, Qh(t) ф  0. 
Множитель 4ft введен для удобства дальнейших обозначений. 
В целях достижения большей симметрии результатов задачу бу- 
дем решать в классе функций, исчезающих на бесконечности.

*) Материал настоящего пункта написан по работам И. А. С о к о л о в а  
1 ) - 4 ) .
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Из формул (32.8'), (32.8") дифференцированием (см. фор- 
мулу (32.18)) получим

Л kF± (z, (32.18׳)

1°. Рассмотрим сначала более простой случай, когда контур 
L есть окружность. Исходя из тех же соображений, что и в 
п. 32.3, введем вспомогательные аналитические функции

ф* (*)=  Z )39י•9׳  ך%2־*)±*()2•<  ^ ^ )
p=k

Через них краевые условия (32.43) запишутся в виде

Ф+(/) =  Ой(0 Ф ;(/) +  £ ,(') (6 =  0, 1, . . . ,  п -  1). (32.44)

Таким образом, краевая задача Римана (I) для полианалитиче- 
ских функций свелась к совокупности п краевых задач Римана 
для кусочно аналитических функций Ф* (2). Подсчитаем порядки 
этих функций соответственно в нуле и бесконечности.

Функции fp (г) в силу (32.42) имеют в нуле порядки р,
fpik) (г) — порядки p — k, а Ф? (2) согласно (32.19) — нулевые 
порядки. Функции fp (2) в силу (32.42) имеют порядки р +  1 +  6, 
а Ф& (2) по (32.19') — порядки 26+1•  Следовательно, задачи 
Римана (32.44) нужно решать в классе функций, обращающихся 
в нуль порядков 2 6 + 1  на бесконечности.

Пусть IndGfc(0=*fc• Из теории краевой задачи Римана 
(п. 15.3) следует, что решение задачи с заданным нулем 
(26+1)-го порядка равносильно решению задачи с простым 
нулем и индексом, уменьшенным на 26.

Назовем й& =  — 26 приведенным индексом соответствую-
щей задачи Римана. Если >  0, то соответствующая однород- 
ная краевая задача имеет йл линейно независимых решений; 
если й* 0, то решение однородной задачи есть тождественный 
нуль. Обозначим й+ сумму положительных приведенных индек- 
сов. Тогда общее число линейно независимых решений всей со- 
вокупности краевых задач Римана (32.44) равно й+. При этом 
все решения могут быть выписаны явно по формулам § 14.

По найденным Ф* функции f*, а отсюда и q>* могут быть 
определены с помощью интегрирования, вполне аналогично тому, 
как это делалось в п. 32.3. При этом никаких дополнительных 
произвольных постоянных не появляется. Таким образом, может 
быть сформулирована
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Т е о р е м а  I. Однородная краевая задача (32.43) для поли- 
аналитических функций, исчезающих на бесконечности, имеетк+ 
линейно независимых решений, где% + — сумма всех положителъ- 
ных приведенных индексов. Все решения выражаются в явном 
виде через коэффициенты Gh{t) по формулам § 14.

Рассмотрим теперь неоднородную задачу. Ее исследование 
производится на основе результатов § 15. Отличие от предыду- 
щего будет в том, что при хь <  0 потребуется удовлетворить 
—%к условиям разрешимости. При этом произвольные постоян- 
ные, возникающие при решении задач с положительными приве- 
денными индексами, в силу независимости краевых задач не мо- 
гут быть использованы для удовлетворения условий разрешимо- 
сти. Не останавливаясь на подробностях, сформулируем резуль- 
тат. Пусть й+— сумма положительных приведенных индексов и 
й_— сумма абсолютных величин отрицательных приведенных 
индексов. Справедлива

Т е о р е м а  II. При выполнении й_ условий разрешимости не- 
однородная краевая задача (32.43) имеет решение, исчезающее 
на бесконечности, зависящее линейно от й+ произвольных по- 
стоянных. Условия разрешимости и сами решения могут быть 
выражены в квадратурах через коэффициенты Gk(t), gh(t) 
краевых условий.

Способом, близким к использованному выше, на основе ре- 
зультатов § 17 может быть решена задача со сдвигом

AkF + [а(О, Щ ] =  Gk(t)F־ (t, І) +  g(t). (32.45)

В качественном отношении результаты вполне аналогичны сфор- 
мулированным выше.

2°. Рассмотрим схематически задачу на произвольном контуре. Отметим 
сразу же существенное отличие этого случая от только что рассмотренного 
случая окружности. Там, опираясь на свойство t =  1//, удалось построить 
такие комбинации искомых функций Фа (2), что краевая задача для поли- 
аналитической функции распалась на п независимых краевых задач Римана 
для аналитических функций. Для каждой из них самостоятельно велся под- 
счет линейно независимых решений или условий разрешимости. В силу этого 
оба эти числа точно выразились через индексы заданных коэффициентов Gk 
и свободные члены gk-

В случае произвольного контура удается свести задачу полианалитиче- 
скую к п последовательным краевым задачам Римана, каждая из которых 
содержит лишь одну пару искомых функций, последовательно/ * _ ! , . .  . , / q1. 
Но лишь одна из них (относительно /* _ ! )  независима от других; у осталь- 
ных же в свободные члены входят решения задач с предыдущими номерами. 
Из-за этого точные результаты можно получить лишь в случаях приведен- 
ных индексов одного знака; при всех неотрицательных приведенных индексах 
число линейно независимых решений равно их сумме, при всех неположитель- 
ных число условий разрешимости равно сумме их абсолютных величин.

При наличии приведенных индексов разного знака условия разрешимости, 
соответствующие отрицательным приведенным индексам, дают системы линей
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ных алгебраических уравнений относительно параметров, возникающих в за- 
дачах с положительными приведенными индексами. В этих случаях число 
решений и условий разрешимости зависит не только от приведенных индексов, 
но и от ранга некоторых матриц. При этом на примерах удается показать, 
что последняя зависимость существенна и при одних и тех же индексах ран- 
ги, а следовательно, и число решений или условий разрешимости задач могут 
оказаться различными.

Но точно так же, как и в случае окружности, при произвольном контуре 
решения и условия разрешимости могут быть выражены в квадратурах через 
данные задачи.

3°. Исследована также краевая задача типа II на окружности. Опреде- 
лить кусочно полианалитическую функцию F± (z,z)  по краевым условиям

Д kF+ (t, t )  =  Gk ( t ) b kF -  (t, i)  +  gk (t) (ft =  0, 1 , . . . ,  m, m ־2־ [ ■ ^ ] ) ,

(32.46)

+ £*(<) (/ =  0, 1,..., mi, rth = [^ 2 d•([^־ b lF + (/, t )  =  Q* {() d!S.lF~ (t, i)
dn+dn+

Исследование здесь значительно сложнее, чем в задаче 1. Даже в случае 
окружности совершенно точных результатов получить не удается. Изложим 
схематически основные результаты.

Удается построить такую систему п вспомогательных кусочно аналитиче- 
ских функций Фк (2 ), (г), довольно сложно выражающихся через искомые
функции fh(г), что краевая задача (32.46) распадается на п раздельных 
краевых задач Римана. Таким образом, для вспомогательных аналитических 
функций оказывается возможным точно подсчитать число линейно незави- 
симых решений и условий разрешимости и представить решения в квадра- 
турах.

Отыскание искомых функций f f  (2) по известным Фл, сводится к ре- 
шению системы линейных дифференциальных уравнений. Ее тоже удается ре- 
шить в квадратурах. Но оказывается, что найденные функции /jJT (z) должны 
иметь нули некоторого определенного порядка на бесконечности. Это в общем 
случае приводит к решению систем линейных алгебраических уравнений отно- 
сительно входящих в решение параметров. В силу этого, аналогично тому, что 
выше говорилось относительно задачи I для произвольного контура, точные 
результаты удается получить лишь в случаях всех неотрицательных и поло- 
жительных приведенных индексов. Если индексы разных знаков, число реше- 
ний и условий разрешимости выражается через ранг некоторой матрицы.

Укажем, что исследование задачи II связано с весьма громоздкими вы- 
кладками. Остальные две краевые задачи (III, IV) до настоящего времени не 
исследованы.

§ 33. Обратная краевая задача аналитических функций

Под обратными краевыми задачами понимаются задачи оты- 
скания контура области по некоторым величинам, заданным на 
нем. Обычная постановка таких задач заключается в том, что 
в искомой области ищется функция, принадлежащая заданному 
классу (аналитическая или являющаяся решением какого-либо 
заданного уравнения), причем на контуре независимых условий 
задается на единицу больше, чем их требуется для решения 
обычной (при заданной области) для данного класса функций
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краевой задачи. Излишнее краевое условие используется для 
отыскания контура области. Имеется значительное число рае- 
личных постановок обратных краевых задач. Здесь мы рассмат- 
риваем задачу аналитических функций, которая грубо может 
быть формулирована к а к  з а д а ч а  о т ы с к а н и я  к о н т у р а  
по з а д а н н ы м  на  нем к р а е в ы м  з н а ч е н и я м  а на ли-  
т и ч е с к о й  фу н к ц и и .

33.1. Постановка задачи. Даны две функции параметра 
s (0 <  s <  /):

u =  u(s), v — v(s), (33.1)

периодические с периодом I, имеющие первые производные, удов- 
летворяющие условию Гёльдера, не обращающиеся одновремен- 
но в нуль и удовлетворяющие условию: при двух значениях па- 
раметра s! ф  S2

[и (s,) — и (s2)]2 +  [о (s!) — v (s2)]2 Ф  0.

Уравнения (33.1) определяют в плоскости комплексного пере- 
менного w =  и +  iv простую замкнутую кривую Ляпунова, де- 
лящую плоскость на области: внутреннюю А® и внешнюю А®.

« В н у т р е н н я я »  з а д а ч а .  Определить в плоскости г кри- 
вую Lz, ограничивающую конечную область D t (вообще говоря, 
многолистную) так, чтобы, считая параметр s длиной дуги кри- 
вой Ьг, выражение w (s) =  и (s) -)־ iv (s) было краевым аначе- 
нием аналитической функции, конформно отображающей об- 
ласть D t на область D t или А®•

«Вне шня я »  з а д а ч а .  Определить в плоскости г кривую Ьг, 
ограничивающую область АГ (содержащую бесконечно удален- 
ную точку и, вообще говоря, многосвязную) так, чтобы, считая 
параметр s длиной дуги кривой Lz, выражение w(s) = « ($ )  +  
+  iv (s) было краевым значением аналитической функции, кон- 
формно отображающей область D7 на область Dw или D t .

Если бы мы имели дело с обычной краевой задачей (при за- 
данном контуре), то для определения аналитической в области 
функции (с точностью до постоянного слагаемого) достаточно 
было бы задать лишь одну из функций (u(s) или u(s)). Зада- 
ние второй функции позволяет определить неизвестный кон- 
тур Lz.

Комбинируя области Dt,  D t ,  можно получить всего четыре 
задачи. Но легко видеть, что существенно различными являются 
лишь те, которые отличаются знаками областей Dz, так как об- 
ласть О® можно предварительно конформно отобразить на не- 
которую область типа D+. Для определенности будем считать, 
что с самого начала задана область А®. В дальнейшем символ ־1־
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у области Dw будем опускать и обозначать ее просто Dw. В пло- 
скости z , где контур Lz является искомым, нельзя внешнюю об- 
ласть свести к внутренней и задачи, отличающиеся знаками об- 
ласти DZi приходится решать каждую самостоятельно.

Будем считать, что положительные направления контуров 
данного Lw и искомого Lz выбраны так, чтобы при их обходе 
области D t , Dt> оставались слева. Тогда на основании свойств 
конформного отображения получим как необходимое условие 
разрешимости требование, чтобы при возрастании 5 от 0 до / 
для внутренней задачи контур Lw обходился в положительном 
направлении, а для внешней — в отрицательном. В дальнейшем 
будем считать, что эти условия выполнены.

33.2. Решение внутренней задачи. Будем исходить из хорошо 
известного свойства конформных отображений, что отношение 
длин линейных элементов, соответствующих друг другу при ото- 
бражении, равно модулю производной отображающей функции. 
Длина элемента дуги контура Lz уже задана, это дифференциал 
параметра ds. Из уравнений (33.1) по формулам дифференци- 
альной геометрии легко определяется длина элемента кри- 
вой Lw

йо =  л /и '2 (5) +  v'2 (s) ds.
Отсюда

I dw I do . /  /2 / v , / 2  . v
Ы h - d i = ^ u  M  +  v  (s>•

Таким образом, нам известен модуль производной функции 
w = zw (z), конформно отображающей область D t на Dw, как 
функция дуги s. Поскольку контур Lz неизвестен, полученная 
формула еще не может служить источником решения задачи. 
Для получения такой формулы перейдем к обратной функции 
z =  z(w) и будем рассматривать в качестве носителя данных 
заданный контур Lw.

S _______
Равенство <т=  ̂V “ 2 +  v'*ds определит а как монотонно 

о
возрастающую функцию от s. Путем обращения последней по- 
лучим s =  s(a). Тогда будем иметь

(33.2)________ 1________
V « ׳2  [s (״ )] +  о2׳  И а Й

dz
dw

Следовательно, на контуре Lw известен модуль производной 
d ẑך ■ функции, конформно отображающей область Dw на об- 

ласть D t•
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Таким образом, пришли к следующей задаче, которую на- 
зовем ф у н д а м е н т а л ь н о й  в теории обратных краевых 
задач.

Определить функцию, аналитическую в области Dw и не об- 
ращающуюся там в нуль*), по заданным на контуре значе- 
ниям ее модуля.

Эту задачу легко свести к задаче Шварца. Логарифм мо- 
дуля функции, аналитической и не обращающейся в области 
в нуль, есть функция гармоническая, являющаяся действитель- 
ной частью логарифма самой аналитической функции. Следо- 
вательно,

1п £ ־ =  -  т s  ln {1 2״ + s׳ и *] ע'2 ) + /а3•33> ׳)
где S — оператор Шварца для области Dw, а  — произвольная 
действительная постоянная.

Потенцируя, а затем интегрируя, получим саму функцию 
z(w). Таким образом можно получить законченное решение за- 
дачи. Однако на практике удобнее иметь дело с такой об- 
ластью, для которой известно явное выражение оператора 
Шварца, поэтому предварительно от области Dw переходят 
к некоторой стандартной области. Изложим подробно этот путь 
решения, выбрав в качестве стандартной области единичный 
круг.

Пусть w =  w(Z) есть аналитическая функция, конформно 
отображающая единичный круг у плоскости £ на область Dw. 
Переходя на контур, будем иметь равенство

и (s) +  iv (s) =  w (е*е).
В силу взаимно однозначного соответствия между точками 

контуров Lw и у из последнего равенства можно определить s 
как однозначную функцию полярного угла 0

5 =  <о(0). (33.4)
Теперь можно оставить плоскость w и решать обратную 

краевую задачу, рассматривая соответствие между плоскостью 
z и вспомогательной плоскостью £. Учитывая, что полярный 
угол численно равен длине дуги единичного круга, на основа- 
нии уже использованного свойства конформных отображений 
будем иметь

dz I ds ,
^ | = ж =(й

dzБеря от обеих сторон логарифм, для функции 1п-^ снова 
приходим к задаче Шварца. Последняя разрешается теперь

) Последнее вытекает из требования конформности отображения.
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dQ +  ia =  %(Zj +  т .

интегралом Шварца
2л

Потенцируя, получим 

откуда
г - Ш  =  е<в$е*(С)<*£ +  С, (33.5)

где С — произвольная комплексная постоянная.
Вставляя в выражение для функции f( t;) значения аргу- 

мента £ =  еів, получим параметрическое уравнение искомого 
контура в комплексной форме

2 =  f (еів, =  х(д) +  іу (0).
Как показывает формула (33.5), искомая область D t опреде- 
ляется с точностью до движения (параметр а  определяет по- 
ворот, а С — параллельный перенос). Произвол, заключаю- 
щийся в возможности движения, является естественным и вы- 
текает из постановки задачи. Поэтому решения, отличающиеся 
лишь положением области, будем считать одним решением.

Для установления того, что движение есть единственный 
произвол, допускаемый решением задачи, необходимо сначала 
условиться о том, как понимать, что два различных искомых 
контура носят на себе одинаковые данные. Примем как опреде- 
ление следующее:

Считаем, что два контура Lz и Lz, носят на себе одинако- 
вые данные w(s), a>1 (s!), если при конформном отображении 
областей, ограниченных этими контурами, для точек, соответ- 
ствующих друг другу при отображении, значения заданных 
функций и их производных равны, т. е.

до ( s )  =  ш ! ( s ! ) ,  до' (S) =  W! (51).
Допустим теперь, что два контура Lz и Lz являются реше- 

нием обратной задачи и пусть 2! =  2! (2) есть функция, осуще- 
ствляющая конформное отображение областей, ограниченных 
этими контурами.

Дифференцируя первое равенство по s, имеем w'(s) — 
=  ДО1($1)-־^־־. Отсюда, принимая во внимание равенство произ 
водных, будем иметь

d s 1
־57

dz,
d z
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In -77־ =  /а, 2 | = е + г״‘  С.— 0.dz\
dzIn

и, далее,

Следовательно, контур Lz может быть получен из Lz движе- 
нием, что и требовалось.

33.3. Другие способы задания. В рассмотренной задаче крае- 
вые значения аналитической функции задавались как функции 
длины дуги искомого контура. Этим определялся способ реше- 
ния (отыскание логарифма модуля производной). Если в каче- 
стве параметра, связывающего заданные краевые значения 
и, v с искомым контуром, взять другие геометрические вели- 
чины, например абсциссу или ординату искомого контура, его 
радиус-вектор, полярный угол и т. п., то способы решения бу- 
дут изменяться. За исходную функцию придется брать уже не 
логарифм производной, а аналитическую функцию, теснее всего 
связанную с выбранным параметром.

Пусть, например, параметр есть абсцисса х,
и =  и(х), v =  v (х).

Производя отображение £>«, на круг | £ | < 1  и рассуждая, как 
и выше, определим абсциссу как функцию полярного угла 0 
к =  х (0). Учитывая, что х — Re 2, получим

2я

г ~ \ п־2   Х ^  eiQ — £ ^  *а*о
Контур Lz здесь определяется с точностью до сдвига по мнимой 
оси. Аналогично решается задача, если параметр есть орди- 
ната у. Если параметр есть радиус-вектор р или полярный 
угол 0, то в качестве исходной функции нужно будет взять In г.

Мы здесь не останавливаемся на вопросе о преод>лении 
трудностей, связанных с возможной неоднозначностью пред- 
ставления и, v через указанные параметры*).

33.4. Решение внешней задачи. В этом случае некоторая 
точка области Dw должна перейти в бесконечно удааенную, 
следовательно, отображающая функция z(w) должна в области 
Dw иметь полюс. В силу требования конформности отображе- 
ния этот полюс должен быть простым. Таким образом, в отли- 
чие от предыдущего, здесь нужно искать функцию, аналитиче- 
скую в Dw> за исключением одной точки**), где она имеет про- 
стой полюс. Так же как и в предыдущем, будем считать, что

*) См. М. Т. Н у ж и н 1 ).
**) При этом дополнительно предполагаем, что область D~ в окрестности 

бесконечно удаленней точки однолистна.
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произведено отображение области Dw на единичный круг вспо- 
могательной плоскости £ и вычислили s как функцию поляр- 
ного угла 0

s  =  c d ( 0 ) .

Пусть /־,(С) — функция, производящая конформное отобра- 
жение круга 1£ |<  1 на DJ, и £0— точка, переходящая в бес- 
конечно удаленную. Тогда

— I F' (0 | =  «*'(0).I dz
I'rfc

Функция F'(t) будет иметь в точке £0 полюс второго по- 
рядка. Сведем отыскание F'(t) к уже рассмотренному ранее 
случаю аналитической функции, используя хорошо известный 
в теории функций комплексного переменного прием устранения 
нулей и полюсов.У _ У

Функция ־ — р  -при произвольном £0 производит отобра ־־
־־־ £0£ 1

жение круга самого на себя, поэтому на контуре круга модуль 
ее равен единице.

Следовательно,

будет аналитической в единичном круге и иметь на контуре 
круга тот же модуль, что и Р (£). Отсюда, употребляя те же 
обозначения и используя те же рассуждения, что и в п. 33.3, 
будем иметь

Ф (£ ) =  е‘ае* «», г =  F (£) =  е1а $ (~^ | ■2( ־  '» rf£ +  С. (33.6)

Последняя формула определяет функцию, которая в точке 
So, кроме простого полюса, имеет, вообще говоря, еще логариф- 
мическую особенность. Полученная функция будет являться 
решением поставленной задачи лишь в том случае, если такая 
особенность отсутствует. Для этого необходимо и достаточно,
чтобы вычет функции ( (־קךכקך  ф(£) относительно точки So
был равен нулю. Вычислим этот вычет.

Беря разложения в окрестности точки So функций

0  -  Ё0О*“ (1 So I2 ־  О 2 +  2£0(|£012— 1)(£ — £0) + ־ £)£0   So)2.
Ф (£) =  Ф (£0̂ + ־־־ £0( 4־ £) (£0)   • • •

и перемножая их, получим, что искомый вычет, равный коэф- 
фициенту при первой степени (S — £0) этого произведения, бу- 
дет выражаться так:

с-х -  ( I £0  i2 -  1) [2£0Ф (£0) +  ( I £ 0 12 -  1) Ф' •W]■
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Приравнивая этот коэффициент нулю, найдем, что для раз- 
решимости внешней задачи комплексная координата полюса £0 
должна удовлетворять уравнению

(33.7)Ф/ (£0) _  2S0
Ф(Со) 1 - U o r

Разрешимость внешней задачи будет доказана, если будет 
установлена разрешимость последнего уравнения. Приступим 
к этому доказательству. Рассуждения, используемые для этой 
цели, имеют несколько искусственный характер. Укажем для 
ориентировки читателя, что первая половина выкладок близка 
к тем, которые употребляются в теории однолистных аналити- 
ческих функций при доказательстве так называемых теорем 
искажения.

Обозначим |£0| =  /\ Умножив обе части равенства (33.7) 
на £0 и воспользовавшись тождеством*) r j  =  S0̂־ .  прида- 
дим исследуемому уравнению форму

д 1п ф __ 2г2
Г д г ~  1 — г2

ИЛИ
д ן , , . . д 2 г~дг In | ф I + 1 arg ф = ^־!ךך2־   •

Цель дальнейших рассуждений заключается в том, чтобы при- 
вести исследуемое комплексное уравнение к системе двух дей- 
ствительных уравнений, являющихся условиями экстремума 
некоторой действительной функции.

Воспользовавшись одним из условий Коши — Римана в по- 
dv 1 дилярных координатах = и приняв во внимание, что ־^־ 

приведем исследуемое уравнение к виду

- | г 1 п [ ( 1 - г ^ | ( р | ] - « у ^ ]п!־ ( 1 - г 2) |ф |]  =  0; 

последнее равносильно системе двух действительных уравнений: 

= j~ In [(1 — /■2) I Ф I]־  0, ^ -1 - = 0י (33.8 , ף ^ | )]ח1[ )

представляющей необходимое условие экстремума поверхности 
/  =  ф ( г> 0) =  In [(1 —  г2) |  ф (г, 0 ) | ] .

*) Исходим из £0 =  геід и учитываем, что при переходе от дифференци- 
рования по г к дифференцированию по £0 аргумент 0 нужно считать по- 
стоянным.
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Таким образом, чтобы доказать разрешимость уравнения
(35.7), достаточно установить, что функция ф(г, 0) достигает 
экстремума внутри единичного круга. Это сделать нетрудно. 
В самом деле, так как w'(s), v'{s) по условию принадлежат 
к классу Я, то легко заключить, что и a/(s), а следовательно, 
и In ©'(5) также удовлетворяют условию Гёльдера. Отсюда 
в силу свойств интеграла Шварца граничные значения ф(£) бу- 
дут также удовлетворять условию Я и, следовательно, будут 
ограниченными. Отсюда

lim (1 — г2)| ф | =  0, limln [(1 — г2)\ ср |] =  — оо.
г —> 1 г ־» 1

На окружности радиуса г =  1 — е при достаточно малом е 
Ф (г,0) будет принимать сколь угодно большие по абсолютной 
величине отрицательные значения. Так как внутри круга 
Ф(г, 0) ограничена, то ее верхняя грань, которая в замкнутом 
круге достигается, не может быть достигнута на контуре. Сле- 
довательно, эта верхняя грань, являющаяся максимумом функ- 
ции, достигается внутри круга. Отсюда следует, что уравнения
(33.8), а следовательно, и исходное уравнение (33.7) удовле- 
творяются, что и требовалось доказать.

33.5. О числе решений внешней задачи. Если £0— корень 
уравнения (33.7)— есть определенное число, то, как показы- 
вает формула (33.6), внешняя задача допускает тот же произ- 
вол в виде движения, что задача внутренняя, т. е. согласно 
принятому условию будет иметь единственное решение. Сле- 
довательно, вопрос о числе решений внешней задачи сводится 
к исследованию количества решений уравнения (33.7). По- 
следнее является, вообще говоря, трансцендентным, и полное 
исследование его в общем случае провести не удается. Однако 
установлен фундаментальный факт, что его решение может быть 
не единственным. Это показано В. С. Р о г о ж и н ы м  4) путем 
построения следующего примера.

Пусть область Dw есть единичный круг, заданный уравне- 
ниями

и — cos 6, o =  sin0, 0 =  0 (s), 0 < s < / ,  O < 0 (s)«^2rt,

причем функция 0(s) задается дифференциальным уравнением

О <  а < 1 .
sin 28

е ״ ,rfe
ds

Здесь область Dw сама является стандартной, так что можно 
сразу решать задачу для нее, не прибегая к вспомогательному 
отображению.
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Пусть z =  F(w) есть функция, производящая конформное 
отображение круга Dw на область Тогда будем иметь

sin 20
е а .ds_

fife
dz
dwIF' (w) I =

sin 20
aIn I ф (te;) I =  In

Отсюда

Правая сторона есть краевое значение действительной части 
функции / — . Следовательно,

\2 iw*
ф и = ( Г - й)я )  г  а •

Отсюда по формуле (33.6)
л iŵ

z =  F =  e ~  dw +  C. (33.6׳)

Прообраз бесконечно удаленной точки w0 определится из 
уравнения (33.7), которое примет вид

׳й0 _ ש0 .
1 а 1 ־ ־  — | и>0|2 ־

Полагая w0 =  re‘P, придем к системе двух уравнений:
r ( l  —  r 2) c o s 2 p  =  0 ,  

г [(1 —  г 2) s i n 2 p  +  о ]  =  0 .
Последняя удовлетворяется тремя значениями w0, лежащими 
внутри круга:

______ ______ г ״_ jl (
w0 =  0, а>0 =  У 1 — ае 4 , =  — У 1 — ае 4

______ Л . і
(корни ±  У 1 +  ае 4 отбрасываем).

Подставляя эти значения дао в формулу (33.6), получим три 
решения задачи, которые обозначим соответственно F, F*, F**. 
Теперь остается установить, что эти решения существенно раз- 
личны. Уже упоминалось, что контуры, отличающиеся лишь 
положением в плоскости, соответствуют одному решению об- 
ратной краевой задачи. Кроме того, очевидно, конформное пре- 
образование круга | 1> |  самого в себя также не меняет שז
решения.

Докажем, что F, F* не могут удовлетворять тождеству
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Дифференцируя последнее и учитывая (33.6') и то, что W0 =  О, 
получим

* ( ± ב י ״ ץ . ׳
\ w  — w0 J  \  w — b /  (1 — bw)2

ИЛИ

e7 М т З г Л  =  e<P(  w~ tj  V (  1 2|*  1 ־ן 1 ־ ^  .
\  1 — щ и) )  \  w — b )  (1 — bw)2

Так как слева стоит трансцендентная функция, а справа — ра- 
циональная, то ни при каком выборе b ( | & | <  1) для фиксиро- 
ванного а (0 <  а <  1) последнее тождество не может выпол- 
няться. Аналогично можно доказать существенное отличие от 
двух рассмотренных третьего решения. Таким образом, в рас- 
смотренном примере внешняя обратная краевая задача имеет 
три существенно различных решения. Следовательно, решение 
этой задачи может оказаться не единственным.

33.6. О задаче Шварца с логарифмической особенностью на 
контуре. При решении задачи Шварца предполагалось, что 
заданная на контуре действительная часть удовлетворяет уело- 
вию Гёльдера. В дальнейшем встретится случай, когда у нее 
могут оказаться особенности логарифмического характера. 
Начнем с исследования частного случая. Рассмотрим краевое 
значение аналитической в единичном круге | £ | <  1 функции

Ф(£) =  1п(£-£о) =  1 п ( £ - е .(»׳•0

Будем иметь
г ( 6 1־9״ ו ־י־6« ) 6  в־е° וץ ф(еге)__ 1п(еш — еі0,) =  ]п [е 2 — e 2 /J  =

+  *v.
e -  80 

22 sin־ ־ In]e -6 0
2

г ( e+e0
=  In I ie 2 •2 sin

І

f  -^ 92° + Я при 0 > 0o,
Y90 +6 ־ ן   + to при 0 <0 o

Отсюда следует, что решением задачи Шварца в классе 
функций, имеющих логарифмические особенности на контуре, 
когда краевое значение действительной части есть «(0) =
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, является функция0 — 00 
22 sin=  In

Ф (£) =  In (£ — £0) 4 -га ־

Установление единственности полученного решения в рассмат- 
риваемом классе сводится к доказательству отсутствия реше- 
ний, отличных от мнимой постоянной, у следующей однород- 
ной задачи:

Определить аналитическую в единичном круге функцию 
(возможны логарифмические особенности на контуре), дей- 
ствительная часть которой на контуре равна нулю.

Искомая функция отображает единичную окружность в мни- 
мую ось. Следовательно, здесь применим принцип симметрии. 
Продолжив по симметрии искомую функцию во внешность 
круга, получим функцию, аналитическую во всей плоскости, 
кроме отдельных изолированных точек, где возможны логариф- 
мические особенности. В силу требования однозначности функ- 
ции у нее необходимо должны быть разрезы, соединяющие 
предполагаемые логарифмические точки ветвления. Но в силу 
аналитичности (а следовательно, и непрерывности) разрезы 
невозможны, поэтому предполагаемые особенности являются 
устранимыми. Функция аналитична во всей плоскости; в силу 
теоремы Лиувилля она есть постоянная, которая, очевидно, бу- 
дет чисто мнимой. Этим единственность установлена*).

Если действительная часть искомой функции задана в виде 
суммы

+  «о (9),е - е ״
22 sinи (0) =  1п

где ыо(0) — функция, удовлетворяющая условию Гёльдера, то, 
вычитая из искомой функции интеграл Шварца с плотностью 
«0(0), придем к рассмотренному случаю.

Учитывая, что функция
е - е 0

22 sin

0 -0 0— In |0 — In0-00 ־=1 00
22 sinIn

*) Это рассуждение останется справедливым и в том случае, если вместо 
логарифмических особенностей считать допустимыми степенные особенности 
порядка, меньшего единицы, а также произведение степени порядка, мень״ 
шего единицы, на логарифм. Но дальнейшее обобщение невозможно Если 
допустить на контуре полярные особенности, то существуют функции, отлич- 
ные от нуля, действительная часть которых на контуре обращается в нуль.

Примером этого может служить функция 1 — — э аналитическая внутри
окружности, заданной уравнением х1 +  у2 — 2х =  0.
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в окрестности точки е'е» аналитична и, следовательно, удовле- 
творяет условию Гёльдера, получим, что если краевое значение 
действительной части искомой аналитической функции пред- 
ставлено в виде суммы 1п |0 — 0o| +  «o(6), то решение запи- 
шется в виде*) 1п (£ — £о) +  фо(£). где ф0 ограничена в £0•

33.7. Особые точки контура. Условия, наложенные на зада- 
ваемые функции ы(5), 0 (s): 1 ) принадлежность u׳ (s), t׳'(s) 
классу Гёльдера; 2) отсутствие у них общих нулей обеспечивают 
гладкость искомого контура Lz (более точно, принадлежность 
его классу кривых Ляпунова). Несоблюдение какого-либо из 
этих условий повлечет за собой нарушение гладкости, т. е. кон- 
тур Lz, вообще говоря, будет иметь особенности. Исследуем их 
характер, предполагая нарушенным второе условие. Будем пред- 
полагать, что заданные функции в окрестности исследуемой точ- 
ки разлагаются по формуле Тейлора.

Пусть и, v заданы следующими разложениями:
u — {s s0)p [«о +  (5 -  So) a (S ) ] ,

= ׳1  ( s - s 0) > 0  +  ( s - S ׳*(0 (s)], ( ׳
где U0, 1>0 — постоянные, не обращающиеся одновременно
в нуль, а (5), b(s) имеют производные, удовлетворяющие уело• 
вию Гёльдера.

Из дифференциальной геометрии известно, что если р — не- 
четное, то начало координат (5 =  So) есть обыкновенная точка 
контура Lw\ если же р — четное, то будем иметь точку воз- 
врата. В последнем случае приходится различать две возмож- 
ности, когда угол равен нулю или 2я. Рассмотрим схематически 
все случаи.

1. О б ы к н о в е н н а я  т о ч к а  к о н т у р а  Lw. Пусть функция 
w =  w(Q  конформно отображает круг | £ | < 1  на область Dm 
причем значению s<> соответствует значение угла 0о(£о =  ££80* 
В окрестности go отображающая функция имеет вид

®(О =  (5 —Со)®1(E), ®1 (Со) ¥* 0. (33.10)
Из соотношения на контуре | u(s) +  iv (s) | =  | w(eie) |, учитывая
(33.9) и (33.10), получим

|s  — $ o l4 = (s)׳  | 0  — воІФ(б), ф ( « о ) > 0 ,  ф(0о) > О
или, извлекая корень,

Р _____  Р _____

Is — SoIл/ф(s) = •Уф(0) ׳׳001 — 10 

*) Используя конформное отображение, можно перенести результат на 
случай любого замкнутого контура.
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Применяя теорию неявных функций, можно получить следую- 
щее соотношение:

^ 0 ־ = !0־ О1^_ Ч1(0), 0 < ,וי|י (00) 

где ф!(0) удовлетворяет условию Гёльдера. Отсюда

ln |-g - | =  ln |־  =  ( j - l ) l n | 0 - 0o| +  %( 0).

Согласно результатам п. 33.6 будем иметь

ln 7 f  =  ( 7 ־ 1(1״ (S -W  +  Xott).
Отсюда

־=* ( £ - SoЎРІІ)■
Из последнего выражения и свойств конформного отображения 
вытекает, что контур L2 при 0 =  00 имеет угловую точку с уг- 
лом, равным п/р.

2. Т о ч к а  в о з в р а т а  с у г л о м  2п. Функция, отображаю- 
щая единичный круг на область Dw, в окрестности £0 имеет вид 
w 2(£0 — £) =  (£) 0) = С0!(£) (юі(£0)=7̂־  0). Отсюда

(0 (егй) =  (0 — 90)2 ф (0), ОФ (0О) Ф  0).

Операциями, аналогичными примененным в предыдущем слу- 
чае, получим

| і  =  | 0 _  боіТ.(0<  (00)/) ־1/(©) 

־ =*(£-£»)*>(£) (F (£0) ф  0).
Из последнего следует, что исследуемая точка контура Ьг есть 
угловая точка с углом 2я/р. Если, в частности, р =  2, то угло- 
вая точка превращается в обыкновенную.

3. Т о ч к а  в о з в р а т а  с н у л е в ы м  углом.  Отображаю- 
щая функция имеет вид

in(£ — £0) +  со +  <p(I) ‘
Не приводя исследования, которое здесь значительно сложнее, 
чем в двух рассмотренных случаях, укажем, что искомый кон- 
тур Lz в исследуемой точке имеет точку возврата. Подробности 
читатель может найти в работе Ф. Д. Г а хов  а и И. М. Мель-  
н ик а  1). Там же исследованы случаи, когда заданная функ- 
ция имеет некоторые особенности элементарного характера.
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О <  s <  2я.

Пример.
и =  и (5) == a cos s (1 -Ь cos s), 

v =  v (s) =  a sin s (1 +  cos s),

Контур Lw есть кардиоида.
Имеем и' (я) =  v' (я) =  0. Разложение в окрестности s  =  я  имеет вид 

и (s) =  (s —  я)2 ■— +  a (s)J, V (s) =  (s —  я)3 Р (s).

Здесь р =  2. Начало координат (s =  я) есть точка возврата с углом 2я *). 
Искомый контур Lz будет иметь здесь угловую точку с углом =  

2я
=  =  я, т. е. обыкновенную точку.

Искомый контур Lz может быть найден элементарными рассуждениями. 
Функция до =  до (£) = ־  ־־ (£ +  I)2 отображает единичный круг на внутренность 

кардиоиды. На границе будем иметь

и (s) +  iv (s) =  до {el% aets (1 - f  cos 5) = ־ ־|-  (eiQ +  l )2.

Отсюда получим
dz

In
_ ds __

־ ינ ־ dB ־ ־

2 =  г(?) =  е<״ $ +  С.
Последнее преобразование есть движение. Следовательно, контур Lz также 
есть единичная окружность.

33.8. Об однолистности решения. Наложенное в постановке 
задачи требование конформности отображения области Dz на 
Dw исключает нули производной отображающей функции и, 
следовательно, исключает точки ветвления. Но оно не влечет 
за собою однолистности отображения. По условию, контур Lw 
простой и область Dw однолистная, но функция z(w ), получае- 
мая в результате решения обратной краевой задачи, может 
оказаться неоднолистной; в последнем случае контур Lz будет 
не простым, а самопересекающимся.

Поясним это на примере. В его основу будет положено из- 
вестное отображение, осуществляемое показательной функцией 
z — ew.

Пусть в плоскости w задан круг
и — a cos 0, v — a sin 0,

где 0 =  0 (s) задается уравнением
^ i  =  l e- ״ = ose (0 (0)־  0).

*) Последнее можно было бы установить путем анализа разложения 
y(s) в окрестности 5 =  я (Ф. Д. Г а х о в  и И. М. М е л ь н и к  1)).
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go. cos0ds    1 ds
do a dQ

I
= dmdx ן  a dQ,

=  a cos 0 =  Re w.

Имеем

Отсюда

1пЖ  = + ׳“   /а. | ־־ = ,״»״*» * = ׳» V  +  C.

Расположим в плоскости z оси координат так, чтобы а  =  О, 
С =  0. Тогда функция, отображающая Dw на Dz, примет вид 
z =  ею. Положив в последнем w =  a cos 0 +  ia sin 0, получим 
параметрическое уравнение искомого контура Lz в декартовых 
координатах

х =  <?аcos6cos (asin0), t/ =  eacos6sin(asin0), О ^ 0 ^ 2я.

Параметрическое уравнение той же кривой в полярных коорди- 
натах может быть записано в виде

р __ ga cos ф =  a sin 0.

Построение контура легче производить по последнему уравне- 
нию. Вид кривой Lz будет существенно зависеть от величины 
а — радиуса, задаваемого в плоскости w круга. Если а <  я, то 
функция z — ew отображает круг однолистно и контур Lz будет 
простым; при а >  я отображение многолистно и Lz будет 
иметь самопересечение; в пограничном случае а =  я контур 
Lz имеет точку соприкосновения*). На рис. 14 изображен кон-

3 3тур Lz для трех случаев радиуса а — -^ л 9 пу у я .  Читателю
рекомендуется произвести это построение.

Во всех известных приложениях обратных краевых задач 
требуются контуры без самопересечения. В связи с этим воз- 
никает важная задача: указать признаки однолистности ото- 
бражения, по возможности более просто выражающиеся через 
заданные функции u(s), v(s). Решение этой задачи опирается 
на теорию однолистности конформного отображения, лежащую 
в стороне от интересов данной книги, поэтому мы не входим 
в подробности этого важного вопроса. Приведем лишь некото- 
рые результаты.

*) Этот результат можно вывести из хорошо известных геометрических 
свойств функции ew. Она однолистно отображает полосу —л  <  Im w <  л  
на плоскость с разрезом по отрицательной действительной полуоси. Если об- 
ласть Dю целиком лежит внутри указанной полосы, отображение однолистно 
и контур L1 простой, в противном случае отображение многолистиое и Lx 
имеет самопересечения.
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Имеющиеся в настоящее время признаки однолистности 
решения обратных краевых задач относятся не к первона- 
чально заданным функциям и  ( 5 ) ,  v  ( 5 ) ,  а к «приведенной»

Рис. 14.

dzфункции Я(0) =  1п ■щ■. В предположении, что последняя удов-
летворяет условию Липшица |Р ( י(02/ —(01 ) | <  W|0! — 02|,ука- 
зываются допустимые границы постоянной N.

Первый достаточный признак однолистности был указан 
И. С. К р а с н о в и д о в о й  и В. С. Р о г о ж и н ы м  1):

Д л я  т ого  ч т о б ы  р е ш е н и е  в н у т р е н н е й  о б р а т н о й  к р а е в о й  з а -  

д а ч и  б ы л о  о д н о л и с т н ы м ,  д о ст а т о ч н о ,  ч т о б ы  в ы п о л н я л о с ь  у с -

л о в и е  N < j ^ j .

В дальнейшем многие авторы (Ф. Г. Авхадиев, Л. А. Ак- 
сентьев, В. Н. Гайдук, С. Н. Кудряшов, В. С. Рогожин), ис- 
пользуя различные признаки однолистности конформного ото- 
бражения, дали в разных формах признаки однолистности ре- 
шений внутренней и внешней обратных краевых задач.

Был поставлен вопрос о нахождении такой постоянной N0 
в условии Липшица, что при N <  N0 решение внутренней 
(внешней) обратной краевой задачи однолистно, а при N ^  N<f 
имеется по крайней мере одна функция, такая, что решение 
неоднолистно. В настоящее время получены следующие 
оценки*): _

1,73 . . . = У 3 < N0 <  2,69 . . . ,
0,88 . . .  = ^ - <  N0 <  1,30 . . .

Я י

*) Левая оценка для внутренней задачи дана Ф. Г. А в х а д и е в ы м  и 
В. Н. Г а й д у к о м  1 ), правая — В. Н. Г а й д у к о м  1). Для внешней задачи 
левая и правая оценки указаны соответственно Л. А. А к с е н т ь е в ы м ,  
Ф. Г. А в х а д и е в ы м  1) и С. Н. К у д р я ш о в ы м  1).
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Вопрос о степени точности оценок пока не решен. Кроме 
того, нужно иметь в виду, что здесь, как это вообще бывает 
в случае оценок, пригодных для всего класса функций в целом, 
даже абсолютно точная оценка может оказаться грубой, когда 
она применяется для отдельного представителя класса.

Для ряда прикладных задач указаны специальные, более 
точные, чем получаемые из общей теории, признаки одно- 
листности.

33.9. Некоторые дополнительные вопросы. Изложим обзорно еще три важ- 
ных вопроса рассматриваемой теории.

1°. П р и л о ж е н и я .  Теория обратных краевых задач используется для 
построения контуров, обладающих некоторыми наперед заданными свойства- 
ми. Известные в настоящее время приложения относятся главным образом 
к гидромеханике. Основная задача здесь — построение контура по заданному 
на нем распределению скорости обтекающего потока идеальной жидкости. 
Главное техническое приложение — определение формы авиационного профиля 
по заданному на нем распределению давления.

По величине скорости можно путем интегрирования определить потенциал 
потока <p(s). Обтекаемый пробиль является линией тока, поэтому на нем 
функция тока постоянная ф =  const (эту постоянную можно принять равной 
нулю). Следовательно, на искомом контуре известно краевое значение харак- 
герпетической функции потока w =  <р 41 ־ф• Контуром Lw здесь всегда яв- 
ляется отрезок оси абсцисс. Отображая плоскость, разрезанную вдоль этого 
отрезка1 на внешность единичного круга, приходят к обратной краевой задаче 
типа Z)£, Dz.

Реально существующие течения являются вихревыми. Поэтому соответ- 
ствующая указанной механической задаче обратная краевая задача в ее 
математической постановке заключается в отыскании аналитической в /)£  
функции, имеющей в бесконечно удаленной точке логарифмическую особен- 
ность. Это вносит существенные осложнения в исследования. Для указанной 
частной задачи все трудности удается преодолеть и получить полное решение. 
Дальнейшее усложнение постановки (допущение в потоке или на искомом 
контуре источников или вихрей) приводит к самой общей постановке обрат- 
ной краевой задачи. Стоящие здесь теоретические трудности очень велики и 
в настоящее время не преодолены (см. ниже).

Мы не касаемся здесь других приложений. Читатели, интересующиеся 
ими, могут обратиться к книге [27], в которой освещены все встретившиеся 
приложения обратных краевых задач. Там же можно найти обширную биб- 
лиографию вопроса.

2. О б о б щ е н и я  ф у н к ц и о н а л ь н о г о  х а р а к т е р а .  Рассмотрен- 
ная выше постановка обратной краевой задачи обеспечивала существование 
непрерывных вплоть до контура решений (допускаемые в п. 33.7 особенности 
исследовались каждая отдельно). Естественно поставить вопрос, при каких 
наиболее широких предположениях относительно задаваемых функцией «($), 
5 )  .остается в силе постановка задачи и использованная схема решения (ע 
Исследование опирается на методы теории функций действительного перемен- 
ного Приведем результаты.

Теория конформного отображения дает, что наиболее общий класс u(s)t 
v (s ), для которого возможна постановка задачи в смысле п. 33.1, есть класс 
абсолютно непрерывных функций. Для применимости используемого при ре- 
шении задачи математического аппарата приходится накладывать еще два 
дополнительных ограничения: 1 ) u'(s)y v'(s) имеют почти везде ограниченные 
производные; 2) множество точек, где tt'(s), ע'($) одновременно обращаются
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в нуль, имеет меру нуль. Указанные условия являются достаточными для до- 
казательства разрешимости обратной краевой задачи.

При указанной широкой постановке задачи приходится учитывать тот 
факт, что в состав решения может входить дополнительный множитель 
где

2я

(0 ).=  1 С е<0+
2л J е‘е -V׳ (*)

ф (0) есть так называемая сингулярная функция (невозрастающая, с произ- 
водной, почти всюду равной нулю). Поэтому без дополнительных ограниче- 
ний на искомый контур Lz доказанная в п. 33.1 теорема единственности вну- 
тренней обратной краевой задачи оказывается здесь уже несправедливой. 
Единственность можно сохранить, если ограничить класс искомых контуров 
кривыми В. И. Смирнова*).

Читатель, интересующийся обобщениями функционального характера, мо- 
жет найти подробности в работах Ф. Д. Г а х о в  а 3), 4), откуда взяты 
сформулированные результаты (см. также С. Н. А н д р и а н о в  1)).

3°. О б  о б щ е й  п о с т а н о в к е  о б р а т н о й  к р а е в о й  з а д а ч и .  
Данная в п. 33.1 постановка задачи, когда требуется отыскать функцию, даю- 
щую конформное отображение областей, и, следовательно, полностью исклю- 
чаются точки ветвления, а из особенностей допустимым может быть лишь 
один простой полюс (в случае внешней задачи), является простейшей. Ирак- 
тика выдвигает задачи большей сложности. Обратная задача гидромеханики, 
как указывалось выше, в самом своем простейшем случае приводит к отыска- 
нию функции с логарифмической особенностью в области. Ее обобщенные 
постановки потребуют решения в классе функций с любым числом логариф- 
мических и полярных особых точек. Топологическая теория функций ком- 
плексного переменного показывает, что аналитическая функция, имеющая в 
области определенное число логарифмических и полярных особенностей, крае- 
вые значения которой заданы, имеет в области точно определенное число 
точек ветвления. Соответствующие формулы получены в работе Ф. Д. Г а- 
х о в а  и Ю. М. К р и к у н о в а  1). От задаваемого контура Lw в этом случае 
уже нельзя требовать, чтобы он был простым. Область Dw будет распола- 
гаться на некоторой римановой поверхности, и контур Lw будет простым на 
этой поверхности; проекция же его на плоскость будет, вообще говоря, само- 
пересекающейся.

Сформулируем теперь обратную краевую задачу в общем виде**). Даны 
2v функций параметра 5

u =  uk (s), 1 = k<ע  (s)f 0 (k =  1 , 2, . . . ,  v),

определяющих в плоскости комплексного переменного w v кривых Lkw (во- 
обще говоря, самопересекающихся). Определить в плоскости комплексного 
переменного z  v замкнутых кривых Lhz• ограничивающих некоторую конечную
область/)*, вообще говоря, многолистную, но без точек ветвления, так, чтобы, 
считая параметр s длиной дуги искомого контура Lz =  Liz +  L2Z +  . . .  +  Lvz, 
выражение Wh(s) =  Uh(s)-\-iVh(s) было краевым значением на контуре Lhz

*) Кривая Смирнова — кривая, у которой логарифм модуля производной 
функции, конформно отображающей ограниченную ею область на круг, пред- 
ставим интегралом Пуассона через свои граничные значения (см [18], 
стр. 250).

**) О решении обратной краевой задачи для многосвязной области см. 
§ 38.
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функции w =  f(z),  аналитической в области D *, за исключением отдельных 
точек, где она может иметь особенности заданного типа (логарифмические 
или полярные) с заданной главной частью.

Число прообразов точек ветвления (точки, где / ' ( г ) = 0 ) ,  как указыва- 
лось выше, определяется по формулам, доставляемым топологической теорией, 
и поэтому тоже должно считаться известным.

Решения сформулированной общей задачи в настоящее время нет. От- 
дельные частные случаи, встретившиеся в приложениях, решались на основа- 
нии механических соображений без математического обоснования. Сведения 
об этом можно получить из упоминавшейся книги [27].

Укажем схематически на основные теоретические проблемы, стоящие на 
пути решения общей задачи.

Основная проблема — конструирование той римановой поверхности, на 
которой контуры, задаваемые уравнениями и =  <p*(s), v =  ^ a(s), определяют 
область, подобную однолистной, т. е. такую, которая может быть взаимно 
однозначно и всюду, за исключением точек ветвления, конформно отобра- 
жена на некоторую стандартную однолистную область, например плоскость 
с прямолинейными разрезами или с выключенными кругами. Даны контур, 
определяемый краевыми значениями искомой функции, число и характер осо- 
бенностей, число точек ветвления с их кратностями. На пути решения стоят 
следующие трудности: 1 ) определение числа и характера задаваемых особен- 
ностей (и соответственно числа точек ветвления), допустимых при заданных 
краевых значениях; 2) допустимое расположение особенностей и точек вет- 
вления, при которых заданный контур Iw может стать контуром области, 
подобной однолистной; 3) число существенно различных областей, возни- 
кающих при различных способах скрепления листов. Последнее связано с 
числом решений обратной краевой задачи.

§ 34. Исторические сведения
Краевая задача Гильберта, принадлежащая наряду с рассмотренной в 

гл. II задачей Римана к числу основных краевых задач аналитических функ- 
ций, является самой старой из задач этого типа. Это относится и ко времени 
первой постановки, и ко времени первой разработки, и ко времени получения 
полного решения. То же можно сказать и о времени первых приложений 
(теоретических — к исследованию особых интегральных уравнений и практи- 
ческих — к решению задач гидродинамики), и о начале различных обобщений.

Началом постановки задачи Гильберта можно считать работу Римана [21] 
«Основы общей теории функций» (1851). В разделе XIX, говоря о возмож- 
ных способах задания аналитической в области функции, он указывает, что 
вместо задания на контуре действительной части ее (что приводит к решению 
задачи Дирихле) можно задать некоторое соотношение между действитель- 
ной и мнимой частями. Это есть наиболее общая постановка краевой задачи 
такого типа.

В оправдание тому, почему рассмотренная в настоящей главе зада- 
ча (27.7) (Гильберта) менее связывается с именем Римана*), чем зада- 
ча (14.1) гл. II (Римана), нужно ясно указать, что вопрос о фактическом 
отыскании аналитической функции по заданному на контуре соотношению 
между ее действительной и мнимой частями ни в коем случае не выдвигался 
Риманом как практическая задача для решения. Речь шла только о способах 
задания функции. При этом Риман не приводит никаких формул: замечание 
о возможности определения функции указанным краевым соотношением он 
делает попутно с другими еще более общими рассуждениями, например с воз- 
можностью задания функции соотношением, связывающим значения действи

) Некоторые авторы называют ее задачей Римана — Гильберта.
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тельной и мнимой частей в п различных точках контура. (Заметим, что за- 
дачи такого рода до сих пор еще не рассматривались). В противоположность 
этому, краевая задача (14.1) (Римана) была выдвинута Риманом как прак- 
тическая задача для решения. Сделано это было, правда, не с целью рас- 
смотрения ее как самостоятельной краевой задачи аналитических функций, 
а в связи с решением задачи совсем другого характера (см. Исторические 
сведения к гл. II, § 19). Таким образом, связывание краевой задачи (14.1) 
с именем Римана исторически более оправдано, чем краевой задачи, рассмо- 
тренной в настоящей главе.

Отчетливая формулировка краевой задачи Гильберта*) (27.1), так же 
как и попытки ее решения, сделана впервые, по-видимому, в работе Воль- 
терра [Volterra 1)] в 1883 г. Однако работа эта почему-то оказалась изолиро- 
ванной от других работ и не оказала существенного влияния на последующие 
исследования. Отметим как странное явление, объяснение которому трудно 
дать, что эта важная работа не цитируется ни в одной работе по теории 
краевых задач, кроме работы автора [6].

Полное решение рассматриваемой краевой задачи дал Гильберт (Hilbert 
[10]) в 1905 г. Однако это решение было получено не сразу. Первое решение 
этой задачи, данное им в 1904 г. в докладе третьему Международному кон- 
грессу математиков в Гейдельберге, основанное на сведении к особому инте-

тральному уравнению с ядром ctg — ^— » было ошибочным (разбор этого
см. в работе [6]). Окончательное решение Гильберта [10], хотя и не разрабо- 
тайное в подробностях, легло в основу всех дальнейших исследований по 
этому вопросу. Из последующих работ наиболее важна работа Нетера [Noe- 
ther 1)], затем следует отметить еще работу С. Л. Соболева 1). В них задача 
Гильберта разработана во всех подробностях.

В работе Нётера, кроме того, был сделан новый важный принципиальный 
шаг. Если ранее исследователи пытались получить решение краевых задач 
(Гильберта и Римана) из интегральных уравнений, здесь, наоборот, решение 
краевой задачи (Гильберта) было использовано для исследования особых ии-

способом, оказались исключительно плодотворными; они привели к установ- 
лению основных свойств особых уравнений (теоремы Нётера) и оказали 
большое влияние на последующие исследования (см. Исторические сведения 
к гл. III, § 26).

Решение задачи Гильберта, изложенное в настоящей главе, опирающееся 
на понятие регуляризующего множителя, впервые дано автором в 1941 г. в его 
докторской диссертации 2) (см. также [6]). Решение это отличается от дан- 
ных ранее только методическим подходом, являющимся, как кажется автору, 
наиболее естественным для данной задачи. В связи с решением задачи Гиль- 
берта следует еще упомянуть работу И. Н. Векуа 4), в которой дано обстоя- 
тельное изложение вопроса.

Полное изложение решения задачи Гильберта для единичного круга дано 
в курсе [22]. Общее понятие регуляризующего множителя введено впервые 
автором в указанных выше работах. Понятие это оказалось полезным при 
решении задачи Гильберта, а также в решении обратных краевых задач. Во- 
прос о возможности других применений регуляризующего множителя пока

Особые интегральные уравнения с ядром Гильберта ctg — ^—  впервые 

встречаются в работе Гильберта**) [Hilbert 1)]. Это были, по-видимому,

Результаты, полученные такимтегральных уравнений (с ядром

остается открытым.
о  — s

*) Термин «задача Гильберта» введен впервые Пикаром (Picard [19]).
**) Одновременно в работе Пуанкаре (Poincare [20]).
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первые особые уравнения, ставшие известными математикам. Полную теорию 
уравнения с ядром Гильберта дал, как на это уже указывалось, Нётер в 
многократно цитированной работе. Теория характеристического уравнения с 
ядром Гильберта в более простой, чем у Нётера, форме излагалась автором 
в работе [6].

Методы сведения краевых задач для полигармонических и полианалити- 
ческих функций в случае простейших контуров (прямая и окружность) 
к краевой задаче Гильберта были указаны впервые В. С. Рогожиным 1). 
Подробную разработку вопроса произвел М. П. Ганин, часть результатов 
которого опубликована в работах 1), 2). Изложение § 32 произведено в ос- 
новном по работам М. П. Ганина.

Обратная краевая задача была сформулирована Рябушинским [Riabou- 
chinsky 1)] как задача гармонических функций: определить контур по задан- 
ным на нем значениям гармонической в области функции и ее нормальной 
производной. Задачу в такой постановке решал Демченко [Demtchenko 1)]. 
Так как в этой постановке нет контура носителя данных, то Демченко при- 
шлось ввести в качестве определения, что носителем является некоторый 
вспомогательный круг. Постановку и решение задачи, рассмотренной в § 33, 
дал М. Т. Нужин 1 ). Существенным вкладом, внесенным последней работой, 
является введение естественного носителя данных — контура LWt определив- 
мого самими данными задачи. Доказательство существования решения внеш- 
ней задачи (п. 33.4) дано в работе Ф. Д. Гахова 4). Большое число техниче- 
ских приложений дано в работах казанских механиков. Изложение этих ра- 
бот и полная их библиография до 1957 г. дана в работе Г. Г. Тумашева и 
М. Т. Нужина [27]. На некоторые другие математические работы по обратным 
краевым задачам указывалось в тексте.

З а д а ч и  к г л а в е  IV

I. Показать, что общее выражение оператора Шварца для верхней полу- 
плоскости имеет вид

оо

5“ - я •  5 +

где С(£) — произвольная действительная функция действительной перемен- 
ной J. Отсюда вывести два различных выражения для оператора Шварца:

d\
£2־ + 1

Н ־ £г
\ - z2)d%-,«( I)

£ - 2sПІ1) Su

2. Доказать, что функция Q (2), являющаяся решением задачи А0 
(п. 27.3) для верхней полуплоскости, может быть взята в виде

<2(г) =  (

3. Вывести выражение для функции Q1 (2), обладающей следующими 
свойствами:

1 . Она аналитична в единичном круге, кроме заданных точек г!, 22, ••• 
. . . ,  2т , где она имеет простые полюсы.
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2. На единичной окружности действительная часть Q! (-г) обращается 
в нуль.

]•
г - г к _ 1 2*2־

k 1 - z kz k г - г к■ z [■
k=l L

О т в е т .  Q1 (z) =  /po +

4. Обобщить результаты предыдущей задачи на случай, когда полюсы 
кратные, кратностей соответственно ק !, р 2, . . . » рт •

Ш  ̂k р / 9 \ ד   / — I
О т в е т .  Q . W - / P .  +  J ;  £ [ ״ / ( ־ Г Г г ^ ) ־  ־ * , ( - £ = ^ )  ] .

fc-1  /=1 *
5. Решить задачи Гильберта для единичного круга:
а) e " sin 25 cos (cos 2s) и (s) — e -s in  2s sin (cos 2s) v (s) =  ecos s cos (sin s);

б )  (c o s  S +  y )  «  (s) +  (s in  S —  y )  V (s ) =

1 / ץ 2 49 
=  Y  l 36־ +  cos s — у  sin s i  In ( 5 - 4  cos s).

О т в е т ,  a) F (2) =  e~ lz% (ег 4 ;(p0/ ־
6) F(z)  =

=  +  ■̂  — g £ln (z — 2) +  /Р0 + /2־ )2 + 3( + 6 . 21 — 3 + 62 Н2/) г 1
2/ J 62־־׳ +  36 +  (3 +  2i) z

(Po — действительный, с — комплексный произвольные параметры). 
6. Показать, что задача Гильберта для единичного круга

5 s • и (s) — ^sin s +  v (s) =  cos2s +  h

разрешима лишь при значении параметра h =  1/4. Дать решение задачи для 
этого случая.

О т в е т :  F (2 ) =  z  — j  i.

7. Показать, что однородное особое интегральное уравнение с нулевым 
индексом

2Я
sin S Г . . . а  — S
־2 S r J ״) “  ) ctg —g da =  sin s

О
(cos s +  2) и (s)

безусловно разрешимо. Дать его решение.

О т в е т .  tt(s) =  — sin s.

8. Показать, что неоднородное интегральное уравнение с нулевым ин- 
дексом

2я
(J _ ^

(a) ctg — т—  da  =  (5 +  4 sin s) (cos s +  Л)i■
sin s -j- 2

2S« (s) coss ׳
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разрешимо лишь при значении параметра Л =  0. Дать решение уравнения 
для этого случая.

О т в е т :  и (s) =  cos 2s — 2 sin 5 —־ j}0 (sin s +  2).
9. Показать, что для заданной на контуре L комплексной функции 

a ( s ) + ib ( s )  определение регуляризующего множителя R(t)  =  a (s )  +  1p(s), 
изображением которого служит кривая Г, заданная уравнением Р =  / (а) ,  
можно свести к решению краевой задачи

Ьи -  av =־   -  (а2 +  62) /  ( д " +  6" )>

где и -f־ iv — аналитическая функция, определенная равенством 
R(t)  [a(s)  +  ib (s)] =  « (s )  + /о (s).

10. Пусть G(t) =  a (s) +  ib(s) — заданная на контуре L функция с индек- 
сом х и R( t ) — ее регуляризующий множитель, индекс которого по условию 
есть V. Пусть, далее, Ф +(2) — функция, удовлетворяющая на L условию 
R ( t ) G ( t ) =  Ф + (0 , аналитическая в области D+, за исключением, может быть, 
заданных точек г!, z2, . . . ,  г т , где она имеет порядки л!, Л2, . . . » « т , причем 

т
все Пк одного знака и — и +  v.

fe=1־
Показать, что функция Ф+ (0  и регуляризующий множитель R(t)  опре- 

деляются с точностью до множителя, являющегося краевым значением функ- 
ции, аналитической в D+ и имеющей там нулевой порядок.

11*. Дать решение краевой задачи Гильберта для полуплоскости.
У к а з а н и е .  Воспользоваться результатами задач 2 и 3.
12. Дать решение краевой задачи Гильберта для области, внешней по 

отношению к единичной окружности.
13. Пусть D ־  — область, ограниченная простым контуром L. Показать, 

что общим решением краевой задачи Гильберта

Re [t'F~ (<)] =  0,

dt
d s ’

<*' (г) 
© (z) ׳

t'

F~ (z) =  a 0

где

является функция

где 0 (2 ) — функция, отображающая конформно область D  на внешность “־
единичного круга. (И. Н. Векуа [2], стр. 272.)

14. Каким условиям должна удовлетворять функция c(s) для того, чтобы 
задача Гильберта

R e = [(/) +F (s) ׳/]  c (s )
была разрешима?

15. Показать, что особое интегральное уравнение

a (s) и ($) +  ^ и (а) д д ’ ~  d<J~ c (s) (2״  +  Ьг =  I),
L

где G и I означают то же, что в задаче 23 гл. I, сводится к краевой задаче 
Гильберта
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с дополнительным условием j ע4   (a) cfa =  0 для области соответственно D+
L

или D ~ . [Hilbert 1).]
16. Пользуясь связью между ядром Гильберта и ядром Коши, свести 

решение характеристического особого уравнения с ядром Гильберта к реше- 
нию краевой задачи Римана. Получить отсюда полное исследование указан- 
ного уравнения.

17*. Вывести теоремы Нётера непосредственно для уравнения с ядром 
Гильберта. [Noether 1).]

18*. Показать, что для особого интегрального оператора 
2 л 2 л

K { u ) = a ( s ) u ( s ) - ^ \  и (a) ctg ״а ־־   * do  4 ̂  ־ К (5, а) и (о) do
о о

сопряженный оператор
2л 2я

^  =  e ( s ) | ( s )  +  l j  6 (а) | ( а )  ctg - l = - i d a + J  К (в, a )%(a)da
О о

является равносильным регуляризатором. (В. Д. Купрадзе 3).)
19*. Пользуясь методом п. 32.3, дать решение краевых задач II, III поли- 

аналитических функций (п. 32.2) для круга.
20*. Дать решение краевых задач I— IV полианалитических функций для 

полуплоскости.
21*. Решить основную задачу теории упругости (п. 32.5) для области £>־ ,

t/̂ограниченной эллипсом +  пользуясь тем, что область отобра*

жается конформно на внутренность единичного круга функций г  =  со(£) =  

= — + ־  | ־ ) י  а на внешность единичного круга функцией z  =  R ־4־ ־ у* )»
где

* —1(в + 6). R m - j ( a - b ) .

22*. Показать, что краевая задача I полианалитических функций для 
произвольного контура может быть сведена к п задачам Гильберта и, следо- 
вательно, решена в замкнутой форме. (М. П. Ганин 1).)
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РАЗЛИЧНЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ*)

Основные краевые задачи Римана и Гильберта допускают 
обобщения в различных направлениях. В настоящей главе бу- 
дут рассмотрены следующие обобщения:

1. Допущение в краевых условиях (задач типов Гильберта 
и Римана) наряду со значениями функций значений ее произ- 
водных, а также членов интегрального характера.

2. Рассмотрение многосвязных областей.
3. Постановка краевых задач для функций более общего 

вида, которые включают в себя гармонические и аналитические 
как частный случай, например, для решений уравнений эллип- 
!ического типа, а также систем такого типа **).

Заметим, что обобщение краевой задачи Римана на слу- 
чай многосвязной области уже было рассмотрено ранее. Для 
задачи же Гильберта переход от односвязной области к много- 
связной представляет принципиальные трудности и приближает 
ее и по применяемому способу решения и по результатам, ко- 
торые удается получить, к задачам этой главы.

Возможности обобщений, понятно, не ограничиваются пере- 
численными. Так, например, в следующей главе будет изучен 
вопрос о расширении класса допустимых коэффициентов и кон- 
туров (разрывные коэффициенты и разомкнутые контуры).

Естественным является обобщение в смысле увеличения чис- 
ла искомых функций, задаваемых системой совокупных краевых 
условий, однако этих вопросов здесь касаться не будем.

§ 35. Краевая задача типа задачи Гильберта 
с краевым условием, содержащим производные

35.1. Постановка задачи и различные формы краевого уело- 
вия. Различные авторы, решавшие задачу, брали краевое уело- 
вие в различных формах, хотя и отличающихся друг от друга

*) Так как основное содержание гл. VI и VII не зависит от материала 
настоящей главы, то читатель может, пропустив ее, перейти в случае надоб- 
пости к гл. VI и VII и вернуться к настоящей главе после изучения последних.

**) Последний материал в настоящем издании исключен.
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по внешнему виду, но, по существу, равносильных. Чтобы 
ориентировать читателя в этих формах краевого условия, при- 
ведем их.

Автор книги, впервые рассмотревший задачу в работе [5], 
опубликованной в 1938 г., формулировал ее так:

Определить функцию ф(г) =  и(х,у) +  iv {х,у), аналитиче- 
скую в области D+, ограниченной простым гладким контуром 
L, удовлетворяющую на контуре краевому условию

т  . у

k в О)35*׳•
где коэффициенты ah(s), bh(s), f(s )— действительные непре- 
рывные функции•, из них am(s), bm(s), f(s) удовлетворяют ус- 
ловию Гёльдера.

И. Н. Ве к у  а 4) рассматривал краевое условие в форме

Re £  [а* (О Ф<*> (/) +  5 hk (t, т) Ф<*> (т) dx]  =  f (11), (35.2)

где ah(t) , hk(t,т) — комплексные, a f ( t )— действительная функ- 
ции такого же характера, что и коэффициенты краевого уело- 
вия (35.1); hk(t,т)— фредгольмовы ядра. Под Ф<*>(/) пони- 
мается граничное значение производной k-го порядка функ- 
ции Ф(2).

Д. И. Ш е р м а н  1) формулировал ту же, в сущности, за- 
дачу как задачу гармонических функций.

Определить гармоническую в области D+ функцию и(х,у), 
удовлетворяющую краевому условию

т k

Z «35•3>но / - о ох оу
где коэффициенты akj(s)t f(s) того же характера, что и выше.

Из трех выписанных краевых условий наиболее общим яв- 
ляется условие (35.2) ввиду наличия в нем интегральных чле- 
нов. Внеинтегральные члены в условиях (35.1) и (35.2) идеи- 
тичны; в условиях (35.3) отсутствует член с a(s), т. е. если 
преобразовать это краевое условие к виду (35.1), то окажется, 
что b0(s) =  0.

В принципиальном отношении краевые задачи (35.1) — (35.3) 
равносильны как в отношении методов, которые могут быть 
применены для решения любой из них, так и в отношении ре- 
зультатов, которые при этом получаются. Дело заключается 
в том, что, как будет видно из дальнейшего, исследование
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ведется только по совокупности внеинтегральных членов, содер- 
жащих высшие производные, которые образуют характеристи- 
ческую часть получаемого особого интегрального уравнения 
(см. п. (35.6)). Изменение же остальных членов приводит лишь 
к изменению регулярной части ядра, что не меняет положения 
дела, поскольку последняя все равно содержит произвольно 
задаваемые функции — коэффициенты краевого условия.

Так как мы будем решать краевую задачу преимущественно 
в форме (35.2), то покажем, каким образом привести к ней два 
остальных краевых условия. Совсем просто это делается для
(35.3). Достаточно использовать соотношения

j>_ J L  — - J L
д х ~  d t '  ду ~ l dt '

вытекающие из правила дифференцирования сложной функции 
(t =  х +  iy). Будем иметь

= R e | Z  2 > * / ф№)(')1.
Ц-о /-0  J

к
Обозначая £  ^ ak! через а^Ц), придем к форме (35.2).

1—0
Для перехода от краевого условия (35.1) к (35.2) выразим 

производные по дуге s через производные по комплексной ко- 
ординате контура

4 ^ -  =  ^ [ ° = О П) ׳  Ф״ (t) f  +  Ф' (t) t",
dma>

=  Ф(т) (t) t'"1 +  члены, содержащие производные
функции Ф (0 порядка <т .

Тогда

=  Re ^  ІЧ — ibk) j  =  Re \ t 'm (am — i b j  Ф<׳"' (*)] +  члены, 

содержащие производные Ф низшего порядка. (35.2')
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Аналогичным путем легко осуществить переход от любой 
из трех рассматриваемых форм краевого условия к двум 
другим.

Покажем на частном примере, как от формы (35.1) перейти к формам 
(35.2), (35.3).

Пусть дано уравнение вида (35.1):

sin s +  (2 — cos s) 2 — .(s) • ־= и (s)־־־־!

Преобразуя его при помощи приведенных выше формул, получим 
Re { [sin s - i (  2 -  cos s)] t' (s ) Ф' (/) -  2Ф (/)} ־  f (s),

t. e. краевое условие в форме И. Н. Векуа, если считать, что s выражено 
через t при помощи уравнения контура. Наконец, полагая f'(s) =  х'(s) + іу ' (s), 
придем к условию в форме Д. И. Шермана:

W  (s) sin s +  y '  (s) (2 — cos s)] +

+  [y' (s) sin s—  x' (s) (2 — cos s)]  2 и (s) =  / (s).

Укажем здесь же, что частный случай рассматриваемой за- 
дачи при т — 1 был исследован Пуанкаре в связи с теорией 
приливов еще в 1902 г. Именно эта задача побудила выдаю- 
щегося математика заняться теорией особых интегральных 
уравнений (см. Исторические сведения к гл. III, § 26).

В дальнейшем (пп. 35.3—35.6) будет изложен способ реше- 
ния Д. И. Ш е р м а н а  4), который приводит краевую задачу 
непосредственно к интегральному уравнению Фредгольма, ми- 
нуя особое’*).

35.2. Представление аналитической функции интегралом 
типа Коши с действительной плотностью. Хорошо известно, 
какую большую роль при решении краевых задач математиче- 
ской физики играют представления решений дифференциальных 
уравнений различного рода потенциалами. С помощью таких 
представлений краевые задачи для функций, являющихся ре- 
шениями дифференциальных уравнений исследуемого вида, 
приводятся к интегральным уравнениям относительно плотно- 
сти потенциала. Простейшими из потенциалов являются обыч- 
ные логарифмические потенциалы простого и двойного слоя, 
применяемые при решении краевых задач гармонических 
функций **).

*) При этом оказывается, что ядра получаемых уравнений выражаются 
через элементарные функции (не содержащие квадратур), что представляет 
известные удобства при численных методах решения.

**) Кроме них хорошо изучены также тепловые и волновые потенциалы. 
К этому же кругу идей относится также операционный метод, сводящийся 
к представлению искомых функций интегралами Лапласа, Фурье и различ- 
НЫМи их обобщениями.
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Учитывая тесную связь между интегралами типа Коши и по- 
тенциалами (§ 10), естественно ожидать, что в теории краевых 
задач аналитических функций важную роль будет играть пред- 
ставление аналитических функций интегралами типа Коши и 
их обобщениями.

Начнем с рассмотрения простейшего случая, чтобы затем 
перейти к более сложным.

Пусть Ф+ (г)— аналитическая функция, заданная в области 
D+, ограниченной простым контуром L. Поставим вопрос 
о представлении ее интегралом типа Коши:

<35-4)
L

на плотность которого р(а) не накладывается никаких допол- 
нительных условий, кроме выполнения равенства (35.4). Воз- 
можно ли такое представление и в какой мере определена 
функция р. по заданной функции Ф+(2)?

Как известно, формула (35.4) определяет одновременно две 
аналитические функции: заданную функцию Ф+(2) для 2 е / ) +  
и, кроме того, некоторую другую функцию Ф־ (г) для г 6  0 ־ . 
Применяя обычные обозначения для предельных значений 
функций на контуре L, по формуле Сохоцкого (4.9) получим

р(/) =  ф + ( / ) - Ф ־(0. (35.5 )

Последняя формула показывает, что плотность интеграла 
типа Коши р(0  определяется по заданной функции Ф+(2) 
с точностью до слагаемого, являющегося краевым значением 
аналитической в области D~ функции, подчиненной единствен- 
ному ограничению Ф־ (оо) =  0. Обратно, если подставить в 
формулу (35.4) значение (35.5), то на основании теоремы 
Коши и формулы Коши получим для г е О + данную функ- 
цию Ф+(2).

Чтобы задача представления заданной аналитической функ- 
ции интегралом типа Коши стала определенной, на плотность 
р (0) нужно наложить некоторые дополнительные условия. Эти 
условия могут быть весьма разнообразными*). Мы рассмотрим 
сначала простейшее условие: потребуем, чтобы р(а) была дей- 
с т в и т е л ь н о й  функцией.

Здесь так же, как и в гл. IV, рассматриваемые величины 
будем задавать или как функции комплексных координат точек 
t, т, или как функции действительных переменных (дуговых

*) В этом вопросе много аналогии с задачей определения регуляризую- 
щего множителя.
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абсцисс) s, а. Они связаны уравнением контура t =  t(s). Та- 
ким образом, p(f) =  p[<(s)] =  p(s).

Возвращаясь к рассматриваемой задаче, исключим в (35.5) 
искомую функцию р (0 . взяв мнимые части. Получим

І т  Ф" (0 =  1т Ф+ (0•

Правая часть последнего равенства есть известная функция. 
Для определения функции Ф2)־ ) получим задачу Шварца для 
области £)־  с дополнительным условием Ф־־(оо) =  0, которое 
делает задачу, вообще говоря, неразрешимой. Поэтому пред- 
ставление произвольной функции Ф+(2) интегралом типа Коши 
с действительной плотностью, вообще говоря, невозможно.

Чтобы сделать представление возможным, введем в правую 
часть (35.4) пока произвольное чисто мнимое слагаемое, т. е. 
будем искать представление в виде

ф <г ־< ־ ־ И т ^ Л  + С'׳  ■ (35.6)
L

Здесь и всюду в дальнейшем при рассмотрении интеграль- 
ных представлений под функцией Ф(2), определенной в допол- 
нительной области, будем понимать функцию, задаваемую 
одним только интегралом типа Коши без дополнительных чле- 
нов, входящих в интегральное представление. Например, в рас- 
сматриваемом случае

Ф' ^ = 2 М т = ^ Т ПРИ 2 S D "
L

Запишем формулу (35.6) в виде

ф <г> - ־С1׳ > Ы т ^
L

и применим к интегралу типа Коши формулу Сохоцкого. По- 
лучим

ц(*) =  [ф + (*)_/С] —Ф35.7) .0 ־( ''
Отсюда

І т  [Ф0) ־  +  гС] =  1т Ф+ (t).

Теперь мы пришли к задаче Шварца для внешней области 
без всяких ограничений; эта задача разрешима единственным 
образом. Пусть

І т  [Ф (г) +  г С] =  v (лг, у).



[ГЛ VРАЗЛИЧНЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ350

Тогда из условия 1 т ф - (о о )= 0  единственным образом оп- 
ределяется постоянная С. Действительная часть Ф~(г) по 
уравнению Коши — Римана определяется с точностью до по- 
стоянного слагаемого. Последнее находится из условия 
ИеФ־ (оо) =  0. Таким образом, и действительная часть Ф2)־ ) 
также определится точно. Следовательно, плотность р(/) по 
формуле (35.7) определяется единственным образом.

Итак, получаем следующий результат:
Представление произвольной аналитической в области D+ 

функции Ф+(2) в форме (35.6) возможно, причем С и р(а) 
определяются по Ф+(г) единственным образом.

Пусть теперь Ф (г)— функция, аналитическая в D־־. Тогда, 
учитывая, что интеграл типа Коши исчезает на бесконечности, 
ищем представление в виде

ф <г> =  Т 5 Г $ Т ^ 7 й  +  ф <~>• ' י8•35
L

Рассуждая аналогично предыдущему, придем для опреде- 
ления р(/) к равенству

ц (t) — Ф+ (f) — [ф - (t) — Ф (оо)]. (35.9)

Отсюда для определения мнимой части Ф+(2) придем к одно- 
значно разрешимой задаче Шварца

І т  Ф+ (t) — І т  [Ф־ (t) — Ф (00)].

Сама функция Ф+(2) определяется с точностью до действи- 
тельного слагаемого, после чего плотность n(t) находится по 
формуле (35.9) также с точностью до действительного ела- 
гаемого.

35.3. Интеграл типа Коши, плотность которого есть произве• 
дение заданной комплексной функции на некоторую действи- 
тельную. Перейдем к рассмотрению более общего представле- 
ния аналитических функций интегралами типа Коши, когда 
плотность есть произведение заданной функции, которую будем
писать в форме 'а _1ן ib , на некоторую искомую действи- 
тельную функцию p(s).

Итак, будем искать представление аналитической функции 
Ф(2) в виде

Ф  ^  =  \  а (а |+  W (а) т - г  ‘ (35.10)
L

Будем предполагать, что а +  іЬ Ф  -Без ограничения общ .־0
ности можно считать а2 +& 2 = 1.
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Рассмотрим случай 2 е  D+, т. е. будем считать функцию 
Ф+(г) заданной, а Ф־ (г) — произвольной. Выше было пока- 
зано, что вопрос о представимости аналитической функции 
в форме интеграла типа Коши с действительной плотностью 
сводится к решению задачи Шварца для дополнительной об- 
ласти. Аналогично этому вопрос о представимости в форме
(35.10) сводится к решению задачи Гильберта. Так как по- 
следнее существенно зависит от индекса, рассмотрим отдель- 
ные случаи.

Г. х =  Ind(a +  ib) >  0. Аналогично предыдущему имеем

М » + " Ь ) ־ ф *<035.11) •0 ־( * ־ )

Освобождаясь от знаменателя и беря мнимые части, по- 
лучим

Im { [a (s) +  ib (5)] Ф־ (t)} =  Im { [a (s) +  ib (s)] Ф+ (<)}.

Полученное равенство есть краевое условие задачи Гиль- 
берта для внешней области D~ (см. п. 29.4), с той лишь раз-
ницей, что множитель - ^  ib заменен на a -f- ib *) (см. еще ко- 
нец п. 27.3).

Умножая обе части последнего равенства на регуляризую- 
щий множитель p(s) (для области £>־ ) функции a-\-ib  и обо- 
значая

Р (s) 1т[(а +  *’&)Ф+ (0] =  f(s), 

придем к равенству
1 т [ Л Л (<)Ф 5 ) /  = ־(0]  ).

Используя результаты п. 29.4 и формулу (27.10), получим 
ф ־ )2( = 2־  V iv lz) [tSf +  iQ (2)1. (35.11׳)

По формуле (35.11) определим затем функцию p(s). Так как 
ф ־ ( о о ) = 0, то функция Q (2), определяемая формулой (29.27), 
содержит только 2х — 1 произвольных действительных постоян- 
ных. Следовательно, при х >  0 представление (35.10) возможно 
и функция p(s) зависит от 2 х — 1 произвольных действительных 
постоянных.

2°. х ^  0. При неположительном индексе, беря представле- 
ние в форме (35.10), мы пришли бы к задаче Гильберта, вообще 
говоря, неразрешимой. Желая обеспечить разрешимость, введем

*) Указанное изменение приводит к тому, что результаты настоящего 
пункта отличаются от результатов п. 29.4 знаком индекса.
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в представление дополнительный многочлен и будем искать 
функцию Ф (2) в виде

Ф ^  = Ш־   i  a (abf Й (а) Т ^ г Z! ' (35•12) ־*־ 
L fc=0

где Си — пока произвольные коэффициенты.
Поступая совершенно аналогично предыдущему, получим 

сначала

ц (s) =  [a (s) +  ib (s)] ГФ+ (0 -  Ф־ {t) -  Z  ckA  , (35.13)
L k = 0  J

а затем придем к задаче

Im j  /V ™  [ ф + (t) ־ £־   c S ]  } =  / (s), 

решение которой дается в виде

O -(2) = ־2  V <v(2)[/Sf +  a0] ~ £־ c kzk.
к - О

Разложим правую часть в ряд в окрестности 2 =  00, обозначая
— К

Г״־2 '’ Й [iSf +  «0] =  2  AkZk.
k — -  ОО

По условию, должны иметь

ф ־  ( о о )  =  0 .

Последнее будет выполнено, если положить
Си Ли {h — О, 1 , . . . , .(х “״ 

Коэффициенты Со, с!, . . . ,  с_и- 1 определяются из последних ра- 
венств единственным образом. Ввиду того, что коэффициент А - н 
содержит в себе произвольную действительную величину а<ь ра- 
венство с -х =  А -к не определяет полностью комплексный коэф- 
фициент с_х, а дает два действительных уравнения с тремя 
действительными неизвестными. Рассмотрим эти уравнения по- 
дробнее.

Пусть
iSf -|- а0 =  cto 4־ /Ро 4 ־ ~ 4־  • • . ,

e -*v(*) =  e»e =־»>- a, _ / p 1 +  ^ 4 .  . . .
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— разложения соответствующих функций в окрестности 2 = 00, 
причем

а !  =  ещ (00) cos 0 (оо), Р! =  е01 (0о) sin 0 (00).

Тогда из равенства

=  С% +  ic%  =  (а,а0 +  Р,Р0) +  i (а А  -  р,а0)

Для трех произвольных величин с{- к, с(- к, ао получим два урав- 
Нения *

«iao +  P A = c-*• аА - Р 1 а0= с -и• (35•14)

Известные коэффициенты а!, Р! не могут одновременно об־ 
ращаться в нуль. Если они оба отличны от нуля, то системе
(35.14) можно удовлетворить, положив одну из постоянных 

С-х равной нулю, т. е. взяв с_х действительным или чисто
мнимым (безразлично). Если же одно из чисел а!, Р1 обращается 
в нуль (т. е. cos 0 (00) =  0 или sin 0 (00) =  0), то можно 
взять действительным при Р! Ф  0 и чисто мнимым при а\ ф  0. 
Таким образом, во всех случаях с_х можно считать действитель- 
ным или чисто мнимым.

Следовательно, при х ^  0 представление (35.12) возможно, 
причем коэффициенты с0, с!, . . . ,  с_*_! — некоторые комплексные 
постоянные, а с_х — действительное или чисто мнимое число. 
Таким образом, представление (35.12) содержит — 2х +  1 дей• 
ствительных параметров, которые необходимо ввести для того, 
чтобы представление стало возможным.

Аналогично решается вопрос и для случая, когда функция 
Ф (2) задана в области Z)־־. Здесь вопрос о представимости Ф־ (г) 
в указанном виде приводится к решению задачи Гильберта для 
внутренней области D+ Не излагая подробностей, приведем ре- 
зультаты.

Г. х =  Ind(a 4 i ־ b ) ^  0. Аналитическая в области D־־ фун^ 
ция Ф(׳г) в этом случае может быть представлена в виде

* < * > -■ 5 т ] . (.) + »(«) . - % + ф <с° )■ <35-15>

причем p(s) содержит —2х +  1 действительных произвольных 
постоянных.

2°. и >  0. В этом случае представление может быть дано 
в виде

ck
(г — г0)к ’fO (00) +  £

/г1־

ц (a) dx
а (а) +  ib (сг) х — 2Ф(г) = (35.16)
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где 20 — некоторая фиксированная в D+ точка, сь — некоторые 
постоянные, однозначно определяемые через Ф(г), причем с% 
может быть взято или действительным или чисто мнимым.

35.4. Интегральное представление аналитической функции, 
т-я производная которой представляется интегралом типа Коши. 
При решении краевых задач типа (35.1) — (35.3) полезно иметь 
интегральное представление аналитических функций, в котором 
высшая производная, входящая в краевое условие, представ* 
ляется интегралом типа Коши рассмотренного в предыдущем 
пункте вида.

Ядро такого интегрального представления можно получить, 
очевидно, путем т кратного интегрирования ядра Коши т]_г־ •
Однако для простоты изложения мы ограничимся проверкой ре- 
зультата т .(* кратным дифференцированием־

Докажем справедливость тождества

7f c ^ r ^ - [ ( T - ־ r ' l n ( l - f ) ] - T i 7 . (35.17)

Доказательство можно провести непосредственным примене- 
нием формулы Лейбница для дифференцирования произведения. 
Однако, имея в виду рассмотреть в дальнейшем более сложный 
случай, где применение формулы Лейбница затруднительно, до- 
кажем тождество (35.17) методом математической индукции, 
учитывая, что при т  =  1 оно, очевидно, справедливо. При т  =  
=  п +  1 имеем

= ) ]7- * ) ״ ' ״ ( ' >]’־
(— l)n+1 dn+l

,П +1dz 1п\

[— п(т — 2)1‘ — п(1״  ך •) — (т — 2)" 1].dnitl + 1

dz n
) מ -
п I

Так как на основании индуктивного предположения 
dn г , z ץ ו  (п — 1)1 __ 1

2-Т )1״( -

a ~^n(x ~ z)n 1==0. т0 тождество (35.17) доказано.
Перейдем теперь к выводу интегрального представления. 

Вид его будет зависеть от величины Ind ( а ib) — к, как это 
было и в простейшем случае, рассмотренном в п. 35.3. Кроме 
того, оно будет зависеть от порядка производной т. Форма 
представления будет изменяться в зависимости от того, будет 
ли т >  х или т  <5; х.

*) Мы не интересуемся возникающими при интегрировании дополнитель- 
ными слагаемыми, так как нам достаточно иметь какое-либо одно выраже- 
ние для ядра.
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1°. т >  и. Докажем, что в этом случае функция Ф+(г) мо- 
жет быть представлена в виде

(т  — 2 )т _ , 1 п (1  - j ) d x  +
м•(«)

(а) +  ib  (а)Г$7
(-1 )”

( т —  1)1 2л і
Ф(г)■

(35.18)
т-к

+  £  с*2*> 
Л-0

где для логарифма берется ветвь, исчезающая при 2 =  0. При 
доказательстве придется рассматривать два отдельных случая 
в зависимости от знака х.

а) х ^  0. Дифференцируя т раз равенство (35.18), получим

(35.19)

+ц (а)_ _ _ dx

а (а) +  i b  (а) т —  2
т - к

4 . k (k — 1) ־ . .  (k — m +  1) ckzk
k**m

Для функции ф(т >(2) мы пришли к представлению (35.12) 
(если заменить k — т на k и (k-\-m) (k-\-m — 1) . . .  (k +  1)сй+(Ч 
на сй). На основании исследования п. 35.3 представление (35.19) 
ВОЗМОЖНО, причем Коэффициенты С т , С т + и  . . . .  С т - х -1  являются 
определенными комплексными постоянными, а ст _и можно взять 
или действительным или чисто мнимым. Функция p(s) опреде- 
ляется единственным образом.

Для определения первых т коэффициентов суммы сравним 
первые т членов разложения обеих частей формулы (35.18) 
в ряд Тейлора. (Остальные члены будут тождественными в силу 
равенства (35.19).) Будем иметь

dx-\- ск (35.20)
. m - k - lй (а) г

(а) +  ib (а)
1),

k\ ^  '  ' ( т  —  1)! 2я/ J а

(k =  0, 1, . . .

где коэффициенты а й, получаемые перемножением рядов для 
(т — z)m~l и 1п(1 — ך •), имеют определенные выражения

k-ir k-i1°1(-זמ ( = 0»־  0, «ft — j - - j z r T  +

( k = l ,  2, . . . ,  m — 1).

1

При этом учитываем, что p (s)— функция уже известная.
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Из равенств (35.20) коэффициенты Со, с!, . . . ,  ст _! опреде- 
ляются единственным образом. Таким образом, представление
(35.18) доказано. При этом установлено, что входящая в (35.18) 
сумма содержит 2 (т — х) +  1 действительных параметров.

б) х >  0. Дифференцируя (35.18), придем к равенству

w״״1® - w S  .( ,№ > ('> - - £ 7 ■ «י35•2 
L

Для ф('п>(2) имеем представление типа (35.10). На основа- 
нии исследования п. 35.3 представление (35.21) в рассматривае- 
мом случае возможно, причем p(s) будет зависеть, согласно 
формулам (35.11) и (35.1 Г), от 2х— 1 произвольных действи- 
тельных постоянных.

Приравнивая аналогично случаю х <; 0 первые т  членов раз- 
ложения обеих частей равенства (35.18) в окрестности начала, 
снова получим равенства (35.20), в которых нужно положить

Ст —х+1 =  Cm—  к Ь2 ^  ••• == ^т~1 == 0,

т комплексных уравнений (34.20) (следовательно, 2т действи- 
тельных) будут содержать всего

2 (т  —х + 1 )  +  2х— 1 = 2 т +  1 (35.22)

действительных параметров. Можно доказать, на чем мы не 
останавливаемся, что все эти уравнения будут совместными и 
независимыми. Из них можно полностью определить коэффи- 
циенты с0, с\, . . . ,  с,п_и_! и произвольные постоянные, входящие 
в выражение для p(s); ст-^ можно взять действительным или 
чисто мнимым.

Таким образом, и для этого случая доказано представление
(35.18) , причем установлено, что и здесь представление содер- 
жит 2 (т — х) +  1 действительных параметров, а плотность p(s) 
определяется при заданной функции Ф+(2) единственным об- 
разом.

Рассмотрим, наконец, последний случай.
2°. т ^  х. Теперь можно было бы ожидать, что внеинтег- 

ральная сумма в представлении (35.18) будет вовсе отсутство-
вать, но тогда, учитывая выбранную ветвь 1п(1 — получим,
что функция, представляемая интегралом, будет обращаться в 
нуль при 2 =  0. Поэтому, чтобы представить произвольную функ- 
цию Ф (2), нужно сохранить в сумме постоянное слагаемое со,



357КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТИПА ЗАДАЧИ ГИЛЬБЕРТА§ 35]

т. е. искать представление в виде 
Ф(г) =

- ן 2 £ ^ ד ן ז И (38.23) • ) * + ־ "1 ־4־ י‘1) -* » " ־ ־ )
L

где
с0 =  Ф(О). (35.24)

Доказательство проводится совершенно аналогично преды- 
дущему. Сначала устанавливаем, что p(s) определяется через 
Ф(т)(г) и содержит линейно 2х— 1 действительных постоянных. 
(Нужно помнить, что здесь обязательно х 0 <כ.) Далее, из раз- 
ложения в окрестности начала координат получаем равенство
(35.24) и еще т — 1 комплексных уравнений, которые удовле- 
творяются из-за наличия постоянных в p(s). Эти уравнения 
дают возможность определить не все постоянные, а лишь 
2 ( т — 1) из них; остальные остаются произвольными, и, следо- 
вательно, функция !n(s) по заданной функции Ф+(2) опреде- 
ляется не единственным образом, а с точностью до выражения, 
линейно зависящего от

2х — 1 — 2(т — 1) =  2 (х — т )  +  1 (35.25)
произвольных действительных постоянных.

35.5. Сведение краевой задачи к интегральному уравнению 
Фредгольма. Возьмем краевое условие в форме (35.2):

׳״ ״
Re £  Га* (О (0 +  ) hk (t, т) Ф{к)(т) dx] =  f  (5). (35.26)

k= 0  L L J

Считаем, что am(t)-Ф0. Кроме того, чтобы сделать возмож- 
ным применение разработанного в п. 35.4 интегрального пред- 
ставления, наложим на контур L  дополнительное условие, что 
он является кривой Ляпунова (см. п. 18.1).

Применим для решения задачи интегральное представление
(35.18), причем в качестве заданной функции а +  ib, входящей 
в это представление, возьмем коэффициент при старшей произ- 
водной краевого условия am(t):

ф<־> sr 5 іггі)-  г>" '־־י)"' י׳־(ד +
т - х

+  £  ckzk. (35.27)

Дифференцируя последнюю формулу последовательно т  раз, 
получим интегральное представление всех производных Ф(г)
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до т-то порядка. При этом ядра представлений самой функции 
и ее производных до (т — 2) -го порядка включительно будут 
функциями, непрерывными вплоть до контура, и их предельные 
значения можно получить путем непосредственной подстановки 
вместо переменной г ее контурного значения t. Ядро ( т — 1)-й 
производной будет иметь на контуре особенность логарифмиче- 
ского характера и будет фредгольмовым; его предельное значе- 
ние на контуре также получается путем замены 2 на /. Лишь 
т-я  производная, представляющаяся интегралом типа Коши
(35.19), при переходе к краевым значениям даст по формуле 
Сохоцкого особое ядро Коши.

Рассмотрим подробнее член, содержащий высшую произвол- 
ную, и покажем, что при выбранном нами интегральном пред- 
ставлении (а -f- ib =  am(i)) особый интеграл превращается 
в обыкновенный:

R־ [а־т  (О Ф« 0>] =  R־ [ І  и ( S )  +  л ]  .

Преобразуем последний интеграл:

^ L r f x .  (35.28)С Qm(t) ат л (זר)  — ! С 
J «т ( , ) ( т - -7 Г ,‘ (<’) Л + 5

am (t) И■ (сг) . 
ат  (т) x - t\

В силу того, что ат (/) удовлетворяет условию Гёльдера, первый 
интеграл — обыкновенный. Вопрос, следовательно, сводится 
к рассмотрению интеграла

Вспомним данное в § 10 разложение интеграла типа Коши 
на сумму двух потенциалов. На основании формул (10.3),
(10.4)

Re Гш  \  т = т Н׳  = ■ к  \  ^1d e “  ■ ш  S ^ (а) d a > (35•29)L L J L L

где все обозначения взяты согласно § 10.
При условиях, наложенных на контур L (кривая Ляпунова), 

потенциал двойного слоя, стоящий в правой части последнего 
равенства, представляет собой обыкновенный интеграл, т. е. ядро
.?.0-?,.(Г!-?) есть ядро Фредгольма.

Перейдем затем к действительным переменным, заменив 
t, т функциями дуги s, а. В результате для определения p(s)
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получим интегральное уравнение Фредгольма:
т~УІ

P (s) +  ) К (S, а) ц (a) da — 2/ (s) — Re £  скщ  (s), (35.30)
L  f t - 0

где K(s,  a )— ядро Фредгольма, которое можно выписать явно 
(мы этого не делаем, так как явное выражение нигде нам не 
понадобится); coft(s)— некоторые определенные комплексные 
функции, получающиеся в результате подстановки в краевое

условие суммы £  cktk и ее производных и группировки чле-
ft—о

нов, содержащих одну и ту же постоянную ск. При т ־s ;  א
в сумме нужно сохранить один член С0©0(«)•

Решив интегральное уравнение и применив формулу (35.27), 
получим решение исходной краевой задачи (35.26). Следова- 
тельно, изучение вопросов разрешимости краевой задачи сво- 
дится к исследованию разрешимости интегрального уравнения
(35.30).

Прежде чем приступить к исследованию интегрального урав- 
нения, отметим двойственную роль, которую играют постоянные 
ск при выводе интегрального представления, с одной стороны, и 
при исследовании интегрального уравнения — с другой.

При выводе интегрального представления функция Ф(г) 
считалась заданной, поэтому постоянные ск, входящие в пред- 
ставление и определяемые через эту функцию, тоже считались 
известными. В противоположность этому, при использовании ин- 
тегрального представления для решения краевых задач функция 
Ф(2) является неизвестной, подлежащей определению. В связи 
с этим постоянные, входящие в интегральное представление, 
также нужно считать неизвестными величинами, и, следова- 
тельно, при изучении вопросов разрешимости их нужно рассма- 
тривать как произвольные параметры.

Таким образом, дело сводится к исследованию разрешимо- 
сти интегрального уравнения Фредгольма, правая часть кото- 
рого содержит некоторое число произвольных параметров.

35.6. Вопросы разрешимости краевой задачи. Вводя в рас- 
смотрение действительные и мнимые части параметров ск и 
функций a>ft(s) и учитывая, что ст-н действительное или чисто 
мнимое, запишем интегральное уравнение (35.30) в форме

2 т - 2 к + 1

p(s) +  ]K(s ,  o)p.(o)do =  2 f ( s )+  £  akgk {s), (35.31)
L  Л -1

где ал — произвольные действительные параметры, а ־•
определенные действительные функции.
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Прежде чем перейти к исследованию, сделаем некоторые за- 
мечания общего характера о решении краевых задач методом 
интегральных уравнений.

Исследование краевых задач методом интегральных уравне- 
ний можно считать полным тогда, когда, не решая самого ин- 
тегрального уравнения, удается подсчитать число его линейно 
независимых решений и выразить этот результат через некото- 
рую величину, характеризующую краевую задачу. Исследование 
такого рода может быть произведено в двух случаях:

1. Когда ядро уравнения есть вполне определенная функция, 
не зависящая от произвольных функций, входящих в краевое 
условие. Такого рода случай встречается, например, при реше- 
нии краевых задач Дирихле и Неймана, где ядра уравнений яв- 
ляются соответственно ядром потенциала двойного слоя и нор- 
мальной производной потенциала простого слоя.

2. Когда ядро хотя и содержит произвольные функции, но 
в силу каких-либо дополнительных соображений физического, 
геометрического или аналитического характера, вытекающих из 
смысла исследуемой краевой задачи, можно доказать един- 
ственность решения (неразрешимость однородной задачи). Та- 
кое положение имеет место, например, в краевых задачах гид- 
родинамики и теории упругости, где исследование производится 
на основе доказанной предварительно единственности решения 
соответственных механических задач. Со случаем подобного рода* 
мы встречались в § 17, где ядро, хотя и содержало произволь- 
ную функцию а(/),  но из аналитических соображений удалось 
заранее доказать неразрешимость задачи с нулевым скачком 
(п. 17.2).

В рассматриваемом нами случае ядро уравнения К (5, а) со- 
держит в себе коэффициенты краевого условия, являющиеся 
произвольно задаваемыми функциями. С другой стороны, ввиду 
большой общности рассматриваемой краевой задачи нет воз- 
можности сделать заключение о числе решений непосредственно 
по краевому условию. Поэтому здесь речь идет не о полном ис- 
следовании краевой задачи с подсчетом числа решений, а лишь 
о том, чтобы, не решая интегрального уравнения, дать некото- 
рые заключения о ее разрешимости.

1°. Рассмотрим подробно случай т >  и, который, как пока- 
зывают результаты п. 35.3, характеризуется тем, что плотность 
p(s) и коэффициенты Си (а следовательно, и ак) выражаются 
единственным образом через функцию Ф(г), и притом однород- 
но, т. е. при Ф ( г ) = 0  также и р 33 0, а*  =  0. Обратное, 
очевидно, вытекает из вида интегрального представления
(35.27).

Из этого свойства легко получить, что если решения краевой 
задачи Ф!(г), Ф2(־г) линейно независимы, то нельзя подобрать
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ПОСТОЯННЫХ Р1, Р2» отличных от нуля, чтобы выполнялись ра 
венства

Р,h  +  Р2»2 ^  0, р,а«> +  р2а<? 35.32) 0 ־־־)
(Л=1, 2.......2 (т-и )+ 1 ).

Чтобы исследовать интегральное уравнение (35.31), восполь- 
зуемся третьей теоремой Фредгольма (п. 20.2). Предположим, 
что однородное уравнение, соответствующее данному уравнению
(35.31), имеет q решений. Тогда уравнение

v (s) +  5 К (״ , s) v (<ז) da =  0,
L

союзное с данным, также имеет q решений. Пусть
V!(s), V2(s), . . . ,  V,(s)

— полная система этих решений.
Для разрешимости уравнения (35.31) необходимо и доста- 

точно, чтобы выполнялись условия
I р 2 (т -х ך 1+ (

$ 2/ (s) +  £  akgk (s) v,(s)ds =  0 ( / = 1 , 2 ,  . . . .  q). (35.33)
0 L k=1 J

Обозначая
1 1

2 J /  (5) v, (s) ds =  —  fj, J g *  (s) V / (s) ds =  g , k, (35.34)
0 0

получим, что разрешимость данного уравнения равносильна раз- 
решимости следующей системы линейных алгебраических уран- 
нений относительно произвольных постоянных а&:

2 (т -х ) +1
£  g,k0-k =  f, ( / = 1 , 2 ............q). (35.35)

Рассмотрим сначала однородную краевую задачу (f ( s ) =  0). 
Тогда все fj =  0 и система (35.35) обращается также в одно- 
родную. Обозначим ранг матрицы || gjk II системы, т. е. число ли- 
нейно независимых уравнений, входящих в нее, г. Очевидно, 
г ^  min {<7, 2 (т  — х)+1}. Однородная система алгебраических 
уравнений, как известно, всегда разрешима. Поэтому однород- 
ная система (35.35) безусловно разрешима и имеет 2 (т  — х)-|- 
,-j-1 — г линейно независимых решений.
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Выписывая при помощи резольвенты общее решение инте- 
трального уравнения (35.31) (для/(5)г=0)

2(т-х)+1 <7

!*(*)= £  аА  ^ + \ R (s> Sk (a) do1 +  £  (s) (35.36)
ft-1 L L J  *-1

(где последняя сумма представляет собой общее решение одно- 
родного уравнения (35.31)), видим, что это решение зависит от 
2 (т — х) +  1— г +  Я линейно независимых параметров. Встав- 
ляя это значение ц в интегральное представление (35.27), най- 
дем, что решение краевой задачи будет содержать столько же 
параметров. Учитывая, что г *s: q, получим следующее:

При т >  х однородная задача безусловно разрешима и 
имеет не менее 2 ( т  — х) -f 1 (точно 2 (т — х) +  1 -(- q — г) ре- 
шений.

Перейдем к неоднородной краевой задаче ( / ( s ) #  0). Из ли- 
нейной алгебры известно, что если ранг расширенной матрицы, 
получаемой присоединением столбца свободных членов, есть 
тоже г, то неоднородная система (35.35) разрешима. Отсюда 
можно получить такой вывод.

Т е о р е м а .  Для того чтобы неоднородная краевая задача 
(35.26) была разрешима, необходимо и достаточно, чтобы ранг 
г матрицы || gjk II системы (35.35) не повышался от присоедине- 
ния к матрице столбца свободных членов.

Если это условие выполнено, т. е. неоднородная задача раз- 
решима, то решение линейно зависит от 2 (т  — х ) + 1  q — г 
действительных постоянных.

2°. Пусть теперь т ^  х. Особенность этого случая по срав- 
нению с рассмотренным заключается в том, что в интегральном 
представлении выражение p(s) через Ф(2) содержит произволь- 
ные постоянные, число которых на основании формулы (35.25) 
равно 2(х — т ) +  1. Поэтому существуют такие ненулевые ре- 
шения интегрального уравнения, которым соответствуют нуле- 
вые решения краевой задачи. Отсюда легко вывести, что число 
решений краевой задачи на 2(х — т)-\- 1 меньше числа реше- 
ний интегрального уравнения. С учетом этого обстоятельства ис- 
следование происходит совершенно аналогично предыдущему 
случаю. Мы не останавливаемся на подробностях.

Приведенное рассуждение является типичным для многих во- 
просов. Оно применяется во всех краевых задачах общего типа, 
рассматриваемых в настоящей главе, а кроме того, во многих 
других вопросах (например, в теории фредгольмовых интегро- 
дифференциальных уравнений, по которым существует обшир- 
ная литература). Схематически это рассуждение выглядит так.

Для решения задачи составляется интегральное уравнение, 
правая часть которого зависит линейно от некоторого числа па
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раметров. Делается некоторое предположение о числе решений 
союзного интегрального уравнения и составляются на основа- 
нии третьей теоремы Фредгольма условия разрешимости. Полу- 
чается система линейных алгебраических уравнений относи- 
тельно параметров. Делая предположения о ее ранге, получают 
заключение о разрешимости и числе решений исходной задачи.

Таким образом, исследование ведется по схеме «если. . . ,  
то . . .» без возможности точно указать в общем случае, когда 
именно выполняется это «если». Точные результаты удается по- 
лучить только в отдельных частных случаях. Один результат об- 
щего характера мы укажем в следующем пункте.

35.7. Другие методы исследования. Уже упоминалось в на- 
чале параграфа о других способах решения рассматриваемой 
задачи, данных И. Н. Векуа и Ф. Д. Гаховым. Способ И. Н. Be- 
куа заключается в использовании разработанного им в связи 
с решением данной задачи интегрального представления, кото- 
рое в наших обозначениях может быть записано в виде

7 -  ')< Г״>״ ' | " ( ־1 т ) 35> ■•: < +׳ ׳>׳ -эт>
L

Легко видеть, что представление это может быть получено из 
интегрального представления Д. И. Шермана (35.23), если по- 
дожить

a  -J-/& =  Tm־ V .

Индекс последнего выражения есть т ,  что и соответствует как 
раз формуле (35.23). Пользуясь этим представлением*), 
И. Н. Векуа сводит краевую задачу к особому интегральному 
уравнению с ядром Коши (еще проще было бы получить ядро 
Гильберта), индекс которого равен 2 (т  — к), где х =  Indam(/). 
Применив к последнему теорию особых интегральных уравне- 
ний, он установил результаты, которые были получены в пре- 
дыдущем пункте**).

Способ решения Ф. Д. Гахова заключается в использовании 
формул Гильберта, связывающих краевые значения действи- 
тельной и мнимой части аналитической функции. Для круга эти 
формулы, имеющие очень простой вид, были выведены в п. 6.2.

*) Представление И. Н. Векуа было дано раньше, чем представление 
Д. И. Шермана.

**) И. Н. Векуа формулирует условия разрешимости еще в другом виде 
при помощи понятия полноты ядра. Фактическое установление полноты или 
неполноты ядра может быть произведено решением соответствующего инте- 
трального уравнения. Поэтому точные результаты, приводимые И. Н. Векуа, 
относятся только к тем случаям, когда ядро не содержит произвольных 
функций (задача Дирихле и задача Гильберта).
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Для произвольного контура формулы имеют более сложный вид 
(см. задачу 23 к гл. I) и требуют привлечения функции Грина.

Этот способ приводит к интегральным уравнениям с более 
сложными ядрами, чем два указанных выше, что влечет за со- 
бой трудности при практическом решении задачи. Однако 
в принципиальном отношении, в смысле исследования вопросов 
разрешимости, этот способ имеет преимущество перед другими, 
так как здесь не приходится преодолевать трудностей, связан- 
ных с разработкой интегральных представлений, и, кроме того, 
истолкование полученных результатов проще, потому что неиз- 
вестной интегрального уравнения является сама искомая функ- 
ция краевой задачи, а не вспомогательная функция (плотность 
интегрального представления), как в других способах.

В целях экономии места мы не входим в подробности других 
методов решения (см. предыдущие издания).

Назовем приравненную нулю совокупность внеинтегральных 
членов, содержащих производные высшего порядка, главной 
частью краевой задачи. Остальные члены краевого условия бу- 
дем называть его дополнительной частью. Главная часть будет 
иметь вид

Ят ( * ) - § + ־  Ьт (s) - § г  =  0 (в форме Ф. Д. Г ахова), (35.38)

Re [ст (0 Ф(т) (̂ )] == 0 (в форме И. Н. Векуа). (35.39)

Если проанализировать полученные результаты, то придем 
к заключению, что, в сущности, они сводятся к двум следую- 
щим:

1) Задача может быть приведена к линейному интеграль- 
ному уравнению Фредгольма. (Особые уравнения, получаемые 
способами Ф. Д. Гахова и И. Н. Векуа, являются лишь проме- 
жуточным этапом.)

2) При х ^  0 число решений краевой задачи не меньше 
числа решений ее главной части *).

Возникает естественный вопрос: когда число решений об- 
щей задачи больше (при х ^  0) числа решений ее главной ча- 
сти, т. е. когда дополнительные члены изменяют число решений? 
Относительно каждой индивидуальной задачи ничего определен- 
ного сказать нельзя, но можно получить интересное заключение 
для всего множества задач с общей главной частью.

Если краевое условие (35.2) одним из указанных в настоя- 
щем пункте способов свести к равносильному особому инте- 
тральному уравнению, то, как легко подсчитать, характеристи

*) При х <  0 этот результат может оказаться неверным, так как про- 
стейшая задача имеет т решений Фл(2)= ־ г* (k 1 ,0 = т ,־ — 1), а об- 
щая задача может их совсем не иметь.
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ческая часть уравнения будет зависеть только от главной части 
краевой задачи. Если в дополнительную часть ввести множи- 
телем произвольный параметр Я, то такой краевой задаче будет 
соответствовать особое интегральное уравнение, регулярный 
член которого будет содержать множителем параметр Я. Как 
вытекает из исследований п. 24.6, число его решений превы- 
шает число решений соответствующего характеристического 
уравнения лишь для множества значений параметра Я, являю- 
щихся собственными значениями фредгольмова ядра; следова- 
тельно, лишь для дискретного множества значений Я с предель- 
ной точкой на бесконечности.

Так как множество всех возможных значений Я есть кон- 
тинуум, то можно сделать вывод: число решений общей краевой 
задачи (35.1) — (35.3), вообще говоря, совпадает с числом ре- 
шений ее главной части. Случаи отклонения являются исключи- 
тельными и осуществляются лишь на дискретном множестве зна- 
чений параметра Я. (См. еще п. 36.2.)

§ 36. Краевая задача типа задачи Римана 
с краевым условием, содержащим производные

Краевая задача Римана может быть обобщена в том же на- 
правлении, в каком это было сделано в предыдущем параграфе 
для задачи Гильберта. Обобщенную задачу будем формулиро- 
вать так:

Дан простой гладкий замкнутый контур L, делящий пло- 
скость на две области D+, D~. Определить две функции Ф+(2), 
Ф 2 ) ־ ). аналитические соответственно в областях D+, D~ (одну 
кусочно аналитическую функцию Ф(г)),  удовлетворяющие на 
контуре следующему краевому условию:

(36.1)

где ah(t), bh(t)— заданные непрерывные функции, причем an(t), 
bp(t) удовлетворяют условию Гёльдера и не обращаются в нуль; 
Ah{t, т), Bk(t, т)— фредгольмовы ядра.

Метод решения сформулированной краевой задачи, как и 
задачи, решенной в § 35, заключается в сведении ее к инте- 
тральному уравнению, что было впервые сделано Л. Г. М а г н а- 
р а д з е  2). Мы изложим более простой способ решения, опи- 
раясь на специальное интегральное представление, данное 
Ю. М. К р и к у н о в ы м  1).
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36.1. Интегральное представление для кусочно аналитиче- 
ских функций. Цель интегрального представления, разрабаты- 
ваемого ниже, заключается в том, чтобы выразить искомые 
функции и все их производные, входящие в краевое условие
(36.1), через одну неизвестную функцию. Кроме того, ядро ин- 
тегрального представления подбирается так, чтобы высшие про- 
изводные выражались интегралом типа Коши.

Будем предполагать, что предельные значения на контуре 
производной порядка п функции <D+(z) и производной порядка р 
функции Ф2)־ ) удовлетворяют на L условию Гёльдера. Для 
определенности будем считать начало координат принадлежа- 
щим области D+.

Докажем, что функции Ф+(2), Ф2)־ ) могут быть представ־ 
лены следующими формулами:

^ ( т Н т - г У Ч п ( !  4 ־ ) *  +  Е

(36.2)
ft—о

(-1 )"  1
(п —  1)1 2я IФ+ (2) =

־® w ־ £ J f i r B r ^ [ f c - * r 0 ־ ׳ ״  - f ) +

(36.3)
Р - 2 ך 

+  £  0ftTP2 4 , ־‘־ dT +  Ф ־ (оо),
k-0 J

где \х (т) — комплексная функция, удовлетворяющая условию 
Гёльдера; сь ־־ комплексные постоянные, причем р (т) и Сь опре־ 
деляются по Ф+ (г) и Ф~ (2) единственным образом;

־) ! г е д
k -  1+  ... +P-1( -  \)k+lc k+\ ( -1  )k+2c

Pft =

(CplJ, Cpl!, . . . ,  Cp-\ — биномиальные коэффициенты). Яод
111(1 -  f )  понимается ветвь, исчезающая при 2 =  0, а под

1п(1 —у ) —ветвь, исчезающая при 2 =  00.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выводе представления, удовле-

творяющего поставленным вначале условиям, необходимо пом-
нить, что производная порядка р от аналитической функции об-
ращается на бесконечности в нуль порядка р +  1. Учитывая это
обстоятельство, при выводе формул (36.2), (36.3) будем исхо-

. <*"Ф+ (г) _,+дить из того, что функция — jp r аналитическая в D , и י—

функция 2Р аналитическая в D~ и исчезающая на
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бесконечности, могут быть представлены интегралом типа Коши 
с одной и той же плотностью (п. 14.2):

4 Ф+ (2)״ (36.4)

(36.5)

1 Д — ^Ш J Т - Г

dx.

d zn 2 т  J т - 2

d pФ ~ (2) 2 ~ р Г !г (т)г р f  ц (т
2я/ ] ז d2׳׳;— 

Плотность р (0  определяется через функции Ф+(2), Ф 2 ) ־ ) 
по формуле Сохоцкого:

(36.6),Р dPФ- (0 
* dtP

dn Ф + (0  
d tnи(0

Представления для функций Ф+(2), Ф־ (г) получаются из 
равенств (36.4), (36.5) путем соответственно п- и р-кратного 
интегрирования по 2.

Из установленного в п. 35.4 тождества (35.17):

г‘( י - ־ י ׳ - י י ״ ס - ־ ז ) ]
dn Г ( - 1 ) ”

d z n L (п — 1)!
следует, что результат я-кратного интегрирования по z обеих 
частей равенства (36.4) может быть представлен в виде (36.2).

Произвольные постоянные интегрирования съ могут быть оп- 
ределены из разложения обеих частей равенства (36.2) в ряд 
в окрестности начала координат:

)36.7( Л  +  1 Ь‘״‘־ М־ х״[(1-------------------------״О!■ [® * (

!{‘с,־‘!) ( -
+

с2L/t-l
k — 2

п-1
k — 1<*0 =  0 ,  a * . ־

где

(£2 ,1= n ,־ — 1); cp. с равенствами (35.20).
Из равенств (36.7) все постоянные определяются. Следова- 

тельно, представление (36.2) доказано. Вставляя в равенство
(36.2) значения коэффициентов, определяемые из уравнений
(36.7), можно дать представлению Ф+(г) еще другую форму:
Ф+ (2) =

- k  5  < ״ י > f  ( ■ ־ ־ > ״ י ־ ' | п  ( 1 ־   т )  +  £  - ׳ ־ ־ Ч  *  +
L L fe-1 J

+  Е т г [ ф + » » ] (36-8) •‘ ״ /?-סי״
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Последней формулой удобно пользоваться в том случае, 
когда значения Ф+(0), [Ф+(0)]', [Ф1־(())]^־1־־ ) задаются зара-
нее. Тогда представление (36.8) не будет содержать никаких 
произвольных постоянных. Если начальные значения функции 
и производных заранее неизвестны, то удобнее пользоваться 
представлением в форме (36.2).

Применяя аналогично тому, как это делалось при выводе 
тождества (35.17), метод полной индукции, получим следующее 
тождество:

(36.9)1
2Р (Т — Z)

[( т _ г)״ ־ Чп( , _ £ ) ]  =d*
dzpх-Р(P-1)«

Исходя из этого, найдем, что результат р-кратного интегри- 
рования обеих частей равенства (36.5) будет иметь вид

w - ' ־ IJ1 -׳(р — 1) 2тФ
р -1

+  X  d^ k■ (36.10)
k=0

Для определения постоянных интегрирования <4 восполь- 
зуемся разложением обеих частей последнего равенства в ок- 
рестности z  =  оо.  Учитывая, что разложение аналитической в D~  
функции Ф־ (г) не содержит положительных степеней, будем 
иметь

+ — ״*י

1,2= 4 ) * ' * ( ז ) ז ־ * 5־ ך1 ^ = ד « | ה *ג = ־ >........ р-2),
L

dp-1=  0.
При этом р* задаются формулами

־)  » Ч - і
р -1

рл=  x

Подставляя найденные значения <4 в формулу (36.10), полу- 
чим формулу (36.3).

Таким образом, интегральные представления (36.2), (36.3) 
полностью доказаны.

36.2. Решение краевой задачи. Для решения краевой зада- 
чи (36.1) воспользуемся только что установленными интеграль- 
ными представлениями (36.2) и (36.3).
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Дифференцируя последовательно равенство (36.2) п раз, 
а равенство (36.3) р раз, получим интегральные представления 
для всех производных функций Ф+(г), Ф־ (г) до соответствую- 
щих порядков. Ядра этих производных при z, стремящемся 
к точке контура t, ведут себя так же, как ядра производных 
интегрального представления (35.27), т. е. ядра производных 
соответственно до (п — 1)-го и (р —  -го порядка включи־(1
тельно являются фредгольмовыми; производные же высших по- 
рядков ( п и р  соответственно) выразятся интегралами типа 
Коши (36.4), (36.5), и их предельные значения по формулам 
Сохоцкого имеют вид

[ Ф * ( 0 Г = і 0 ״(  +  і 5 ^ - л ,

[ф ־ w f ״ —
L

Подставляя краевые значения функций Ф+(0> Ф"(0 и их про- 
изводных в краевое условие (36.1), получим для определения 
функции р (0  особое интегральное уравнение

а(0 р (0 + + dx -ך££ך J ■ק^ך־   J k (t, t) Ц. (t) dx =
L L

n - \

=  f ( t ) ~ Z  (36.11)

aW =  { k W  +  r 6 = p(/)], b(t)״  ± [ a n( t ) - r pbp(t)l (36.12)

k(t , t ) — вполне определенное фредгольмово ядро, а а> л ( / )  — 
функции, которые получаются путем группировки членов, со- 
держащих одну и ту же постоянную 

Так как
а (0 +  b (t) =  ап (0 ф  0 и a(t) — b (t) =  Г РЬР {t) ф  О,

то уравнение (36.11) есть особое интегральное уравнение с яд- 
ром Коши нормального типа и к нему применима общая теория 
этих уравнений (гл. III).

Исследование вопросов разрешимости может быть проведено 
по тому же плану, что и в § 35. При этом можно производить 
исследование непосредственно особого уравнения, используя тео- 
ремы Нётера, как это делал И. Н. Векуа, либо можно сначала 
произвести регуляризацию и затем уже воспользоваться теорз-



мами Фредгольма, как это было сделано в п. 35.6. Не вдаваясь 
в подробности, укажем на основные результаты исследования.

Коэффициент задачи Римана, соответствующей уравнению
(36.11), по формуле (21.5) выразится так:
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r M  a( t ) -b( t )  
״ W־־ a(t) + b(t) -

Обозначим

р bp(t)
־1 •(>)״־>

(36.13)

ш 7 І Ж = ш ь А ‘) - Ind an (0 =  x! (36.14)

и назовем его индексом краевой задачи (36.1). Тогда индекс 
особого интегрального уравнения определяется формулой

х =  х! — р. (36.15)
Учитывая наличие в правой части уравнения п произвольных 

параметров и свойство полного особого интегрального уравне- 
ния (п. 23.3), что число его решений не меньше числа решений 
соответствующего характеристического уравнения, получим еле- 
дующее заключение: число линейно независимых решений крае- 
вой задачи (36.1) не меньше чем х где х ,»־+־</ —! !— индекс 
задачи, п — наивысший порядок производной от функции Ф+ (г), 
входящей в краевое условие, р — соответствующий порядок про- 
изводной от функции Ф2)־ ).

Это — результат, который можно получить, не решая самого 
уравнения (или, что все равно, его союзного).

Аналогично п. 357״, назовем приравненную нулю совокуп- 
ность внеинтегральных членов, содержащих высшие производ- 
ные, главной частью краевой задачи, а остальные члены крае- 
вого условия его дополнительной частью. Главная часть здесь 
запишется в виде

а0) ״ [Ф+ ( t)V  -  Ър (О [Ф־  ( t)T  =  0 (36.16)
ИЛИ

[ф + « Г = - ^ [ ф ־ ״[(׳) ’•

Результаты исследования, получаемые без решения уравне- 
ния, сводятся к двум следующим:

1. Краевая задача (36.1) может быть сведена к линейному 
интегральному уравнению (сначала особому, а затем фредголь- 
мову) .

2. При х 0 число решений задачи не меньше числа реше- 
ний ее главной части *).

') См. сноску на стр. 364.
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Первый результат очевиден, поясним второй. Рассмотрим
главную часть (36.16). Считая [ф+ (2)]<л), [ф (2)]<Р> искомыми 
функциями, можно рассматривать последнюю краевую задачу 
как обыкновенную задачу Римана. То обстоятельство, что «вну- 
тренней» искомой функцией является производная аналитиче- 
ской в области D+ функции, не накладывает на эту функцию 
никаких дополнительных условий. Условием же того, что «внеш- 
няя» функция есть р-я производная от аналитической в D~ 
функции, является обращение ее на бесконечности в нуль 
\р + .го порядка־(1 

Следовательно, краевую задачу Римана (36.16) нужно ре- 
шать в классе функций, обращающихся на бесконечности в нуль 
( / 4 1 ־ ) -го порядка.

Число таких решений будет, как легко видеть, х1 — р, где,
^ па д־ л МО пкак и ранее, х! =1 ז —  индекс задачи. При интегрирова-

нии «внутренней» функции возникнут п новых произвольных по- 
стоянных; интегрирование «внешней» функции не даст новых 
произвольных постоянных, так как все получающиеся в резуль- 
тате интегрирования функции должны на бесконечности обра- 
щаться в нуль. Следовательно, задача (36.16) имеет х! — р -+־ п 
решений, что согласуется с полученным ранее результатом. Чи- 
тателю рекомендуется самому провести исследование по схеме 
п. 34.6, опираясь в данном случае не на теоремы Фредгольма, 
а на теоремы Нётера.

Рассмотрим в заключение вопрос о том, когда число реше- 
ний общей краевой задачи окажется больше числа решений ее 
главной части (см. п. 35.7). Выделим в краевом условии (36.1) 
главную часть (36.16), а в дополнительную часть введем в ка- 
честве множителя произвольный параметр X. Поступая так же, 
как в предыдущем, придем вместо (36.11) к особому интеграль- 
ному уравнению

в  (О I* ( 0 +  J +  *  J * ( * t  т)<р(т)<*т =
L L

n —I

)36.11(׳
ft—0

Опираясь на результаты п. 24.6, с помощью рассуждений, 
аналогичных проведенным в п. 35.7, придем к заключению, что 
при х ^  0 число линейно независимых решений полной крае- 
вой задачи (36.1) может превышать число решений его главной 
части (36.16) лишь для дискретного множества значений пара- 
метра к, имеющего предельную точку на бесконечности. Следо- 
вательно, число решений общей задачи, вообще говоря, совпа
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дает с числом решений его главной части. Случаи отступления 
от этого правила являются исключительными.

36.3. Новый способ решения задачи. В. С. Р о г о ж и н
3) получил новое интегральное представление, позволяющее 
свести краевую задачу (36.1), минуя особое интегральное урав- 
нение, непосредственно к уравнению Фредгольма, аналогично 
тому, как это было сделано в пп. 35.3—35.6 для обобщенной 
краевой задачи типа задачи Гильберта. Это достигается путем 
введения в плотность интегрального представления (36.2) до- 
полнительного множителя, который затем соответствующим об- 
разом подбирается.

Устанавливается следующее:
Пусть c(t)— заданная на L функция, удовлетворяющая ус- 

ловию Гёльдера и не обращающаяся в нуль. Если п ^  х =  
=  Ind c(t), то для кусочно аналитической функции Ф*(^), у ко- 
торой предельные значения производных Ф+<п)(0> Ф־<р)(£) на 
контуре удовлетворяют условию Гёльдера, справедливо инте- 
гральное представление

(36.17)

(36.18)

- 7 ) л +
л -х -1

+  Ё Sk2\
о־־*

dx +  Ф (оо),
р - ן 2

+  £  Р**1׳׳-* **־
ft-о -י

где |л(т)— комплексная функция, удовлетворяющая условию 
Гёльдера, gh — постоянные, определяемые по ф±(*), а за- 
даются выражениями

l-rfC p-x
і - ь

р- 1

/-А+1

Если п — х, то в формуле (36.17) нужно 2  gkZk заменить на 
£0 =  ф+(0).

При доказательстве, аналогично п. 35.4, приходится рассма- 
тривать три подслучая. Приведем рассуждения для одного из 
них: п >  х >  0. Продифференцировав формулы (36.17), (36.18)
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соответственно п и р  раз и введя упрощенные обозначения
ф+<2) <״) =  р +  (2)> 2Рф-(Р) (2) =  F  -  (г)

придем к равенствам

»3619>
L

=  (36.20)
L

Обозначив функции, определяемые интегралами в дополнитель- 
ных областях, соответственно ,? Ч ,(г)־־ ^ г ) ,  по формулам Со- 
ходкого будем иметь

F+ (,) +  ' ? 0 )  ,-$£- = ־(/)   -  F־ (?) =  V• (0• (36.21)

Исключая р(0> Для определения ^ ( z )  придем к задаче Ри- 
мана

W+ (t) =  с (0 Г  (/) +  с (0 F+ (0 +  Г  (0. (36.22)

которую нужно решать при условии ^ ־ (оо) =  0. Свободный член 
ее обращается в нуль только тогда, когда F ( z ) =  0. В самом 
деле, приравнивая его нулю, мы получили бы однородную крае-
вую задачу Римана с коэффициентом----- Lr, имеющим отри-
цательный индекс. Отсюда получили бы F(z) =  0. Согласно 
п. 14.5 задача (36.22) решается безусловно и решение ее (фор- 
мула (14.18')) содержит линейно к произвольных постоянных.

Входящие в интегральное представление постоянные gk, Рк, 
а также входящие в ц(/) х произвольных постоянных опреде- 
ляются путем приравнивания начальных п членов разложения 
обеих сторон (36.17) в окрестности начала координат и первых 
р членов (36.18) в окрестности бесконечно удаленной точки. 
Эту операцию мы уже проделывали в предыдущем пункте, 
а также в п. 35.4, так что здесь на этом не будем останавли- 
ваться.

Случай х <  0 отличается тем, что при доказательстве пред- 
ставления приходится решать задачу Римана с отрицательным 
индексом. Оставшиеся после дифференцирования (36.17) |х | 
произвольных постоянных подбираются так, чтобы эта задача 
была разрешимой. Остальное делается примерно так же, как 
и в предыдущем случае.

Используя полученное интегральное представление, можно 
свести краевую задачу (36.1) к интегральному уравнению. Если
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при этом выбрать с (t) =  > т0 легко подсчитать, что
члены, содержащие высшие производные, дадут интеграл с 
ядром

Г Ьр (т) __ bp (t) 1 ן
Lърап (т) tpan (0 J % -t

и, следовательно, интегральное уравнение будет фредгольмовым.
Исследование интегрального уравнения можно провести со- 

вершенно аналогично тому, как это сделано в п. 35.6.
36.4. Особое интегро-дифференциальное уравнение. С краевой 

задачей (36.1) тесно связано интегро-дифференциальное уравне- 
ние с ядром Коши следующего вида:

р я
£  а , (0 v<*> +  ^  v»> (т) dx =  f  {t), (36.23)
ft-0 k-0 L

где ak(t), f(t), Pk(t, t) — заданные функции, удовлетворяющие 
условию Гёльдера, a v (/)— искомая функция, отыскиваемая 
в классе функций, производная r -го порядка которых (г =  
=  max(/?, q)) удовлетворяет условию Гёльдера.

Запишем уравнение (36.23) в форме с явно выделенной ха' 
рактеристической частью:

fe0־־ L

+  £  $ Qk (I(, T) v<*> (t) dx =  f (t), (36.24)
L ־־0»*

где положено p*(0«-P»(<, t), Qk(t, ז׳ = ד|ך) ■ •
Очевидно, pь (t) удовлетворяют условию Гёльдера, a Qk {t, т) — 
фредгольмовы ядра.

Будем также предполагать, что величины ap(t) при p > q ,  
Р? (0 при q >  р, ар (/) ±  р? (0 при p — q нигде не обращаются 
в нуль.

Вводим аналитическую функцию посредством интеграла типа 
Коши, плотностью которого является искомое решение интегро- 
дифференциального уравнения

L
(36.25)
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Согласно формулам Сохоцкого (4.14), (4.15) будем иметь
dkO+ (t) dk<b~ (t)

(36.26)
drdt*v»)(0־

(t)1 f  v !׳1) ) (t ) . d ft<D+ (/)  . d*a>־

n l  J t  — t dtk י " dtk ־~ *

Подставляя выражения (36.26) в уравнение (36.24), получим

Jfe0־־״ L L J

+ < 36-27>
где

ак(0 =  (0 +  Pft (0, h (0 =  afe(0 -р П О  (& =  0, 1, . . . ,  г),
причем нужно считать а&(0 =  0 для k >  р при р <. q, Ра (0 s i  О 
для k >  q при р >  q.

Краевая задача (35.27) есть, очевидно, частный случай рас- 
смотренной выше задачи (35.1), и рассуждений, связанных с ее 
решением, можно не приводить.

Найдя решение задачи (35.27), по формуле Сохоцкого
v(*)־=<D+ (Q —ф 0 ) ־

получим решение исходного интегродифференциального уравне- 
ния (36.23).

§ 37. Краевая задача Гильберта 
для многосвязной области

Особенностью аналитической функции, определенной в мно- 
госвязной области, является то, что она, оставаясь аналитиче- 
ской в области, т. е. допуская в окрестности каждой точки обла- 
сти разложение в ряд Тейлора, может быть неоднозначной. Для 
задачи Римана, где краевое условие задается в комплексной 
форме, это обстоятельство не оказывает существенного влияния 
на решение. Однозначное задание краевого условия приводило 
там необходимым образом к однозначному решению. Иначе об- 
стоит дело в том случае, когда аналитическая функция отыски- 
вается по краевому условию, задаваемому в действительной 
форме, как это имеет место в задаче Гильберта. Здесь порядок 
связности области существенно влияет на разрешимость крае- 
вой задачи и на число ее решений.

Наше изложение будет состоять из трех самостоятельных ча- 
стей. В первой части к задаче Гильберта будет применен метод
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регуляризующего множителя (см. § 29) с изменениями, вызван- 
ными многосвязностью области. Основное внимание здесь уде- 
ляется исследованию возможности эффективного решения за- 
дачи Гильберта в операторах Шварца. Во второй части краевая 
задача Гильберта исследуется методом интегральных уравнений. 
Третья часть посвящена исследованию особых случаев однород- 
ной задачи Гильберта, не поддающихся изучению методом ин- 
тегральных уравнений.

Аналогично тому, как это делалось в гл. IV, начнем изло- 
жение со вспомогательных вопросов.

37.1. Задача Дирихле для многосвязной области. Пусть D 
есть ( т (־ן־ 1  -связная область, ограниченная простыми непере- 
секающимися гладкими кривыми L0, Lu . . . ,  Lmf из которых L0 
охватывает остальные. На контуры наложим дополнительное 
условие, что они являются кривыми Ляпунова (см. п. 18.1).

Классическую задачу Дирихле можно сформулировать так:
З а д а ч а  Д и р и х л е .  Найти функцию и(ху у ) , гармоничен 

скую в £>+ и непрерывную в D+ ־+־ L, по краевому условию
« =  / ( 4  (37.1)

где f( s )— заданная на контуре непрерывная функция.
В случае, если контур L0 отсутствует и, следовательно, об- 

ласть D+ — бесконечная, накладывается еще условие, чтобы 
функция и была ограниченной на бесконечности.

Для случая односвязной области мы уже многократно поль- 
зовались тем, что задача Дирихле разрешима, и притом един- 
ственным образом. Это же справедливо и для сформулирован- 
ного случая многосвязной области, если только на искомую 
функцию не накладывать дополнительных условий. В некоторых 
приложениях (в том числе и для наших дальнейших нсследо- 
ваний) требуется, чтобы искомая функция была не просто гар- 
монической, но, кроме того, была действительной частью одно- 
значной аналитической функции. (Вообще говоря, она является 
действительной частью неоднозначной аналитической функции.) 
При этом дополнительном условии задача Дирихле оказывается 
в общем случае неразрешимой. Чтобы сделать ее разрешимой, 
нужно в задание функции на контуре ввести некоторые произ- 
вольные элементы, что приводит к так называемой видоизменен- 
ной задаче Дирихле*). Дадим ее точную формулировку.

В и д о и з м е н е н н а я  з а д а ч а  Д и р и х л е .  Найти функцию 
и (х , у ) , являющуюся действительной частью некоторой функции 
Ф(2)> аналитической и однозначной в области D+, непрерывную 
вплоть до контура, по краевому условию

u =  f(s) +  h(s), (37.2)

*) Этот термин введен Н. И. Мусхелишвили.
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где h(s) принимает на контурах Lj произвольные постоянные 
значения Лу, не задаваемые заранее.

Постоянные ftj определяются, как показывает исследование, 
условиями задачи (требование однозначности Ф(׳г)), если за- 
дать одну из них. В дальнейшем мы будем считать Л0 =  0.

Единственность решения классической задачи Дирихле вы- 
текает из хорошо известного предложения, что гармоническая 
функция, отличная от постоянной, достигает минимума и макси- 
мума на контуре.

Для доказательства единственности решения видоизмененной 
задачи достаточно установить, что однородная задача ( f ( s ) =  0) 
имеет только нулевое решение.

Исходим из хорошо известной в теории гармонических функ- 
ций формулы

$ \ [ ( Ю־ *  +  ( | г ) 2] dx d y = $  “ ж  d s ■
D+ L

Применяя уравнение Коши — Римана*) и краевые данные, имеем

г г т Г
\ u w d s = - \ u w d s = -  Ё А/ $<* ״0׳ =
L L / - 1  Ly

так как функция v по условию однозначна. Отсюда —  =  ~  =
= 0 . Следовательно, и =  const. Но так как на L0 и =  0, то и 
всюду и (х , у) =  0.

Если отбросить условие ho =  0, то решением однородной за- 
дачи является постоянная h0 и два решения видоизмененной 
задачи могут отличаться на постоянную величину.

Дадим решение видоизмененной задачи Дирихле при по- 
мощи потенциала двойного слоя. Заданную функцию f(s) бу- 
дем считать удовлетворяющей условию Гёльдера **).

Аналитическую функцию Ф(г) будем искать в виде инте- 
грала типа Коши

Ф(г) =  и {х, у) +  iv {х, у) =  J dx +  Ю (37.3)
L

*) Мы не останавливаемся на обосновании справедливости этих соот- 
ношений на контуре.

**) В дальнейшем можно было бы освободиться от требования, что 
функция f(s) удовлетворяет условию Гёльдера, и доказать, что полученное 
решение имеет место и в том случае, когда j(s)  просто непрерывна. Мы не 
будем проводить соответствующего рассуждения. (См. Н. И. М у с х е л и- 
ш в и л и [16], § 61.)
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с искомой действительной плотностью p(s), которую будем счи- 
тать удовлетворяющей условию Гёльдера.

Беря по формуле Сохоцкого предельное значение на кон- 
туре, отделяя действительную часть (см. § 10) и вставляя 
в краевое условие (37.2), придем к интегральному уравнению 
Фредгольма

И(s) +  I $ ц ( о ) da =  2[f (s) +  h (s)]. (37.4)
L

Однородное интегральное уравнение

И (s) + ) Ц $ ־־  а ) do = (׳37.4) 0 
L

(37.5)

имеет следующие решения:
сן при / е і 1 , 2 = / ) ׳  т ), 
0 на остальных контурах.

Докажем это.
Уравнение (37.4') можно записать в виде

(«) =  {I*/

Кел?м[̂ ־5̂ -л]־°•
Если р, =  р;•, то интеграл по L сводится к интегралу по Ly 
Учитывая, что j  dx — О для z, лежащего вне Ly полу

чим, что функции (37.5) действительно удовлетворяют уравне- 
нию (37.4').

Других решений уравнение иметь не может на основании 
следующих соображений. Согласно свойству интеграла типа 
Коши, если функция p(s) есть решение уравнения (37.4'), то 
она есть краевое значение функции, аналитической в £>־ . Но 
p(s) действительна. Следовательно, краевое значение мнимой 
части аналитической в £)־ функции равно нулю. Но тогда вся 
аналитическая функция р(г) есть постоянная в D~. При этом 
в каждой связной области Do, Df, Dm допустимы различ- 
ные значения этой постоянной. В области Do ее значение равно 
нулю. Таким образом, решениями уравнения (37.4') могут быть 
только такие p(s), которые принимают на каждом из контуров 
Lj некоторые постоянные значения. Чтобы удовлетворились ра- 
венства (37.4'), необходимо положить на контуре L0 постоянную 
равной нулю. Беря всевозможные комбинации постоянных, при- 
дем к решениям (37.5).
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Общее решение уравнения (37.4') является линейной ком- 
бинацией следующих т линейно независимых решений:

)37.5(׳
_  Г 1 при / <= L, (/ =  1, 2........ т),

' \  О на остальных кривых.
Согласно теоремам Фредгольма, однородное уравнение, союз- 

ное с (37.4'):

״ = ° )37.4(״ ( ״ ) ^ ^7 5« ( « ) -
L

также имеет т решений, а неоднородное уравнение (37.4) раз- 
решимо лишь при выполнении т условий ортогональности:

\[f(s) +  f1 (s)]aj(s)ds =  0 ( / = 1 , 2 ......... м), (37.6)
L

где a j(s)— линейно независимые решения уравнения (37.4"). 
Вводя обозначение

В!к =  5 «/ («) ds (j, k =  1 , 2 , . . . ,  m), (37.6׳)
H

перепишем равенства (36.6) в виде системы линейных уравне- 
ний относительно постоянных hk:

т
Z  =  -  \ f  (s) «/ («) ds ( / = 1 , 2 , . . . ,  т). (37.6״)
fc-1 L

Это система однозначно разрешима. Последнее вытекает из того, 
что однородная система (37.6") имеет только тривиальное ре- 
шение. (Если бы это было не так, то задача Дирихле при / =  О 
имела бы ненулевое решение.) Таким образом, видоизмененная 
задача Дирихле разрешима. При этом все постоянные hj приоб- 
ретают вполне определенные значения.

Из установленной разрешимости видоизмененной задачи Ди- 
рихле можно заключить, что гармоническая функция, являю- 
щаяся действительной частью аналитической и однозначной 
функции Ф(2), может быть единственным образом представлена 
в виде потенциала двойного слоя:

и(х,

Отсюда можно вывести важное для нас
С л е д с т в и е .  Аналитическая и однозначная в конечной мно- 

еосвязной области D+ функция Ф(г) может быть представлена
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интегралом типа Коши с действительной плотностью

ф <г> = к־2  5 7 ^ 7 Л  +  ІС• «37•7>
L

где С — произвольная действительная постоянная.
В случае, если кривая L0 отсутствует и, следовательно, об- 

ласть становится бесконечной, можно доказать справедливость 
представления

ф & = ш  Г 7 й־  dx+ ф (°°)• (37.8)
L

Плотность p(s) определяется по заданной функции Ф(2) 
с точностью до произвольной постоянной на каждом внутреннем 
контуре L j  (формула (37.5)). Это будут те значения р, при ко- 
торых интеграл типа Коши для 2 e D + обращается в нуль.

Итак, для многосвязной области справедливы те же пред- 
ставления аналитических функций интегралами типа Коши, ко- 
торые были выведены в п. 35.2 для случая односвязной области 
(формулы (35.6), (35.8)) с тем, однако, различием, что плот- 
ность р определяется по функции Ф(г) неоднозначно.

На основе проведенного исследования видоизмененной за- 
дачи Дирихле легко указать способ решения классической за- 
дачи Дирихле.

Будем искать решение последней задачи в форме
т

и = (У ,זג)  U (х, у) +  £  Ak In 12 — 2* |, (37.9)Лг—1
где U(x, у) — действительная часть однозначной аналитической 
функции, zh — некоторые произвольно закрепленные точки в об- 
ластях DTy D2 , . . .» Dm, a Ak — пока неопределенные постоян- 
ные.

Функция U(x9 у) должна будет удовлетворять краевому ус- 
ловию

т

U =  f ( s ) - T , A k \ n \ t - z k \.
k = \

Умножая это равенство на полную систему a j ( t )  решений урав- 
нения (37.4"), получим

т

о =  5 f (S) а/ ($) ds -  £  Ak \ In 11 -  zk \a, (s) ds (37.10)
L fe-1 L

( /= 1 , 2, m).
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Здесь в левой части стоит нуль за счет того, что U(x, у) должна 
быть действительной частью однозначной функции. СистеАма
(37.10) однозначно разрешима относительно постоянных 
А и А21 . . . ,  Лт , так как в силу единственности решения задачи 
Дирихле соответствующая ей однородная система имеет только 
тривиальное решение.

Вставляя найденные значения U(x, у) и Aj в выражение
(37.9), получим решение задачи Дирихле.

Если кривая L0 отсутствует, то доказанная теорема остается 
в силе с тем только изменением, что постоянные Л/* нужно под- 
чинить условию

т

Z A k =  0.
k~l

Условие это вытекает из требования ограниченности решения 
в бесконечно удаленной точке.

Д. И. Ш е р м а н  5) показал, что задача Дирихле для многосвязной об- 
ласти может быть решена и иным способом, не связанным с решением видо- 
измененной задачи. Функция и(х,у)  отыскивается им в виде

с  п Г

и ׳*) уУ> — ע־ j ~ Ьп~ ds +  X  В1|п׳> в 1= j  v ^  ds>
L / - 1  Lt

где плотность v(s) действительна и г; =־ \z  — Zj |. Интегральное уравнение 
для v(s) (оно составляется так же, как и уравнение (37.4)) оказывается 
при этом всегда однозначно разрешимым. При таком способе отпадает необ- 
ходимость составления и решения системы (37.10).

37.2. Оператор Шварца для многосвязной области. Оператор 
Шварца для многосвязной области определяется совершенно 
так же, как это было сделано в п. 27.2 для случая односвязной 
области; мы будем пользоваться понятиями и обозначениями 
этого пункта.

Пусть
G(z, S) =  ln 7 + ־  g(*, у, І, ף )

— функция Грина. Отыскание ее, как известно, сводится к реше- 
нию частного случая задачи Дирихле, что и устанавливает ее 
существование.

Пусть Я (г, Б) — сопряженная с G гармоническая функция по 
переменному z и

M(z, 0  =  G +  iH

— комплексная функция Грина.
Всюду в дальнейшем положительное направление обхода кон- 

тура будем брать относительно области D+. Это означает, что
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контур Lо будет обходиться против, а контуры L} ( / '=  1,2, . . .  
. . . ,  т)— по часовой стрелке. Положительное направление нор- 
мали берется внутрь области D+. Таким образом, положитель- 
ные направления касательной и нормали на любой кривой кон- 
тура расположены так, как оси абсцисс и ординат.

Если и iv — аналитическая функция и если под
на контуре понимать предельные значения производных по со- 
ответствующим направлениям в области, то на контуре будут 
выполняться уравнения Коши — Римана

(37.11)ди   до д и ______ до_
ds дп ’ дп ds

Заметим еще, что под знаком интеграла ds всегда означает ве- 
личину положительную.

Вернемся к комплексной функции Грина и выясним ее ана- 
литический характер.

Функция М(г, £) будет многозначна по двум причинам: во- 
первых, она содержит слагаемое — 1п (£ — 2), во-вторых, в силу 
многосвязности области она, вообще говоря, при обходе в об- 
ласти £>+ около любой внутренней кривой Lj получает некоторое 
приращение. Функция Грина G(z, £), по определению, одно- 
значна. Обозначим приращение Я (2, £) при обходе некоторого 
внутреннего контура Lj против часовой стрелки 2яРД£)• Со- 
гласно равенству (37.11) эти величины выразятся формулами

М О — - k № d* = - k \ t i s ■ <37л2>
ч  ч

причем здесь £ — внутренняя точка области D+, а 2 — точка 
контура. Функция М(2, £) при обходе контуров Lj против часо- 
вой стрелки приобретает приращение (2яР;(£). Такое же при* 
ращение имеет функция р;(£)1п(2 — Zj), где 2; — некоторая 
точка внутри Lj. Следовательно, комплексная функция Грина 
имеет следующее представление:

т
М (2, 0  =  М0 (2, 0  -  In (С -  2) +  Е  Р/ (0 In (Z -  Zj) ,

где M0(z, £)— аналитическая и однозначная функция перемен- 
ного 2.

Выясним характер функций р3•. Перепишем формулу (37.12), 
изменяя названия переменных. Учитывая симметричность функ- 
ции Грина относительно переменных 2, £;, будем иметь

п / \ 1 с <30 (г, т) , /0 _ , оч
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Так как функция гармонична по 2, то последняя формула
определяет РД2) как гармонические в D+ функции. Сравнение 
формулы (37.13) с формулой (27.2), дающей в замкнутой форме 
решение задачи Дирихле посредством функции Грина, показы- 
вает, что на контуре она принимает следующие значения *):

(37.14)
т),о (Т) =  / если T י1  S Z  <С/= 1. 2 /־

Р/' ' \ 0  на остальных кривых.

Они совпадают с функциями (37.5), образующими полную си- 
стему решений интегрального уравнения (37.4').

Образуем теперь ядро Шварца, взяв производную от М по 
положительному направлению нормали:

т

5 1 ־7־  +  Е а/ ® 1п(г ־2׳(׳
/ - 1

(37.15)

Щ)37.14(׳  (О
dv

дМ(г,  £) = а м 0 (2, С) 
dv dvT{z, 0  =

где

«/(О

На основании тех же соображений, что и в п. 27.2, получим, 
что формула

р (г) =  ± - \ т (г, т) и (a) da +  iv (20) (37.16)
L

определяет аналитическую (но, вообще говоря, неоднозначную) 
функцию, действительная часть которой принимает на контуре 
заданное значение u(s).

Следовательно, так же как и в п. 27.2, оператор Шварца оп- 
ределяется формулой

x)u(a)da.  (37.17)
І

операторомАналитическая функция /7(г), определяемая 
Шварца

F (2) ~ S u  +  iv0,

*) В теории гармонических функций функции Pj(z) называются гармо- 
нической мерой кривой Lj относительно области D+,
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имеет следующий характер:
т

F (z) =  F0 (z) +  £  -g- In (z -  Zj), (37.18)

L

— однозначная аналитическая функция, a

v , =  \u ( o ) aJ(x)do (37.19)
L

— определенные постоянные.
Из формулы (37.18) легко усмотреть, что постоянные 0j 

равны приращению функции F(z) при обходе контуров Lj.
Чтобы оператор Шварца определял однозначную функцию, 

очевидно, нужно потребовать, чтобы все Vj обращались в нуль. 
Отсюда вытекает важный результат:

Для того чтобы произвольная функция u(s), заданная на 
контуре, могла быть действительной частью аналитической и од- 
позначной в области функции, необходимо и достаточно, чтобы 
она удовлетворяла т соотношениям

\ u ( s ) a j (t)ds =  0 ( / = 1 ,  2, . . . ,  т). (37.20)
L

Сравнивая эти соотношения с условиями разрешимости
(37.6), заключаем, что функции (37.14') образуют полную си- 
стему решений интегрального уравнения (37.4").

В случае бесконечной области D+, когда контур L0 отсут- 
ствует, все выписанные формулы останутся справедливыми, 
только условие ограниченности на бесконечности дает для и 
а 3• условия

т т

£ м $ ) = 1 ,  £ « / ( £ ) = 0 .  (37.21)
/ - 1  / - 1

Для кругового кольца комплексная функция Грина может 
быть выражена через известную в теории эллиптических функ- 
ций функцию дь а ядро Шварца через (;-функцию Вейер- 
штрасса *).

*) Необходимые формулы читатель может найти, например, в книге: 
Н. И. А х и е з е р ,  Элементы теории эллиптических функций, Гостехиздат, 
1948, стр. 221-229.
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Для произвольной многосвязной области Э. И. З в е р о в и ч  
2) построил новое выражение для оператора Шварца, выразив 
ядро Шварца в явном виде через т-кратный 0־ряд и гармониче- 
ские функции РД2), граничные значения которых даются фор- 
мулами (37.14).

37.3. Различные формы постановки краевой задачи Гильбер- 
та для многосвязной области. Пусть на границе L области D* 
заданы действительные функции дуги: a(s), b(s), c(s), удовле- 
творяющие условию Гёльдера. Краевой задачей Гильберта бу- 
дем называть следующую задачу:

Найти все функции f(z) =  u (x ,y )-\-iv (x ,y ), однозначные и 
аналитические в области D+, непрерывно продолжимые на гра- 
ницу L области D+, где должно выполняться линейное соотно- 
шение *)

a (s) u(s)-\-b  (s) v(s) =  с (s). (37.22)

При c(s) == 0 будем иметь однородную задачу, а при c(s) ф■ 0 — 
неоднородную.

Будем считать, что коэффициенты a(s) и b(s) не обращаются 
одновременно в нуль. Поделив краевое условие (37.22) на
V a2 (s) -f  b2 (s), приведем его к такому виду, когда

a2(s) +  b2( s ) ^  1. (37.23)

Считая условие (37.23) выполненным и полагая a (s )-f  ib(s) — 
=  M<(s)L можно переписать краевое условие (37.22) в следую- 
щих равносильных формах:

R e{(a~Jb)f(t)} =  c(t), (37.24)
R e{X (t)f(t)}^c(t), (37.25)

причем |Х(/)|=э 1. Функцию Я (0 будем называть коэффициен- 
том задачи Гильберта.

Обозначим

^•{arg^(/)} t/ =  xy (1 =  0, 1, . . . ,  т),

причем все кривые Lj обходятся в положительном направлении 
относительно области D+ (внутренние кривые по часовой 
стрелке, наружная — против). Величину

т

X К/
/ - О

назовем индексом коэффициента X(t) задачи (37.25).

) См. сноску к п. 27. L
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Функция (it — Zj) У'і (/==1, 2, т) имеет вдоль кривой
Lj при 2j, лежащем внутри Lj, то же изменение аргумента, что

т
и Я.(/). Поэтому функция М 0 П (* ~  г/)Х/ имеет на всех вну-
тренних кривых изменение аргумента, равное нулю. Производя 
в (37.25) замену неизвестной функции

т
Ф (2) =  / (2) IT (2 2/)К/,

/-1

=  с(0.Ф(<)
т

м о д 1-/'״(/*->) 

Re
получим

наконец, обе части последнего равенства на 

, получим, что новый коэффициент будет иметь

Разделив,
I т

|м о Д  ( ' - * / ) ׳״
единичный модуль. Таким образом, не ограничивая общности, 
можно считать, что в задаче (37.25) | Л ( / ) | = 1 ,  а функция 
SirgK(t) имеет вдоль всех внутренних кривых нулевое прираще- 
ние, а вдоль кривой L0 — приращение и.

37.4. Метод регуляризующего множителя в случае многосвяз- 
ной области. Будем предполагать, что начало координат нахо- 
дится в области D+. В случае односвязной области D+ задачу 
Гильберта можно свести к задаче А, т. е. к виду (29.9), деля 
ее краевое условие на специально подобранный положительный 
регуляризующий множитель p (t). Его существование обеспечено 
тем, что в случае односвязной области задача Шварца всегда 
имеет однозначное решение. Поскольку этот последний факт для 
многосвязных областей не имеет места, то в этом случае, во- 
обще говоря, не существует положительного регуляризующего 
множителя p(t), позволяющего свести задачу (37.25) к виду (29.9).

Чтобы обеспечить существование регуляризующего множи- 
теля p(t) для многосвязной области /)+, изменим его определе- 
ние по сравнению со случаем односвязной области, вводя неко- 
торые произвольные элементы. Будем искать положительную 
функцию p(t) и точки z!, z2, . . . ,  гт , лежащие строго внутри об- 
ласти D+9 так, чтобы имело место равенство

т
p(t)X(t) =  t*-ml [ ( z k - t ) e iy{t\  t<=L, (37.26)

/г-1

где y(2)— однозначная аналитическая в D+ функция.
Оставляя вопрос о нахождении всех величин, входящих 

в (37.26) (см. далее, п. 37.5), предположим, что они уже
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найдены. Деля краевое условие (37.25) на р(і), получим

(37.27)t е  L.С (t) 

р (0 ’
7 (t)-«•у (Ое

( ־ . - ׳ ) П־ ׳“״ 1*!=

Re

Вводя здесь новую неизвестную функцию Ф(2) = е ־ іу(г)/ ( 2), по- 
лучаем, что задачу Гильберта для многосвязной области можно 
свести к задаче Гильберта с рациональным коэффициентом:

t G L.c)37.27(׳ ( t )  

P ( t )  ’
Ф(<)

< ־ * - ׳ ) П’׳ ־ ־ 1-к

Re

Обозначая выражение, стоящее в фигурных скобках, F(t), по- 
лучаем задачу А:

R eF(t) =  j $ , (״37.27) 

где неизвестная функция F(z) аналитична в D+, кроме полюсов 
в точках 2!, 22, . . . ,  2,п g D +  и точки 2 =  0,  где она допускает 
полюс порядка не выше х — т при х ^  т ;  при х < и  функция 
F (2) должна иметь в точке 2 =  0 нуль порядка не ниже т — х.

При с(^)2=0 задачу (37.27") будем называть задачей А0. 
Ее общее решение обозначим Q(2). Для односвязной области 
( т  =  0) задачи А и Ао решаются элементарно, если известен 
оператор Шварца области D+ (см. § 27). Например, решение 
задачи А0 для односвязной области, даваемое формулой (27.8), 
в терминах оператора Шварца имеет вид

Q(־) = , f c  +  X { 5 —  S (R )27-8׳ ־  > ) } • )
fe=• 1

где S — оператор Шварца, a f}0. рл — произвольные постоянные. 
Аналогичные результаты имеют место для многосвязных обла- 
стей:

Если известен регуляризующий множитель p(t), связанный 
с коэффициентом к{1) формулой (37.26), то решение задачи 
Гильберта для многосвязной области можно построить элемен- 
тарно в операторах Шварца.

В самом деле, если известен регуляризующий множитель, то 
задачу Гильберта (37.25) можно свести к равносильной задаче А 
(37.27"). Таким образом, вопрос сводится к построению реше- 
ния задачи А. Ограничимся пока случаем, когда х ^  т, а все 
точки 21, 22, . . . .  гт , входящие в (37.26), попарно различны.
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Рвшен-ие задачи (37.27״ ) ищем в виде
Уі—т т

F (г) =  Щг) +  фо +  £  Ц■ +  £  , (37.28)
ft-1 2 ft-2 1 ־ Zk

где 1? (г )— новая неизвестная аналитическая в D+ функция, 
ро — произвольная действительная постоянная, рл, Vft — неопре- 
деленные комплексные постоянные. Подставляя выражение для 
F(z) из (37.28) в (37.27"), получим краевую задачу Шварца 
для функции 1Р (г):

R־ W(') = ^ ־ Z R ^ ־־ Z R7 3 ־ t:■  f s Z ы(״ <37-29
Ее решение, согласно постановке исходной задачи, должно быть 
однозначным в D+, поэтому для правой части равенства (37.29) 
должны выполняться условия (37.20):
х - т  т

Z JRe Л °׳('),is + Z iRe7־Va׳((,‘fs =ft-1 L 1 ft-1 L l ~ Zk

=  \  y g 0)/ ״־  ds ( / = 1 , 2 ־ , . . . ,  m). (37.30)

Полученные равенства образуют систему уравнений*), ли- 
нейных относительно Re pft, Irn pft, Re vs, Im v*. Подставляя pe- 
шение задачи (37.29) в (37.30), получим искомое общее решение 
задачи А:

(37.31)

Функция /7(г) однозначна, если р* и va связаны равенствами
(37.30). При с ( / ) = 0  формула (37.31) дает решение Q(z) за- 
дачи А0. Если, кроме того, т — 0 (область D+ односвязна), то 
все тл и рй — нули, система (37.30) отсутствует, а (37.31) пе- 
реходит в (27.8').

*) Здесь мы не исследуем разрешимость системы (37.30). Ниже (п. 37.8) 
будет показано, что при х  ^  т  число решений задачи Гильберта / =  
=  2у, — т +  1. Отсюда будет следовать, что ранг матрицы системы (37.32) 
равен т ,  т. е. числу уравнений.
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Сравнивая (37.27) и (37.27"), находим общее решение f(z) 
задачи Гильберта (37.25):

т
f (г) == z*״׳־ I I  (zk -  z) е* {Z)F (2), (37.32)

л -1

где в случае c(t)*s  0 следует заменить F(z) на Q(z).
Формула (37.32) обобщает на случай многосвязной области 

формулу (29.11), дающую общее решение задачи Гильберта для 
односвязной области.

Опираясь на существование регуляризующего множителя, 
докажем в заключение этого пункта один важный результат, 
используемый в дальнейшем:

При х <. О однородная задача Гильберта

Re ( Щ /(/)} =  0 (37.33)

не имеет нетривиальных решений.
Допустим, что задача (37.33) при х <  О имеет нетривиальное 

решение f(z). Установим прежде всего с помощью принципа 
симметрии, что это решение необходимо имеет конечное число 
нулей и все эти нули имеют целые конечные кратности. В самом 
деле, разделив краевое условие (37.33) на регуляризующий мно- 
житель p(t), можем свести задачу (37.33) к задаче А0:

Re Q (0 = (׳37.33) .0 

Так как р ( / ) >  0, то утверждение о нулях достаточно доказать 
для функции Q(z). Пусть t =  t ( t )— предельное значение функ- 
ции z =  t(w), взаимно однозначно и конформно отображающей 
область G+, ограниченную окружностями, на область D+. Под- 
ставляя t — t(i)  в (37.33'), получим

Re Q [* (£)] =  0.

Из последнего вытекает, что Q(z) отображает окружности на 
мнимую ось. Следовательно, функцию Q[/(tw)] можно по прин- 
ципу симметрии аналитически продолжить через граничные ок- 
ружности. Поэтому <3[<(ш)], а значит, и Q(z) имеют конечное 
число нулей и эти нули имеют целые конечные кратности. Та- 
ким образом, утверждение о нулях решения задачи (37.33) до- 
казано.

Пусть N+ и N0 — числа нулей (с учетом кратностей) неко- 
торого решения задачи (37.33) в D+ и на L соответственно. Пе- 
репишем равенство (37.33) в виде

щ / « — к о т
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Беря индекс обеих частей последнего равенства и опираясь на 
принцип аргумента (п. 12.2), получим

-  х +  ЛГ+ +  N0/2 =  х -  N+ -  N0/2. 

х = Л / + +  ЛГо/2>0,
Отсюда

что противоречит предположению х <  0. Предложение дока- 
8ано.

37.5. О нахождении регуляризующего множителя в случае 
многосвязной области. Если область D* односвязна ( т  =  0), то 
регуляризующий множитель p(t) функции X (t)= a - \- ib  опре- 
деляется формулами (28.9) — (28.11). Его нахождение сводится 
в этом случае к решению задачи Шварца для области D+.

Последнее утверждение становится, вообще говоря, невер- 
ным, если область D+ многосвязна (т >  0). В самом деле, ис- 
ходя из определения, данного в п. 28.2, легко показать, что 
регуляризующий множитель при т >  0, вообще говоря, не суще- 
ствует. Если же исходить из более общего определения регуля- 
ризующего множителя, данного в п. 37.4 (формула (37.26)), то 
регуляризующий множитель хотя и существует, но его вычисле- 
ние уже значительно сложнее, чем для случая односвязной об- 
ласти.

Переходя к рассмотрению вопроса, предположим, что в за- 
даче Гильберта (37.25) функция X(t) приведена к такому виду, 
когда |А,(/)|3= 1, а индекс функции X(t) вдоль каждой из вну- 
тренних кривых L!, L2, . . . ,  Lm равен нулю. Будем искать поло- 
жительный регуляризующий множитель p(t), исходя из равен- 
ства

т
р (/) X (/) = П ״׳־״/   (2* - 1) е{У <«, / <= L. (37.26)

Регуляризующий множитель p(t) будет найден, если будут оп- 
ределены лежащие в области D+ точки zu 22, . . . .  2т  и одно- 
значная аналитическая в D+ функция у(2)•

Для нахождения упомянутых величин выделим аргументы 
обеих частей равенства (37.26). На внешней кривой L0 контура 
L имеем

т

arg X (t) =  (х —т ) a r g / +  £  arg (г* — t) +  Re у (t), t <= L0. (37.34׳)
k=* 1

Здесь под аргументами понимаются произвольно зафиксирован- 
ные ветви, непрерывно изменяющиеся и имеющие разрыв в не- 
которой лежащей на Z-0 точке, принятой за начальную точку об- 
хода. На каждой из внутренних кривых L!, L2, . . . ,  Lm контура 
£ можно выделить непрерывные ветви аргументов a rg X(t), arg/,
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arg (t — 2ft). Они могут быть выбраны независимо одна от дру- 
гой. Таким образом, на внутренней кривой Lv контура L иэ
(37.26) получим

т
arg X (f) =  (х — т )  arg / +  £  arg {zk — t) +

fe=1
-f Re у (0 42 ־ял״, / e i v (v = l , 2 ........ m), (37.34")

где tu, — некоторое целое число, свое для каждой кривой Lv• 
Числа Пм возникают от того, что функция Rey(f) определена 
с точностью до постоянной, одной и той же для всех кривых 
контура L. Эта постоянная однозначно определяется равенством 
(37.34'). Таким образом, входящая в (37.34") функция Re у (О 
не содержит произвольных элементов. Поскольку ветви argA,(f), 
arg t, arg (2Л — t) фиксируются произвольно на каждой кривой 
Lv контура L, то без слагаемого 2ялу равенство (37.34") будет, 
вообще говоря, неверным. Используя функции

(37.14)
1, если * e L v (v =  1, 2, . . . ,  т); 
О на остальных кривых,Pv

равенства (37.34') и (37.34") можно объединить в одно равен- 
ство, справедливое на всем контуре L:

т
arg X (t) =  (х —т ) ar g H £ ״  arg(2ft — /) +  Rey(0 +

&=• 1
т

+  2я 2 ״  vpv (0, t е= L. (37.34)
V- 1

Входящая в это равенство функция Re у(/) должна быть дей- 
ствительной частью однозначной аналитической функции у (г). 
Поэтому для Re у (0 должны выполняться условия (37.20). Учи- 
тывая это, умножим (37.34) на a j(t) и проинтегрируем вдоль L  
Получим
т  т

Y , \ afg (2ft — 0 a, ( t )  ds +  2л £  nv J pv ( t )  at ( t )  ds =
k-l L v-1 L

=  J arg A, (t) a/ (t) ds — ( x  — m) J arg ta{ ( t )  ds (37.35)
L L

( /= 1 , 2........ m).

В полученной системе уравнений неизвестными являются целые 
числа Л!, /12» * * * » Лт и точки 21, 22, . . . ,  гт . Э. И. 3 в е р о в и ч 5), 
(9] доказал, что система (37.35) имеет решение и указал
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алгоритм, позволяющий с помощью аппарата 0-функции по- 
строить это решение. Однако рассуждения основаны на слож- 
ной теории, поэтому их не приводим.

Предположим, что система (37.35) решена. Подставляя ее 
решение в (37.34), находим функцию Re у (0 , которая в силу
(37.35) является действительной частью предельного значения 
однозначной аналитической функции у (г):

[ т  т
arg Я (/) — (х — т )  arg t — £  arg (г* — t) — 2я £  nvpv (t)

k*• 1 V - l

Здесь S — оператор Шварца.
Подставляя найденные значения г!, г2, . . . ,  гт  и у (2) в ра- 

венство (37.26) и беря модули обеих частей этого равенства, 
находим искомый регуляризующий множитель

т
р  (t) =  | t \ * - m р  I z k - 1 Ів ־1״  V «>. (37.35׳ )

Некоторые результаты, полученные с использованием этого мно- 
жителя, уже изложены в п. 37.4. Следует отметить, что исполь- 
зование метода регуляризующего множителя позволяет решить 
задачу Гильберта и в том случае, когда граница L области D+ 
не является гладкой.

Вычисление числа решений и условий разрешимости задачи 
Гильберта с помощью метода регуляризующего множителя тре- 
бует привлечения аппарата теории функций на римановых по- 
верхностях. Чтобы избежать этого, мы переходим к исследова- 
нию задачи Гильберта методом интегральных уравнений. Метод 
интегральных уравнений позволяет получить картину разреши- 
мости задачи Гильберта сравнительно простыми средствами, но 
его обоснование требует, чтобы граница области D+ состояла из 
кривых Ляпунова.

З7.в. Интегральное уравнение задачи Гильберта. Будем 
искать решение задачи Гильберта

Re {[a (s) -  ib (s)] F (1f)} =־־־ c (s) (37.36)

в виде интеграла типа Коши с действительной плотностью

+  <37•37»
L

Согласно исследованиям п. 37.1 (формула (37.7)) такое пред- 
ставление возможно, причем С определяется по функции F(z) 
однозначно, а плотность р(5)— с точностью до постоянного ела« 
гаемого на каждом внутреннем контуре.
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Чтобы упростить дальнейшее исследование, представим ела־ 
гаемое С в виде интеграла от плотности р. Выделим какой-ни- 
будь из внутренних контуров, например Lm, и аддитивную по- 
стоянную, с точностью до которой определена плотность p(s) 
на Lm, определим условием, чтобы выполнялось равенство

С =   ̂р (a) da.
Lm

Подставляя это выражение для С в формулу (37.37), получим 

F (г) =  \ ־7=7־   dx +  i \  11(a) da, (37.37׳)
L L m

причем плотность \1 вполне определена на контуре Lw, а на 
остальных контура^ определяется с точностью до слагаемого 
вида

Р2 “Ь ••• “Ь ^т-1Рт-Ь׳Р1 Н“ *2׳1*

(37.38)

где Cj — произвольные действительные постоянные, а
при te=Lf ( /= 1 ,  2, т — 1), 
на остальных кривых.

Беря по формуле Сохоцкого предельное значение функции 
(37.37') и подставляя в краевое условие (37.36), получим для 
определения p(s) интегральное уравнение

а (5) р (s) +  Re |  а (s) 5)* / ־ ) |  - j f g * •  dx j +
+  2b (s) J p (a) da =  2c (s), (37.39)

которое будет исследовано позже (п. 37.8).
37.7. Союзное интегральное уравнение и союзная задача 

Гильберта. Для исследования вопросов разрешимости инте- 
трального уравнения (37.39) составим союзное ему уравнение. 
Для этого перейдем к действительным переменным, полагая

t =  t (s), т =־   т (a), dx =  т '  (a) da,

и представим последний интеграл левой части уравнения (37.39) 
в виде

2 J b (s) рт (о) р (о) d a .
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Однородное уравнение, союзное уравнению (37.39), можно запи- 
сать тогда так:

£ S {־«>(״) - § ־■ {R - «(<)«(־)

= -2р.)5י(ז>)«$( •<>*>(״) )37.39(׳

Интегральное уравнение (37.39') будем рассматривать как со- 
ставленное для решения некоторой задачи Гильберта, подобно 
тому, как для решения задачи (37.36) было составлено уравне- 
ние (37.39).

т
Рассмотрим интеграл типа Коши, определенный в J) D f,

Ф ( г ) -------- J _ J ״ I 2L z ^ M v ״) ) rf״ e1
L

dx. (37.40)а (а) — lb (q) v (<т) 
г '  (а) х  —  г

Тогда на основании формул Сохоцкого, примененных к каждой 
из областей DJ, уравнение (37.39') можно записать в виде

Re [Г (s) Ф (*)] =  -  2рт (3) $ Ъ (a) v (a) da. (37.41)
L

По условию функция Ф(2), заданная формулой (37.40), опреде- 
лена в дополнительной по отношению к D+ области. Следова- 
тельно, равенства (37.41) представляют собой краевые условия 
задач Гильберта для т +  1 односвязных областей: DT, D2 , . . .  
. .  .,Ой, лежащих внутри кривых L!, . . . ,  Lm, и Do",лежащей вне 
кривой L0. Из них задачи для областей D~, . . . ,  Dm-1  будут 
внутренними однородными, для области Dm внутренней неодно- 
родной и для области Do внешней однородной.

Покажем, что все краевые задачи (37.41) могут иметь только 
нулевое решение. Рассмотрим интегралы

г

W, (z) =  5 Ф (т) dx, zt=DT  (/ =  0, 1 , ---- т), (37.41׳)
и

где Ф (г)— решение задачи (37.41), а путь интегрирования не 
выходит за пределы DJ +  £/• При z =  t е  Lj ( / = 1 ,  2, . . .  

т — 1), предполагая путь интегрирования взятым по Lj
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с учетом краевого условия (37.41), будем иметь
t t

Re V, (t) =  $ Re [Ф ( т )  t׳ (a)] da =  $ 0 • da = ״)37.41) .0 
//׳ ׳

Из последних равенств следует, что W! (2) =  0 (/ =  1,2, . . . ,  т — 1), 
поэтому Ф (2) =  0 при 2 е  DJ ( / = 1 , 2 ,  . . . ,  т — 1).

В случае j — т из (37.41) и из (37.41') имеем
t

Re (() =   ̂Re [Ф (т) т' (a)] da =  — 2 J b (a) v (a) da • дл. дуги tjt.

Левая часть последнего равенства есть функция однозначная, 
в правой же части дуга может меняться в зависимости от числа 
обходов по кривой Lj, поэтому последнее равенство возможно 
только при выполнении условия

5&(a)v(<r)do =  0. (37.42)
L

Таким образом, Re4fm(<)=0,  t ^  Lm, и, следовательно, 
^ = (״,(2  ^ . Подставляя в (37.41׳) и дифференцируя, получим 
Ф(2) =  0 при 2 е  Dm.

Перейдем, наконец, к области А! • Разлагая интеграл (37.40) 
в ряд в окрестности бесконечно удаленной точки и учитывая ра- 
венство (37.42), получим

Ф (2) = ■ץ ־+- • • • (a (a) v (a) da • •37.43̂  ■ך־ך  )
L

Отсюда по теореме о вычетах

$ Q>{t)dt =  — 2 Ja(a)v(a)da,  
и  L

откуда
Im J Ф (0 dt =  0.

L
Но из равенства (37.41") при / == 0 следует, что Re J Ф (t)dt =

=  0; следовательно, J Ф (0 dt 0 ־־. Последнее равенство доказы-

вает однозначность функции 1?о(2)» определенной равенством 
(37.41') в Dq. Поскольку Re4;o ( 0 =  0 при *е  Lo, то Ф(г)^э 0 

В Dq.
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Таким образом, мы доказали, что ф(г)=г 0 для любой точки 
дополнения Ь+ до полной плоскости. Отсюда следует, что плот- 
ность интеграла типа Коши (37.40) есть краевое значение неко- 
торой функции <р+(г), аналитической в D+, т. е.

7 T.7־ " " " v(s) =  9+ (/). (•)

Исключая отсюда v(s), получим
Re {it' (s) [a (s) +  ib (s)] q>+ (0} =  0. (37.44)

Последнее равенство есть краевое условие задачи Гильберта 
относительно функции ф+(г). Эту задачу будем называть союз- 
ной по отношению к данной задаче Гильберта (37.36).

37.8. Исследование вопросов разрешимости. Решив инте• 
тральное уравнение (37.39), мы по формуле (37.37') найдем 
все решения краевой задачи Гильберта (37.36). Поэтому иссле- 
дование вопросов разрешимости краевой задачи сводится в 
первую очередь к исследованию разрешимости интегрального 
уравнения и затем к выяснению вопроса, всякому ли решению 
интегрального уравнения соответствует решение (ненулевое) 
краевой задачи.

Рассмотрим однородное интегральное уравнение

(37.45)

a(s)p(s) +

р(а)с?а =  0,

соответствующее однородной краевой задаче Гильберта (c(s)== 
s O ) ,  Прежде всего покажем, что уравнение (37.45) имеет 
т — 1 ненулевых решений, которым соответствуют нулевые 
(F(z) =  0) решения краевой задачи.

В самом деле, уравнение (37.45) можно записать в виде

=  0.|  [a (s) -  ib (s)] ן  J - f i r + dx ־־  / J |i (״ ) doj  |lim Re,Z + t

Рассуждая совершенно так же, как в п. 37.1 при решении 
уравнения (37.4'), придем к тому, что функции

(37.38)
1 при t& L !  (/'=  1, 2........ т — 1),
0 на остальных кривых{Р/(*)■

являются решениями уравнения (37.45).
При этих значениях p(s) формула (37.37') дает функцию 

F(z), тождественно равную нулю. Отсюда следует, что число
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решений краевой задачи Гильберта на т — 1 меньше числа ре- 
шений соответствующего интегрального уравнения.

Пусть k — число решений интегрального уравнения (37.45) 
и / — число решений соответствующей (однородной) задачи 
Гильберта. На основании только что сказанного

k - l  =  m~- 1. (37.46)
Обозначим k \ Г соответствующие числа для союзных инте- 
трального уравнения и задачи Гильберта. Согласно равенству 
(*) каждому решению союзного интегрального уравнения 
(37.39') соответствует определенное (ненулевое) решение союз- 
ной краевой задачи Гильберта. Следовательно, будем иметь

k' =  l'. (37.47)
Подсчитаем индекс интегрального уравнения (37.45). Для 

этого выделим его характеристическую часть. Так как (см. § 10)

то интегральное уравнение (37.45) можно записать в виде 

а(5)ц(5) —-^■ Jn(a)-^+-^-Jn(a)cf0  +  26(s) J p(a)da =  0.
L 1׳ Lm

Интеграл J גן (a) dQ представляет собой потенциал двойного
L

слоя и при сделанном предположении относительно контура 
(кривые Ляпунова) не является особым. Особый интеграл даст
член Можно было бы, исходя из геометрических

L
соображений, доказать, что ~j~ =  y c tg  g ~ s +  фредгольмово
ядро, и таким образом свести уравнение (37.45) к уравнению 
с ядром Гильберта (действительному). Однако проще выделить 
характеристическую часть с ядром Коши. Для этого вычтем и 
прибавим член

-2 ^ лL (׳»•■$ 
Получим

а ( ־ ) И м ■ - 1 ^ Л +  L  (а ) М  +
L L

+  2b{s)  ̂ ц(а)с?а =  0.

я
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Коэффициент соответствующей задачи Римана имеет вид 
(п. 21.1)

п и \ —  a(s) +  ib(s)
U a (s) -  lb (s) ־

Следовательно, индекс уравнения будет равен

1"Д ° (•״ י37■248
Вычислим еще индекс у!  союзной задачи Гильберта (37.44): 

у!  =  Ind { Р  [а ( 5)  —  ib ( 5) ] } =  — Ind f  —  к .

Как уже указывалось, = ~־־   =  е*а , где а — угол, образованный
касательной к контуру с осью абсцисс. Когда точка t обходит 
в положительном направлении внешний контур, аргумент Г по- 
лучает приращение 2я, а когда внутренний контур, —2я; поэтому 
Ind V — \ — т и, следовательно,

у' =  — у  +  т — 1. (37.49)

О п р е д е л е н и е .  Ind/' ,  т.е. число полных оборотов каса- 
тельной к контуру при обходе контура в положительном направ- 
лении, назовем угловым порядком области.

Угловой порядок рассматриваемой здесь области равен 
1 — т .

Соотношение (37.49) можно формулировать так: индекс 
союзной задачи Гильберта равен сумме индекса данной задачи 
Гильберта и углового порядка области, взятых с обратными зна- 
ками.

На основании третьей теоремы Нётера (п. 23.2) будем иметь
k — kf =  2%.

Учитывая соотношения (37.46), (37.47), (37.49), получим
l - l '  =  k - k ' - ( m - \ )  =  2 x - ( m -  1) =  х —х37.50) ,׳ )

т. е. разность числа решений союзных задач Гильберта равна 
разности их индексов.

Это — основной результат, который может быть получен из 
теории интегральных уравнений.

Используем теперь еще результат, полученный в п. 37.4 при 
непосредственном изучении самой краевой задачи:•

Краевая задача с отрицательным индексом неразрешима, 
т. е. I =  0 при к <  0, а Г =  0 при v! <  0.

Отсюда имеем, что при х < 0  неразрешима данная однород- 
ная задача Гильберта, а при и > т — 1 неразрешимой будет
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союзная задача (а следовательно, и союзное особое интеграль- 
ное уравнение).

Используя еще вторую теорему Нетера о разрешимости не- 
однородного особого уравнения, получим следующий результат.

Т е о р е м а .  Разность между числом решений однородных за- 
дач Гильберта (37.24) и (37.44) равна

/ — /' =  2х — т  + (׳37.50) .1 

Если х <  0 или х >  т — 1, то
I =  шах (0, 2х — т  +  1}. (37.51)

Для разрешимости неоднородной задачи Гильберта (37.24) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

\c(s)[a(s) +  ib(s)]<?f(t)dt =  0 ( /= 1 , 2, Г),
L

где фу" (t) — линейно независимые решения союзной однородной 
задачи Гильберта (37.44).

Содержащийся в формуле (37.51) результат может быть 
сформулирован так:

Если индекс задачи больше углового порядка области с об- 
ратным знаком, то число решений задачи равно сумме удвоен- 
ного индекса задачи и порядка области.

Полученный в гл. IV результат о числе решений ,задачи Гиль- 
берта для односвязной области (т =  0) входит в сформулиро- 
ванный выше результат как частный случай.

Таким образом, полностью исследованы случаи х < 0 и х >  
>  т — 1. Остаются еще не изученными случаи*) 0 х ^  
^  т — 1, к которым мы и переходим.

37.9. Исследование случаев х =  0 и х =  т  — 1. Здесь при- 
дется видоизменить примененные ранее методы. Заметим прежде 
всего следующее. В п. 37.4 (формула (37.32)) было показано, 
что в случае Ind(a +  ib) ^  0 существование однозначного регу- 
ляризующего множителя является достаточным условием разре- 
шимости однородной задачи Гильберта Re[(a — tfe)Z7(/)] =  0. 
Легко усмотреть, что при Ind(a -f- ib) =  0 существование такого 
множителя является также необходимым условием разрешимо- 
сти этой задачи. Действительно, если такого множителя не су- 
ществует, то левая часть краевого условия не может быть пред- 
ставлена как действительная часть однозначной аналитической 
в области функции и, следовательно, решение задачи Гильберта 
в однозначных аналитических функциях невозможно.

) J4• Н. В е к  у а назвал эти случаи особыми (см. [2]).
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Л е м м а .  Краевая задача Гильберта
Re[eih^F(t)] =  Q, (37.52)

где
h(s) =  0 на L0, h(s) =  hj =  const на L{ ( /=  1, 2, . . . ,  т),

(37.53)
причем

— (37.54)

разрешима тогда и только тогда, когда h(s) 53 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р (s) есть регуляризующий мно- 

житель задачи, так что выполняется равенство
p(s)eih W =  e‘‘v <׳>.

Согласно рассуждениям п. 37.5 отыскание регуляризующего мно- 
жителя равносильно отысканию аналитической и однозначной 
функции у(2) по краевому условию Reу(<) =  h(s). На основа- 
нии теоремы единственности видоизмененной задачи Дирихле 
(п. 37.1) Rey(2)== 0. Отсюда и h(s) =  0, что и требовалось до- 
казать.

Заметим, что путем изменения в случае надобности знака 
в краевом условии (37.52), что равносильно умножению равен- 
ства на е±яі, всегда можно достигнуть того, чтобы hj удовлетво- 
ряли условию (37.54).

Перейдем теперь к рассмотрению основного вопроса.
А. Пусть х =  Ind [a(s) -f /6(5)] =  0. Будем искать регуляри- 

зующий множитель в классе однозначных функций. Отыскание 
множителя, как известно, равносильно отысканию аналитической 
функции у(г) по краевому значению ее действительной части 
co(s). Так как решение этой задачи в классе однозначных функ- 
ций, вообще говоря, невозможно, то сведем вопрос к видоизме- 
ненной задаче Дирихле.

Положим
a (s) +  ib (s) =  eia {s) — e~lh {s)e‘ ,s)+ft (s)1> י»ז

где h(s) определяется выражениями (37.53). Согласно исследо- 
ваниям п. 37.1 можно найти однозначную аналитическую функ- 
цию у(г)> действительная часть которой на контуре принимает 
значение co(s)+/1(s) (h} не задаются заранее). На основании 
этого краевое условие однородной задачи Гильберта можно при- 
вести к виду

Re \eih <s>e_iv (0 ץ  (f)] =  0, (37.55)

причем все hj однозначно определяются и удовлетворяют уело- 
Вию (37.54).
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Если в последнем выражении /1(s)s3 0, то будем говорить, 
чт• удовлетворяются условия однозначности. Если же хотя бы 
одна hj отлична от нуля, то будем считать условия однозначно- 
сти невыполненными. Рассмотрим эти случаи.

1. У с л о в и я  о д н о з н а ч н о с т и  не в ы п о л н е н ы
(Л (t) 0). В силу леммы однородная задача Гильберта не
имеет решений, т. е. I =  0. Отсюда по формуле (37.50) I' =  
— k' =  т — 1. Следовательно, в этом случае неоднородная за- 
дача разрешима тогда и только тогда, когда выполнены т — 1 
условий ортогональности.

2. У с л о в и я  о д н о з н а ч н о с т и  в ы п о л н е н ы  (Л(/)5=30). 
Тогда однородная краевая задача имеет одно решение, 1 = 1 .  
Отсюда /' =  k' =  т. Следовательно, неоднородная задача раз- 
решима при выполнении т условий.

Б. Пусть теперь х =  т — 1. Тогда на основании формулы 
(37.49) %' =  0.

Проведем рассуждение, аналогичное предыдущему, по отно- 
шению к союзной задаче Гильберта.

Здесь снова будут иметь место два случая.
1. Для союзной задачи условия однозначности не выпол- 

йены. Тогда Г =  k' =  0, / =  т — 1. В этом случае однородная 
и неоднородная задачи Гильберта будут безусловно разрешимы 
и первая будет иметь т  — 1 линейно независимых решений.

2. Условия однозначности для союзной задачи выполнены. 
Тогда I' =  k' =  1, I =  т. Здесь однородная задача Гильберта 
имеет т решений. Для разрешимости неоднородной задачи не- 
обходимо и достаточно выполнения одного условия ортогональ- 
ности.

Чтобы правильно оценить результаты, полученные в настоя- 
щем пункте, нужно учесть, что вопрос о том, выполнены или нет 
условия однозначности, может быть решен независимо от ин• 
тегральных уравнений. Поясним это подробнее.

Равенство всех hj нулю означает, что заданная функция
(0 (s) =  arctg есть краевое значение действительной части
функции у (2), аналитической и однозначной в £>+. Если отыски- 
вать функцию y(z) с помощью оператора Шварца, то в силу 
единственности получим ту же функцию, что была получена из 
решения видоизмененной задачи Дирихле. При этом должны 
выполняться условия однозначности (37.30). Выполнение по- 
следних, очевидно, равносильно равенству нулю всех hj. Функ- 
ции аДз), входящие в условия (37.30), не зависят от условий 
краевой задачи, а зависят только от вида контура L (см. фор- 
мулы (37.13) и (37.14')) и могут быть поэтому определены без 
решения интегральных уравнений задачи.

Поясним сказанное п р и м е р о м .



Пусть заданная область D+ есть кольцо между двумя концентрическими 
окружностями q <  \z\ <  1. Заметим, что всякая двусвязная область может 
быть приведена к этому частному случаю конформным отображением (при 
соответствующем подборе q) *).

Рассмотрим краевую задачу Гильберта
Re [(а — ib) F (0] =  с
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с нулевым индексом.
Определим сначала функции Р;(г) согласно условиям (37.14). Здесь 

т  =  1. Непосредственная проверка показывает, что гармоническая в кольце 
функция pi, обращающаяся в единицу на внутренней окружности и в нуль на 
внешней, может быть определена в полярных координатах равенством

Мг> 9 ) = м 1пл

ар, ן ______ !__
dr |r_ , 1п <7 '

ЁК  1
дг r 1 q ־< \ n q ’

г-1
ар,
dv

ар,
dv

а, (1, 0) = 

a , (q, 0) =

Далее, имеем

на L0

на L!

Выпишем теперь условие однозначности (37.30). Тогда da  =  ef0 на L0 и 
интегрирование ведется от 0 до 2я, а на L! а =  (2я — 0) q, da  =  q dB — ־
с пределами интегрирования (2я, 0). Переставляя в последнем интеграле пре-
делы интегрирования и обозначая значения arctg  ̂^ ■ на L0 и L! соответ-а (а)

2Я 2я

+  S 81״‘׳6־,י' •“7 7 о оו7

ственно (00 (0) и (0! (0), получим
2Л

1

ИЛИ
2Я2Я

о о
Учитывая, что последние величины дают начальные коэффициенты

а|)0), а ^  разложения соответствующих функций в ряды Фурье, получим еле-

Ь(в)
дующии результат:

Если в разложениях функции arctg —■—■־־ на окружностях | 2 | =1  и
а ס)  )

\z \ =  q в ряды Фурье начальные коэффициенты разложений совпа-
дают, то обе однородные союзные задачи Гильберта имеют по одному реше- 
нию\ неоднородные же задачи разрешимы при выполнении одного условия.

Если эти коэффициенты различны, то однородные союзные задачи нераз- 
реши мы, а неоднородные разрешимы безусловно и однозначно.

Сформулируем еще результаты для случая трехсвязной области т == 2, 
/ —/' =  2х— 1.

I. к <  0. Однородная задача неразрешима. Неоднородная задача разре״ 
шима при выполнении 1 — 2х условий.

) См., например, М. В. К е л д ы ш  1).
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II. х >  1. Однородная задача имеет 2х — 1 решении. Неоднородная за- 
дача безусловно разрешима.

III. х =  0, / — /' =  — 1.
1) Условия однозначности для функции а +  ib выполнены.
Однородная задача имеет одно решение, неоднородная разрешима при

выполнении двух условий.
2) Условия однозначности для функции а +  ib не выполнены.
Однородная задача неразрешима, неоднородная разрешима при выполне-

нии одного условия.
IV. х =  1 , / - / = ׳  I.
1) Условия однозначности для функции t'(a  — ib) выполнены. 
Однородная задача имеет два решения, неоднородная разрешима при

выполнении одного условия.
2) Условия однозначности для V(a — ib) не выполнены.
Однородная задача имеет одно решение, неоднородная безусловно разре- 

шима.
Таким образом, для двусвязных и трехсвязных областей исследование 

задачи Гильберта можно считать законченным. Для т  >  2 остаются неис- 
следованными т  — 2 случаев 1 ^  х ^  т  — 2.

37.10. Связь с отображением на плоскость с разрезами.
Изложим теперь некоторые соображения относительно разреши- 
мости задачи Гильберта для оставшихся неисследованными слу- 
чаев 0 <  х <  т — 1.

Пусть индекс задачи равен единице и для функции а +  ib 
выполнены условия однозначности. Тогда краевое условие од- 
нородной задачи может быть приведено к виду

Re[ - ^ ]  =  °. (37.56)

Эта задача имеет очевидное решение F (z)=  iCz. Но существует
F iz)ли такое решение задачи, что— const? Если такое решение

существует, то в силу условия (37.56) функция со(г) = ——• на
контуре L принимает чисто мнимые значения. Геометрически 
это означает, что в этом случае существует аналитическая одно- 
значная функция 0 (2), отображающая область Д  ограниченную 
данным контуром L, на плоскость с прямолинейными разрезами, 
расположенными вдоль мнимой оси, и имеющая простой полюс 
в начале координат.

Обратно, если существует функция со (г), производящая ука- 
занное отображение, то задача Гильберта (37.56) имеет ,более 
одного решения. Таким образом, вопрос о числе решений рас- 
сматриваемой краевой задачи оказывается тесно связанным 
с геометрическими свойствами области.

Известно *) из теории конформного отображения, что суще- 
ствует функция, отображающая конформно любую многосвязную 
область на плоскость с прямолинейными разрезами, параллель-

) См., например, М. В. К е л д ы ш  1).
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ными некоторой прямой; но эти разрезы, вообще говоря, не ле- 
жат на одной прямой.

О п р е д е л е н и е .  Если многосвязная область D отобра- 
жается аналитической однозначной функцией, имеющей простой 
полюс в начале, на плоскость с разрезами, лежащими на одной 
прямой, то будем говорить, что D есть область типа D0. В про- 
тивном случае D не будет областью типа D0.

Легко показать, что существуют области типа D0 любой ко- 
нечной связности. Например, если область имеет ось симметрии, 
разбивающую ее на две односвязные области, то она типа D°. 
В этом легко убедиться, отображая часть области, лежащую по 
одну сторону оси симметрии, на полуплоскость и пользуясь прин- 
ципом симметрии. Известно*), что двусвязные и трехсвязные 
области принадлежат типу D0. Это можно легко получить из вы- 
сказанного выше соображения, так как всякую двусвязную и 
трехсвязную область можно отобразить на круговую область, 
имеющую ось симметрии.

Для областей типа D0 можно вывести следующий точный ре- 
зультат о числе решений задачи Гильберта.

Т е о р е м а .  Если область типа D0 и выполняются условия од- 
нозначности (37.30), то однородная краевая задача Гильберта 
с индексом 0 ^  х ^  т  имеет / =  х +  1 линейно независимых 
решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании предыдущего в рассма- 
триваемом случае краевое условие можно привести к следую- 
щему виду:

Re [r* F (tj\  =  0. (37.57)

Задачу, выражаемую последним краевым условием, можно сфор- 
мулировать так: определить функцию Q(2), однозначную в D и 
аналитическую в ней, кроме начала координат, где допустим 
полюс порядка не выше к, действительная часть которой на кон- 
туре равна нулю. Это — задача, которую мы в п. 37.4 называли 
задачей Ао, но с дополнительным ограничением об однозначно- 
сти решения. Оказывается, что для областей типа D0 функцию 
Q (г) легко построить.

Пусть © (2) =  и +  iv отображает область D на плоскость 
с прямолинейными разрезами вдоль действительной оси, причем 
нуль переходит в бесконечно удаленную точку. Для однознач- 
ной определенности потребуем еще, чтобы контур L0 отобра- 
жался в отрезок оси между точками 0 и 1.

Тогда функции
Wk (2) =  / [© (2)]* 1.......... х) (37.58)

!) См. С. А. Ч а п л ы г и н ,  К теории триплана, Собр. соч., т. И, 1948.
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будут являться решением задачи. В самом деле, эти функции 
будут иметь в начале координат полюс порядка не выше х и, 
кроме того, на контуре в силу свойства функции со (г) будет 
1т со(/) =  v (/) =  0. Поэтому

Re [Wk (/)] =  Re {/ [и (t) +  iv (/)]*} =  Re {/ [и (/)]*} =  0.
Заметим сразу же, что в силу постановки задачи (37.57), если 
некоторая функция Ф(г) является ее решением для некоторого 
х =  хо, то она будет решением также при любом х >  хо.

Докажем теперь, что, кроме полученных х +  1 решений, ко- 
торые, очевидно, будут линейно независимыми, нет других ре• 
шений. Допустим противное, что при некотором хо (0 ^  хо ^  т )  
существует еще одно решение Ф(2). Тогда в силу сделанного 
выше замечания оно будет решением также и для х =  т . От* 
сюда следует, что задача при х =  т имеет т -J- 2 линейно не- 
зависимых решений

W0 (г), Г,(г), Wm(z), Ф(г).
Но это противоречит установленному ранее (п. 37.8) факту, что 
при х =  т  задача имеет 2т —(т — 1 )=  т -f- 1 решений. Тео- 
рема доказана.

Общее решение Q (z ) будет иметь вид

Q(z) =  i £  P*<o*(z), (37.59)k-0

где рй — произвольные действительные постоянные.
По формуле (37.50) будем иметь

I' — I — 2х +  (т — 1) =  т  — х.
Следовательно, неоднородная задача Гильберта в рассматри- 
ваемом случае будет разрешима при соблюдении т — х условий.

Выскажем некоторые общие соображения по поводу полу- 
ченных результатов.

Было установлено, что для значений х < 0 и х > т — 1 во- 
просы разрешимости задачи Гильберта зависят только от вели- 
чины этого индекса. В случаях х =  0 и х =  т — 1 дело обстоит 
сложнее и для исследования разрешимости приходится привле- 
кать еще другую характеристику — условие однозначности. Для 
каждого из рассматриваемых двух случаев возможны два под- 
случая в зависимости от того, выполняются или не выполняются 
условия однозначности.

Обе величины, характеризующие разрешимость (индекс и 
условие однозначности), сами зависят от вида контура, и по- 
этому вопросы разрешимости задачи Гильберта так или иначе 
связаны с геометрическими свойствами области. Но при х ^  0
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и х ^ / п  — 1 оказывают влияние лишь те свойства области, ко- 
торые определяют индекс а +  ib и значения v ,• (формулы
(37.19)).

Иначе обстоит дело в случаях 0 <  и <  га— 1. Здесь, как 
показано в настоящем пункте, в исследовании разрешимости за- 
дачи Гильберта участвует еще третья характеристика — принад- 
лежность или непринадлежность области к типу Z)0. Для обла- 
стей D0 в случае соблюдения условий однозначности вопросы 
разрешимости были решены исчерпывающим образом.

Для 0 <  х <  га — 1 остались неисследованными еще три 
случая.

I. О б л а с т ь  не п р и н а д л е ж и т  к т и п у  D®:
а) Условия однозначности выполняются.
б) Условия однозначности не выполняются.
II. О б л а с т ь  п р и н а д л е ж и т  к т и п у  D0:
Условия однозначности не выполняются.
Остается пока не ясным, является ли принадлежность или 

непринадлежность области к типу D0 единственной дополни- 
тельной геометрической характеристикой, оказывающей влияние 
на разрешимость задачи Гильберта, или же имеются еще и дру- 
гие характеристики. Полученные для двусвязных и трехсвязных 
областей законченные результаты показывают, что для этих об- 
ластей принадлежность их к типу D0 играет решающую роль.

37.11. Заключительные замечания. Читатель, знающий из 
гл. IV, какой законченный вид имеет решение задачи Гильберта 
для односвязной области, испытает после чтения настоящего па- 
раграфа некоторое разочарование. Различные методы исследова- 
ния и наличие неисследованных случаев 0 <  и <  га — 1 пока- 
зывают на незавершенность решения.

Может возникнуть вопрос, идет ли здесь речь о незакончен- 
ности исследования, или о невозможности дать более определен• 
ные результаты. В несравненно большей степени неопределен- 
ными были результаты, относящиеся к обобщенным задачам, 
рассмотренным в первых параграфах главы, но там мы считали 
такое положение соответствующим природе вопроса. Не обстоит 
ли и здесь дело таким же образом? Я думаю, что это не так. 
Между вопросами, изложенными в первых параграфах главы, и 
предметом настоящего параграфа имеется принципиальное раз- 
личие. Оно заключается в том, что для краевых задач общего 
типа именно из-за их большой общности нет других методов ис- 
следования (в общем случае), кроме сведения их к интеграль- 
ным уравнениям. Полученные там результаты содержат все, что 
может быть выведено этим методом; поэтому такие результаты, 
несмотря на большую их неопределенность, следует считать за- 
конченными. Дальнейшее их усовершенствование возможно 
только при рассмотрении отдельных частных случаев. Для прак
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тики это может оказаться даже очень важным, что, однако, не 
меняет характера нашего общего высказывания.

Иначе обстоит дело для задачи Гильберта. Она принадлежит 
к числу простейших и имеет в случае односвязной области за- 
конченное решение методом, не связанным с интегральными 
уравнениями. В случае многосвязной области этот метод тоже 
применим, но в связи с возможностью многозначных решений он 
не дает исчерпывающих результатов. Однако и в этом случае 
первый законченный результат (неразрешимость задачи с отри- 
дательным индексом) получен таким методом. Дальнейшие за- 
конченные результаты (х =  0, х ^  т — 1) получены путем ком- 
бинирования этого метода с методом интегральных уравнений.

Существование указанного метода, независимого от инте- 
тральных уравнений, и дает основание предполагать, что неоп- 
ределенность результатов для 0 < х < т  — 1 вытекает не из 
природы вопроса, а от незавершенности исследования, и позво- 
ляет надеяться, что дальнейшие изыскания дадут полное реше- 
ние задачи.

37.12. Некоторые новые результаты. В последнее время исследование слу- 
чаев индекса 0 <  х <  т — 1 продвинуто вперед работами И. Н. Векуа и 
Б. В. Боярского. Не имея возможности входить в подробности, приведем 
основные факты, заимствуя их из книги И. Н. В е к у а  [2]. (Там же поме- 
щено добавление Б. В. Боярского по рассматриваемому вопросу.)

Г. В п. 37.10 было показано, что в случае, когда условия однозначности 
выполняются, при росте индекса число линейно независимых решений одно- 
родной задачи не может убывать, т. е. Теперь установлено, что
этот факт имеет место в общем случае. Доказательство несложно. Оно вы- 
текает из того, что число решений краевой задачи R e[e lft<s) Z7(/)] =  о 
в классе функций с допустимым полюсом порядка х +  1, во всяком случае, не 
меньше чем это число при допустимом полюсе порядка х. Но, с другой сто- 
роны, рост числа решений не может происходить слишком быстро. Нетрудно 
показать, что при увеличении индекса на единицу может прибавиться не 60־ 
лее чем два новых независимых решения, именно те, у которых главные части 
начинаются с членов 1 /г к+1, //2Х+1. Следовательно, для числа решений 
получаем оценку

(37.60)

(37.61)
Указана точная верхняя граница числа решений

In ^5 и 4 1 .־ 

Она получена Б. В. Боярским при помощи несложного, но остроумного при- 
ема, заключающегося в подсчете числа решений краевой задачи, получаемой 
перемножением краевых условий двух взаимно сопряженных краевых задач. 
Сначала выводится неравенство /х 4 х т/ ־ +  1, откуда затем на основании 
(37.50) следует (37.61).

Точность оценки вытекает из наличия примеров, в которых она дости- 
гается. Одним из таких примеров является теорема п. 37.10.

3°. Исследование разрешимости краевой задачи можно свести к исследо- 
ванию разрешимости некоторой системы р линейных алгебраических уравне- 
ний с 2х неизвестными. Это было показано еще Д. А. К в е с е л а в а 4). Таким 
образом, подсчет числа решений краевой задачи равносилен установлению
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ранга соответствующей матрицы. В тех случаях, когда этот ранг ока- 
зывается равным 2х, число решений задачи подсчитывается по формуле 
(37.51) / к =  т ах (0 , 2х — т + 1 ) ,  справедливой для неисключительных слу- 
чаев индекса (п. 37.8). Б. В. Боярский установил, что сумма квадратов моду- 
лей миноров порядка 2х исследуемой матрицы есть аналитическая функция 
постоянных hi, . . . ,  hm и точки го, в которой допустим полюс решения (у нас 
этот полюс брался в начале координат). Таким образом, ранг матрицы ока- 
зывается отличным от 2х лишь на множестве нулей некоторой аналитической 
функции. Отсюда следует, что нарушение нормальной формы (37.51) для 
числа решений происходит лишь в исключительных случаях.

4°. Подобно тому как в п. 37.10 для случая выполнения условий одно- 
значности была установлена связь с отображением на плоскость с разрезами 
по действительной оси, в общем случае устанавливается связь с отображе- 
ниями на плоскость с радиальными разрезами.

§ 38. Обратная краевая задача для многосвязной области *)

Рассмотрим задачу, отличающуюся от рассмотренной в § 33 
лишь тем, что задаваемая в плоскости да область будет много- 
связной. Соответственно этому и искомая область будет также 
многосвязной.

Схема решения остается той же, что и ранее (п. 33.2), с тем 
лишь различием, что здесь, в общем случае, нет канонической 
области, для которой было бы известно явное выражение one- 
ратора Шварца; поэтому задачу Шварца приходится решать 
непосредственно в заданной области Dw, преодолевая трудности, 
вытекающие из возможной многозначности решения.

38.1. Постановка задачи. Даны п + 1  пар функций пара- 
метра s

u =  uk(s), v =  vk (s), 0 (* =  0 ,1 ..........38.1) , ( ״ )
периодических с периодами 4  и имеющих производные, удовле- 
творяющие условию Гёльдера и не обращающиеся в нуль. Урав- 
нения (38.1) определяют в плоскости да =  и +  iv п + 1  замк- 
нутых кривых L0,w> L\Wt . . . ,  Lnw. Будем считать функции uk(s), 
vk(s) такими, что кривые Lkw не самопересекающиеся, а также 
не пересекают друг друга. Они определяют (п +  1) -связную об- 
ласть Dw в плоскости да, являясь контуром области (Lw =
== L o w  +  L,\xn +  . . . +  L n w ) .

В н у т р е н н я я  з а д а ч а .  Определить в плоскости z контур 
Lz, состоящий ыз п +  1 кривых L0z, L\z, . . . ,  Lnz (Lz =  L0z +
+  L!Z+  .. .  +4пг) ,  ограничивающих конечную область D t 
(вообще говоря, многолистную) так, чтобы, считая s длиной дуг 
кривых Lkw, комплексные функции wh(s) =  uk(s) + ivk(s) были 
краевым значением аналитической функции да =  да (2), кон- 
формно отображающей область D t на область £)га.

*) Настоящий параграф написан по работам Ф. Д. Г а х о в а 5) ц 
ОД. Т. Н у ж и н а 2).



409ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

В н е ш н я я  з а д а ч а .  Если в предыдущей формулировке ко- 
нечную область D t заменить на DJ, содержащую бесконечно 
удаленную точку, получим постановку внешней обратной задачи.

Будем считать для определенности, что область Dw — конеч- 
ная и что контур L0w охватывает все остальные. Если бы пер- 
воначально заданная область была бесконечной, лежащей вне 
контуров Lk, то, взяв точку ш0, лежащую внутри контура L0w,
и произведя преобразование w =  w > пришли бы к сформу- 
лированному случаю.

38.2. Решение внутренней задачи. Для длины дуги о кон- 
тура Lw будем иметь выражение

S _____________
а =  a (s) =   ̂V и'2 (s) +  v'2 (s) da. (38.2)

о
Функция a(s) и ее обратная s(a) будут монотонными, положи- 
тельными и иметь производную, удовлетворяющую условию 
Гёльдера.

Для функции z =  z(w ), производящей конформное отобра- 
жение области Dw на D t , в силу геометрических свойств ото- 
бражения на контуре Lw будет справедливо соотношение

(38.3)©(а)._________1________
V׳»И 2(״1 + ׳״s[ 2 [(״)

ds
do־

dz
dw

Таким образом, решение обратной задачи свелось к решению 
следующей прямой краевой задачи:

Найти аналитическую и однозначную в многосвязной обла-
сти Dw функцию , не имеющую в этой области нулей, если ее 
модуль на контуре равен данной положительной и удовлетво- 
ряющей условию Гёльдера функции ©(a). Функция in
гармоническая, является действительной частью аналитической

dzфункции In ~dw ' ®ь,ясним характер последней в области Dw.
В силу отсутствия у - ^ будет аналитической ־־־■ך̂ нулей 1п ־

в области Dw функцией, но она не обязательно должна быть 
однозначной. При обходе в области Dw по замкнутому контуру, 
окружающему какой-либо внутренний контур LkW, она может 
получить приращение, кратное 2ni.

Следовательно, 1п ̂־־־■ך может быть представлена в виде
П

ln1 & ===Q(“׳> + Z m' 10 (■ ׳ ־ “ ® л (38•4)
/-1
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где Q(ay)— функция, аналитическая и однозначная в Dw, т, — 
целые числа, Wj — некоторые фиксированные точки внутри кон- 
туров Ljw.

Таким образом, задача свелась к следующей:
Определить функцию имеющую в области Dw анали•

тический характер, определяемый формулой (38.4), действитель- 
ная часть которой на контуре области равна заданной функции 
1п (0(5).

Эта задача решается с помощью оператора Шварца S (см. 
п. 37.2)

П

1 п ~  S 1п ш +  iv° =  Y (“׳) +  X  Ш ln ^  — wd iv°' 3̂8•5^
/-1

Постоянные р! определяются формулами (37.19):

р !=  J a; (a) In ©(a) da; (38.6)
L

у(и>)— аналитическая однозначная функция.
38.3. Условия разрешимости. Сравнивая выражения (38.4) и

(38.5), видим, что формула (38.5) определяет решение постав- 
ленной задачи только тогда, когда постоянные pj будут крат- 
ными 2л. Следовательно, доказана

Т е о р е м а  1. Для того чтобы обратная краевая задача 
в случае многосвязной области была разрешима, необходимо, 
чтобы были выполнены условия

 ̂aj(o)\n<A(o)do =  2nmj ( / =  1, 2, . . . ,  п), (38.7)
L

где nij — некоторые целые числа (положительные или отрица- 
тельные) .

Исследуем, опираясь на геометрический смысл рассматри- 
ваемых функций, вопрос о допустимых значениях целых чи- 
сел ntj.

Обозначим ви» 0г углы, образуемые с осью абсцисс касатель-
Г У Л  dzными к контурам L W1 Lz и 02׳ — значения аргумента - ^ на ־

контуре. Из геометрического смысла производной аналитической 
функции следует равенство

в* =  0 ען ־+־ 02׳
Возьмем определенную кривую Ljw, и пусть LhZ — соответствую- 
щая ей искомая кривая в плоскости г. Рассмотрим в последнем 
равенстве изменение аргумента, когда w обходит в положитель- 
ном (относительно области Dw) направлении кривую Liw. Из ра*
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венства (38.4) в силу однозначности Q (z) следует, что измене- 
ние аргумента [вг׳]!,^ равно — 2я771у. Следовательно, будет спра-
ведливо равенство

[вг]іАг =  [0а׳]д/а2 — ׳ят, (/ =  1, 2, . . . ,  п). (38.8)

Так как все точки Wj лежат также и внутри L0, то

[0JL = [ в . ] £ +  2 я £ т , .  (38.9)

По определению
[8J, — 2я, [0a.lt = - 2 я  ( / = 1 ,  2, . . . ,  п). (38.10)

OW JW

Будем искать решение рассматриваемой обратной краевой 
задачи в классе однолистных функций и, следовательно, будем 
считать, что искомый контур Lz лежит в одной плоскости. Тогда 
для кривых Lkz будут справедливы соотношения, аналогичные
(38.10) . Пусть теперь искомая функция z(w)  преобразует внеш- 
нюю кривую L0w снова во внешнюю кривую Loz и, следовательно, 
все внутренние кривые LjW снова переходят во внутренние. Тогда 
из равенств (38.8) вытекает, что все тj =  0. Если же L0w пе- 
реходит в одну из внутренних кривых Lkz, а поэтому одна из 
внутренних кривых Ljw переходит в Loz, то из равенств (38.8) —
(38.10) будет следовать, что для некоторого /0 будет выпол- 
няться равенство 2я =  — 2я — 2 я т откуда следует т ,״/ = ־/  
=  — 2. Все остальные mj равны нулю.

Таким образом, для однолистных решений обратной краевой 
задачи (искомый контур без самопересечения) возможны лишь 
два случая: 1) все кривые контура при отображении сохраняют 
направление обхода — все т ;• равны 0; 2) внешний контур пе- 
реходит во внутренний, а один из внутренних переходит во 
внешний — одно / מנ • равно —2, остальные равны нулю.

Перейдем снова к общему случаю. Потенцируя равенство
(38.5) и затем интегрируя, будем иметь

П
* - * ״ >“׳ - $ * > J [ ( w - w t)mt dw + с. (38.11)

/1 ־־
В силу многосвязности области Dw последняя функция может 
оказаться многозначной. Необходимым и достаточным условием 
однозначности является выполнение равенств

п
J еУ (“׳> J J  (ш — W j)ml dw =  0 ( /=  1, 2, . . п).
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Уравнение искомого контура получим, переходя в формуле
(38.11) к контурным значениям.

П р и м е р .  Пусть область Dw есть круговое кольцо q <  |д о |<  1. Рас* 
суждая совершенно так же, как в примере п. 37.9, придем к следующему 
условию:

2Я
1п доо (9) dQ — - = j* J In W1 (0) с?0־  т 1п 

о

— а\ =» — т In q,
или

где «о» а°1 ־־־ начальные члены разложения в ряд Фурье функции 1 0  (עשת(
соответственно на окружностях |г2> |=  1, | = |עס  q.

§ 39. Краевая задача типа задачи Римана 
для многосвязной области и краевые задачи 

со сдвигом и сопряжением
Сначала распространим решение общей краевой задачи (36.1) на случай 

многосвязной области, а затем (пп. 39.3, 39.4) опишем некоторые результаты, 
относящиеся к обобщенным задачам Римана и Гильберта, содержащим one- 
рации сопряжения над искомыми функциями, или сдвиги, или и то и другое 
одновременно.

39.1. Интегральное представление. Аппаратом решения общей краевой 
задачи для случая многосвязной области также является интегральное пред- 
ставление искомой кусочно аналитической функции, которое строится из тех 
же принципов, что и в п. 36.1. Но здесь, как и вообще в задачах, относя- 
щихся к многосвязным областям, возникают осложнения из-за возможной 
многозначности аналитических функций, определяемых интегральными пред- 
ставлениями.

Чтобы несколько объяснить и оправдать сложность применяемых в даль- 
нейшем интегральных представлений, рассмотрим сначала один простой 
пример.

Пусть в двусвязной области D+, ограниченной внешним контуром 10 и 
внутренним Lit производная аналитической функции задана интегралом типа 
Коши

- $ ! ^ ־ ׳ ' ׳ ־5• »1־
L

Взяв интеграл от 0 до г, получим для самой функции выражение

ф+ (г) ־ ־  ш ) ln (т) ״ $  ־ ד 1 ) dx+ф+ (0)• (39Л)
L

Формула (39.1) определяет функцию, вообще говоря, многозначную. Много- 
значность возникает за счет интеграла, взятого по внутреннему контуру, по- 
тому что для функции, определяемой этим интегралом, всякий замкнутый 
контур, проведенный в области D+ и окружающий контур /,!, разделяет две 
точки разветвления ядра г  ■■ т и г  «  00. Установим многозначность прямым 
подсчетом. Пусть г! —־ некоторая точка, принадлежащая D p. Выражение (39.1)
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можно представить в виде

ф+ (г) = ~ Ш  \ ) ״  т ) ( ! - f )  dx~  2Іг$ ״ (T) ln ( ־1 S ־ ־ ) dx-
U L

— In (г -  Z\) J И (т) dx - f  J ц (t) In ( -  t) dx +  Ф+ (0).
Li Li

Все члены правой части, кроме третьего, однозначны. Отсюда следует, что 
для однозначности интегрального представления (39.1) от плотности р(т)
нужно потребовать, чтобы J р (т) dx =  0.

L\
Рассмотренный простой пример показывает, что нельзя добиться одно- 

значности представляемой аналитической функции, если точно следовать тому 
пути, которым были получены представления (36.2), (36.3).

Перейдем теперь к общему случаю ( т  +  ,связной области (рис. 13־(1 
стр. 140). D + — связная область, a D ~ = D q +  D j" 4 ־ ••• 4־  D ” — сумма 
раздельных областей, которую для краткости будем именовать также об- 
ластью.

Найдем интегральное представление кусочно аналитической и однознач- 
ной в областях D+, D ־  функции Ф(г) = Ф) ־ +(г), Ф־*(г)}, если известны 
[Ф+(*)]<״>, [Ф .<״>[(*)-

Соображения, которые выходят за рамки нашего изложения, показывают, 
что требуемое представление для Ф(г) может быть достигнуто, если исхо- 
дить из следующего представления для производных:

т _

/ *־ Г  Р  L,  U/-1
Р+т п

г [®־ м Г ■гп
Д ־)  - ־ /)"

т _ г

־ S f V ^ V /; ь] и /־־1י3•39‘ 
где р (t) — искомая комплексная функция, — некоторые закрепленные точки 
из областей D J.

По заданным [ф ф] ,(״)[(2) + ~  (г)](р) плотность р (t) из формул Сохоцкого 
определяется следующим образом:

р+т п

I* (0  -  [Ф+ (t)]M  -  — - -------------[Ф - (0 ]<Р (t в  L0), (39.4)

+ ״׳ ,Р״
)Ф ~ ( t )]iP[ *

П  ( '- * / ) ״

( 0 Г - т
П  ( < - ״ 1-/״(/

(< e i , ;  q — 1, 8......... т ) .

|״ [ ф +ц (/)-(/-в ,)■ (39.6)
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Представления для самих функций Ф +(2}, ф ־ (г) находятся путем интегри- 
рования формул (39.2), (39.3). Воспользуемся разложением ядер

{ г - г })п (т '- г )  на пРостые дРоби:

П
1 ־ 1 ____!----------- 1- V-------—̂-----

2_Z-j /т ־־־ (#* ־־*) (זר(г ־־־2״(/ (т ־ ) (*־ т - ״(/* (* ^ (*־־

Беря л-кратный интеграл от обеих частей равенства (39.2) от 0 до г, 
после довольно громоздких выкладок получим

Ф + Ы — Ь 1)" . V _ L  ( И г )  г)”- , In f 1 — —— О  j T I
W  ( я -  1)1 La 2ni J ( т - z , ) Х Z) 1П V. z] ״  — z . ) a x ^

/ 1 ־   L , K >’

+  ■ ^ П Т І W  S ־׳ W <’  ■- • *י’ ״' ־  ( ‘ -  т )  + ׳(39'6  ׳ « - ׳ )
где P n - 1 (z )— многочлен степени n — 1, коэффициенты которого можно вы- 
числить путем сравнения первых п членов разложения в степенной ряд обеих 
частей равенства (39.6).

(  z \  (  Т““ г/ЛПод I n ^ l — — J ,  In 11 —   ̂ 1 здесь понимаются ветви, обращаю-

щиеся в нуль соответственно для 2 =  0, 2 =  оо. Так как все члены правой 
части формулы (39.6) однозначны, когда 2 изменяется в Z)+, то, следователь- 
но, функция Ф+ (г) будет в области D+ аналитической и однозначной.

Для функции Ф2)־ ) получим два различных представления в зависимо- 
сти от того, будет ли 2 находиться в одной из конечных областей D~ или же 
в бесконечной области D Не приводя выкладок, дадим окончательные ре- 
зультаты /?-кратного интегрирования равенства (39.3) по 2 в пределах от г; 
до 2.

Для 2 e Z ) “  (q =  1, 2, т) будем иметь

-*>Р ־1]1־ Т31Г־]  dX +
1 Г (Т ־2״(*

ы*)־
р+т п(זר)

т

־־/1
X

(т — 2)Р 1 1п ^ І ---- dx +
П  ( * - * * ) ы״

р+т пх

Р - І

)(זי) - п* 1
(/? — 1)1 2я/ 3+

р—1 тп р — 1

־ + ^ *^>2* )39.7( ך ,2 + £ ״ + ^ ״
*-Q* - 1л—о
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где штрих у произведения означает, что нужно пропустить множитель, соот- 
ветствующий k =  /. Постоянные А *, В и выражаются определенным образом 
через функцию р(т), йдь — постоянные, вычисляемые разложением обеих ча- 
стей равенства (39.7) в степенной ряд в окрестности точки г =־   z q.

Для z  е  DJ  представление Ф ” (2) можно дать в виде

Ф - (г) =

dx ־1־
־י־־ 0 ־7(

)2״(* ־ ז Г־ Г
Г* - (־ זיр + т /г(זי)

7 J ׳1
_1
2 пі

( -  Dp
1)1( / ׳ -

(39.8)
р fe-0׳Y1 а°кгк+־S־1-

тп

־1־ Е
/г —1

Здесь штрих у произведения означает, что для t g Lj (/ =  1, 2, . . . ,  т) 
нужно пропустить множитель при k — /. Постоянные Bk те же, что и в фор- 
муле (39.7), а постоянные doh определяются путем разложения обеих частей 
равенства (39.8) в ряд в окрестности 2 =  оо.

39.2. Краевая задача и интегродифференциальное уравнение. Сформули- 
руем краевую задачу:

Требуется определить две функции: Ф+ (2), аналитическую и однозначную 
в (т +  1) -связной области D+, и Ф2)־ ), аналитическую*) в области D~t 
удовлетворяющие на контуре краевому условию

dk Ф+ (т) 
dxk

Мк (t, т)
dk Ф+ (/) 

d tk

d x \= * H t) ,  (39.9)d k<5>~ (t ) 

dxk
+  j  Nk (t, t) 

L

dk Ф ~ (t) 
d tkn

- y . \ b k ( 1 )

где ah(t), bu(t), Mk(t, t), Nk(t ,x) — функции того же типа, что и в краевой 
задаче (36.1).

На основании интегральных представлений (39.6), (39.7), (39.8) можно 
выразить все неизвестные функции, входящие в краевое условие, через плот- 
ность представлений р (/) . При этом все производные до (п — 1)-го и 
(р —  го порядков соответственно выразятся интегралами, в которых можно־(1
переходить к краевым значениям путем прямой замены г  на /. Высшие про- 
изводные выразятся интегралами типа Коши по формулам (39.2), (39.3).

!) Здесь аналитичность обязательно означает и однозначность.
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Переходя в этих формулах к краевым значениям, будем иметь

[Ф+ (<)]" =  у  (< — г ,)0 ־ \1 ( ״  +  *  (t), (39.10)

.р+тп ,

—---------- [ф ־ [(/) ׳׳ - - 4־  (* -  */Г״ |i (0 + 1 0 ־ (
П ״)  - * , ) 1«/״ (/ е  L/, / =  1, 2, т),

[ф + = ״[(>)  у И ( 0  +  Ф (0, (39.11)

р+тп ן

^ך־ --------- [ Ф 0 ־( Г ־  - у  I» (*) +  *(*) ( 'е і »),
Д ׳)  - * , г

где ф (/) означает правую часть формул (39.2), (39.3) при замене в них г  
на t.

После замены всех неизвестных функций их выражениями через !1(0 
краевое условие (39.9) приведется к особому интегральному уравнению с яд- 
ром Коши вида

(39.12)y z y  dx +  (t, х) р (т) dx =  g  (0 ,
L

״ «>м<> + -5$-$

где

(39.13)

—  —  т .

a{t )  =  an (t) +  t ״ ״ ״  П  (* * ־ ״(,  Ър (t), 
1-1

— — т
b(l) =  an ( t ) - t mnJ ״  [ ( t - z t )n bp (t),

a K( t t x)— вполне определенное фредгольмово ядро; g ( f )— функция, выра- 
жающаяся через заданные функции и постоянные интегрального представ- 
ления.

Дальнейшее исследование должно производиться по обычной схеме, о ко- 
торой подробно говорилось в §§ 35, 36.

Особое интегродифференциальное уравнение типа (36.23), заданное на 
контуре L =  L0 +  I 1 4 ־ ’ -- +  £m, тем же приемом, что и в п. 36.3, может 
быть сведено к краевой задаче (37.9).

Краевая задача типа задачи Гильберта общего вида, подобная задаче 
(35.2), здесь не рассматривается. Решение ее получено Д. И. Ш е р м а -  
н о м  1). Развернутое и упрощенное изложение имеется в работе Э. Г. Х а  с а-т
б о в а  1). Упрощение достигается введением множителя J J  (t — сво-

fe-1
дящего индексы по внутренним контурам к нулю.

39.3. Краевая задача с сопряжением. Пусть D+, D ־  — те же области, что 
и в предыдущем, a L — контур, составленный из кривых Ляпунова. Рассмо- 
трим задачу отыскания кусочно аналитической функции Ф (2), удовлетворяю- 
щей краевому условию

(39.14)ф+ (0 0) 01 =־ ф 0) 0 2 + ־ (0   Ф־  (/) +  g (/).
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Заданные функции G!, G2, g  б\дем считать удовлетворяющими условию 
Гёльдера и будем требовать выполнения условия G1 (t) = ^ 0

Одним из возможных способов исследования поставленной краевой за- 
дачи является многократно использованный в настоящей главе метод инте- 
тральных уравнений. Отыскивая решение в виде интеграла типа Коши с иско- 
мой плотностью, можно свести краевую задачу (39 14) к равносильному ей 
особому интегральному уравнению Различные авторы, исследовавшие задачу 
(Н П. Векуа, Б. В. Боярский, Л. Г. Михайлов), вводили искомую плотность 
интеграла типа Коши в разных формах. По этой причине и получаемые ин- 
тегральные уравнения также несколько различались. Но в конечном счете ис- 
следование с помощью теорем Нётера приводит к следующим результатам.

Назовем х =  J -  [arg G! ( /)] , индексом задачи (39.14), а краевую задачуZTL **
о. (О Ф+ (О +  0Ж ) V 2 г|>+ (/) =  ЦТ (/) (39.14׳)

ее сопряженной задачей. Справедливы следующие две теоремы (Нётера):
I. Для разрешимости задачи (39.14) в классе исчезаю щ их на бесконечно- 

сти функций необходимо и достаточно, чтобы для полной системы ф Д/) ре- 
шений однородной сопряженной задачи (39.14') выполнялись условия

Re $ g (О ф/+ (/) dt =  О ( / = 1 , 2 ......... / ׳). (39.15 )
L

II. Разность чисел линейно независимых (с действительными коэффи- 
циентами) решений /, V сопряженных задач равна удвоенному индексу за- 
дачи:

/ - / '  =  2х. (39.16)

Укажем, что сформулированные утверждения можно получить из общей 
теоремы п. 23.6.

Более точные качественные результаты о разрешимости задачи удается 
получить лишь при некоторых дополнительных частных предположениях от- 
носительно коэффициентов краевого условия и контура. Исследованию под- 
даются случаи:

| G\ (/) | >  I G2 (0  | — эллиптический, (39.17)
I О! (О I == I G2 (0  | — параболический. (39.18)

В эллиптическом случае краевая задача ведет себя особенно просто. Ока- 
зывается, что в качественном отношении дело обстоит совершенно так же, 
как и в обыкновенной краевой задаче Римана (G2( / ) s  0) (см. §§ 14, 15), 
т. е. при х >  0 краевые задачи, однородная и неоднородная, имеют решения, 
зависящие линейно от 2х произвольных действительных постоянных (/ =  2х, 
/' =  0). Если х ^  0, однородная задача не имеет отличных от нуля решений, 
а неоднородная разрешима при выполнении /' =  2 |х | условий (39.15).

Б. В. Б о я р с к и й  1) получил впервые этот результат с помощью введе- 
ния новых искомых функций. Краевое условие для введенных им новых 
функций упрощается до обычной задачи Дирихле, но зато усложняется их 
класс; из сопряженных гармонических функций (решений системы Коши — 
Римана) они превращаются в решения общей системы уравнений эллиптиче- 
ского типа. Опираясь на теорию таких систем, ему удалось сначала доказать 
неразрешимость однородной задачи при х <  0, а затем на основе приведен- 
ных выше двух теорем установить точные качественные результаты.

Однако необходимость использования сложной теории эллиптических си- 
стем вынуждает автора накладывать на коэффициенты краевого условия 
жесткие ограничения (удовлетворение условию Гёльдера с показателем, сколь 
угодно близким к единице).
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Л. Г. Михайлов упростил решение, использовав предложенный И Б. С и- 
м о н е й  ко  1) метод решения краевой задачи Римана с непрерывным коэф- 
фициентом. Рассуждения Л. Г. Михайлова проходят точно по схеме, изло- 
женной в п. 16.3, 2°. Наряду с упрощением исследования задача получила 
полное решение при минимальных ограничениях на коэффициенты (непре- 
рывность G1, измеримость G 2).

В случае круговой области и функции G2, удовлетворяющей условию 
Гёльдера, И. X. С а б и т о в  1), 2) показал, что общий случай может быть 
сведен к эллиптическому.

N N
Пусть ckeiQk “  2С ck!k ־ ־  отрезок ряда Фурье функции 0 2 (/),

/г—-  N f e - ־  N

02(*)- £
k = - N

< Gj (/) |, и пустьдля которого удовлетворяется условие ן 

с_ — первый из коэффициентов c _ N + v  . . . ,  не обращающийся в нуль.

Умножим краевое условие на tn и продолжим по симметрии Ф (/) в D+ 

с помощью функции Ф* (г) =  Ф - ш  . Тогда при обозначениях

N  +  n

G[ =  tnQv  0'2 =  t £ — G2״  cktk+n, g' =  t ng,
/г-0

N + n
¥+(*) - Ф!+ И״*   + X  ^ +/гФ!+ (г)

/г-0
краевая задача (39.14) сведется к задаче

¥+ (/) =  с; (о Ф- (/) +  0'2 со Ф - (0 +  в0) ׳,
для которой условия эллиптичности выполнены. Число линейно независимых 
решений и число условий разрешимости точно выражаются через и = 1ш Н /1(0  
и номер п аппроксимирующего отрезка ряда Фурье.

В параболическом случае, как показал Л. Г. М и х а й л о в  [14], рассма- 
триваемая краевая задача сводится к последовательности двух обыкновенных 
краевых задач Гильберта (см. § 29). На основе их анализа может быть под- 
считано число линейно независимых решений или условий разрешимости.

Для случая круговой области оригинальный метод исследования рассма- 
триваемой краевой задачи предложил Г. С. Л и т в и н ч у к  2). Он опирается 
на теорию краевой задачи Римана со многими парами искомых функций 
(кусочно аналитического вектора). Мы остановимся на изложении лишь схе- 
мы этого исследования.

Присоединим к краевому условию (39.14) условие, полученное из него 
переходом к комплексно сопряженным значениям. Пусть теперь Ф * (г) =

Ф ■־* * (г) — искомая пара функций и Ф * (г) =  Ф^ ( (־־־ ־־־  полученная из
них доопределением по симметрии в дополнительную область другая пара. 
Тогда краевая задача (39.14) оказывается в определенном смысле равносиль- 
ной краевой задаче Римана с двумя парами искомых функций Ф* (г), Ф* (г) 
(двумерного кусочно аналитического вектора) с заданными матрицей коэф- 
фициентов и вектором свободных членов.

В общем случае из теории краевой задачи Римана для кусочно аналити- 
ческого вектора можно получить формулированные выше две теоремы Нё- 
тера, установленные Б. В. Боярским. Эллиптический случай исследуемой крае- 
вой задачи соответствует случаю устойчивости так называемых частных ин
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дексов полученной задачи для двух пар функций. Здесь удается вычислить 
оба частных индекса (оба они оказываются равными индексу коэффициен- 
та С?!). Отсюда вытекают все приводимые выше для эллиптического случая 
результаты.

В параболическом случае матрица коэффициентов полученной краевой 
задачи оказывается треугольной, т. е. задача распадается на последователь- 
ность двух краевых задач Римана, каждая из которых содержит лишь одну 
пару искомых функций. На основе анализа этих задач удается не только 
найти все полученные Л. Г. Михайловым из анализа двух краевых задач 
Гильберта результаты, но и уточнить их. Оказывается, что если k == 
^ Ind (?2(0 =־  0, то частные индексы устойчивы и числа линейно независи- 
мых решений и условий разрешимости (/, р) те же, что и в эллиптическом 
случае. Если k  <  0, то частные индексы неустойчивы, а (/, р)  зависят как 
от х, так и от k.

Укажем еще, что если краевое условие (39.14) разбить на два действи- 
тельных, то его геометрически можно рассматривать как линейное преобразова- 
ние переменных «־ , v в «+, v ־־ +. Б. В. Б о я р с к и й  1) показал, что эллип- 
тический случай соответствует преобразованию со знакоположительным яко- 
бианом.

39.4. Дальнейшие обобщения. Рассмотренная в предыдущем пункте крае- 
вая задача допускает обобщения в различных направлениях. Простейшим 
из них является дополнение краевого условия (39.14) членом Ф+ (/). Иссле- 
дование проведено Л. Г. Михайловым, а затем уточнено Г. С. Литвинчуком. 
Окончательные результаты, естественно, значительно усложняются. Наиболее 
общая задача подобного типа

а (t ) Ф+ (/) +  Ь ( 0  Ф0 ־ (  +  с ( 0  Ф+ (t)  +  d  (t ) Ф־  (t) =  g  (0
соответствует особому уравнению с комплексным сопряжением (теория Нё- 
тера для этого случая была изложена в п. 23.6).

Более существенным обобщением является наличие в краевом условии, 
наряду с сопряжением, сдвига. В этом направлении краевая задача

Ф+ [а (0 ] = О, (0  Ф0 2 + 0 ־ (  (/)Ф- (0  + g  (І), (39.19)
где сдвиг а ( 0  сохраняет направление обхода на L, непосредственно обоб- 
щает задачу (39.14) так же, как рассмотренная в п. 18.1 задача со сдвигом 
обобщает задачу Римана. При выполнении условия G i(t)= £ 0 , а также уело- 
вий (39.17) или (39.18) для задачи (39 19) Л. Г. М и х а й л о в ы м  [14] полу- 
чены точно такие же результаты для индекса, числа решений и числа уело- 
вий разрешимости, что и для задачи (39.14). Аналогично исследуется случай, 
если в (39.19) сдвиг a  (t) изменяет направление обхода.

Все другие обобщения задачи (39.14) в указанном направлении состав- 
ляют более трудные проблемы, и их исследование можно довести до уровня 
исследований задач (39.14) и (39.19) лишь при дополнительных предположе- 
ниях о сдвиге а ( / ) .  При этом, в отличие от задачи (39.19), как условия 
разрешимости, так и окончательные результаты, по существу, зависят от 
сдвига а ( / ) .

В том случае, когда сохраняющий или изменяющий направление обхода 
на L  сдвиг a (t) удовлетворяет так называемому усло ви ю  Карлемана

a [a (/)I =  U (39.20)
Г. С. Л и т в и н ч у к  1) получил теоремы Нётера I и II для самой общей 
задачи
а (0  Ф+ <0 +  Ъ (о  Ф+ [а (01 +  с (о  ф -  (/) +  d  (t) Ф־  [а (01 +

+  а, (0 Ф+ (0 +  Ьх (0 Ф+ [а (01 +  с, (0 Ф0) 1*> + ־(0   Ф0) 8 =  [0 )0 ־ [ •
(39.21)
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В частности, для краевой задачи

а (О Ф + (І) +  Ь (t) Ф+ [а «)] +  с (t) Ф־  (t) +  d (t) Ф - [а (01 =  g (t), (39.22)

которая при условиях (39.20) и Ф־ ( о о ) = 0 ,  очевидно, равносильна характе- 
ристической части особого интегрального уравнения со сдвигом Карлемана, 
полученные Г. С. Литвинчуком теоремы были изложены в п. 23.5. Г. С. Л и т- 
в и н ч у  к 3), 4), 5) (см. также Э. И. З в е р о в и ч ,  Г. С. Л и т в и н ч у к  [9]) 
рассмотрел для задачи (39.22) аналоги эллиптического и параболического 
случаев задачи (39.14). Результаты здесь сильно усложняются, и их форму- 
лировка заняла бы слишком много места.

Аналогичные результаты для задачи (39.21) в случае b(t) =  d(t) =  
=  di(t) =  Ci(rf) =  0 были получены в работе Г. С. Л и т в и н ч у к а  и
Э. Г. X а с а б о в а 4).

Наибольшие трудности для исследования доставляют краевые задачи со 
сдвигом и сопряжением для одной функции, аналитической в области D+ 
(или D ־ ). Хотя краевые условия этих задач формально являются частными 
случаями условия (39 21), теоремы Нётера I и II и дальнейшие результаты, 
в отличие от задачи (39.22), не следуют из соответствующих теорем, установ- 
ленных Г. С. Литвинчуком для общей задачи (39.21). К настоящему вре- 
мени наиболее полно исследованы так называемая обобщенная краевая за- 
дача Гильберта со сдвигом

Re {а (/) Ф+ (0  +  Ь (t) Ф+ [а (/)]} =  g (t) (39.23)
и краевая задача

Ф+ [а (01 = G1 (0  Ф+ (0  + G, (0  Ф+ (t) + g (t), (39.24)

которая при а(*), сохраняющем направление обхода на L, естественным об- 
разом обобщает задачу Гильберта со сдвигом (см. п. 18.2), а при а ( / ) ,  изме- 
няющем направление, обобщает задачу Карлемана (см. п. 18.3).

Задача (39.23) изучена в работах Г. С. Л и т в и н ч у к а  и Э. Г. Х а с а -  
б о в а  1), 2). Используя представление аналитической функции Ф+ (2) инте- 
гралом типа Коши с действительной плотностью (см. п. 34.2), эти авторы 
привели задачу (39.23) к особому интегральному уравнению со сдвигом Кар- 
лемана (см. п. 23.5) и, основываясь на теории последнего, а также используя 
построенную ими сопряженную для (39.23) задачу, получили для задачи 
(39.23) теоремы Нётера I и II.

Краевая задача (39.24) была поставлена Н. П. В е к  у а 1)*) ,  который 
свел эту задачу к интегральному уравнению фредгольмова типа, указал не- 
обходимые условия ее разрешимости, обобщающие соответственно тождества 
(18.4) и (18.21), и построил сопряженую задачу. Теоремы Нётера I и II для 
задачи (39.24) были доказаны Г. С. Л и т в и н ч у к о м  и А. П. Н е ч а е -  
в ы м  1), 21, причем оказалось, что / — 1' =  х +  1, где х =  Ind G2(t) или 
х = —Inda!(^ ), смотря по тому, сохраняет или изменяет направление об- 
хода на L сдвиг Карлемана а (/)•  Соответственно этому же в случае

I 0 2 (І) | >  | О, ( < ) 3 9 . 2 5 (ן (

при сохраняющем направление сдвиге и в случае
I Q1 (0  | >  | G2 (0 | (39.26)

при а ( / ) ,  изменяющем направление, в статьях Г. С. Л и т в и н ч у к а  и 
А. П. Н е ч а е в а  1), 2) вычислены сами числа / и /'. Кроме того, исходя из 
необходимых условий разрешимости, было показано, что на всем контуре L

*) Н П Векуа предполагал, что а(^) удовлетворяет условию Карлемана 
и изменяет направление обхода на L.
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обязательно должно выполняться либо условие (39.25), либо условие (39.26). 
В случае а  (0 . изменяющего направление обхода, указанные результаты 
можно получить, сводя задачу (39.24) к задаче (39.14) на разомкнутом кон- 
туре методом, изложенным в п. 18.3. Это сделано в работе В. А. Ч е р н е ц -  
к о г о  2).

Дальнейшим обобщением является рассмотренный впервые Н. П. Векуа 
случай, когда а ( /)  удовлетворяет так называемому обобщенному условию 
Карлемана

От (0  — а  [аш- 1  (t)] 3־  t (а! (/) =־ а  (0), (39.27)

где т (т >  1 ) — любое натуральное число, являющееся порядком конечной 
циклической группы, порожденной итерациями сдвига а (/)•  В этом случае 
Г. С. Л и т в и н ч у к  1) доказал теоремы Нетера и вычислил индекс краевой 
задачи
т - 1  ____________

£  К  0) ф+ к  («1 +  h  0 ) к  0)] +6-0
+  ск (/) ф -  [ак (*)] +  dk (/) ф -  [ак (/)]}  =  g «),  (39.28)

естественным образом обобщающей на случай т >  2 задачу (39.21). Был 
применен метод приведения задачи (39.28) к системе 2т особых интеграль- 
ных уравнений с ядрами типа Коши без сдвига относительно 2т неизвестных 
функций. Оказалось, что индекс краевой задачи (39.28) равен поделенному на 
2т индексу упомянутой системы особых интегральных уравнений. Для т = 2* 
аналогичный результат независимо был получен Р. А. К о р д з а д з е  1). Во- 
прос о вычислении чисел / и V для задачи (39.28) пока остается открытым.

Еще более общие задачи возникают, если в краевое условие входит не 
один, а несколько различных сдвигов. В работах А. С. С о с у н о в  а 1), 2), 
П. Г. Б а ш к а р е в а  и А. П. Н е ч а е в а  1) получены теоремы Нётера I и II 
для случая, когда краевое условие зависит от двух сдвигов a (t) и 0 (/) , 
удовлетворяющих условию Карлемана и условию коммутативности а [Р (/)]  =  
=  р [а (0 ] . Эти сдвиги, очевидно, порождают конечную (но уже не цикли- 
ческую) коммутативную группу итераций. Индекс краевой задачи в этом слу- 
чае, как и в случае задачи (39.28), получается делением на порядок упомя- 
нутон группы индекса некоторой системы особых интегральных уравнений 
без сдвига (или делением индекса системы на удвоенный порядок группы, 
если в краевое условие входят комплексно сопряженные значения неизвест- 
ной функции).

Как видно из работы А. Б. А н т о н е в и ч а  1), 2), эта закономерность 
сохраняется и в общем случае любой (вообще говоря, некоммутативной) ко- 
нечной группы сдвигов. Однако вопрос о теоремах Нётера I и II, не говоря 
уже о дальнейших результатах, для указанного общего случая пока еще 
нельзя считать решенным. В указанной работе задача с любой конечной труп- 
пой сдвигов рассматривается в очень общей постановке (для так называемых 
псевдодифференциальных операторов), но зато предполагается бесконечная 
гладкость контура и коэффициентов. Индекс задачи выражается через ха- 
рактеристики, фактическое вычисление которых представляется весьма за- 
труднительным.

В последнее время в работах В. Г. К р а в ч е н к о  1), 2) начато изучение 
того случая, когда сдвиг а  (0 ,  входящий в краевое условие задачи (39.22), 
порождает бесконечную группу итераций, т. е. на контуре L всегда найдется 
такая точка ?0, что a m(to)¥=to при любом т. Этот сдвиг иногда называют 
некарлемановским. Если, используя формулы Сохоцкого, от задачи (39.22) 
перейти к соответствующему особому интегральному уравнению со сдвигом, 
то с помощью метода регуляризации (понимаемого несколько шире, чем
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в § 22) удается показать следующее. В случае сдвига а  ( 0 ,  сохраняющего 
направление, для упомянутого интегрального уравнения справедливы теоремы 
Нетера I и II, если каждое из функциональных уравнений

а (О Ф [а (01 +  Ь (t) ф (t ־ ( ־  g , (/), (39.29)
с (0  ф [а (/)] +  d (t) ф (/) =  g2 (t) (39.30)

имеет единственное решение, удовлетворяющее условию Гёльдера, при любых 
функциях £ !(/) и g2(t) из этого же класса. Условия существования таких ре- 
шений уравнений (39.29) и (39.30) зависят, прежде всего, от того, имеет ли 
сдвиг неподвижные точки или нет. Если а ( / )  имеет конечное число неподвиж- 
ных точек на L, то эти условия носят альтернативный характер: 1) значения 
коэффициентов a(t) и b(t) (соответственно c(t) и d(t))  во всех неподвижных 
точках tj сдвига а ( / )  должны удовлетворять одному и тому же из двух
неравенств некоторого вида; 2) в зависимости от того, какое из этих двух
неравенств выполнено во всех tj, требуется еще, чтобы один из коэффициен- 
тов a(t) или b(t) (соответственно c(t) или d(t))  был отличен от нуля всюду 
на L. При выполнении этих условий оказывается, что индекс задачи (39.22) 
равен либо индексу одной из задач Римана

а « Ф + U) +  c( t )  ф -  ( f l 0 ־  
или

ЬЦ) Ф+ (0  +  d (0  ф -  (/) =  0,

либо индексу одной из задач Римана со сдвигом (см. п. 18.1)
a( t)  ф+ [a (t)] +  d ( t )  ф -  (0  =  0 

или
b(t)  ф+ [а (0 ]  +  * ( 0 ф -  (0  =  0.

Краевая задача (39.22) с некарлемановским сдвигом а ( / ) ,  изменяющим на- 
правление, приводится к предыдущему случаю, а именно к задаче со сдвигом 
а ! ( 0 =־   а  [а (0 ], который уже сохраняет направление и обязательно имеет 
неподвижные точки, так как такие точки в этом случае всегда имеет сдвиг
а(0-

Имеется много публикаций, в которых краевые задачи со сдвигом и со- 
пряжением изучаются для случая многосвязной области, а также на конеч- 
ных римановых поверхностях. В последнем направлении наиболее полные 
результаты получил Э. И. З в е р о в и ч  2), 3), 6), разработавший метод ло- 
кально-конформного склеивания, обобщающий теоремы склеивания, изложен- 
ные в пп. 18.1 и 18.3 (см. еще п. 53.5).

§ 40. Исторические сведения
Исторические замечания по поводу общей краевой задачи, рассмотренной 

в § 35, были даны при изложении самой задачи, и мы не будем здесь этого 
вопроса касаться.

Обобщенная краевая задача типа задачи Римана (§ 36) была рассмо- 
трена впервые Л. Г. Магнарадзе 2). Решение, данное этим автором (оно 
опубликовано только в виде сводки формул без указания способа их полу- 
чения), неполно и очень сложно. Решение, изложенное нами в § 36, дано 
Ю. М. Крикуновым 1), 2). Более подробная разработка вопроса дана тем же 
автором в 3). Обобщение этой задачи на случай многосвязной области про- 
изведено М. П. Ганиным 4), 5). Им поставлена задача в весьма общем виде 
сразу для многих неизвестных функций и в предположении, что предельные 
значения изнутри и извне контура берутся в разных точках контура. Аппара- 
том для решения этой общей задачи служит то же интегральное представле- 
ние (39.6)— (39.8), которое использовано нами для решения рассмотренного
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в § 39 случая. Подробное изложение вопроса дано в диссертации М. П. Га- 
нина 5). Краевая задача (39.14) с комплексным сопряжением впервые была 
рассмотрена А. И. Маркушевичем 1). Дальнейшие исторические сведения 
о задачах с сопряжением, а также со сдвигом (пп. 39 3, 39.4) давались в 
тексте.

Задачу Гильберта для многосвязной области впервые рассмотрел 
Д. А. Квеселава 4). Пользуясь интегральным представлением (37.37), он свел 
задачу к особому интегральному уравнению и дал исследование его примерно 
в том плане, как это изложено в п. 35.6 для обобщенной задачи. Самым 
важным результатом Д. А. Квеселава является установление неразрешимости 
задачи для отрицательного индекса. Этот законченный результат лег в 
основу дальнейших исследований. Союзной краевой задачи Д. А. Квеселава 
не рассматривал.

Исследование, приведенное в п. 37.7, изложено по работе И. Н. Векуа [2], 
где оно прилагается к более общему случаю. Исследование пограничных слу- 
чаев х =  О и к =  т — 1 и установление связи с конформным отображением 
даны в совместной работе Ф. Д. Гахова и Э. Г. Хасабова 1). Регуляризую- 
щий множитель (п. 37.5) нашел Э. И. Зверович 5). Дополнительные исследо- 
вания (п. 37.12) провел Б. В. Боярский (см. дополнение к книге И. Н. Be- 
куа [2]).

З а д а ч и  к г л а в е  V

1. Решить обобщенную краевую задачу Гильберта

sin s ־4־־ —  cos s +  cos su (s) +  sin sv (5) =  cos3s (coss — I)as as

для единичного круга.

О т в е т .  F (z) =  и +  iv = г־־־ —  5 +  у  z* — ~ z 3 +  Az2 +  Bz  +  А, где 

А, В — произвольные постоянные.
2. Показать, что обобщенная краевая задача Гильберта

slns-— +  ( 2 — cos s)-2 — -־־־« (s) =  2 (cos2s +  h coss)

для единичного круга разрешима лишь при значении параметра h =  — I. 
Дать решение для этого случая.

О т в е т .  F (г) =  и +  iv =  z 2 +  /а +  А ( г (־־־ —  ,  где А — комплексный,

о  — действительный параметры.
3. Решить обобщенную краевую задачу Гильберта

sin s +  (2 — cos s ) ־= cos su (s) — 2 sin sv (s) ־־־־ך — 2

3 1=  2 cos 3s — 3 cos 2s +  у  coss — —

для единичного круга.
1 / 1 \2

О т в е т .  F (z) =  и +  iv =  ai (z — 1) *4־ • y  z  f z  — ״

4. Показать, что если коэффициенты краевой задачи
du , , dv , . .

а! +  Ь\ +  floи +  boV — С
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удовлетворяют условию

( а° 4 ־ г )  b' ~ { h ~ 4 f ) a' = 0 *
то решение задачи может быть сведено к решению задачи Гильберта и, еле• 
довательно, дано в замкнутой форме (Ф. Д. Гахов [5].)

5. Решить обобщенную краевую задачу Гильберта

cos 2s cos s -־־־־־ +  sin 2s cos s - 2 —)  +  ^ + sin 2s cos s ־־  cos 2s sin s) и +

4 + cos 2s cos s ־ (2  sin 2s sin s) v =  cos2 s (sin 2s — 3 sin s)

для единичного круга.
У к а з а н и е .  Воспользоваться результатами предыдущей задачи. 
О т в е т .

F (г) — y  гв — ■j z5 +  (42 +  у )  z* +  (^і + ״ — ־ך  )  z3 +  «'Р*2 — Ахг — A2•

6. Решить обобщенную краевую задачу Гильберта
du dvCOS XS - ------ך sin XS - -------ך X Sin XS« — x cos xsu =  — 2 sin 2sds ds

для единичного круга (x — целое число).
О т в е т .  При х ^  О

F (г) =  и +  iv =  г ־ и [г2 +  с +  Q (2 )],

где Q(z) определено формулой (27.6), при 0 < х ^ 2  F(z) =  22- х  При ״
х >  2 задача неразрешима.

7. Доказать, что однородная краевая задача Пуанкаре

коэффициенты которой удовлетворяют условию

jB '  (s)- « ( * ) >  О,

однозначно разрешима. (Б. В. Хведелидзе 1).)
8. Показать, что краевая задача Гильберта

Re [(а — ib) F (/)] =  аи +  bv =  о

при помощи интегрального представления

F *г) 2я i \  а (а)Ц-  ib (и) х - г + Р  (г)׳

где р (а )— действительная функция, а Р (г )— соответствующим образом подо- 
бранный многочлен, может быть сведена к интегральному уравнению Фред- 
гольма. На основе этого дать исследование разрешимости задачи Гильберта. 
(Д. И. Шерман 4).)
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1 - ?6 + 613 
*2 + 1 ׳

9. Решить обобщенную краевую задачу Римана

ф- (0 421
' \ + t 2

гіФ־־
dt+  2Ф+ (/).йФ+

dt+  4 *
d2 Ф+
df2

ф (00) == О,

*3

в следующих предположениях:
а) точки /, — / е  D + , точка 0 е
б) точки /, — О е  Z)+ .

О т в е т ,  а) ф + (г) -  г + ־־־־ + ־■ Ь  ф  (2) =  _ ^  +  _ _ _ . י

2 . съб) ф+(г)= г, ® ־ ( * )- ך ך ־ ^ + ך ך ־ ק ■•
10. Найти решение интегро-дифференциального уравнения

(0 +  (1+ 40 ф0) ׳ +  +  Д- 5 -Tfd-c +
г

60 +  6* -  1 
0 + 1т  J т — t t 2 +  1 ш J т - /

г 1־

при тех же предположениях относительно контура, что и в предыдущей за- 
даче.

О т в е т ,  а) <Р(0  = ך + ־ץ־ + ־זץ  ך ^ ־  +  Т ^ Г i

б) ך ך ־ ך ז - + ־ ד י0^ < •

11. Показать, что краевая задача

#« -  0 1<1-  >2) + = ф+ (0 (ס+ (01' 

=  (/ +  I) [ф -  (012 + Ф׳  - (о +  2 а - ־   f  ~  1 . ф -  (00) =  О,

где точки О, 1 е  D+, разрешима лишь при а =  2. Найти решение в этом 
случае.

О т в е т .  Ф+ (г) 2 ф ,־=*  ~  (г) =  —

12. Показать, что интегро-дифференциальное уравнение 

(t2 +  1) Ф' (t) +  (2t +  1) Ф (О 4־

/ 2 - 2 / - 1  f  Ф׳ (т) ^  , 2 / - 3 ( ф ( т )  ,  A at< - / 3 _ 1
+  я/----- j T = 7 rfT+3־ ־ ^ ־ ־ T = r dT = 4------ ?------•

L L

где L — контур тот же, что и в предыдущей задаче, разрешимо лишь при 
а — 2. Дать решение в этом случае.

О т в е т .  Ф (<) =  2/2 *  1 .
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13. Решить краевую задачу

Ф+ «Г] ־4 ־ ־4־   [ф+ (0]' = <3 [ Ф 6 / ־ )01״ + 2  [ф- (016 + ׳/Ф- (0 +

ф (00) =  О,, 1 +  /4 +  8/2 +  ״ 4/3 
+ (Н־ I)2

в случаях:
а) точка —1 е  D+ , точки О, 1 е  D־־;
б) точки - 1 ,  O s  D + , точка 1 е  D~.
О т в е т ,  а) Задача неразрешима.

б) Ф+ (2) =  24 +  4с,г3 +  сгг2 -  22 +  С3,

f  с,г 2 +  с5г 3.1п 2 
23

f  6с,г-1 — 22 In (2+1)
2s

Ф -  (2)

14. Решить интегро-дифференциальное уравнение

ЯІ J Т - /  Ш J Т —/ ( /+1)2
6/4 +

при тех же предположениях относительно контура, что и в предыдущей за• 
даче.

О т в е т ,  а) Решения нет.

о) ® (1)

־4־  с3 — C\t 2 ־— c$t  ̂•
15. Решить краевые задачи Гильберта для кругового кольца ־־־ <  | г \ <  1:

а) cos 0« (0) +  sin 00 (0) =  sin 0 на | г | =  1,

2 cos 0a (0) +  2 sin 00 (0) = = | cos 20 на | 2 ־ j־  ;

б) cos 0a (0) +  sin 00 (0) 1 *=־ на | z  | =  1,

cos ( 0  + + (־£*) « (8   sin ( 0 +  *f0 ( W ״  =  sin 0 на j 2 1 =  ~ .

Ответ.

а) F (г) =־ a +  iv =  — z3 — ־|־ /г2 + + i ־־־ — 02/  ;ך|• 2 1 

б) F(2) =  { 1 -  f V 3 + - l - [ ( 1 0  +  « 6 V 3 ) z -  —

З а м е ч а н и е .  В случае а) выполнены условия однозначности. Поэтому 
однородная задача имеет решение ср(г)=1С г, а неоднородная задача разре- 
шима при выполнении одного условия, которое оказывается выполненным.

В случае б) однородная задача неразрешима, а неоднородная разрешима 
безусловно и однозначна
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
И ОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
И С РАЗОМКНУТЫМИ КОНТУРАМИ

Во всех задачах, с которыми мы до сих пор имели дело, ко* 
эффициенты краевых условий считались непрерывными функ- 
днями *) и предполагалось, что контур области состоит из замк- 
нутых кривых. В связи с этим решениями являлись только 
функции, н е п р е р ы в н ы е  вплоть до контура. При этом непре- 
рывность решения на контуре вытекала не из специальных огра- 
ничений, накладываемых на решения, а из самой постановки за* 
дач. Если провести анализ исследования основных краевых за- 
дач (гл. II, IV), то выяснится, что существенным ограничением, 
накладываемым на решение, являлось требование интегрируе- 
мости его краевых значений. При этом условии непрерывность 
решения будет вытекать автоматически из условий непрерыв- 
ности, наложенных на коэффициенты (см., например, задачу 12 
к гл. II).

В настоящей главе мы расширим постановку задач, допуская, 
что коэффициенты краевых условий могут иметь разрывы 1-го 
рода в отдельных точках, а контур может состоять как из замк- 
нутых, так и из разомкнутых кривых. В связи с этим придется 
расширить класс допустимых в качестве решения функций.

Мы сохраним требование интегрируемости. Необходимость 
этого вытекает из разных соображений. Прежде всего в практи- 
ческих приложениях оказывается пригодным только этот класс 
функций. С теоретической точки зрения это условие придает по- 
становке задачи определенность. Если допускать решения, об- 
ращающиеся на контуре в бесконечность сколь угодно высокого 
порядка, то простое рассуждение покажет, что для любой из 
рассмотренных краевых задач существует сколь угодно много 
линейно независимых решений.

*) Рассмотренные в § 15 исключительные случаи, где допускалось обра- 
щение коэффициента в бесконечность, не характерны, так как исследование 
их примыкало к случаю непрерывных коэффициентов.
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Отметим сразу, что производимое здесь расширение поста- 
новки задач имеет большое практическое значение, так как к за- 
дачам с разрывными коэффициентами сводится много важных 
задач с так называемыми «смешанными» краевыми условиями.

Прежде чем приступать к дальнейшему чтению, читателю 
следует возобновить в памяти пп. 8.1 — 8.4 и § 14.

§ 41. Решение задачи Римана 
с разрывными коэффициентами приведением к задаче 

с непрерывными коэффициентами

41.1. Постановка задачи и определение функции по скачку.
Будем сначала рассматривать простейший случай, когда контур 
состоит из одной простой замкнутой кривой. Пусть функции 
G(t), g(t) в краевом условии задачи Римана

Ф+ (t) =  G (/) Ф ־  (<) +  g  (/) (41.1)

всюду на L удовлетворяют условию Гёльдера, за исключением 
точек tu t2, ...» tm, где они имеют разрывы 1־го рода. Точки, 
предшествующие точке 4  при положительном обходе контура, 
будем считать левой окрестностью этой точки, а точки, следую- 
щие за ней, — правой. Левый и правый пределы в точке tk бу- 
дем обозначать, как обычно, G(th — 0) и 0 ( 4 4 0  —4 )0 (־0) ( ф  
Ф  G(tk +  0)). Будем предполагать, что никакое из предельных 
значений не обращается в нуль и что краевое условие выпол- 
няется всюду, кроме точек разрыва, где оно теряет смысл.

Решение задачи будем искать в классе функций, интегрируе- 
мых на контуре. Отсюда будет вытекать, что решение будет не- 
прерывно в смысле Гёльдера всюду, кроме разве что точек 4• 
В последних точках имеются разные возможности.

1. Можно потребовать ограниченности во всех точках раз- 
рыва, отыскивая, следовательно, решение всюду ограниченное.

2. Можно потребовать, чтобы решение было ограниченным 
в некоторых точках разрыва, допуская интегрируемую беско- 
нечность в остальных точках разрыва.

3. Можно допустить обращение решения в бесконечность ин- 
тегрируемого порядка во всех точках, где это допускается уело- 
виями задачи *).

Первый класс решений является наиболее узким. Второй 
класс получается из первого путем допущения бесконечности 
в некоторых точках и является более широким. Самым широким 
является последний класс. Число решений, как это будет пока- 
зано в дальнейшем, зависит от того класса, в каком отыски

*) Как мы увидим далее, существуют такие точки разрыва, где интегри- 
руемость автоматически влечет за собой ограниченность.
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вается решение, и может оказаться, что задача, разрешимая 
в более широком классе, будет неразрешимой в более узком. 
Аналогично тому как это делалось в § 14, начнем рассмотрение 
задачи с простейшего случая определения кусочно аналитиче- 
ской функции по ее скачку. Положим в (41.1) G{t) =  1 и будем 
отыскивать аналитические функции Ф+(2), Ф־ (г) по краевому 
условию

Ф+ ( 0 - Ф 41.2) ,0 )2  = (־ (0 
причем g(t) может в отдельных точках иметь разрывы 1-го рода 
или же особенность вида

£ ( ')==1Г־Т ^  (Rev <  1). (41.3)
Р — lk)

где g*(t) удовлетворяет условию Гёльдера.
Решение ищется в классе функций, допускающих на контуре 

оценку
|ф ״■■■■■■> 01) * . > ■ (а <  О (41.4)

1' ־ Ч1
и обращающихся в нуль на бесконечности.

На основании формул Сохоцкого решением задачи является 
функция

= ״1•8(
L

причем согласно исследованиям пп. 8.1 — 8.4 эта функция имеет 
в точках разрыва 1־го рода функции g(t) логарифмическую осо- 
бенность, а в точках, где g(t) имеет вид (41.3),— особенность 
того же характера.

Покажем, что других решений в том же классе функций за- 
дача (41.2) иметь не может. Как это всегда бывает в линейных 
задачах, исследование единственности сводится к вопросу о раз־ 
решимости однородной задачи. В рассматриваемом случае она 
имеет вид

Ф+ ( / ) - Ф ~ ( 0 = 0 . (׳41.2) 

Рассуждая как и в Г п. 8.3 и используя оценку (41.4), най- 
дем, что в рассматриваемом классе задача (41.2') имеет только 
нулевое решение и, следовательно, решение (41.5) задачи (41.2) 
единственно.

Заметим, что на таком же рассуждении основано утвержде- 
ние, что в случае непрерывности коэффициента G(t) допущение 
у решения интегрируемой особенности на контуре не расширяет 
класс решений.
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Если искать решение задачи (41.2) в классе функций, имею- 
щих на бесконечности полюс некоторого порядка х, то реше- 
нием, как легко показать, опираясь, как и в § 14, на обобщен* 
ную теорему Лиувилля, будет функция

ф &  =  Ш  S 7 ־ £ ־ dx +  р* (41.6)
L

где Р х(2) — многочлен степени х с произвольными коэффициен* 
тами.

Метод решения общей задачи (41.1), излагаемый в настоя- 
щем параграфе, заключается в сведении ее к задаче, рассмо- 
тренной ранее в § 14. Для этого строятся специальные функции, 
имеющие в точках 4  те же разрывы, что и G(t), и такие, чтобы, 
считая их коэффициентами задачи Римана, можно было для 
них решить эту задачу. Вводя затем с их помощью новые неиз* 
вестные функции, мы придем к задаче Римана уже с непрерыв- 
ными коэффициентами.

Сейчас мы приступим к построению упомянутых выше вспо- 
могательных функций.

41.2. Фундаментальные вспомогательные функции. Идея по- 
строения таких функций заключается в возможности рассматри- 
вать многозначную аналитическую функцию в соответствующим 
образом разрезанной плоскости как однозначную разрывную.

Введем две аналитические функции:
(г —20)v, ( г  —  ti)y ,

где 20 — некоторая точка в области D+, t\ — точка на контуре, 
Y =  а +  Ф — некоторое комплексное число. Точки разветвления 
этих функций будут соответственно 20, оо, и U, оо. Проведем 
в плоскости 2 разрез из точки 20 через точку t\ до бесконечности. 
В разрезанной таким образом плоскости обе функции будут 
однозначными, причем разрез будет для них линией разрыва. 
Условимся, что участок разреза г0<1 лежит целиком в £>+, и рас- 
смотрим функции

ш+(г)־ - ( г ® ־ ( ־ ) - ( ־ ( ־ ־1\ * ^ г ) * •  <41•7)
При выбранном способе разреза функция со ־1־  (г) будет аналити- 
ческой в D+, а со2) ־ )— в D~. На контуре обе функции будут не- 
прерывны (даже аналитичны) всюду, кроме, может быть, точ- 
ки ?!. Поведение этих функций в точке t\ будет зависеть от ве- 
личины у• Оставим этот вопрос пока в стороне и рассмотрим 
отношение их краевых значений. Для всех точек контура, отлич- 
ных от t\, очевидно,
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В точке 1\ функция Q(t) неопределенна; найдем сейчас отноше- 
ние ее левого и правого пределов, совпадающих с соответствую- 
щими пределами функции (t — 20)־v.

Так как левая и правая окрестности точки /! лежат по раз- 
ные стороны разреза для функции (г — 20)v, то по свойству сте- 
пенной функции

(41.9)Q (*■ ~  Q) — е-2ЛІу 
Q(<1+0)

Исследуем теперь поведение функций ©2) )־•־2,( ־© ) в окрест- 
ности точки t\. Для этого достаточно исследовать функцию 
(0+(2) =  (г — /!)V.

Обозначая 2 — t\ =  геів, будем иметь

(41.10)-Эе л  (Р in г+о0)С •-в״в г (*״ »־V =  eYl.*,)(z■

Из (41.10) следует, что при а  Ф  0 порядок функции (2 — /!)v 
зависит только от а. При а  >  0 она имеет нуль порядка а, при 
а  <  0 — бесконечность порядка —а и, наконец, при а  =  0 эта 
величина остается ограниченной, но не стремится при прибли- 
жении к 1; ни к какому пределу. При —1 <  а  <  0 функции 
с о + ( 2 ) ,  < в ~ ( 2 )  будут иметь в точке t\ бесконечность интегрирус- 
мого порядка.

41.3. Приведение к задаче с непрерывными коэффициентами. 
Простейший случай. Рассмотрим сначала однородную задачу

Ф+ ־0) ־ О (0Ф )41.1׳ ־0,  ( )
предполагая, что коэффициент G(t) имеет лишь одну точку раз- 
рыва t\.

Полагая
(41.11)G  « 1  -  0 )  

G ( t ,  +  0 )

(выбором ветви логарифма мы займемся позже в зависимости 
от допускаемого класса решений), по формулам (41.7) построим 
функции ©+(2) и ©2)־ ).

Введем новые неизвестные функции Ф* (г), положив

Ф± (2) =  ©± (2)Ф,± (г). (41.12)

Краевое условие (41.1') переходит теперь в условие

ф Г ( 0 = о ! (0 ф  ПО, (41.13)

G(t),в>־ (<) 
а>+ (00,(0

где
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Вводя те же обозначения, что и в п. 41.2, получим
G, (/) =  Q (/) G (0 =  (t -  z0)-v G (t). (41.14)

Новый коэффициент G\(t) является уже всюду непрерывной 
на L функцией, включая и точку <!. Действительно, применяя 
формулы (41.9) и (41.11), находим

G! R, -  0) _  Q 0■ -  0) О «1 -  0) G « , -  0) =  .
G 1 ( ( , + 0 ) ־ S( ( ,  +  0 ) G ( / , + 0 )  е  G(/ !  +  0)

т. е. G! (/1 — 0) =  G! (ti +  0), что и означает непрерывность G! (0 
в точке /!. Итак, задача (41. Г) с разрывным коэффициентом 
G(t) сведена к задаче (41.13) с непрерывным коэффициентом 
G1 (t), изученной в § 14.

Займемся исследованием вопроса об индексе задачи. Поведе- 
ние решения задачи (41.Г) вблизи точки разрыва /1, как это 
видно из формулы (41.12), зависит от поведения функций C1)+(z) 
и ©־ (z). В предыдущем пункте было показано, что последнее 
определяется величиной а =  Re у, т. е., в конечном счете выбо* 
ром ветви логарифма в формуле (41.11). Этот выбор надлежит 
производить в зависимости от допустимого класса решений, 
а именно: нужно требовать, чтобы выполнялось условие

0 < R e v < l ,  (41.15)

если допускаются решения, ограниченные вблизи точки t\, и 
условие

— 1 <  Re у <  0, (41.16)

если отыскиваются решения, имеющие в точке t\ бесконечность 
интегрируемого порядка*). Посмотрим, что означают эти тре- 
бования для коэффициента G(t) исходной задачи (41.1').

Обозначим 0 приращение какой-нибудь ветви аргумента G(/) 
при обходе контура L. Заметим сразу же, что 0 можно рассма- 
тривать как скачок аргумента G(t) в точке разрыва, взятый 
с противоположным знаком. Поэтому можно положить

(41.17)(вреOR,— 0) 
G R, +  0)

(41.18)In р 
2я ’

Тогда по формуле (41.11)

х. _  1 . G R, — 0) __  0 
Y 2я i 10 G (/, +  б) 2я

*) Условие Re у 1— <  -немедленно вытекает из требования интегрируемо נ
сти. Смысл правой части неравенств (41.15) и (41.16) заключается в том, 
чтобы не накладывать на решение лишних условий. Нарушение неравенств 
сопровождалось бы потерей допустимых решений.
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где целое число х нужно выбирать в соответствии 
(41.15) и (41.16), которые принимают вид

с условиями

)41.15(׳

- К ^ - х С О . )41.16(׳

Отсюда следуют формулы:
для класса ограниченных решений

(41.19)

для класса неограниченных вблизи точки решений

* =  Ш + 1 .  (41.20)

Символ [זג] — «антье х» — означает, как это принято в теории 
чисел, наибольшее целое число, не превосходящее х.

Подсчитаем теперь индекс задачи (41.13). Учитывая фор- 
мулы (41.14), (41.17) и (41.18) (последняя определяет выбор 
ветви логарифма), находим

-п а, (ОЬ־־ ±. {d о, (в 1״1 s r H) ״'  S f« = ('׳״־
= 4 « ' п ^ ы =*■

Эту величину мы и назовем индексом данной задачи (41.1').
Индекс определяется, таким образом, формулой (41.19) или

(41.20) и зависит от выбранного класса решений, причем ин- 
деке задачи в классе неограниченных решений на единицу 
больше индекса в классе ограниченных решений.

Если 0/2я есть целое число, то из двух условий (41.15') и 
(41.16') может выполняться только первое при х =  0/2я.

Точку разрыва t\ в таком случае будем называть точкой ав- 
тематической ограниченности. Решение задачи (41.1'), оставаясь 
ограниченным вблизи этой точки, не стремится при приближе- 
нии к ни к какому пределу (см. конец п. 41.2).

Выяснив принципиальную сторону дела в рассмотренном про- 
стейшем случае, перейдем к решению задачи в общем виде.

41.4. Решение однородной задачи. Пусть коэффициент G(t) 
имеет разрывы 1-го рода в точках t\, 4. . . . ,  4  Разобьем кон- 
тур L на участки между 4  и 4+1 точками разрыва и будем оп- 
ределять в каждой начальной точке участка ветвь arg G(4 +  0) 
произвольно; в конечной же точке участка arg G (4+1— 0) бу- 
дем получать из выбранной ветви arg G (4  -путем непрерыв (־+־ 0 
ного изменения.
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(* =  1, 2, О,

Обозначим, как и раньше,
O (tk -0 l =  A 1ek 
G (tk +  0) * Plfi

где 0ft есть скачок аргумента в точке разрыва 4, взятый с обрат- 
ным знаком.

Положим
(41.21)1 I л 0ft . lnPft

Vк 0ni ^  2я *4 1 2 п2п i

(целые числа ха определяются формулой (41.19) или (41.20)),
1 1

ф+ (2)=1ן> - ф* ф. ф_ (2>=П (7 Г־^  ф•22•41) .<*) ״)
к- l  к - 1 °

причем разрезы для функций (г — z0)v* проходят через точку 4  
контура. Подставляя в уравнение (41.Г), придем к краевому 
условию ^

Ф<+ (0 “ П (* ) ־20־ ־ Vft G (0 ФГ (0, (41 •23)
к-\

в котором, по определению, функция (t — z0)־ v* испытывает ска- 
чок при переходе через точку 4•

Рассуждая аналогично рассмотренному выше случаю одного

разрыва, убеждаемся, что коэффициент G!(/) =  П  ( t-2 0 )-^ G (t)
& = 1

есть функция непрерывная. Следовательно, мы снова пришли 
к решению задачи с непрерывным коэффициентом. Нетрудно вы- 
числить индекс коэффициента G!(t). Беря приращение аргу- 
мента О!(^) по всему контуру L как сумму приращений по участ- 
кам между точками разрыва и учитывая, что каждый бином 
(t — 20)Vft удовлетворяет в точке 4  условию

( 4  — 0 — 2q)V* __g2jl/Vft

(4 +  0 - z 0)v* 
получим ^

Ind G! (t) =2 ־І 7 {In G, (0}t  =  4 a  £  (In G, ־־

=x! +  и2 +  .. • +И*. (41.24)]1 y ln - G (tk ־]   0) ( 4 ־ 0   -  Zq) V* 

־* 0 )4 + 0( )4 4־ 20 ״  ' י א ' ,  — z0) -V *

Последнюю величину будем называть индексом исходной за■ 
дачи (41.1')•
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Как уже отмечено выше,

если решение ищется в классе ограниченных функций, и

* k =  [ 2 k ] + l
для класса неограниченных интегрируемых функций.

Отсюда видно, что индекс задачи в классе функций, имеющих 
в данной точке разрыва бесконечность интегрируемого порядка, 
на единицу больше, чем индекс в классе функций, ограниченных 
в данной точке.

Пусть требуется найти решение, имеющее интегрируемую 
бесконечность в некоторых р точках разрыва и ограниченное 
в I — р остальных таких точках. (Все точки автоматической or- 
раниченности, очевидно, войдут во вторую группу.) Согласно 
предыдущим рассуждениям индекс задачи в указанном классе 
выразится формулой

2 “ ״ Л І Й + 25-| 4 ׳• < ׳ >
/г-1

Можно было бы выразить индекс через приращение аргумента 
G(t). Однако здесь не получится такой простой формулы, как 
это было в случае одной точки разрыва, и потому этого выраже- 
ния мы не приводим. При решении конкретных задач индекс 
вполне определяется последними формулами.

Для получения общего решения поставленной задачи нужно 
найти по правилам § 14 общее решение Ф!(г) задачи (41.23) 
с непрерывным коэффициентом, тогда формулы (41.22) дадут 
общее решение исходной задачи. Мы здесь не будем выписывать 
соответствующих формул, а перейдем к решению неоднородной 
задачи. В состав общего решения этой последней задачи входит, 
как известно, и общее решение однородной задачи; в п. 41.5 мы 
приведем формулы полностью.

41.5. Решение неоднородной задачи. Рассмотрим неоднород- 
ную задачу

Ф +( 0 = с ( 0 Ф 0 ־(0 + £( •
Относительно G(t) будем исходить из тех же предположе- 

ний, что и в предыдущем пункте, a g(t) будем пока считать 
удовлетворяющей условию Гёльдера.

Вводя новые функции Ф!+ (2), ФГ (г) подстановками (41.22), 
приведем краевое условие задачи к виду

Ф1+ (0 =  ri V - ־(20  ' G (0 ФГ (t) +  й V -  tk)~yk g (t).k=*l £—1



(ГЛ. VIКРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ436

Заменяя непрерывный коэффициент Ш - 2 0 )  Ч вУ) 0ТН0* *fc-1
шением канонических функций (см. п. 14.3), придадим краевому 
условию форму

a>j+ (/) Ф,־ (/) Д  8 4 ־־ 
xftt)xf (0 Xf (/)

Последняя задача есть задача (41.2) определения аналити- 
ческой функции по заданному скачку, причем на бесконечности 

ФГ (г)
функция — ----  имеет порядок —х. Согласно равенству (41.6)

Х1 (г)
решение ее дается формулой *)

• +  Рк(г). (41.26)
1 г П  ( * ־ ־ '* ) V* S < T) .__ 1 I _____________________ dx_

X, (z) 2ni j  X?־
Ф. (г)

x — zX f (t)

При к < 0  нужно положить PK(z) = 0 .־ 
На основании формул (41.22) решение поставленной задачи 

имеет вид

Ф+ (2) =  П  (2 -  tky* X f (2)№ + (2) +  Р, (Z)l
(41.27)/

ф " <2> =  П  ( Й 7 )  " ХГ (2) [ Г  (2) +  Рк (2)],

X f (2) =  ег+ <z), X f (2) =  (2 -  го)־ х ег_ (г),
где

dx.
(41.28)

1 г 1п[ ( т 2 0 ־ ) иД —Z0* v* 0
2я/ J х — zГ (2)

гf (זר) v( * ־ * * * *r I I . 1- 1 I л ' dx.
T W ־ g

Легко установить, что решение, определяемое последними 
формулами, принадлежит заданному классу.

*) Теперь ясно, что Re у* должно быть меньше единицы (см. замечание
на стр. 432, а также п. 8.4).
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Пусть, например, Rey / >0 .  Тогда, в силу формул (8.20), 
функция Чг (2) вблизи точки tj будет иметь порядок роста

— и, следовательно, в силу наличия множителя (z — tt)yl, 
Ф (2) будет ограниченной.

Если Rey j <0 ,  то 4Г (2) будет в точке t! ограниченной, 
а Ф (2) будет обращаться в бесконечность порядка Re у!.

Если на решение наложить дополнительное условие

ф ־ (оо) =  0, (41.29)

то в формуле (41.27) нужно заменить Ри(г) на Р2)1_״).
Результат исследования может быть сформулирован в виде 

теоремы, которая будет почти дословным повторением теоремы 
п. 14.5.

Т е о р е м а .  Если индекс х задачи Римана в заданном классе 
положителен, то общее решение неоднородной задачи линейно 
зависит от х + 1  произвольных постоянных и определяется 
формулой (41.27), где при дополнительном условии Ф־ (оо) =  0 
Ри следует заменить на Р*-!•

При х 0 однородная задача в заданном классе неразре- 
шима, а неоднородная задача разрешима тогда и только тогда, 
когда выполняются —х условий

л П  С* ־ ־ < * ) ־ ** * W
־*■\ ' - ў + , ,--------T׳ ־ ‘ rfT2 ,1 ( /= =־0 ־ , . . . ,  - х ) .  (41.30)j  Xf (т)

Если эти условия выполнены, то неоднородная задача имеет 
единственное решение, которое получается из (41.27) при
Р* (2) 0.

Напомним, что индекс задачи в данном классе, совпадающий 
с индексом задачи (41.23) с непрерывным коэффициентом, оп- 
ределяется формулой (41.25).

З а м е ч а н и е .  Несмотря на то, что в формулы (41.27) явно 
входит произвольно выбранная точка 20, легко показать (пре- 
доставляем это читателю), что общее решение не зависит от вы- 
бора этой точки.

Рассмотрим теперь, какие изменения нужно внести в полу- 
ченное решение, если допустить, что g(t) имеет разрывы в ко- 
нечном числе точек.

Пусть в окрестности точек t[, f2, . . . ,  t'r g (t) имеет пред- 
ставление

=  « = » ;  +  % . 0 « < 1 ) ,  (41.31)
׳) - ׳ У *
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где g,(t) удовлетворяет условию Гёльдера, а в точках f{r 
й ......t's имеет разрывы 1־го рода g (& +  0) ф  g (t'Z — 0).

Рассмотрим отдельно два случая.
1°. В се т о ч к и  р а з р ы в а  с в о б о д н о г о  ч л е н а  о т л и ч -  

ны от  к о н ц о в * ) .  Рассуждения, с помощью которых было 
получено решение, в предположении, что свободный член удо- 
влетворяет условию Гёльдера, полностью останутся в силе и для 
рассматриваемого случая, и мы снова придем к формулам
(41.27), (41.28). Различие будет лишь в том, что теперь реше- 
ния, кроме особенностей на концах, определяемых выбранным 
классом решений, будут иметь особенности в точках разрыва 
функции g(t). В силу свойств интеграла типа Коши (пп. 8.2, 
8.4), решение будет иметь особенность вида

Ф(*)־ ־ ( / - й ) ־ у‘ Ф*(*)
в точках t\, i'2........ t'r и особенности логарифмического харак-
тер а в точках f{, t'2, . . . ,  t's.

При этом, в отличие от концов, где поведение решения в ка- 
кой-то степени зависит от некоторого произвола (выбор класса), 
в точках разрыва свободного члена поведение решения целиком 
определяется характером разрыва.

2°. Н е к о т о р ы е  т о ч к и  р а з р ы в а  g(t) с о в п а д а ю т  
с к о н ц а м и .  Для точек разрыва g(t), не совпадающих с кон- 
цами, очевидно, остается в силе предыдущее рассуждение. Да- 
лее, легко усмотреть, что совпадение с концами точек разрыва 
g(t) 1-го рода не вносит ничего нового по сравнению с рассмо- 
тренным случаем свободного члена, удовлетворяющего условию

ЯВЛЯЮ-
Х + (т)

Гёльдера, так как поведение функции

щейся плотностью интеграла типа Коши, будет одинаковым как 
для функции g(t), удовлетворяющей условию Гёльдера, так и 
в случае, когда она имеет разрыв 1-го рода.

Для точек t'k, совпадающих с концами, может произойти 
сложение особенностей, поэтому этот случай нужно рассмотреть 
подробнее.

Пусть t'k =  tk■ Вставляя в формулы (41.28) вместо функции 
g(t) ее выражение (41.31), получим, что в точке tk плотность 
соответствующего интеграла типа Коши будет иметь вид
(t — tk) (Y,s+V̂  ф, (t) (ф! (<) удовлетворяет условию Гёльдера), 
т. е. будет иметь порядок — (а* +  а£).

По определению а* ^  0, число же а* будет равно нулю для 
особенного конца, а в случае неособенного конца будет поло- 
жительным, если отыскивается решение, ограниченное на конце

'J Концами мы называем точки разрыва коэффициента G(t).
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tk, и отрицательным в противном случае. В гл. I было дано ис- 
следование интеграла типа Коши с плотностью, обращающейся 
в бесконечность, только для случая бесконечности порядка 
меньше единицы. Если отыскиваются решения, не ограниченные 
в точке tk, то а* +  а* <  1 и применимость теории обеспечена. 
Простой подсчет даст, что в этом случае решение будет иметь 
в точке tk порядок не ниже, чем min (а*, — а£).

Для решений, отыскиваемых в классе ограниченных функций 
в случае, когда а* +  а£ <  1, теория также применима, но только 
решение в исследуемой точке фактически окажется неограничен• 
ным (исключая случай а6 =  0); его порядок будет равен —а*.

Если а* -+־ a'k >  1, то потребуется дополнительное исследование.

§ 42. Краевая задача Римана для разомкнутых контуров
42.1. Постановка и решение задачи. Пусть контур L состоит 

из совокупности т простых гладких непересекающихся кривых 
L\, L2, . . . ,  Lm, концы которых ал и (положительный обход 
производится от ал к Ьк), и пусть G(t), g (t)— заданные на I  
функции, удовлетворяющие условию Гёльдера, причем всюду 
G (t) ^  0.

Требуется определить функцию Ф(2), аналитическую на всей 
плоскости, кроме точек контура L, граничные значения Ф+(0> 
Ф 0 ־(  которой при приближении к L слева и справа суть ин- 
тегрируемые функции, удовлетворяющие краевому условию

Ф+ (0 ־ - С ( / ) Ф 0 ־(  +  в(0. (42.1)
Задача Римана для разомкнутого контура, как видно из по- 

становки, принципиально отличается от задачи для замкнутого
контура тем, что вся плоскость с раз- ____ __________ ^
резом по кривой L составляет одну х 4ץ ״‘  '"
область и приходится отыскивать не Л^׳ ׳/
две самостоятельные аналитические ^  V
функции Ф+(2), Ф"(2), а одну анали- ' *
тическую функцию Ф(2), для которой 
контур L является линией скачков.

Сформулированную задачу можно 
свести к рассмотренной в § 41 задаче 
для замкнутого контура с разрывными 
коэффициентами следующим формаль- 
ным приемом*). Дополним контур L т произвольными кри- 
выми L\, Ц, . . . ,  L'm так, чтобы образовалась одна замкнутая 
кривая С (L1 +  Ц  +  . . .  +  Lm +  L'm — С) без самопересечений 
(рис. 15).

Рис. 15.

*) Идея, заложенная в этом приеме, была устно высказана впервые 
Н. И- Л^ейманом.
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На дополняющих кривых, очевидно, Ф + (/)= Ф ־ (/). Учиты- 
вая это, задачу (42.1) можно рассматривать как задачу на замк- 
нутом контуре

Ф+ (0 ־ ־ О ,(0Ф 42.2) ,0 )1* + 0 ־( )
причем

G,(/) =  G(0, g 1 (t)=  g(t) на Lk,
0 1(0 - 1 , * 1 (0 - 0  на Д  ( * 2  ,1« ־ , . . . ,  т). (42>d)
Дальнейшее решение представляет собою пример на при- 

менение теории предыдущего параграфа. Положим G{ak) =  pke k 
и G(&ft) =  р'ке‘ (е*+л*)> где ДА обозначено изменение argG(/) 
на Lk. Тогда
G\ (ак -  0) =  1, б?! (а* +  0) =  G (ak) =  pftei9*;
G, -  0) =  G (&,) =  p;e ' Л f 4־   G, {bk +  0) = (י424) ;1 
Gl K - ° \ _ Gl ״16- 1  ibk - ° )  _  , ЦВ״+Ь״)

(G. K  + 4> P* ’ g.(*a +  9) P*
Значение аргумента 0* *) в начальной точке ак контура ус- 

ловимся брать в пределах
- 2 я < 0 * < О ,  (42.5)

если ищется решение, ограниченное в точке ак, и в пределах
0 <  8* <  2я, (42.6)

если искомое решение не ограничено в точке ак.
Условия эти накладываются только для упрощения следую- 

щих формул и не оказывают влияния на окончательные резуль- 
тэты.

Положим (см. формулу (41.21))

(42.7)

9ft ן • |п Pfe 
2 я т * 2 л

1
2 я /v;

(41.16),

(42.8)

где Xk — целые числа, которые на основании формул
(41.18) определяются как

*) Следует иметь в виду, что теперь 0* означает просто скачок аргу- 
мента функции G!(/) в точке аь, а 0л +  Да — скачок в точке 6л, взятый по- 
прежнему с обратным знаком•
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для решений, ограниченных в точке и как

»9י « • * * = [ ^ ] + י

для решений, не ограниченных на этом конце.
Индекс задачи представляется формулой

т

fc-1
где хл определяется формулой (42.8) или (42.9) в зависимости 
от того, ограниченным или неограниченным должно быть ре- 
шение в конце Ьк- В свою очередь начальное значение аргумента 
в точках ак должно удовлетворять условию (42.5) для ограни- 
ченного и условию (42.6) для не ограниченного в точке ак ре- 
шения.

Легко видеть, что допущение неограниченности решения на 
любом из концов повышает индекс на единицу. Это является 
простым следствием соответствующего свойства для точек раз- 
рыва.

Концы, на которых G(t) есть действительное положительное 
число (аргумент кратен 2я), будем называть концами автомат• 
ческой ограниченности (особенными). Если таким концом яв- 
ляется начальная точка ак, то нужно положить 0̂  =  О, а если

. в* +  Akконечная точка ок, то щ  =  ■ 2'п '־ •
Вводя новые функции подстановкой

(42.10)

т  /Ф+ (г) =  П  (z -  акУ* (г -  ЬьУьфГ (г),
Л-1

ФГ(2),* - и  Yk
2 — 20/

т (k-1
ф־

придем к задаче с непрерывным коэффициентом G на замкну- 
том контуре С:

т ,
ф!+ (0 ־  П  (t - ־(20  V* (t -  Z0)־ U  G i (it) Фг (t) +Л—1

(42.11)
m ,

Л —1
Дальше решение производится обычным способом, и нет 

нужды специально его излагать. Легко доказать (см. задачу 1 
в конце главы), что решение не зависит от вида замыкающей 
кривой L'.
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42.2. Пример. В качестве примера изложенной теории рас- 
смотрим задачу (встречающуюся во многих приложениях), на 
которую в дальнейшем будем неоднократно ссылаться.

Пусть на контуре L, состоящем из т разомкнутых кривых, 
G (t)=  —1, т. е. краевое условие задано в виде

ф+(*)־= _ ф - (*) +  £(*). (42.12)

Выпишем краевое условие для замкнутого контура:

Ф+ ־־ 0)  G, (О Ф * )42.12׳ !« ־ (/) + ; ) 
G! ( /)=  — 1, £!(/) =  £ (О на L,
Gl ( t)= l,  g1 (t) =  0 на L'.

Будем сначала искать решение в наиболее широком классе 
функций, не ограниченных вблизи всех концов. В этом случае 
получим

G1 (а* +  0) =  — 1— е{я; 

G! (Ьк — 0) = ;״ег־=1 — 

G\ {ak — 0 )=  1; 
0■ К 0 ־ ) _ г ,я, 
°1 К  + 0)

G1(ft* +  0 )= 1 • ° 1 ^  =U ll״ ft ־1־ UJ *׳ Gl(6ft +  °) ’

у ь = ш 1пе~ы = - Ь

Так как 0й =  я и \  =  0, то кк =  [у ]  +  1 =  1, у* =  —1/2. 
Следовательно,

т

щ =  т. (42.13)
ft—1

Согласно подстановке (42.10) задача на замкнутом контуре С 
с непрерывным коэффициентом запишется в виде

т _1_ _1_

o f  (0 =  П  ( t - z ay ( t - го)2 G, (0 ФГ (t) +

т 2 J_+  П  ( t - a ky ( t - b k) * 8 l (t). (42.14)1

Функция G1 (t) меняет знак в точках a*, bh. По определению, 
в каждой из этих точек меняет знак один из биномов (t — Zq) \
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Поэтому можно положить *)
т 1 1_

T l ( t - - t) ־*־(20   20)2 О, (0 ־ ־ « ־  го)״ .fe-l
Для краткости условимся употреблять в дальнейшем такие 

обозначения:
т J_П  (z — ak)2 (2 — bk)2 =  R (г), 

т ‘" ! י  т 1 (42.15)
П  (2 -  ак)2 =  Ra (2), П  (2 -  Ьк)2 =  Яь (2).
fc-1  fe-1

Тогда условие (42.14) примет вид

ФГ (0 =  ( ' ־  Z0 T  Ф,0) ־ + Я (0 г, (0• (42.16)
Так как индекс задачи х =  т, то по формулам (41.28) най* 
дем **)

Х?־(г)= 1 , ХГ(г) =  (2 - ־(20 ״ .

Согласно (41.27) решение исходной задачи, не ограниченное на 
всех концах, определится формулой

Ф+ (2) =  ф -  (2) =  Ф (2 )= 7г!_[Ч ' (2) +  Рт (2)], (42.17)

(42.18)
где

В приложениях часто приходится иметь дело с решением, 
удовлетворяющим дополнительному условию

Ф(оо) =  0. (42.19)

В этом случае нужно в формуле (42.17) Ап (г) заменить на 
Ап-1 (2). (Все дальнейшие формулы приведем для решения, 
удовлетворяющего условию (42.19).)

Если на каких-либо концах ak, bj потребовать ограниченно- 
сти решения, то нужно взять соответствующие показатели \ k, Yy 
равными 1/2. Требование ограниченности на любом конце, как 
уже указывалось в общем случае, понижает индекс на единицу.

*) На этом примере читатель может наглядно проследить механизм 
устранения разрыва.

**) Разумеется, и в этом случае и во всех последующих функции X*  (2) 
могут быть найдены непосредственно.
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Решение, ограниченное в начальных точках ад и не ограни- 
ченное в конечных точках имеет вид

(42.20)Ra (г) i С Яь (т)  g ( T )  . 
Rb (г) 2пi )  Ra (г) х — г а 'Ф(г)

(Индекс х здесь равен нулю.)
Решение, ограниченное на всех концах, определяется форму- 

лой

(42.21)g (т) dx 
R(x)  х — г '

L

причем, так как здесь х =  —т ,  решение существует только 
в том случае, когда выполнены т условий разрешимости

$ Щ х1~Ых =  0 < ' 2  , ! = . ,־ . . ,  т). (42.22)
L

Выпишем, наконец, решение в самом общем случае. Обозна- 
чим все концы единообразно буквами С\9 С2, . . . ,  С2т . Пусть на 
каких-нибудь концах си £2, . . . ,  ср решение ограничено, а на 
всех остальных концах ср+и . . . ,  С2т допускается интегрируемая 
бесконечность. Концы автоматической ограниченности, как легко 
видеть, здесь отсутствуют. Обозначим

V
P /2т
П ( z - c k), R2(z) =  Л /  п  ( z - c k). (42.23)
fc=I V f t - p + l

(42.24)

Индекс равен т — р, и решение будет иметь вид

T +  Pm- p-!(2 )]./?2(Т)
Ri (Т)

/?■ (г) 
R2 (Z)

Ф(2) =

Если р ^  т ,  то Рщ-р- 1 =  0, причем в случае р >  т решение 
существует только при соблюдении условий разрешимости

$^77 ־5־ ^(т)т/־ ^ т  =  0 ( / 1 , 2 ־ ...  р - т ) .  (42.25)

42.3. Обращение интеграла типа Коши. Рассмотрим практи- 
чески важную задачу обращения интеграла типа Коши

Контур L будем считать таким же, как и в п. 42.2.

(42.26)



445КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА ДЛЯ РАЗОМКНУТЫХ КОНТУРОВ§ 42]

Уравнение (42.26) есть частный случай особых интегральных 
уравнений с ядром Коши, теория которых для замкнутых конту- 
ров излагалась в гл. III, а для разомкнутых контуров будет рас- 
сматриваться в §§ 47 — 48. Здесь мы решим это уравнение, не 
опираясь на общую теорию, но применяя метод, на котором эта 
теория основана.

Вводим аналитическую функцию (ср. п. 21.1)

ф <г> = 2 У т ^ Г л • <42•27»
L

На основании формулы Сохоцкого (4.10)

•<»־<»+»*■»
L

Подставляя последнее в уравнение (42.26), придем к краевой 
задаче

ф+ (t) =  - Ф - ־ (0  if (t), (42.28)

рассмотренной в предыдущем пункте (#(/) =  —»/(О). ПРИ У0 ״־0־  
вин (42.19).

Решение уравнения (42.26) может быть получено из решения 
краевой задачи по формуле Сохоцкого (4.9):

Ф(0 =  Ф+ (0 ־ ־ Ф 0 ) ־ .

1°. Р е ше н и е ,  не о г р а н и ч е н н о е  в б л и з и  в с е х  кои-  
ц о в. Чтобы в формуле (42.17) перейти к краевым значениям, 
определим точнее ветви многозначных функций, входящих в эту 
формулу. В качестве R(t) выберем какую-нибудь определенную 
ветвь этой функции. Ветвь R(z) выберем, например, так, чтобы 
при приближении к контуру слева краевое значение R+(t) этой 
функции совпадало с выбранной ветвью /?(0• Тогда будет спра- 
ведливо равенство

/ г ( 0 = - я + ( 0 = - т

Учитывая это, по формулам Сохоцкого получим

ф+ (׳ *“ Т й ־ [■? R W * № + Ш־   S ״  , - Г ’ л  +  р - 1 ־ w ]  ’

® -(в  — +  +
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(42.29)1 1 f  R (x) f (т) . . Рж_ , (t)
R( t)  л  J x - t  а%1 R ־ ( t )ф(0 =

Отсюда

(2Рт _! снова обозначаем Рт - 1).
Легко видеть, что второй член правой части (42.29) представ- 

ляет собой общее решение однородного уравнения (42.26)
( / ( 0 = 5  0 ) .

Аналогичными рассуждениями получим следующие резуль- 
тэты.

2°. Р е ше н и е ,  о г р а н и ч е н н о е  на к о н ц а х  а* и не о г- 
р а н и ч е н н о е  на  к о н ц а х  6̂ :

(42.30)Ra (0  J _  f  Rb (т) Ц т) . 
Rb (t) я  J Ra (т) x - t  “ т •

L
ф(0 =

3°. Р е ше н и е ,  о г р а н и ч е н н о е  на  в с е х  к о н ц а х :

 * ״ > ן—־ « ) Н 1 щ ־ т г 7 •  < « .3 1 )
!,

при условии, что свободный член f(t) удовлетворяет условиям

\ Ш х 1 1 ־ ах==0 (/==1 י2י  • • • *т ) • (42-32)

Исходя из формулы (42.24), читатель может легко выписать ре- 
шения в общем случае.

Приведем еще решение важного для приложений случая, 
когда кривая L есть отрезок действительной оси а ^  t ^  Ь, при- 
чем представим функцию R(t) так, чтобы иметь дело только 
с действительными величинами.

1. Решение, не ограниченное на обоих концах:

•dr+ У(׳42.29) . 00  (т  — а) (Ь — т) /  (т)
x — t־.ыV(< -  а) (Ъ

ф ( 0 =  —

2. Решение, ограниченное на конце а и не ограниченное на 
конце Ъ:

* W -------У ! ^ т І У Ш - Г = 7 Л ״ • י42•3׳ )
а

3. Решение, ограниченное на обоих концах:
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f (т) dx.0)42.32(׳
V ( t — а) (Ь — т)J

при условии

Решению рассмотренной задачи различными частными прие- 
мами посвящено много работ. Библиография этих работ приво- 
дится в книге Н. И. М у с х е л и ш в и л и [16].

§ 43. Непосредственное решение задачи Римана

Для задачи Римана с разрывными коэффициентами и с ра- 
зомкнутым контуром, кроме изложенного в предыдущих пара- 
графах способа, опирающегося на сведение ее к ранее решенной 
задаче с непрерывными коэффициентами, известен еще другой 
способ, заключающийся в непосредственном применении метода 
решения задачи с непрерывными коэффициентами. Здесь удоб- 
нее начинать со случая разомкнутого контура.

43.1. Задача для разомкнутого контура. Начнем с однород- 
ной задачи

ф + (/)в <?(0Ф43.1) .0 ־( )

Рассуждениями, аналогичными тем, которые применялись 
в п. 14.3, установим *), что функция

Ф(*)־=еГ(г), П 2 ) = 2 М Т־ ^ Т ^ т (432־)
L

удовлетворяет краевому условию (43.1) всюду, исключая, может 
быть, концы. Изучим поведение Ф(2) на концах. На основании 
формул (8.1), (8.2)

1п О (ak) In pk
ег (г) =  (2 -  ak) eVk {г) =  (z -  ak) ~ +i ־*־־  ег*(г), (43.3)

In Q (bfr) * 0£+ In pj *

er W =  (z -  bk) ы  / * (г) =  (2 — ЬкГ ~*  * “ ״5 י  / *  (г\  (43.4)
где Г* (2) и Г* (2) — функции, ограниченные соответственно 
в окрестности точек ак, Ьк. Условимся значение аргумента G(t) 
в начальных точках ак брать согласно (42.5) или (42.6) и вве- 
дем целые числа х&, удовлетворяющие условию (42.8) или
(42.9). Рассмотрим функцию

т
Х(г) =  П  (2-& ־(* **/ <г). (43.5)ft-1

*) argG(t)  по-прежнему считаем непрерывно изменяющимся на каждой
из дуг.
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Очевидно, она будет также удовлетворять краевому условию и 
вместе с тем будет принадлежать на концах заданному классу 
решений.

Функцию Х(2) назовем канонической функцией задачи. Так 
как Г ( о о ) =  0, то, очевидно, порядок Х(г) на бесконечности бу- 
дет равен

т
(43.6)

k=\

Число х будет индексом задачи. Дальше решение производится
Х+ (Л

обычным способом. Представляя G (0 = -запишем крае . ׳ 
вое условие в виде

Ф+ (<) _  Ф־ (<) 
Х + (/) х -  (0 ’ (43.7)

откуда при х ^ О
Ф(г) =  Х (г)Рх(2). (43.8)

Если требуется, чтобы ф (оо )= 0 , то Рк нужно заменить на Р*־ !. 
Обычным приемом находим решение неоднородной задачи (при
ф(оо) =  0):

Ф(2) =  Х (2)[^(2) +  Рх_1(г)], (43.9)
где

ЧЧ2)= 1 t  g+(T) а х ,
2т* J Х + (т) т — z (43.10)

причем при х <  О должны выполняться условия разрешимости

\ - ^ x l - ' d x  =  0 ( / = 1 , 2 ........ - х ) .  (43.11)J X (г)

43.2. Задача с разрывными коэффициентами. Разбивая кон- 
тур L на участки между точками разрыва коэффициента G(t) и 
рассматривая эти участки как самостоятельные кривые, можно 
решать предложенную задачу как задачу на разомкнутом кон- 
туре. Своеобразие задачи состоит в том, что концы кривых *) 
попарно совпадают. Покажем описательно, как видоизменить 
решение задачи из п. 43.1, чтобы получить решение рассматри- 
ваемой задачи.

Выбираем некоторую точку разрыва за начальную и опре- 
деляем в ней arg G(t\ +  0) *= 0! выбором какой-нибудь опре-

*) В дальнейшем термин концы мы будем применять не тдлько к концам 
кривой, но и по отношению к точкам разрыва.
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деленной ветви. Путем непрерывного изменения определяется 
arg G (/2 — 0) =  0! +  Д!. Величина arg G (t2 +  0) =  02 определяет- 
ся так, чтобы

— 2я <  arg G {t2 — 0) — arg G (t2 +  0) <  0, (43.12)

если ищутся решения, не ограниченные в точке t2, и
0 <  arg G (t2 — 0) — arg G (t2 +  0) <  2я, (43.13)

если ищутся решения, ограниченные в этой точке *).
Аналогичным образом поступаем во всех остальных точках 

разрыва (/3, . . . ,  tn)• В точке t\ определяем целое число х, удо- 
влетворяющее одному из условий:

— 2я <  arg G ((, — 0) — arg G ((! +  0) — 2хя <  0, (43.14)
0 <  arg G (tt — 0) — arg G (tx +  0) — 2хя <  2я, (43.15)

в зависимости от того, неограниченным или ограниченным дол- 
жно быть решение вблизи точки (!. Число х и есть индекс за- 
дачи. Тогда

Х(г) /,)־־ )2 - ״־  ег (г), Г(2) =  J L  $ Ц ^ -dx (43.16)
L

будет канонической функцией однородной задачи.
Решение неоднородной задачи дается формулами (43.9) —

(43.11).
43.3. Примеры. 1. В качестве первого примера на применение метода, 

изложенного в настоящем параграфе, рассмотрим задачу, встретившуюся при 
решении одной конкретной механической проблемы.

Пусть контур L есть отрезок действительной оси (0, /). Рассмотрим крае- 
вую задачу

(43.17)ф־я — i (ар a\t) 
я +  І («о +  я!/)

ф+ </)

где а, Яо, я! — некоторые заданные действительные постоянные, g(t)  — задан- 
ная функция, удовлетворяющая условию Гёльдера. Ищется решение, обра* 
щающееся на бесконечности в нуль.

Так как |G (/) | — 1, то

In G (0 - arg [а /־־־ 2   І (а0 +  а ,0 ]  =  -  2/ arctg °°  43.18) .0*2 = ־0| * ־ ^ )

Точки с аффиксами а — 1(яо +  я!/) геометрически будут изображаться от- 
резком прямой, параллельной оси ординат между точками £1 =  я — ш0 и 
\ 2 =  а —• i (a0 ־f  я!/); поэтому А =  {0}!, <  я.

*) Предполагается, что tz не есть точка автоматической ограниченности. 
Если она принадлежит к последнему классу, то в левой части формулы 
(43.13) нужно взять знак равенства.
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Возьмем для определенности а >  0. Всего могут представиться четыре 
различных случая:

1) £1. £2 — обе в I четверій;
2) £1, £2 — обе в IV четверти;
3) £1 — в I, 12 — в IV четверти;
4) £! — в IV, £2 — в I четверти.
Будем для определенности искать решение, ограниченное в начале коор- 

динат и не ограниченное на другом конце. Разберем подробно 4־й с л у ч а й  
(рис. 16).

Согласно (42.5) для 201 нужно взять ветвь, удовлетворяющую условию 
—2я <  20! <  0, причем это неравенство определяется только выбранным 

классом решений. Тогда 0 <  202 =  2(0! +  Д) <  2я.

+ ׳ ־ ׳ •т* ־
Каноническим решением задачи будет функция 

X (z) =  (г -  / ) ־ ' ег  (г),

I * а0 +  а!т a ret״ —----- --
,dx ״  (43.19)т — г- иГ (г)

Рис. 16.

а общим решением

Ф (2)- X  (*)[¥(*) +*0], (43.20)
I

т  / ч 1 С ё  W  dx где ¥  (2) = —־   \  Д — ־  — - ,  а со — произволь- 
2л 1 J X (т) т ־ ־ го ' 7

ная постоянная.
Для остальных случаев, не входя в подробности, укажем основные 

характеристики.
й с־1 л у ч а й :

— 2я <  202 =  2 (0! +  Д) <  0, - 1  < > А ־!־-'9   0, х =  Г 9' - 0= 1+  1- я.־  L я J
й с־2 л у ч а й :

— 2я<202 = 0 + !־־ 2 (  Д) <  0, х =  0.

3-й с л у ч а й :
-  4я <  202 =  2 (0! +  Д) <  -  2я, х =  — 1.

Во всех этих случаях однородная задача неразрешима, а неоднородная 
задача разрешима единственным образом, причем в последнем случае лишь 
при соблюдении одного дополнительного условия.

Читателю рекомендуется в качестве упражнения самому исследовать ре• 
шение в остальных трех возможных классах функций.

Полученное решение будет использовано нами в п. 47.4 при решении 
особых интегральных уравнений.

Сделаем некоторые замечания к решению задач. В практическом отноше- 
нии, когда требуется довести решение до окончательного результата, главную 
трудность составляет вычисление соответствующих интегралов. В теоретиче*
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ском отношении (определение числа решений), как читатель мог убедиться из 
разобранного примера, дело сводится к тому, чтобы правильно выбрать на- 
чальное значение аргумента (в зависимости от требуемого класса решений) и 
проследить за тем, чтобы его конечное значение получалось из начального 
путем непрерывного изменения.

2. Для лучшего усвоения техники решения задач рассмотрим еще пример, 
в котором данные подобраны так, чтобы решение выражалось в элементар- 
ных функциях.

Пусть L  — единичная окружность и L \  и L 2 — соответственно ее правая 
и левая полуокружности. Решим краевую задачу Римана:

( | а | <  1), (43.21)(/2 + 1 ) ( 4  І +  І) (  М \ « / 2  
t 2 +  a 2 \ t  +  l )

на L u 

на L2.

»к*
-2 n t{G(0 =

ф+ (/) =  О (/) Ф־  (<) 
где

задана некоторой определенной ветвью.ф> .™  е т Многозначная״
Будем сначала искать решение в самом широком классе функций, имею- 

щих интегрируемые особенности в обеих точках разрыва =Ы. Пользуясь фор- 
мулами (43.16), найдем сначала каноническую функцию однородной задачи:

d x  =2я Г т
2я/ J т — г

d x  -f
L\

In G (т)
T — 2

L

z + i
2  —  І

- І

L i L

Применяя к интегралу для 2 е  D + формулу Коши, а для г  е  D  теорему 
Коши, получим

2 Н" I •р— / \ . I !  2 4 ן 2 ־ * І 
Т = 7 ' г (г) 1 + 2 Г־ ,п ־j z r j

2 

2  і
Г+ (2 ) =  я г  -  1 +  1п

Отсюда

Легко проверить непосредственной подстановкой значений ± / ,  что в этих 
точках Х (2 ) ведет себя как (2 — 1) -1 /2, (г  +  0 _1/2» т• е. принадлежит задан- 
ному классу. Следовательно, дополнительные множители ( г ± 0 *  не тре- 
буются, т. е. индекс задачи х =  0. Для полной определенности канонической 
функции, а затем и самого решения задачи нужно указать еще способ зада-

( 2 — і \ iz/2
"2 +  Т )  * чт0 СВ°ДИТСЯ к заданию

разреза, соединяющего точки ветвления ± і ,  и заданию ветви. Вставляя X 
в однородное краевое условие, получим

(  со־־ (/) на L u 

“ + ( , ) ־ t  Л - ( П  я . и

Последнее означает, что разрез должен быть проведен по левой полуокруж- 
ности L2, причем значение < о 0 ) ־  на правой (внешней) стороне получается из
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значения со40  на левой (внутренней) умножением на е пі. Если обойти ־(
вокруг одной из точек ветвления (например, /), то как раз и возникает мно- 
житель e2Jlt =  e ~ nt . В дальнейшем предельные значения на L  изнутри

мы будем обозначать одним и тем же выражением со+ (/) =2 ( ־ ־ד־קךך^  J
такими же должны браться значения со־ (/) на L!; значения же со־ (/) на L2 
должны умножаться на e ~ n t . Изложенные здесь соображения очень важны 
в приложениях краевых задач к решению особых интегральных уравнений 
(см. п. 48.6).

Ветвь (0(2) выберем так, чтобы 0)+(/) совпадала с соответствующей 
функцией, входящей в g ( t ) .

Найдем теперь ^ ( 2 ). По формуле (43.10)

4 г) ׳ ) =  С 8  d x  [  (4) ( 1 + 2 + тזי  <) т  d x
к > 2п1 J х + (т) (т — г) 2я־ J х 2 +  а2 т - гL ь

)1•
1 + 22 

а2 1 •־־־

Пользуясь теорией вычетов, после всех выкладок получим 

ЧГ+ (2) =  е 2 ״2־^'־̂־ ' [  lZ '' ^  sin а л  — (/ +  42) ^cos а л е —׳  ~ пг

W е “£2ю̂ (־־ (2 ] а2״‘_ ^а **־ а ‘ sin а п  “  +  42) cos ая] ־

По формуле (43.9), в которой нужно взять не Р к- !, а окончательно бу- 
дем иметь

(43.22)
ф+ (2) = ( |־ + т ) <г/2 е"г_1 [чг+ (г)+ с1-
Ф ־ (2) -  в-1  ( - | ^ і ) г 2 Ч4] ־/  +  (2) - ׳

Советуем читателю самому решить задачу в предположении, что в точке I 
допускается интегрируемая бесконечность, 4 всюду в остальной плоскости 
решение ограничено.

Для справок приводим ответы:

(43.23)

ф+ (2) ־  е״г ( т + 7 Г /2^ т М 81п ая ( т ־402   + За/) +
4 cos а ־ л  (3/2 +  4а2 — 1) +  (422 — 3/2 +  0 J י 

ф ־ (2) "  ( т т т ) <г/2 [sin ая ( |  -  4аг  +  За־ )  +

+  cos ая (3/2 + 4 а2 — 1)J.

43.4. Краевая задача Карлемана. Продолжение. Приведем 
здесь заключительную часть решения краевой задачи Карле- 
мана (18.20). В п. 18.3 оно было приведено к решению задачи 
Римана

Ф* (עם) =  G + Ф, (а») (עם),  gy (та) (18.32)
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на разомкнутом контуре L! с концами а =  (0+(Л), b =  (0+(В). 
Здесь G1(w) =  G[z-(w)]t g { (w) =  g[z+(aO], А и В — неподвиж- 
ные точки сдвига а(/).

Решение задачи (18.32) следует искать в классе функций, 
ограниченных на концах w =  a, w =  b и на бесконечности. Дей- 
ствительно, ограниченность решения Ф1 (w) =  Ф+ [z(w)] в ок- 
рестностях концов w =  a, w =  b вытекает из ограниченности 
ф+(г) в окрестностях точек г =  Л, 2 =  В, а ограниченность на 
бесконечности следует из того, что Ф !(оо)=  ф+(20) есть конеч- 
ное число.

Вычислим индекс щ задачи (18.32). Пусть 

K = ־2̂  [a rg G (0 k .

Поступая как и в п. 18.2, из условия G(t) G [а(/)] за 1 заключаем, 
что [argG(0]L+ =  [argC?(/)]t - = x n .  Поэтому

[arg G, [w)\L1 =  [arg G [z~ (עס)] ]t1 =  — [arg G =  — хя. (43.24)

Из того же равенства G (/)G [a(/)] =  1 следует, что G(t) может 
принимать в точках t =  A, t — В лишь значения +1, —1. Такие 
же значения принимает коэффициент G! (ш) на концах w — а, 
w — b контура Lx. Рассмотрим отдельно случаи четного и не- 
четного х.

1) х — четное. Из равенства
arg G! (b) — arg G! (а) =  — хя, (43.24')

вытекающего из (43.24), следует, что либо G !(a )=  G !(6 )=  1, 
либо G !(a )=  G1 (b )=  —1. В первом случае оба конца являются 
точками автоматической ограниченности, так что Х1 — —х/2. Во
втором случае, согласно формуле (42.8), х! =־

2) х — нечетное. Тогда в силу (43.24') либо G!(a) =
=  —G !(ft)=  1, либо G ! ( a ) = —G \(b ) = —1. В обоих случаях

[ '
по формуле (42.8) находим, что х! =

Окончательно индекс задачи вычисляется по формуле 

если х четное и G (A) =  G{B) =  1,

х =  \ —— — 1, если х четное и G {А) =  G (В) = 1  ,־ — 

если х нечетное,

К
־2

— Л — 12 1י
 х ־1־ 1

־1־

или, что то же,
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где тг обозначает число тех концов w =  a, w 6 =  для которых ,י
G{(w )=  —1. (Очевидно, т ־  может принимать значения 0, 1,2.)

Учитывая, что в силу допущения решений, не исчезающих на 
бесконечности, число их на единицу больше индекса, приходим 
к следующей теореме.

Т е о р е м а .  Пусть выполнены условия (18.21). Если х +  
+  т 0 ^ ־  , то число I решений однородной задачи Карлемана
равно 1 — - ■, а неоднородная задача безусловно разре־
шима и ее решение линейно зависит от I произвольных постоян- 
ных. Если х +  т0 < = то I ,־־   О, а для разрешимости неодно-
родной задачи необходимо и достаточно выполнения ----- 1
условий разрешимости.

Выписав по формулам п. 41.5 общее решение Ф!(ш) задачи 
Римана, получим общее решение ф(<г) =  Ф! [w(z)] задачи Кар- 
лемана (18.20).

З а м е ч а н и е .  Можно искать решения задачи (18.32), не 
ограниченные в окрестности тех концов, где G!(t0) =  —1. Поря- 
док особенности в таких концах равен 1/2. Возвращаясь к за- 
даче Карлемана (18.20), мы получили бы решение Ф+(2), имею* 
щее в неподвижных точках сдвига (в одной из них или в 
обеих) полярную особенность первого порядка. Допущение та- 
ких решений, не интегрируемых в окрестности неподвижных 
точек, увеличивает индекс задачи на тг до величины х! +  т~ =
=  — . (Ср. с рассуждениями в п. 46.4.)

43.5. Заключительные замечания. Используя методы § 16, можно без 
труда дать решение для случая, когда контур состоит из любого числа за- 
мкнутых или разомкнутых непересекающихся кривых, на каждой из которых 
имеется любое конечное число точек разрыва 1־го рода. Однако мы не оста- 
навливаемся на этом, так как в следующем параграфе путем небольшого 
видоизменения метода будет дано решение задач для еще более общего слу- 
чая, когда допускается самопересечение контура.

Сделаем одно простое замечание по поводу возможных обобщений изло- 
женного в §§ 42, 43 решения.

Как хорошо известно читателю, общее решение неоднородной задачи 
складывается из частного решения неоднородной задачи и общего решения 
однородной, причем при выборе другого частного решения известным образом 
изменяются постоянные, входящие в общее решение. Строя общее решение 
неоднородной задачи, мы обе составляющие его части брали из одного клас- 
са. Это выражалось в том, что в частное решение неоднородной задачи вхо- 
дила та же каноническая функция, что и в решение однородной:

Ф (־О =  X (г)  ̂ — -  +  X (2) Ря (2).2ш  X (т) т — z

Пользуясь произволом частного решения, можно при отыскании общего ре- 
шения в каком-нибудь классе функций частное решение неоднородной задачи 
брать в любом другом более узком классе.
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Например, общее решение задачи п. 42 2, принадлежащее к самому ши- 
рокому классу функций, не ограниченных на всех концах, можно взять в виде

Ф / - 4 Ra (г) 1 Г Rb (т) d% Рт-1 (г)
' Rb (2) 2т ' J /?а (т) т — 2 R (г)

L

(частное решение здесь взято в классе функций, ограниченных на концах а*). 
Соответственным образом изменится формула обращения особого интеграла 
(п. 42.3).

Остановимся в заключение на сравнительной оценке достоинств двух ме- 
тодов, изложенных в §§ 41—43.

При решении конкретных задач оба способа равносильны и лучше поль- 
зоваться тем из них, которым решающий лучше владеет. При общих теоре- 
тических рассуждениях, относящихся к рассмотренным задачам, второй ме- 
тод (§ 43) оказывается выгоднее, так как здесь формулы содержат только 
данные величины, и потому проще, чем соответствующие формулы § 42. 
Однако первый способ имеет перед вторым то преимущество, что он не свя- 
зан с наличием решения в замкнутой форме; поэтому он применим и в тех 
случаях, когда такое решение неизвестно, например в обобщенных задачах 
(см. задачу 15 в конце главы), а также в случае многих неизвестных 
функций.

§ 44. Задача Римана для сложного контура.
Исключительные случаи

44.1. Постановка задачи. Пусть контур L состоит из конеч- 
ного числа простых гладких замкнутых или разомкнутых кри- 
вых, расположенных как угодно на плоскости. Кривые могут 
иметь любое конечное число точек пересечения или соприкаса- 
ния, а также быть расположенными в любом числе друг внутри 
друга. При таком широком понимании контура он может пере* 
стать разбивать плоскость на области D+ и D־־ и для задачи Ри- 
мана следует дать новую формулировку. Предварительно обоб- 
щим определение, данное в § 1, и условимся называть кусочно 
аналитической функцию, аналитическую в каждой связной ча- 
сти плоскости, не содержащей точек контура. В точках контура 
существуют непрерывные предельные значения слева и спра- 
ва*),  за исключением некоторого конечного числа точек «кон- 
цов», в которых предельные значения или обращаются в беско- 
нечность интегрируемого порядка, или, оставаясь ограничен- 
ными, зависят от пути приближения к точке. Под концами 
контура мы всегда будем понимать концы разомкнутых кривых, 
точки разрыва коэффициентов, а также точки самопересечения 
или соприкасания контура (см. примечание к п. 43.2).

Краевая задача Римана может быть сформулирована так:
Определить кусочно аналитическую функцию Ф(г), удовле- 

творяющую на контуре L краевому условию
Ф+ (і) =  0(і)Ф~ (/) +  $(*), (44.1)

') Предполагается, что на всех кривых установлено направление.
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где G(t), g ( t)— функции, удовлетворящие условию Гёльдера 
всюду, кроме некоторого конечного числа точек, где они могут 
иметь разрывы первого рода*). Кроме того, G(t) ф  0.

Когда речь идет о выполнении граничного условия, концы и 
точки пересечения исключаются.

Сформулированная задача, которая кажется с первого взгля- 
да очень сложной (первые способы ее решения были в самом 
деле весьма сложными), может быть решена довольно просто, 
если, используя результаты решения задачи с разрывными ко- 
эффициентами, внести небольшое видоизменение в решение за- 
дачи для случая одной замкнутой кривой и непрерывных коэф- 
фициентов. К изложению этого видоизменения мы переходим.

44.2. Новый метод решения задачи Римана для замкнутой 
кривой. Пусть контур состоит из одной замкнутой кривой 
и G(t)— непрерывная функция. Применим к решению задачи 
Римана метод, которым в п. 43.1 была решена эта задача для 
разомкнутого контура.

Выделим на контуре некоторую точку t\ и будем считать ее 
начальной точкой контура. Замкнутый контур будем рассматри- 
вать как специальный случай разомкнутого, когда оба конца 
контура совпадают. Рассмотрим функцию ег<г>, где

г <2 = < М־ 4 ^ л • <44-2>L
Если х =  Ind G (t) Ф  0, то функция In G (() будет испыты- 

вать в точке t\ разрыв, причем в этой точке будет выполняться 
равенство

In G (/, — 0) — In G (/! +  0) =  2шх. (44.3)
Согласно формуле (8.3) вблизи точки t\ будем иметь

Г (2) =  *111(2-/!) + Го (г), (44.4)
где Го (2) — ограниченная функция, стремящаяся при приближе- 
нии к точке h к определенному пределу. Отсюда

)44.5( _ * ״(, /•< <־>/ = *) +
Будем понимать под канонической функцией задачи то же, 

что и в п. 14.3. Тогда, как легко проверить, канонической функ- 
цией рассматриваемой задачи Римана будет служить функция

X (г) — (г — /!)”* ег (г>. (44.6)
Если G(t) имеет точки разрыва, то, выбирая в качестве U 

первую точку разрыва и поступая так же, как в п. 43.2, полу-

‘) Класс g(t)  может быть расширен (см. конец п. 41.5).
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чим, что формула (44.6) даст каноническое решение и в этом 
случае.

На основе построенной канонической функции общее решение 
однородной и неоднородной задач может быть получено обыч- 
ным способом (пп. 14.4, 14.5, 43.1), и нет нужды особо это из- 
лагать.

44.3. Общий случай. Перейдем к сформулированному в п. 44.1 
общему случаю, сделав сначала упрощающее предположение, 
что каждая точка может служить концом не более чем одной 
кривой контура. Начнем с основного вопроса — построения ка- 
ионической функции.

О п р е д е л е н и е .  Канонической функцией задачи Римана 
будем называть кусочно аналитическую функцию Х(г), удовле- 
творяющую однородному краевому условию

Х+ (t) =  G(t)X~(t)
и обладающую следующими свойствами:

1. Она имеет нулевой порядок всюду в конечной части пло- 
скости, за исключением, быть может, концов *).

2. Вблизи концов принадлежит заданному классу (ограни- 
чена или обращается в бесконечность интегрируемого порядка).

3. На бесконечности имеет наивысший возможный порядок 
(равный индексу задачи в данном классе).

Построим каноническую функцию для каждой из простых 
кривых Lk (k =  1, 2, . . . ,  т), составляющих контур L. При этом 
будем соблюдать такие правила.

1°. Если Lh — разомкнутый контур, то для него будем строить 
каноническую функцию по формулам п. 43.1, т. е.

Хй(2) =  (2-& ־(* х*<гг*(г), г ц г) = ^  (44.7)
Lk

2°. Если Lj — замкнутый контур, то выбираем в качестве на- 
чальной точки некоторую точку bj, которая является одной из 
точек разрыва, если такие точки есть на контуре Lj, и может 
быть любой точкой, если G(t) непрерывна на Lj. Каноническую 
функцию для контура Lj строим по правилам п. 43.2 или п.44.2, 
что приводит к формулам

Х/ ( г ) - ( г - 6 ״־(/ /е г/ (в), Г, (z) =  J L  \  dx; (44.8)
Ч

Hk и Xj в формулах (44.7) и (44.8) суть индексы коэффициента 
О (t) по кривым Lft, Lj в заданном классе функций.

*) Напомним, что к «концам» мы причисляем и точки разрыва (см. 
п. 43.2).
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Величину
т

И“  £  «а (44.9)ft-1
будем называть индексом задачи Римана для сложного контура 
в данном классе.

Докажем, что каноническая функция задачи Римана для 
всего сложного контура L =  L! +  Ь2 +  . . .  -Lm есть произведе ־+- 
ние канонических функций для всех составляющих простых кон- 
туров

т
X(z) =  n x ft(z). (44.10)

k-1

Начнем с доказательства того, что последняя функция удо- 
влетворяет краевому условию. Пусть t есть точка некоторой кри- 
вой Lj, отличная от концов и точек пересечения кривых Z-*. Под- 
ставляя в краевое условие функцию (44.10) и учитывая, что для 
всякого k ф  / Xft И) =  Х/Г (0, после сокращения придем к ра- 
венству

X t(t)  =  G(t) X f(t),

которое тождественно удовлетворяется согласно определению 
канонической функции ХДг).

Свойство 1 канонического решения выполняется в силу фор- 
мул (44.7), (44.8). Свойство 2 выполняется в силу того, что, по 
определению, все канонические функции для простых кривых 
принадлежат заданному классу.

Для установления свойства 3 подсчитаем порядок Х(2) на 
бесконечности.

Вставляя в формулу (44.10) выражения (44.7), (44.8) и учи- 
тывая, что Г ;(оо)=0 для любой кривой Lj (замкнутой и разомк- 
нутой), получим, что разложение в окрестности бесконечно уда-

(  I ץ«
ленной точки начнется с члена ( — 1 . Этим доказательство за- 
канчивается.

Легко установить рассуждениями, подобными тем, которые 
были приведены в конце п. 41.1, что каноническая функция оп- 
ределяется с точностью до постоянного множителя.

Если нормировать каноническую функцию условием

Пт 2״Х (г )=  1,
2->0о

то формула (44.10) определит ее единственным образом.
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Учитывая формулы (44.7), (44.8), (44.10), каноническую 
функцию можно представить в виде

т

X ( z ) ^ l [ ( z - b l) ->lieT{z\  =  (44.11)
/-1 L

где bj есть конечная точка кривой, если она разомкнута, и точка, 
условно принятая за начало (и конец) контура, если она замк- 
нута. Здесь в качестве исключительной точки, где каноническая 
функция имеет нулевой порядок, взята бесконечно удаленная. 
Если по каким-либо соображениям такой точкой должна быть 
некоторая конечная точка 20, то в этом случае каноническую 
функцию Х(2) следует умножить на бином (2 — 20) .א

После того как построена каноническая функция, общее ре- 
шение однородной и неоднородной задач в заданном классе на- 
ходится уже многократно примененным способом. Представив 
коэффициент задачи Римана в виде отношения канонических 
функций

и приведя краевое условие к виду
Ф + ( і )  Ф0 ) 8  _ ־(0   
X + (t) X~( t )  Х + (t) י

придем к задаче определения кусочно аналитической функции
Ф (г)по заданному скачку при условии, что искомая функция ״х ■

имеет на бесконечности порядок —х. Отсюда обычными рассуж- 
дениями получим общее решение

Ф(2)־ + Х(2)ГР(г)־  Р״(г)], (44.12)

(44.13)g (т) dx 
Х+ (т) т -  г ’

где

a Ри(2)— многочлен степени х. При х <  0 нужно выписать 
—х — 1 условий разрешимости

\ x * w ' cl־ ' dX =  0 (' = 1 2 ׳ ..... - « - D  (44.14)

и при соблюдении их положить Рк =  0.
Результаты представляются в том же виде, что и в рассмо- 

тренных ранее частных случаях (пп. 14.5, 16.2, 43.1).
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44.4. Случай совпадения концов. Остановимся коротко на 
особенностях исключенного нами случая, когда в одной точке 
сходится более одного конца простых кривых. Как следует из 
формулы (44.10), порядок канонической функции Х(2) для 
сложного контура равен сумме порядков канонических решений 
Xk(z) для составляющих простых контуров. Таким образом, если 
в данной точке t0 встречаются несколько концов, то порядок 
в t0 канонической функции равен сумме порядков канонических 
функций для каждой простой кривой, имеющей конец в данной 
точке. Отсюда следует, что порядки последних канонических 
функций в точке t0 нельзя брать произвольными, а можно брать 
только такими, чтобы суммарный порядок их в точке to опреде- 
лял каноническую функцию, принадлежащую заданному в этой 
точке классу. При этом должно соблюдаться общее требование 
о максимальности порядка на бесконечности*). Указанные ус- 
ловия еще оставляют некоторый произвол в выборе канониче- 
ских функций для простых контуров, оканчивающихся в точке to, 
который, однако, не оказывает влияния на вид канонической 
функции для всего контура.

Поясним сказанное примером.
Пусть в данной точке to встречаются три конца, перенумеро- 

ванных числами 1, 2, 3, и пусть для этих концов выполняется

/ I W =  (г -  to)m етז (г), / 2 (г) =  (z -  t0f 3 / 2 (г),
вгз<*> =  (г - /0)з«вг |«

где Г1 (2) — ограниченные в окрестности точки t0 функции. До- 
пустим для определенности, что искомая каноническая функция 
должна быть ограниченной в точке /0•

Легко видеть, что для показателей и!, И2, из возможны еле- 
дующие три комбинации:

(0, 0, -2 ) ,  (0, - 1 ,  -1 ) , ( -1 , 0, -1 ) .

Отвлекаясь от всех прочих возможных множителей, получим 
для канонических функций X!, Х2, Хз следующие допустимые 
выражения:

( / ' ״ ’, етлл, ( г - У .( / ״' ־־׳
״ ' • / ) , (z - І Г ' е г■ ( ־ - « ־ ' / • ״’, ד . 
f e - / Г״ ׳1״ / ' , / ' ю, (־ - « ־ ' / • ״ )•

*) Последнее не позволяет повышать порядок нуля в конечной точке 
выше минимально возможного.
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Для канонической функции Х(г) получим во всех трех случаях 
одно и то же выражение:

(2 _ ־(0> *er-w+r,w+r,(*)#

44.5. Исключительные точки на концах контура. Рассмотрим схематически 
случай, когда исключительной точкой, где коэффициент задачи Римана обра- 
щается в нуль или бесконечность, является концевая точка контура. Пусть

Ф+ ( 0 = ־ О (<)Ф ־ (/), G(t)  =  ( t - a ) r G,( t ) ,  (44.15)

где г — любое действительное число. Будем считать для определенности, что 
а — начальная точка контура и, для простоты записи, что других исключи- 
тельных точек нет.

Решение по формулам (43.2) имеет вид

d x f(זר)_  1 f  In G 
2я/ J t  —

Г  (2 )
РГ (z)Ф(2)

г  (z) =  \  M L z i £ l  dT +  > [  J l £ d l L  rfx.
2я/ J t — 2 2m  J г  — 2

Нашей задачей является исследование поведения решения в исключитель 
ной точке а. Используя формулы (8.25) и (8.10), будем иметь

г ( г )= ־ ־ ш 1п2 (г ־ а)+ [ т ־   ~ $ J a) ] (г ~  а)+ г *(г)> (4416)
где Г* (2 ) ограничена вблизи а и имеет в а определенный предел. Обозначим

In G\ (а) 
2 л і

а +  /р0 (2) =  arg (2 — а),

После простых преобразований будем иметь
1п2 (г — а) =  In2 1 z  — а | ־f  02 - f  2/0 In (2 — а).

Вставляя последнее выражение в (44.16), получим

г  (г) = - 0 )2( + ך ^ ־ ]— ־ • Г +  a ]  In (г -  а) -  рв +

+ / ך ־ ק  [In | г - в  | +  0*(*)] + Г • ( * ) .

Отсюда
Ф (2) =2) ־  — а ) ^ Ф *  (2), 

где

* (г)---- i r 0(z) +  T r +  a־
а Ф*(2 ) — ограниченная в окрестности а функция.

При выводе формул (8.25) и (8.1) мы считали контур L  разрезом для 
1п ( 2  — а) и 0+ =  0, 02 — 0 = ־  я; поэтому для всех t на контуре, в том числе 
и для / =  а, будем иметь

= ф” (2)• — (י|י+ (2  Г.
Если 2  обходит точку а в положительном направлении, то при г >  0 

ф(г) монотонно убывает, а при г <  0 — монотонно возрастает. Следовательно,
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в точке а решение не имеет определенного порядка. Этот порядок будет 
зависеть от пути приближения к точке а\ на каждом луче, исходящем из а, 
порядок будет постоянным. Это характернейшая особенность рассматривав- 
мого случая.

Относительно неоднородной задачи укажем лишь следующее. Выражениеа (/)
■̂ входящее в ее решение (43.10), будет иметь в точке а переменный ,־ +

порядок; поэтому для разрешимости задачи нужно будет потребовать, чтобы 
# ( /)  =  (* — <*)8g 1 (t)> где г — s ^ O  в случае решений, ограниченных в а, и 
г — s <  1 — для неограниченных. Результаты взяты из работы И. М. М е л ь -  
ника 2).

В работе 3) этот автор на основе исследования интеграла типа Коши

Sin In (т — а)
т — ;

L

G (0  =  П  (/ — ск) к 1гЛ (/ -  Ск) G, (О.

dx дал решение краевой задачи в случае, когда

При этом точки сн могут быть как концами контура, так и точками разрыва, 
где одно из предельных значений обращается в нуль. Характер результатов 
остается тот же, что и в изложенном случае.

§ 45. Краевая задача Гильберта 
для кусочно аналитической функции*)

Естественным обобщением обеих краевых задач Гильберта 
и Римана является такая задача, когда на одной части контура 
задается краевое условие типа задачи Гильберта, а на другой — 
типа задачи Римана. Сформулируем одну такого рода задачу, 
получившую название краевой задачи Гильберта для кусочно 
аналитической функции.

45.1. Постановка задачи. Пусть L — простая, гладкая замк- 
нутая кривая, ограничивающая область D. В последней распо- 
ложен контур /, состоящий из конечного числа замкнутых или 
разомкнутых кусочно гладких кривых, раздельных или имею- 
щих любое конечное число точек пересечения. Определить функ- 
цию Ф(г), кусочно аналитическую в D (см. п. 44.1), удовлетво- 
ряющую на контуре краевому условию:

Re[̂־ M&־] =  c(s) на L> (Н)
Ф+ ־0) ־ С (0 Ф 0 ־(  +  г (0  на /. (R)

Коэффициенты краевых условий берем в тех же классах, 
в которых в § 29 решалась задача Гильберта, а в § 44 — задача

*) Материал этого параграфа изложен по работе И. С. Рогожиной 1). 
Более общие случаи: в классе обобщенных аналитических функций (см. 
п. 39.2) и в классе аналитических функций на римановых поверхностях (см. 
п. 53.1) рассматривали соответственно Г. С. Б а р х и н ,  3. Д.  У с м а н о в  1) 
и А. И. С е р б и н  3).
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Римана, т. е. будем считать, что а +  ib удовлетворяет условию 
Гёльдера и а2 4־ Ь2 Ф  0. Функции G, g удовлетворяют условию 
Гёльдера всюду, кроме отдельных точек, где они могут иметь 
разрывы первого рода. Кроме того, g(t) может в отдельных точ- 
ках обращаться в бесконечность интегрируемого порядка.

Решение рассматриваемой краевой задачи производится пу- 
тем комбинирования методов решения задач Гильберта и Ри- 
мана. Отметим особенности постановки задачи.

1. Краевому условию (Н) здесь должна удовлетворять не 
аналитическая функция, а функция более широкого класса — 
кусочно аналитическая с линией скачков /.

2. Кусочно аналитическая функция, удовлетворяющая крае- 
вому условию (R), определяется не во всей плоскости, а лишь 
в области D.

Указанные особенности постановки задачи позволяют вво- 
дить в решение в виде множителей некоторые аналитические 
функции. При обычной постановке задач эти множители вырож- 
даются в тривиальные постоянные; здесь же они остаются функ- 
циями и целесообразный их подбор делает возможным удовле- 
творить одновременно обоим краевым условиям.

После предварительных рассуждений перейдем к отысканию 
решения.

45.2. Отыскание решения. Начнем рассмотрение с простей- 
шей задачи, когда оба коэффициента а +  ib и G равны еди- 
нице:

Re [Ф(0] =  с(5), (Н׳)
Ф+ ( 0 - Ф 0 )2 ־0־ ( . (R0

Краевому условию (R') задачи о скачке удовлетворяет ин- 
теграл типа Коши

я־-<*>■» г $ ^ л . י•45)  )I

Если к последнему добавить в качестве слагаемого произволь- 
ную, аналитическую в D функцию Ф2(г), то

Ф (2) == Ф, (г) +  Ф2 (г) (45.2)
будет по-прежнему удовлетворять краевому условию (R'). Под- 
берем теперь Ф2(г) так, чтобы удовлетворялось также и крае- 
вое условие (Н')• Подставляя (45.2) в (Н'), получим для опре- 
деления Ф2 (2׳) краевое условие задачи Шварца

Re [ф2 (01 =  * (« )-Re [ф, (01 (45.3)
с новой известной правой частью с (s) — Re [Ф! (f)]. Решая ее 
(п. 27.2) и вставляя решение в (45.2), получим решение задачи
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(Н'), (R'). Оно будет содержать произвольную чисто мнимую 
постоянную. Заметим здесь же, что если бы у функции Ф2(г) 
допускался в некоторой точке полюс, то задача (45.3) была бы 
задачей А (п. 27.3) и ее общее решение содержало бы в каче- 
стве слагаемого решение задачи Ао (формула (27.8)).

Перейдем к общей задаче (Н), (R). Теория краевой задачи 
Гильберта и задачи Римана позволяет привести краевые уело- 
вия (Н), (R) к виду (Н'), (R'). Для первой это делается деле- 
нием на регуляризующий множитель (п. 29.1), для второй — 
представлением коэффициента G в виде отношения краевых зна- 
чений канонической функции G(t) =  X+(t)Pi.~(t) (п. 44.3). Но 
после этих операций краевые условия будут содержать искомую 
функцию с различными аналитическими множителями. Для их 
уравнивания будем пользоваться особенностью постановки за- 
дачи, позволяющей вводить в решение аналитические множи- 
тел и.

Обозначим хн =  Indz, (a -f ib), x R — индекс по I задачи (R) 
в некотором выбранном классе решений. Выберем в качестве 
исключительной точки, где допустим ненулевой порядок, неко- 
торую точку 20, подчиненную единственному ограничению, что 
она должна лежать в области, где определена Х+(2)*).

Деля краевое условие (Н) на p (s)— регуляризующий мно- 
житель функции а ib (формула (28.10)), а в (R) полагая 
G =  Х+/Х־ , получим

(Н״)

(R״)

c ( s )
P( s )  ’

ф(0
Z0)*He'v<<)[ -

Re

Ф+ (0 в»8 ־(/) . _  (t) 
Х + (/) X -  ( о  Х+ (/)

При уравнивании искомых функций в (Н"), (R") множитель 
(/ — г0)-кн е~‘у (<) можно непосредственно внести в краевое ус- 
ловие (R"), но функцию 1/Х+(£) можно будет внести внутрь 
краевого условия (Н"), очевидно, тогда и только тогда, если 
Х(г) будет принимать на контуре L чисто действительные зна- 
чения. Таким образом, предварительно нужно решить такую 
вспомогательную задачу:

Найти функцию Х(г), обладающую в области D всеми свой- 
ствами канонической функции задачи (R) (см. п. 44.3) и удо- 
влетворяющую дополнительному условию:

1тХ (/) =  0 на L. (45.4)
Пусть Z(z) — каноническая функция обычной краевой задачи 

Римана с краевым условием (R), определяемая формулой (44.11).
*) Напомним, что такая область лежит слева от контура I при его поло 

Жите льном обходе.
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Будем искать функцию Х(г) в виде произведения Z(z) на неко- 
торую произвольную функцию, аналитическую в D и не обра- 
щающуюся там в нуль. Последнюю представим в виде в* 1♦(*). 
Итак,

X( z) ־ ־ Z ( z ) e (45.5)
Теперь подберем ф(2) так, чтобы выполнялось условие (45.4). 

Имеем
1ш [Z (t) ei<f> (0 = .׳>] 

Для удовлетворения последнего равенства достаточно (хотя и 
не необходимо), чтобы

arg [Z (t) е1* (<)] =  0.
Последнее означает, что Im In [Z (/) в**(<)] =  0, т. е.

Re ■ф (0 =  — Im In Z (t) на L.

Для определения ф(2) получили задачу Шварца. Подбирая 
некоторым образом входящую в решение чисто мнимую произ- 
вольную постоянную, найдем определенное решение задачи. 
После этого краевые условия (Н), (R) превратятся в

на L, (Н״׳ ) 

на /. (R״ (׳

П с Г е-{У«)ф (/) ן  c(s)
L ( < - z0)Xh X + ( 0  J p ( s ) X + ( 0

g—‘у(Оф+ (() е- У־‘ « > ф -«) _  e - 4 W g ( t )

( < - 2 0 ) ЯнХ + (0  (< - z o ) XHX־ W (t -  Z0)XH X+ (t)

Полученная краевая задача есть решенная в начале этого 
пункта задача (Н'), (R') с тем лишь дополнительным условием,

е-<У(г)ф(2)
что искомая функция --------- -— ——  должна в исключительной

( 2 - 20)XHX + (2)
точке Z0 иметь порядок не ниже ян +  яя.

45.3. Исследование разрешимости. Задача (Н '"), (R"') свя- 
зана с исходной задачей (Н), (R) цепью однозначных и одно- 
значно обратимых операций, поэтому исследование разрешимо- 
сти исходной задачи равносильно исследованию разрешимости 
задачи (Н '"), (R'").

1) я — ян +  ин^ 0 .
В этом случае задача (Н״׳ ) есть задача А. Пусть w(z) — 

функция, отображающая конформно область D на единичный 
круг и переводящая исключительную точку г0 в начало коорди-

к
нат. Тогда Q(2) ==/р0 4 2 N ־  (z)]% ־־ Са (2)]- *}> согласнок=0
(27.6), будет решением задачи А0 для области D,
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(45.6)е tv (T>g (т)____ dx
(т -  г 0)*н Х + (т) т 2 I־

Ф!(2) =
Пусть

— частное решение задачи о скачке (R'"), S — оператор Шварца 
для области D и

4 ,(г)= = 5 ( ^ г “ КеФ1)• (45J)

Используя рассуждения п. 45.2, получим решение рассматривав- 
мой задачи в виде

Ф (2) =  (2 -  20)* х  (2) eiv (2) [Ф, (2) +  4 2 + (׳ (  Q* ( 4 5 . 8 ־)]. ( )

Так как оно содержит в качестве слагаемого общее решение 
однородной задачи (Н '"), то, очевидно, является общим реше- 
нием задачи (Н '"). Задача (R"') допускает больший произвол 
в решении, именно: она содержит произвольный многочлен сте- 
пени х относительно 1/(2  — 20). Однако из требования одновре- 
менного удовлетворения условию (Н"') вытекает, что коэффи- 
циент при нулевой степени многочлена должен быть чисто мни- 
мым. Отсюда следует, что решение (45.8) является наиболее 
общим также и для краевого условия (R"'). Таким образом, ре- 
шение задачи содержит 2х +  1 произвольных действительных по- 
стоянных.

2) х <  0.
В этом случае нужно положить Q ( ? ) a 0  и потребовать, 

чтобы функция Ф!(2) +  4f(z) в точке 20 имела нуль порядка |х |. 
Это даст |х | комплексных условий разрешимости. В случае, 
если для области D известно явное выражение оператора 
Шварца (в частности, для круга), условия разрешимости выпи- 
сываются явно. На подробностях мы не останавливаемся.

Комбинируя методы, изложенные здесь, с методами § 17, 
можно дать полное решение аналогичной задачи, когда краевое 
условие задачи Римана заменяется условием задачи со сдвигом.

§ 46. Краевая задача Гильберта с разрывными коэффициентами

Рассмотрим краевую задачу Гильберта (п. 27.1), допуская, 
что в краевом условии

a(s)«(s) +  &(s)0(s) =  c(s) (46.1)
функции a(s), b(s), c(s) могут испытывать разрывы 1-го рода 
в конечном числе точек контура.

Для решения этой задачи возможны различные пути. Можно, 
например, обобщить данное в гл. IV решение задачи Гильберта
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на случай разрывных коэффициентов. При этом само это обоб- 
щение может быть произведено двумя способами, аналогично 
тому, как это сделано для задачи Римана (§§ 41, 43) (см. за- 
дачи 7, 8 в конце главы). Второй способ заключается в исполь- 
зовании установленной в § 30 сводимости задачи Гильберта 
к задаче Римана.

Желая воспользоваться уже полученным решением задачи 
Римана с разрывными коэффициентами, мы изберем второй 
путь*). Этим путем можно решить задачу Гильберта для ок- 
ружности и полуплоскости. Общий случай можно свести к рас- 
сматриваемым конформным отображением.

46.1. Задача Гильберта для полуплоскости. На основании 
рассуждений п. 30.2 в рассматриваемом случае решением задачи 
Гильберта (46.1) для верхней полуплоскости является решение 
Ф+ задачи Римана

(46.2)2 c(t)
а (t ) — ib (t )Ф0) ־  +а (t) +  ib (О 

a (t) -  ib (t)Ф =

удовлетворяющее условию

Ф ' (2) =  Ф+ (2) =  Ф+ (2) (46.3)

(по поводу обозначений см. п. 12.1).
Особенно легко получить решение задачи Гильберта из об- 

щего решения задачи Римана, если последнее взять в форме, 
вытекающей из рассуждений п. 44.2 **).

Будем рассматривать ось абсцисс как замкнутую кривую 
с начальной и конечной точками в начале координат, замыкаю- 
щуюся в бесконечности. Для простоты будем считать коэффи- 
циент G(t) непрерывным на бесконечности, т. е. G (— оо) =  
=  G (־־{“ оо). Согласно (44.6) каноническое решение задачи Ри- 
мана (46.2) можно дать в виде

(46.4)

(46.5)

X (2 ) = .ег (г)״־2

8 (т) dx 
т — z  ’г й 4  $

9 (0 =  argG {t) =  arg ( - . (-£ך!קך 

где ***)

*) Рекомендуем читателю восстановить в памяти пп. ЗОЛ и 30.2.
**) Здесь в исправленном виде воспроизводится решение, помещенное 

в первом издании книги.
***) Интегралы с бесконечными пределами, вообще говоря, понимаются 

в смысле главного значения,
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а х — индекс функции G ( t )  в выбранном классе решений. Об- 
щее решение дается обычной формулой

Ф (2) =  X (г) [У (2)+  / יא  (г)]. (46.6)
Однако, если ^ (г )  представлять, как обычно, интегралом 

типа Коши, то при к >  0 интеграл окажется расходящимся. Это 
затруднение можно преодолеть, если использовать введенный 
в п. 4.6 интеграл (4.38) и определить Ч^г) на основании (46.4) 
формулой

(46.7)________ с (т)____________ dx

[а (т) — ib (т)] ег +  т “  2ч׳ <г> = £־  S

Справедлива (при х ^  0) следующая
Т е о р е м а .  Функция Ф+(2), определяемая формулой (46.6), 

при условии, что в ней коэффициенты многочлена Рк (г) дей- 
ствительны, удовлетворяет условию (46.3) ы, следовательно, яв- 
ляется решением задачи Гильберта для верхней полуплоскости 
в заданном классе решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу того, что Ф+(г) и Ф2)־ ) за- 
даются одним и тем же аналитическим выражением, можно 
в условии (46.3) не обращать внимания на значки +, ־ , т. е. тре- 
бовать выполнения условия

Ф(2) =  Ф(2). (46.8)
Здесь использованы обозначения п. 12.1. Так как функция Х(2) 
действительна *), то Х(2) =  Х(г) для любого г. Следовательно, 
каноническая функция удовлетворяет краевому условию одно- 
родной задачи Гильберта. Последнее может быть представлено 
в виде _

(а -  ib) Х+ (/) +  (а +  ib) Х+ (/) =  0,
откуда на контуре

(а +  ib) Х+ (0 =  -  (а -  ib) Х+ (t). 
С помощью последнего соотношения получим

dxс(х)

—  V(z).dx

[а (т) +  ib (т)] хх Х + (т) х — г

=  \  С(х)
ЛІ J

—(а) ׳4  4  Jт J

[а (т) — ib (т)] ег + ז)  ) т 2

*) Под действительными функциями понимаются функции комплексного 
аргумента, принимающие действительные значения при действительных зна- 
ченйях аргумента.
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Отсюда вытекает, что если у многочлена (г) коэффициенты 
взять действительными (Рх ( г ) =  PK(z)), то формула (46.6) оп- 
ределяет функцию, удовлетворяющую условию (46.8).

В случае х <  О решение дается той же формулой (46.6) 
(Рх =  0) при выполнении |х | условий разрешимости.

Для решения задачи Гильберта мы воспользовались методом 
решения задачи Римана, изложенным в п. 44.2. При решении 
практических задач можно использовать также и метод § 42. 
Если при этом все интегралы окажутся действительными, то ре- 
шение задачи Римана будет также и решением задачи Гиль- 
берта. Это непосредственно вытекает из того факта, что для 
действительных функций и только для них выполняется равен- 
ство Ф(2) =  Ф(2).

46.2. Пример. Для иллюстрации изложенных методов рассмотрим кон- 
кретный пример*).

Найти функцию F(z) =  и +  iv, аналитическую в нижней полуплоскости, 
по краевому условию на действительной оси:

и =  а(х)  ( 1 > ־־־  х <  1),
и0и — v0v =  0 (х <  —1, х >  I) ,

где ыо, V0 — определенные постоянные, удовлетворяющие условию Uq 4 1  =  ,־ 
а(х)— заданная функция.

Рассматриваемая задача есть частный случай краевой задачи Гильберта 
с разрывными коэффициентами

Re {[a (x) +  ib (х)) F (х)} =  с (х)
при

а(*) =  1, £>(*) =  0, с(*) =  а(*) (—1 <  лг <  1),
а (я) == «о, b(x) =  vо, с ( *)  =  0 (* <  — 1, х >  I).

Соответствующая ей задача Римана имеет вид

Ф + (*) =  G (*) О)־  (*) +  £ (* );
Г - 1 ,  (  2<т(дс) ( - 1 < л г < 1 ) ,

<»>־ = } ״
где =  «о +  iv̂ y причем путем изменения в случае надобности знака в 
краевом условии можно добиться того, чтобы удовлетворялось условие 
0 <  ер <  л.

Рассматриваемая краевая задача будет равносильна последней задаче 
Римана в том смысле, что всякая функция Ф“ (г), удовлетворяющая условию 
Ф ~ (г) =  Ф + (2), будет ее решением.

Задачу Римана будем решать по методу § 41. Имеем

G  ( 1 —  9)   2 ftp G (1 0)   —2ftp
G (—1 + 0 )  е 9 Cr (1 4 0 ־ ) е

Отсюда
Ф ФY1 ־־г = И1, Y2 *"־   —  2»  — ־7  •я я

*) Этот пример заимствован из работы В. С. Р о г о ж и н а  2).
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Целые числа Х1, К2 подбираются в зависимости от требуемого класса ре- 
шений. Если искать решение, ограниченное на бесконечности и обращающееся 
на концах — 1, 1 в бесконечность интегрируемого порядка, то нужно взять 
х! =  1, Х2 =  0.

Рассматриваемый случай отличен от исследованного в § 42 тем, что здесь 
бесконечно удаленная точка принадлежит контуру. Области D+ и D~ равно- 
правны по отношению к бесконечно удаленной точке, поэтому фундамен- 
тальные вспомогательные функции, устраняющие разрыв коэффициента, здесь 
для обеих функций Ф+, ф -  нужно брать по образцу функции ©־ (г) (см. 
формулу (41.7)). Выбирая в качестве г0 точки dbt, положим

Тогда придем к задаче Римана

Ф+ (*) =  О, (*) Ф,- (х) +  в, (*).

Согласно общей теории коэффициент

должен быть непрерывной функцией. Желая лучше осветить это обстоятель- 
ство, рассмотрим более подробно механизм устранения разрыва.

х _i
В интервале (— 1, 1) G(a; ) = — 1, поэтому G! (*) ---------- Т ־̂־ • При пере-X -1 -ץ

ходе через точки —1־ или + 1  G(x) переходит к значению —е2/ф В произве-

дении ^ j־ q p y  J — J , по определению фундаментальной функ-

ции, первый множитель разрывен в точке — 1, второй — в точке + 1 . При 
переходе через точки — 1, 1 слева направо эти функции приобретают множи- 
тели соответственно

<Г2‘Ф,2 ni 
е

( * - 0 я .
I —

Отсюда легко получаем, что на всей действительной оси

С7 ־ = ־ « ТТ•
Записав краевое условие задачи Римана в виде

(X +  0  Ф+ (х) шш -  (X -  І) ФГ (X) +  g  (*) (JC +  I)1

(г  +  о  ф = (г) ־1]  V +  (г) +  с0 +  С,г> 

“־  (Z -  /)  ФГ (2) =  (г) +  с0 +  С!2 ,

ф 1 J ___ф_ ф_

(~1)я ( а (/)(/+ 1) * О - / ) ”

легко получаем

где

dt,niי(* )
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а Со, с 1 — произвольные постоянные. Отсюда

' f z - І  \ ־ Т  У +  (г) +  ер +  с,г
\  z +  / /  Z +  /

JP_J I
= Ф + 1 ) Я ( г - 1 ) ~ я [ Т + (2) +  со +  с ,г ],

1 ( _ 1 )  ( г ~ ן~ 1  ~ Д־ у ־  (г) +  Со +  с!г ц

־־(
3+1 
2 + Іф +

1 -JL
=  - ( г + 1 ) ) ״ г - 1 ) ״  | Г ( 2) +  4  + ־( 

Для полной определенности многозначной функции f +  (2^ .п -(р In
укажем еще, каким способом должен быть проведен разрез, соединяющий 
ее точки ветвления — 1, 1. Встав- щ
ляя решение однородной задачи 
( 4 * 0  =  - +־ = זןז ) в однородное 
краевое условие (а =  0), получим, 
что на участке (— 1, 1) оси
выполняется равенство /+ (* ) =»
=  /  т. е. на этом участке ,(jc)־־

функция продолжается аналити- 
чески. Следовательно, разрез нуж- 
но провести по отрезкам действи- 
тельной оси (—оо, — 1), (1, оо).

Укажем, наконец, какими дол ж• 
ныбыть выбраны величина (— 1)ф/я 
и произвольные постоянные с0, с! 
для того, чтобы удовлетвори-
лось условие Ф ־  (г) =  Ф ' (г) =  Ф + (г). Для вычисления fJ7\
2 + 1  = г ,е га', г -  1 =  гге1а\  Тогда (рис. 17) г +  1 =  п е 1 - ״*־■, 2   '

Следовательно, ■־־ ггеЧ 2л -а2)

־■*■ I - § -  - 4 а , ( і - 1 )
Ц « )-г г2 ״, п е U  > е ״ ,

----  я—1 - V־ г“' ("־?־-Оf (г) =  г,я Г2 я е ' я' и  = е 21ф/(г).

С )״1־ « ) (* +  Я ( 1 - 0 Я ״
3 ----------- — г----------- dt = ~ e Щх̂ +(г).

Далее, положив (—1)ф/я =־  а1ф, будем иметь 
1 , Ф

ПІГ ( * ) ־

Вставляя все величины в равенство ф ״ (2 ) =  ф + (2), получим 

— (со +  c{z) с2*ф =* с0 +  с!г.

Из равенств с / ф = ־  ־ ^  (Лг =  0, 1) вытекает, что / с ^ “ /ф «:
величина действительная. Поэтому v * )  есть

с0 =  — iR0ei(pt С\ =  — iR 1e \  

где Rq и R1 — действительные постоянные.
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Отсюда получим решение исходной задачи в окончательном виде
_Ф _ j  _  Ф_

і ׳ ( г ) - Ф 1( ״ - 2( ) 1״ + ־2 ( * ) - / (  [ ¥ ,  (г) +  /?о +  /?,г],
где

У1(г)=, ± ( ס  + ס י ך ס - ס ^ ( / )
'  я ג   t — z-1

46.3. Смешанная краевая задача аналитических функций.
В качестве применения изложенной теории рассмотрим один 
частный случай краевой задачи Гильберта с разрывными коэф- 
фициентами, так называемую смешанную краевую задачу ана- 
литических функций, встречающуюся во многих приложениях. 
Дадим ей общую формулировку.

Пусть замкнутый контур L точками а!, 6!, . . . ,  ат, Ьт разве- 
лен на 2т частей. Совокупность дуг (ак, Ьк) обозначим L', со- 
вокупность дуг (bh, ай+!)— L" (6 =  1, 2, . . . ,  т ;  а21» = ׳״+1  ). 
Требуется определить аналитическую в D+ функцию

F(z) =  u +  iv, (46.9)
удовлетворяющую краевому условию

u =  f(s) на V , v — h(s) на L", (46.10)
где f(s), h(s) — заданные функции, удовлетворяющие условию 
Гёльдера. В точках ак, Ьк функция F(z) должна принадлежать 
некоторому заданному классу.

Рассмотрим случай, когда контур L есть действительная ось. 
Принципиально задачу всегда можно свести к этому случаю пу- 
тем конформного отображения области D+ на верхнюю полу- 
плоскость. При этом только необходимо считать, что F(z) огра- 
ничена на бесконечности.

Будем предполагать, что бесконечно удаленная точка оси не 
совпадает с точками деления ак, Ьк. Следовательно, L' будет со- 
стоять из т  конечных отрезков (ак, bk), a L" из т — 1 конеч- 
ных отрезков и двух бесконечных (Ьт , с»), (— оо, а,).

Краевые условия (46.10) могут быть записаны в виде одного 
краевого условия задачи Гильберта, заданного на всем кон- 
туре L:

a(s)«(s) +  &(s)o(s) =  c(s) на L, (46.11)
где нужно считать

а = 1 ,  6 =  0, c =  f(s) на L'\ 
а =  0, 6 = 1 ,  c =  h(s) на L".

Составим соответствующую краевую задачу Римана

Ф + ( 0 “ О ( 0 Ф 4 6 . 1 2 )  .0 ) $  +  0 ) ־ )
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Согласно формуле (46.2)

®<0— — ^ 0״ - •י >»1 — * m  на і ' .
С? (0 =  -h 1, g (t) =  2ih (t) на L".

Мы пришли к краевой задаче (42.12'), рассмотренной 
в п. 42.2, и можем прямо воспользоваться полученными там ре- 
зультатами. Приведем решение для трех наиболее важных клас- 
сов; получаемые при этом формулы принадлежат М. В. К ел- 
д ы ш у и Л .  И. С е д о в у  1).

1°. Р е ше н и е ,  не о г р а н и ч е н н о е  в б л и з и  в с е х  кон* 
ц о в 0ft, bk:

ф <г> = Т й [ 1 ! ! г 5 1 т ^ л  + ׳<״  <г»]• <46-|3>

Я(2) \׳־־־ /  п  (z — ak) ( z — bk).
v fc-1

При дополнительном условии Ф(оо) =  0 Pm(z) нужно заменить 
на Рт _1 (г). Остальные формулы выпишем при этом дополни- 
тельном условии.

2°. Р е ш е н и е ,  о г р а н и ч е н н о е  в б л и з и  к о н ц о в  а* и 
не о г р а н и ч е н н о е  в б л и з и  к о н ц о в  Ьъ.‘•

(46.14)R g ( z )  1 f  R b (Т) g(T) ,
Rb (2) 2я i J Ra (T) X — 2 “  ’ 10

Ф(2)

2 -  bk).Rb ( 2 )  =tf«(2) =

в с е х  кон- 

(46.15)

в б л и з и

dx
х - г  '

3°. Р е ше н и е ,  о г р а н и ч е н н о е  
цов:

g(t)
*(т)ф Й ־ « ( ־ ) т т״ 5

причем здесь должны выполняться условия разрешимости

\ ^ ) xl־ ldx==0 (/ 2 <1= ........־ т )• (46.16)

Легко доказать, что выписанные формулы, дающие решение за- 
дачи Римана (46.12), если в них коэффициенты многочлена 
Рт(г) считать действительными, будут вместе с тем давать ре- 
шение исходной задачи Гильберта. Для этого, согласно замеча- 
нию в конце п. 46.2, нужно доказать, что все интегралы, входя*
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щие в эти формулы, действительны. Последнее вытекает из еле- 
дующих рассуждений.

Если т е  L', то отрицательных биномов т — ак, х — Ьк нечет- 
ное число, поэтому #(т) и имеют мнимые значения. Но
здесь g (x )= 2 f(r )  — действительная функция, поэтому, в силу 
наличия множителя g -j, весь интеграл будет действительным.

Если т е  L", то отрицательных биномов четное число, R (т)
Rb (т) 8 ״ (т) А (т)и -д |Tj- действительны, а 2я / ~  - л — тоже действительная

функция. Поэтому интеграл снова действителен.
Легко видеть, что функция есть общее решение одно-

родной задачи в наиболее широком классе функций, не ограни- 
ченных на всех концах. Формула (42.24) даст решение в любом 
классе, когда требуется конечность на любых р концах и допу- 
скается обращение в интегрируемую бесконечность на остальных 
2 т  — р концах. При р <  т  задача имеет т — р линейно неза- 
висимых решений, при р >  т единственное решение существует 
при выполнении р — т условий разрешимости (42.25).

В заключение укажем, что если какой-либо из интегралов 
окажется расходящимся, то нужно будеть, аналогично тому, как 
это сделано в п. 46.1, перейти к введенному в п. 4.6 интегралу 
(4.38).

46.4. Задача Дирихле и ее видоизменения для плоскости со 
щелями. Исключим из комплексной плоскости отрезки действи- 
тельной оси (ак, bk) (k =  1, 2, . . . ,  т ) ,  и пусть D есть остав- 
шаяся область. Под границей области будем понимать вы- 
брошенные отрезки (разрезы), проходимые дважды, причем 
верхний берег проходится в направлении положительной оси, 
нижний — в противоположном. Основная задача будет заклю- 
чаться в определении гармонической в области D функции по 
значениям ее на берегах разреза.

По своему характеру эта задача есть задача Дирихле для 
многосвязной области в том специальном случае, когда все кон- 
туры, ограничивающие область, вырождаются в отрезки оси 
абсцисс, проходимые дважды. Рассматриваемый здесь специаль- 
ный случай существенно отличается от рассмотренного в § 37 
случая многосвязной области тем, что здесь нет точек плоскости, 
отличных от точек D +  L. Напомним, что трудности решения за- 
дачи Дирихле для многосвязной области связаны с возможно- 
стью многозначных решений. В § 37 эти трудности разрешались 
путем явного выделения многозначной части (1п (2 — zk)), что 
возможно только при наличии точек, не принадлежащих D -f L. 
Поэтому поставленная задача не может быть решена методом
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§ 37. Решение будет дано на основе других соображений, опи- 
рающихся на рассмотрение краевых задач с разрывными коэф- 
фициентами. Результаты, как увидим далее, также существенно 
отличаются от соответственных результатов § 37.

Начнем с рассмотрения задачи, которая имеет самостоятель- 
ный интерес и явится вспомогательной для решения задачи Ди- 
рихле.

Требуется определить аналитическую и о д н о з н а ч н у ю  
в D функцию ф(г) =  и +  tv по заданным на разрезах значениям 
ее действительной части:

«+ =  /+ ־» ,0) ־ / ־ W на L, (46.17)
где f+(t), f~(t) — заданные функции, удовлетворяющие условию 
Гёльдера. Будем считать краевые значения непрерывными функ- 
циями; тогда должны быть выполненными условия

f+(ak) =  f- (a k), f+(bk) =  n ( h )  ( f t - 1 ,  2, . . . ,  т). (46.18)

Введем в рассмотрение наряду с искомой функцией Ф(г) 
также функцию Ф(2) =  Ф(2), уже встречавшуюся в пп. 30.2 и 
46.L Как было установлено ранее, если Ф (2) аналитична в D, то 
и Ф(2) также аналитична в ней. Когда г приближается к дей- 
ствительной оси, то Ф(2) и Ф(2) стремятся к своим предельным 
значениям на оси из разных полуплоскостей, причем эти пре- 
дельные значения комплексно сопряжены.

Сведем предложенную задачу к ранее рассмотренным, вое- 
пользовавшись приемом Н. И. Мусхелишвили *). Выпишем тож- 
дество

ф (2) — + Ф (2)] ־5  ф (2)1 +  у [Ф (2 ) -Ф  (г)] =  Ч2) ■׳) +  Q (2) (46.19)

и рассмотрим две аналитические в D функции

4Ч2) =  і-[Ф(г) +  Ф(2)], а(2) =  |[Ф (2 )-Ф (2 )] .  (46.20)

Исследуем их поведение на всей действительной оси.
На участках (ал, &л) будем иметь

Re Ч  (0 = j [ R e O  (t) +  Re Ф (0] =  у  [ /+ (*) +  Г  (0],
1 г . 46-21) ר)

Re й (0 == у [ / +

*) Н И. Мусхелишвили пользуется этим приемом не для сведения к сме- 
шанной задаче (последнюю он решает позже), а для непосредственного реше- 
ния задачи методом п. 30.2.
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Обозначим V  остальную часть оси за вычетом отрезков (а&, &&). 
На U  обе функции аналитически продолжимы через ось и об- 
ладают свойствами

Ч(і) =  ±[Ф(і) +  Ф(і)] =  ЯеФ(і),

О(0 “- ־5־  [Ф(О ־ Ф (01 =  П т Ф  (0,

что равносильно условию

І т  V (/) =  0, Re Q (0 =  0 на V .

Сопоставляя последние равенства с равенствами (46.2І), полу- 
чим, что функции ¥  (г), £2 (2) на всей оси абсцисс удовлетворяют 
следующим краевым условиям:

Re 0)+ ^ 4 = 0 + ז!ו( Г  (01 на L, 1т ¥ (0  =  0 на V , (46.22)

Re £2 (0 =  ■j [ /+ (0 — f~ (0] на L, Re Q (0 =  0 на V . (46.23)

Следовательно, отыскание функции ¥ ( 2) привелось к реше- 
нию смешанной краевой задачи аналитических функций, рас- 
смотренной в предыдущем пункте. Для функции же £2(2) задача 
сводится к отысканию аналитической в полуплоскости функции 
по заданным на оси абсцисс значениям ее действительной части 
при условии аналитической продолжимости функции в допол- 
нительную полуплоскость. В силу условий непрерывности (46.18) 
краевое значение Re £2 (2) на оси есть непрерывная функция. 

Функция ¥ ( 2) определяется по формулам п. 46.3, где нужно
ПОЛОЖИТЬ

g(t) =  ± [ f +{t) +  f ־ (t)] на L, g(t) =  0 на L!.

Отыскание функции £2(2) производится применением оператора 
Шварца, который для действительной оси, как известно, совпа- 
дает с интегралом типа Коши.

Следовательно, будем иметь

״ в•24)
L

Выпишем решение исходной вадачи в классе функций, конеч- 
ных на каких-либо концах С1 , с а ,...,с р и имеющих интегрируемую 
бесконечность на остальных 2 т —р концах с дополнительным
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условием Ф(ов) =  0. По формулам (42.24) и (46.24)

V p / 2 т

П (2- С * ) ,  # 2 ( * )  =  V  П ( Z - C k).*=1 V ft-p+1

где

В случае, когда ^  т, нужно положить Рт _р_! (2) s  0 и до- 
бавить (при р >  т) р — т условий разрешимости:

5 1 7 Ц [ / + (т) +  Г  (т )]1,2= / ) ז0  ׳ ־ ' * ־ , р — т).

(46.26)
Читатель сам легко выпишет, пользуясь формулами (46.13)—

(46.16), решения для всех наиболее важных классов.
Если отбросить условие непрерывности (46.18), то в силу 

свойств интеграла типа Коши (п. 8.1) второй интеграл в фор- 
муле (46.25) будет давать функцию с логарифмической особен- 
нбстью. Следовательно, в этом случае ограниченных решений 
задачи не существует. Если решение смешанной задачи взято 
в классе функций, конечных на данном конце, то все решение 
будет иметь логарифмическую бесконечность.

Такое решение Н. И. Мусхелишвили называет почти ограни- 
ценным. Особенность этого типа вообще характерна для реше- 
ния задачи Дирихле с разрывными краевыми значениями, имею- 
щими разрыв первого рода.

Сравнение полученных результатов с результатами § 37 по- 
называет следующее существенное различие. Для многосвязной 
области в случае контуров, не вырождающихся в щели, решв- 
ние рассматриваемой задачи в классе однозначных функций 
возможно лишь при специальном подборе заданных краевых 
значений (условия однозначности (37.20)). Для той же задачи 
в случае контуров, вырождающихся в щели, решение возможно 
при произвольных краевых значениях, если только допускать 
решения, имеющие на концах интегрируемую бесконечность. 
В этом случае становится возможным Даже нетривиальное ре- 
Шение однородной задачи.

Причина такого, на первый взгляд парадоксального явления 
кроется в негладкости контура на концах щелей. Угол между 
левым и правым касательными векторами здесь равен 2п. По- 
этому функция, конформно отображающая плоскость с разрезом
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на область, ограниченную гладким контуром (например, круг), 
в окрестности конца г0 разреза имеет вид

* - * » ־ ־ (С -С оШ О  (ЫУ=*0).
Отсюда следует, что решению задачи на плоскости с разре- 

30м, имеющему на конце разреза некоторый порядок а, соответ- 
ствует решение на гладком контуре, имеющее в точке £0 поря- 
док 2а. Следовательно, полученному решению, обращающемуся 
на концах в бесконечность порядка 1/2, соответствует на глад- 
ком контуре решение, имеющее в £0 простой полюс. Но допуще- 
ние у решения задачи полярной особенности первого порядка 
увеличивает число линейно независимых решений (или умень- 
шает число условий разрешимости) на единицу. Этим и объяс- 
няется кажущееся расхождение между решениями на гладком 
контуре и на плоскости с разрезами *).

З а м е ч а н и е .  Формулы (46.25) останутся в силе и в том 
случае, если на концах, где допускается интегрируемая беско- 
нечность, функции f+(t), f~(t) обращаются в бесконечность ин- 
тегрируемого порядка (см. п. 43.4).

Перейдем теперь к решению задачи Дирихле, т. е. к опреде- 
лению гармонической и ограниченной в D функции и(х, у), удо- 
влетворяющей краевому условию

и+ =  f+ (f)t и־ =  Г  (0 на L, (46.27)

где f+(t), f~(t) — заданные функции, удовлетворяющие условию 
непрерывности (46.18). Для применяемого далее метода реше- 
ния требуется, чтобы производные их удовлетворяли условию 
Гёльдера.

Применим способ решения, указанный М. В. К е л д ы ш е м  
и Л . И . С е д о в ы м  1). Обозначим Ф(2) =  и +  iv аналитическую 
функцию, действительная часть которой есть искомая гармони- 
ческая функция. Функция эта будет, вообще говоря, многознач- 
ной. Производная ее

ф , (г) =  ! 7 ! ־ + ‘־
будет, как легко установить, функцией однозначной. В самом 
деле, вследствие однозначности и мнимая часть v может лишь 
получать постоянные приращения при обходе по любому пути, 
охватывающему какой-нибудь отрезок (ал, Ьь)■ Отсюда следует, 
что производная будет возвращаться к начальному значению 
при обходе в области D по любому пути, т. е. будет функцией 
однозначной.

*) Разъяснение дано в диссертации Э. И. З в е р о в и ч а  б).



479ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ§46)

Применим полученные в настоящем пункте результаты для 
отыскания Ф '(2), учитывая, что последняя на бесконечности об- 
ращается в нуль не ниже второго порядка.

В самом широком классе функций, имеющих интегрируемую 
бесконечность на всех концах (и имеющих на бесконечности 
нуль второго порядка), решение будет иметь вид

(46.28)+ _ Ц
”  2т  J

Л (זי) - I С0 +  С1 2 +  . . .  + C m- 2z m 2 
---- ах ד----------------W7T\-------------

L
Г - (זי)

т — z

Легко видеть, что все члены правой части имеют на беско- 
нечности нуль второго порядка. Для первого и третьего члена 
это очевидно. Относительно второго члена в этом можно убе- 
диться интегрированием по частям, учитывая, что проинтегриро- 
ванная часть в силу непрерывности функций f+{t)9 обра-
тится в нуль.

Функция Ф (2) определится по формуле
г

Ф (2) =  5 Ф2) ׳ ) dz +  С, (46.29)
о

где под С следует понимать действительную постоянную.
Для определения действительных постоянных с0, с!, . . . ,  ст- 2, 

С воспользуемся равенствами ЯеФ(ак) =  f(ah). Полагая в 
(46.29) 2 =  ah (k =  1, 2, . . . ,  т )  и беря интеграл по пути, не 
пересекающему L (например, по левому берегу оси абсцисс), 
получим т  уравнений

Ч
Ие$Ф '( z )d z + C  =  f +(ak). (46.30)

о
Для доказательства разрешимости последней системы рас- 

смотрим соответствующую однородную. Последнюю получим, 
положив в краевой задаче f+(t) =  f~(t) s  0. Будем иметь

Re  ̂ с° ± Ш ± .г ־-.??-■<+ • ! dx +  C=*0 (А -1 ,2 , . . . ,  «).
0 (46.31)

Путем последовательного вычитания получим систему т — 1 
уравнений

4 +1
Re J = 0  (ft— 1,2........ т - 1 ) .

Ч
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b k  a ft+1

Учитывая, что в сумме J  ̂ первое слагаемое имеет чисто
Ч Ч

мнимое подынтегральное выражение, придем к такой системе:

\  C° + C'X + 'R \?) Cm- 2rm— dT =  0 (* =  1,2, . . . ,  т - 1 ) .
ьк

(46.32)
Так как знаменатель имеет постоянный знак, то для выпол- 

нения равенств числитель должен по крайней мере один раз 
менять знак на каждом отрезке (Ьн, Дл+1). Следовательно, мно- 
гочлен степени т  — 2 меняет знак по крайней мере т — 1 раз. 
Но такой многочлен тождественно равен нулю. После этого оче- 
видно, что и С =  0.

Таким образом, однородная система (46.31), соответствую- 
щая системе (46.30), имеет только нулевые решения. Следова- 
тельно, неоднородная система однозначно разрешима при любой 
правой части. Отсюда вытекает и разрешимость самой задачи 
Дирихле. Одновременно найден и алгоритм для получения ре- 
шения.

Заметим, что в книге Н. И. М у с х е л и ш в и л и  [16] указы- 
вается еще другой способ решения задачи Дирихле, не требую- 
щий предположения дифференцируемости краевых значений. 
Способ этот опирается на решение еще одной вспомогательной 
задачи (см. задачу 11 в конце главы).

§ 47. Характеристическое уравнение для разомкнутых контуров
47.1. Основные понятия и обозначения. Начнем изложение с 

простейшего случая, рассмотрев сначала уравнение с непрерыв- 
ными коэффициентами и контуром, составленным из непересе- 
кающихся разомкнутых кривых. Перенесение результатов на 
общий случай сложного контура, составленного из любого ко- 
нечного числа расположенных как угодно замкнутых и разомк- 
нутых кривых (см. § 44), в предположении, что коэффициенты 
уравнения имеют разрывы 1-го рода в конечном числе точек, 
будет почти автоматическим.

В дальнейшем мы будем пользоваться обозначениями и тер- 
минами для интегральных уравнений из гл. III, в особенности 
п. 20.1, а для задачи Римана — из гл. VI, в первую очередь 
§§ 42, 43.

Итак, пусть контур L =  L! +  L2 +  . . .  +  Lm состоит из т 
разомкнутых непересекающихся гладких кривых. Аналогично 
п. 20.1 особый оператор и особое интегральное уравнение будем
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записывать в виде

Кф =  а ( 0 ф ( 0 + А = Ф(т) dx $ ־  f(t) (47.1)

Кф 33 К°ф +  kq> sa

+  k(t, x)y(x)dx =  f(t). (47.2)
L L

Функции a(t), b ( t ) =  M(t, t) будем считать удовлетворяю- 
щими условию Гёльдера. От функции

* (( ,,< -■ » » -< » . ')» ,! - (ז ״
' י  '  я г  т  — t '

в отличие от п. 20.1, будем требовать соблюдения условия Гёль- 
дера по обеим переменным. Для этого достаточно потребовать, 
чтобы ядро M(t,  т) удовлетворяло условию Гёльдера по пере- 
менной t и имело частную производную по т, удовлетворяющую 
условию Гёльдера по обеим переменным.

Решение ф(^) уравнений будем отыскивать в тех классах, 
к которым принадлежат краевые значения решений задач Ри- 
мана, рассмотренных в §§ 41 — 45, т. е. в классах функций, удо- 
влетворяющих условию Гёльдера всюду внутри кривой и огра- 
ничейных или допускающих интегрируемую бесконечность на 
концах. (Последнее требование должно каждый раз уточняться.) 
В качестве свободного члена f(t) можно допустить функцию 
того класса, в каком брался в п. 41.5 свободный член g(t) за- 
дачи Римана. Вначале для простоты формулировок будем счи- 
тать функцию f(t) удовлетворяющей условию Гёльдера.

Причина усиления по сравнению с п. 20.1 требования, на- 
кладываемого на регулярное ядро k(t, т), состоит в том, что 
нужно обеспечить интегрируемость произведения k(t, т)ф(т) на 
тех концах, где будут допускаться неограниченные решения.

Определим обычным образом союзный оператор

К'ф =  а (0 ф (t) — J ך ^ •  ф (т) dx, (47.3)
L

К'ф =  К0,ф +  6'ф в

=  а (0 ф (0 — 5 ז־ך Ь t y y  dx +  J k' (t, т) ф (т) dx, (47.4)
L L

M (T, t) — M ( t , t ) 
T — tk'{t, t) = = nib(x) י v 7ל—   M(x, x),

где
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Уравнение К'ф == 0 будет однородным уравнением, союзным 
данному.

47.2. Решение характеристического уравнения. Начнем с 
решения характеристического уравнения

К°Ф -  в (О Ф (0 + ך  ^■ J ך ^ ־  dx =  f  (/). (47.5)
L

Вводя аналитическую функцию

dxф(т) 
т — г1L

1
2шФ(2) =

и рассуждая аналогично п. 21.1, придем к краевой задаче Ри- 
мана для контура L:

Ф+ (/) =  С(/)Ф47.6) ,(/)£ + (־ (/) 

(47.7)/«)
g(t)(>)» + (/)« ׳

a ( t ) - b  (t) 
a{t) + b (/) ־G(t) =

при дополнительном условии ф(оо) =  0.
Будем рассматривать нормальный (неисключительный) слу* 

чай, когда G(t) нигде не обращается ни в нуль, ни в бесконеч- 
ность, что для исходного уравнения соответствует условию 
a ( t ) ±  ЬЦ)Ф 0.

Для упрощения дальнейших формул разделим предваритель- 
но все уравнение (47.5) на V °2 (t) — b2 (t), так что будем счи- 
тать, что коэффициенты этого уравнения удовлетворяют условию

a2( t ) - b 2(t)= 1. (47.8)

В связи с необходимостью разбиения на классы решений 
особого интегрального уравнения приведем одновременно клас* 
сификацию решений задачи Римана.

Будем все концы ал и единообразно обозначать буквами 
Си С2 , . . . , С2т■  Пусть Си с2, , cq не я в л я ю т с я  к о н ц а м и
автоматической ограниченности (неособенные), остальные концы 
сд+1, . . . ,  с2т будем считать особенными, т. е. концами автома- 
тической ограниченности. Разобьем все концы на три группы:

Си С2> •••* Ср‘> Ср+U • • •> Cq\ Сд+1, •••, С2т• (47.9)
Кусочно аналитическую функцию, являющуюся решением 

краевой задачи Римана (47.6), удовлетворяющую всюду на L, 
кроме концов, условию Гёльдера, имеющую на концах I группы 
интегрируемую бесконечность и ограниченную на остальных кон- 
цах, назовем принадлежащей классу H(clt С2, . . . .  ср). Точки
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Си С2, . . . ,  ср, в которых допускается обращение решения в бес- 
конечность, будем называть концами, определяющими класс*).

Класс решений, ограниченных на всех концах (самый узкий 
класс), обозначим # 0.

Указанную классификацию будем применять не только к ре- 
шениям задачи Римана, но и вообще ко всяким кусочно анали- 
тическим функциям. Введем еще понятие о с о ю з н ы х  классах. 
Если в приведенном выше определении класса поменять ме- 
стами точки I и II групп, то придем к классу, союзному с 
данным. Таким образом, если Я (с!, С2, . . . .  ср) — данный класс, 
то Я'(с!, С2, . . . ,  ср) =  Н(ср+1, . . . ,  Сд) будет союзным ему 
классом.

Решение характеристического уравнения (47.5) получим по 
формуле Сохоцкого:

ф(<) =  Ф+ ( 0 - Ф ־(0• (47.10 )
Будем исходить из формул п. 43.1 для решения задачи Ри- 

мана с разомкнутым контуром. Рассуждая совершенно так же, 
как в п. 21.2, придем к формуле

(47.11)g ( 1r) dx 
Х + (т) x - t

ф(0 —у [ 1 +
+ х+(0 [

Последнее выражение показывает, что класс решений ин- 
тегрального уравнения совпадает с классом решений соответ- 
ствующей ему задачи Римана. (Напомним, что по условию сво- 
бодный член f(t) принадлежит тому же классу, что и искомое 
решение.)

т

Внося в выражение Х+ (/) = ־(*& — *)11  ** V<7(0 еГ(<) значе-k-1
ния <?(/), g(t) из формул (47.7) и учитывая условие (47.8),

*) Введенная нами классификация несколько отличается от классифика- 
дни Н. И, М у с х е л и ш в и л и  [16]. Последний считает основным наиболее
широкий класс функций, имеющих интегрируемую бесконечность на всех не- 
особенных концах, а остальные классы получает путем сужения. Поэтому 
у него точками, определяющими класс, являются все неособенные концы, в 
которых требуется ограниченность решения. У нас же основным является наи- 
более узкий класс решений, ограниченных на всех концах. Остальные классы 
получаются расширением основного путем допущения на некоторых концах 
интегрируемой бесконечности. Последние концы как раз и определяют класс. 
Произведенное нами изменение классификации необходимо для достижения 
единообразия с классификацией в исключительных случаях, когда G(t) допу- 
дкает нули и полюсы. Там точки, где решение обращается в бесконечность, 
рассматривались не как обычные, а как исключительные.
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преобразуем формулу (47.11) к виду

Ф (О =  а (t) f (t) -  * Ш й -  5 7 ~ + ־ך  Ь (0 z (0 Д .-1 (0, (47.12)
I*

где
Z (0 =  [а (0 +  Ь (01Х+ (0 =  [а (0 01) ־ צ X0) ־  =

т

=  П  ( t - b kr ^ e V(i\  (47.13)
fc-1

л т
* « ־ • = ־ - « - Е * . •

L f t -1

Если и ^  0, то нужно положить Ря_1(0 =  0. При и <  0 ре- 
шение заданного класса существует тогда и только тогда, когда 
удовлетворяются условия разрешимости

\ Щ х , 1 ־1( х =  0 ( / =  1,2, . . . , - х ) .  (47.14)
L

Последний член формулы (47.12) представляет собой общее 
решение однородного характеристического уравнения К° ф =  0. 

Вводя аналогично п. 21.2 оператор R :

Rf штат  (0 -  $ Щ  S t (׳ <47•15 
L

запишем общее решение характеристического уравнения в виде

Ф W - * f + E  С * ф * (0 , (4 7 .1 6 )

где фЛ( / ) =  &(/)Z(0*ft־ ‘ — собственные функции оператора К°, 
т. е. линейно независимые решения однородного характеристи- 
ческого уравнения К°ф =  0.

Исследуем вопрос о классах решений. Введем для послед- 
них классификацию, аналогичную приведенной выше класси- 
фикации решений задачи Римана. Различие будет лишь в том, 
что здесь будет идти речь не о кусочно аналитических функ- 
циях, определенных во всей плоскости, а о функциях, заданных 
лишь на контуре.

О п р е д е л е н и е .  Решение ф(/) особого интегрального урав- 
нения, удовлетворяющее всюду на L, кроме, может быть, кон- 
цов, условию Гёльдера, имеющее в точках I группы (47.9) ин- 
тегрируемую бесконечность и ограниченное вблизи всех осталь
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ных концов, будем называть принадлежащим классу h(cu С2 , . . .
•••> £р)•

Точки си С2, . . . .  Ср, в которых решение обращается в беско- 
нечность, будем считать определяющими класс.

Решение интегрального уравнения, принадлежащее классу 
Л(ср+1, . . . ,  cq), будем называть решением класса, союзного по 
отношению к классу Л (с!, С2, . . .» ср). Легко видеть, что пре- 
дельные значения кусочно аналитических функций класса
Я (с!......... ср) являются функциями класса Л (с!, с2, . . . .  ср).
Класс решений, ограниченных на всех концах (самый узкий 
класс), будем обозначать Ао. Эту классификацию будем приме- 
нять не только к решению особого интегрального уравнения, но 
и вообще к любым функциям, заданным на контуре.

На основании формулы (47.13) и свойств канонической функ- 
ции (формулы (43.3) — (43.5)) функция Z(()*) будет иметь вид

2т
Z ГО =  ©о Го П ( * -  ck)yb (yk =  ак +  /Р»), (47.17)А-1

где ©0(0 удовлетворяет условию Гёльдера и нигде не обра- 
щается в нуль, a Re уд определяется условиями

— l < a ft< 0  для 6 = 1 , 2 ,  . . . , р ,
0 <  <  1 для 6 =  р +  1............  (47.18)

oft =  0 для 6 =  7 +  1, . . . ,  2т.

Из выражения для функции Z(0 и формулы (47.11) следует, 
что если решение задачи Римана (47.6) взято из класса
Н(с\ .........ср), то решение интегрального уравнения (47.5) бу-
дет принадлежать классу А (с!........ср).

Исследуем поведение решения в окрестности точек автома- 
тической ограниченности о, (6 =  7 + 1 , . . . ,  2 т ). Для этих то- 
чек уа =  і’Ра• Если р& Ф  0, то в силу формулы (8.7) решения
(47.12) хотя и ограничены в точке с&, но не имеют определен- 
ного предела. Если же р& =  0, то G(Ck)= 0 и тогда Ь(сь)= 0. 
Особый интеграл в (47.12) имеет на основании формулы (8.1) 
логарифмическую особенность. Но решения оказываются не- 
прерывными в точке ch в силу того, что b (Сь) =  0.

Индекс х задачи Римана (47.6) в данном классе будем на- 
зывать индексом самого интегрального уравнения. Свойства ха- 
рактеристического особого уравнения можно формулировать так 
же, как в п. 21.2, где решение и индекс нужно считать принад- 
лежащими одному классу. Мы их здесь не будем повторять. Так 
же как и для задачи Римана, допущение неограниченности ре

•) Н. И. М у с х е л и ш в и л и  [16] называет ее канонической функцией 
интеерального уравнения (47.5) данного класса.



(ГЛ. VIКРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ486

шения вблизи какого-нибудь неособенного конца увеличивает 
число решений интегрального уравнения на единицу. Макси- 
мальное число решений уравнение имеет в классе Л(с!, С2, . . .

сд) и минимальное в классе Л0. Разность числа решений 
в этих классах равна числу q неособенных концов. (При этом 
число условий разрешимости понимается как число решений, 
взятое со знаком минус.)

Легко проверить, учитывая свойство функции Z (t), что R пе- 
реводит всякую функцию f(t) класса А (с!, . . . ,  ср) в функцию 
ф(<) того же класса. Это оправдывает введенное в начале пункта 
условие, накладываемое на свободный член f(t).

З а м е ч а н и е  1. Как уже указывалось в п. 43.4, при отыска- 
нии общего решения краевой задачи Римана в каком-нибудь 
классе Я (с!, . . . ,  ср) можно брать частное решение неоднород- 
ной задачи, входящее в формулу общего решения, в любом дру- 
гом более узком классе Я (с!, . . . ,  ст) (г <  р). Обозначим Х(2) 
каноническую функцию задачи Римана в классе Я(с!, . . . ,  ср), 
а Х1(г)— в классе Н(си . . . ,  сг); соответствующие им по фор- 
муле (47.13) канонические функции характеристического особого 
интегрального уравнения обозначим Z (/) и Z!(/)•

Тогда общее решение характеристического уравнения в клас- 
се А (с!, . . . ,  ср) может быть дано в виде

Ф (0 =  в (*) f (0 -  S 2 $ ~ (־ т  +  ъ(t)Z(t)Рх_, (0. (47.1П

З а м е ч а н и е  2. Если в качестве свободного члена f(t) 
брать функции более широкого класса, как это делалось для 
g(t) в конце п. 41.5, то решение рассматриваемого уравнения 
может иметь дополнительные особенности соответственно осо- 
бенностям свободного члена. О характере этих особенностей до- 
статочно подробно говорилось в конце п. 41.5 и здесь на этом 
останавливаться не будем.

З а м е ч а н и е  3. Отметим следующее свойство ограничен- 
ных решений характеристического уравнения, которое будет ис- 
пользовано нами в дальнейшем. Пусть концевая точка с& не 
является точкой автоматической ограниченности (неособенный 
конец). Тогда всякое решение <р(0 характеристического уравне- 
ния (47.5) с гёльдеровской правой частью, ограниченное в точке 
с*, обращается в этой точке в нуль:

<р(с*)=0־ .
Действительно, в силу формул (42.10) и (47.10) решение 

уравнения вблизи конца сй имеет вид <p (t) =  (t — ck)ak+̂ k <р0 (t), 
где фо(0 — ограниченная в окрестности с* функция. При этом 
определяющая порядок на конце действительная часть показа
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теля ah из-за ограниченности решения не может быть отрица- 
тельной; в силу неособенности конца а* ф  0. Следовательно, 
а* >  0. Отсюда вытекает формулированное выше замечание.

47.3. Решение уравнения, союзного с характеристическим. 
Рассмотрим уравнение

К°Ч -  а (0 ♦ (0 - = J dx ■קך   f (t), (47.19)
L

союзное характеристическому (47.5).
Введя кусочно аналитическую функцию (см. п. 21.3)

״7•2°(
L

придем к краевой задаче

a + W = W Q־ W + » ( / > - M 0 ■ '47•21>
где G(t) определяется формулой (47.7). Однородную задачу 
Q+ (0 =  -q־^|־Q~(0 называют союзной по отношению к задаче
ф+(<)= 6(<)Ф־ (<). Если Х(2) есть каноническая функция за- 
дачи Римана (47.6), то, очевидно, Х '(г) =  1/Х(2) будет канони- 
ческой функцией задачи (47.21). При этом, если Х(2) принадле- 
жит некоторому классу Я (с!, . . . ,  ср), то Х'(г) принадлежит 
союзному классу Я'. Если порядок на бесконечности канониче- 
ской функции X (2) (равный индексу задачи в классе
Я (с!.........С р ) )  есть х, то, очевидно, этот порядок для Х '(2) =
=  1/Х(2) будет —х. Следовательно, индекс х' союзной задачи 
в союзном классе Н(ср+и . . . ,  сд) решений равен индексу дан- 
ной задачи х с обратным знаком.

Общее решение краевой задачи (47.21) в классе Я (ср+ь . . .
, сд) можно записать в виде

.(г), (47.22)f  [Х(г)Г׳ РX ־1־  (т) b (x)f (т) dr 
а  (т) — Ь  (т) т — г

[X (г)]1־  Г 
2 лі )Q(z)

где Р-х -1  есть многочлен степени —х — 1 с произвольными ко- 
эффициентами.

Из решения (47.22) задачи Римана по формуле Сохоцкого
b (/) ф (i) =  Q+ (() -  Q~ (0 (47.23)

обычными выкладками получим решение союзного уравнения
(47.19):
ч , ( 0 = а « ) / м + ^ (  г ш т ы  (4724)
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которое, очевидно, будет функцией союзного класса h(cp+!, . . .
. . . , Сд) .

Если —х ־s; 0, то нужно положить Р-я-1 (/) =  0, причем если 
—к <  0, то должны удовлетворяться условия разрешимости

\ Z (т) Ь (т) /  (т) dx 1 ,2= / ) ,־־־ 0  . . . ,  х). (47.25)
L

Формула (47.24) показывает, что линейно независимыми реше- 
ниями союзного уравнения (47.19) являются функции ф/(<) =
=  ^ -1(/ =  1, • • •, —х). Следовательно, условия разрешимо-
сти (47.14) данного характеристического уравнения (47.5) могут 
быть записаны в виде

$/(т)ф ,(тМ т =  0 (7 =  1,2, . . . ,  - х ) .  (47.26)
L

Это вторая теорема Нётера (см. п. 23.2), доказанная здесь 
для частного случая характеристического уравнения. Эта тео- 
рема, так же как и другие теоремы Нётера, будут доказаны 
в п. 48.5 для общего случая полного уравнения.

47.4. Примеры. 1. В качестве первого примера рассмотрим характерней!- 
ческое особое интегральное уравнение 1־го рода.

Положим в уравнении (47.5) а (/)н э  0. В силу условия a(t)zbb(t)--3£  0 
b(t) не обращается в нуль нигде на L. Разделив на b(t ), уравнение можно 
представить в виде

_1  ̂г _
т  J т ־־־ t ' w

L

Следовательно, решение интегрального уравнения 1־го рода есть обращение 
особого интеграла типа Коши. Задача эта была решена нами в п. 42.3. В этом 
случае все концы неособенные (q =  2m).  В классе А(с!, . . . ,  ср) задача 
имеет при р ^  т р — т линейно независимых решений, при р <  т имеет 
решение лишь при выполнении т — р условий разрешимости. Соответствую- 
щие формулы мы выписывать еще раз не будем.

2. Рассмотрим интегральное уравнение, встретившееся при решении одной 
конкретной механической задачи

I
״/  . «о +  a tt f  <р (т) tДф ( (ז ד ------------- \ т __j dx =  bo +  b\t.

0
Контуром L служит отрезок действительной оси (0, /); а, 00, а!, Ь0, &! — дей- 
ствительные постоянные.

Обычным приемом сводим его к краевой задаче Римана

Ф+ (0 =  G (t) Ф~ (<) +  g (0 .
_ =  а -  I (а0 +  ait) . 60 = + ״   М

а + «(ао + <31 /) ’ а + i (ао + а!() ’
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Мы пришли к краевой задаче, рассмотренной в п. 43.3. Решение исходного 
уравнения получим по формуле Сохоцкого

ф(/)=־ ф+ ( 0 - Ф ־ (<).
Предоставляем читателю самому выписать решение, пользуясь формулами 
(43.20) и (47.12).

3. Рассмотрим на отрезке [а, р] однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами:

а<р ( 0 + ^ 5  f z T f  dx ־ 0 (47.27  )
а

и укажем на его примере один способ вычисления некоторых особых инте- 
гралов. Отыскивая по общим формулам решение однородного уравнения и 
подставляя его в само уравнение, придем к тождеству, дающему выражение 
для некоторого особого интеграла. Возьмем в (47.27) а =־ i ctg (0 <  \1 <  
<  1). Тогда G(t) =  e2nt[i . Индекс в классе функций, не ограниченных на 
обоих концах, равен 1. В соответствии с формулой (47.12) найдем, что общее 
решение уравнения (47.27) имеет вид

,.V  = _____________ с_____________

Ф ' (<-а)״ ( р - 0 ״_1 '
Подставляя его в уравнение (47.27), приходим к тождеству

( 0 < ц < 1 ) ,  (47.28)я ctg \1п
- (/1*י־

f ____________ dx____________
J (г —a)>*(P — —/)

которое будет использовано нами в дальнейшем в п. 54.2 гл. VII.
Читатель может найти в задаче 21 к этой главе более сложные особые 

интегралы, вычисленные указанным способом.

47.5. Уравнение на действительной полуоси. Во всех преды• 
дущих рассуждениях настоящей главы контур предполагается 
конечным и, следовательно, «концы» — конечными числами. По- 
кажем здесь на простейшем примере, как поступить в случае, 
когда «конец» находится в бесконечности. Рассмотрим характе- 
ристическое уравнение

00

« (0 < P (0 + 5 r־~ J  =  (47.29)
О

Для его решения возможны два пути:
1. С помощью замены независимой переменной свести урав־ 

нение к уже изученному случаю конечного контура.
2. Провести непосредственно для бесконечного контура рас* 

суждения, аналогичные тем, с помощью которых решалось урав- 
нение на конечном контуре.

Мы используем первый путь. Он дает наиболее простой спо- 
С 0 6  определения допустимых на бесконечном конце классов
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решений. Введем новую пару переменных а, 5 подстановками 
о 2 s da (1 — a) (s ־- 1) _ 1 

a — s(1 — a)2 * x — tdx =1 — s1 — aT =
(47.30)

Действительная положительная полуось переходит при этом 
в отрезок [0, 1]. Вводя обозначения

(47.31)
« 0 ) -Л (» ) , » (< )-8 (s ) ^ך , - т

приведем заданное уравнение к виду
1

A(s)$(s) +  - ^ \ ^ d o  =  F(s). (47.32)
о

Возьмем в последнем уравнении на верхнем конце два обычных 
класса решений: ограниченные

| -ф (5) | < м
и неограниченные интегрируемые

I Ч> (д) 1 <  (0 <  а <  1).

На основании равенств (47.31) и вытекающего из (47.30) 
соотношения 1— s =  1 / ( 1 + / )  получаем, что соответствующие 
им решения исходного уравнения в окрестности бесконечности 
должны удовлетворять следующим соотношениям:

І Ф ( 0 І < Т ? 7 .  (47.33)

IФ (0 1 < ^+ , ן  р г (0 <  « <  О- (47.34)

Таким образом, решениям, ограниченным на верхнем конце, 
соответствуют решения, обращающиеся на бесконечности в нуль 
порядка не ниже первого. Неограниченным интегрируемым ре- 
шениям соответствуют решения, обращающиеся на бесконечно- 
сти в нуль любого положительного порядка. В дополнение от- 
метим, что в условии (47.33) убывание точно первого порядка 
будет иметь место лишь в том случае, если бесконечно удален- 
ная точка является концом автоматической ограниченности 
(G(oo) >  0). Во всех других случаях вместо (47.33) должно 
выполняться условие

1ф (/}|< l t + W
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Из соотношения f  (/) =  (1 — s) F( s) =  ~y ^ j  слеДУет> чт0 ис־
пользованным в этой главе классам свободного члена — ограни- 
ченным или неограниченным — будут соответствовать на беско- 
нечном конце классы свободных членов, обращающихся в нуль 
порядка не ниже первого или любого положительного порядка.

Теоретически использованное нами преобразованное уравне- 
ние (47.32) может служить и для практического решения по фор- 
мулам настоящего параграфа первоначально заданного на беско- 
нечном контуре уравнения (47.29). Можно решать исходное 
уравнение также и непосредственно в классах (47.33), (47.34), 
используя метод настоящего параграфа (на подробностях не 
останавливаемся).

Укажем в заключение, что так как ненулевые на бесконеч- 
ности решения здесь отсутствуют, то исчезают и трудности (см. 
п. 21.6), связанные с теорией таких решений.

47.6. О методе неполной факторизации *). Существо этого 
метода выясним, рассматривая задачу Римана

Ф+ (#) ־= G (О Ф־  (*) +  g (t), t <= L, (47.35)
на простом гладком замкнутом контуре L. Как мы видели, эта 
задача решается путем «факторизации» коэффициента G(t), т. е. 
представления его в виде отношения

0(<) =  -“1 ^ ,  L. (47.36)

В простейшем случае, когда G(t) ф  0 и IndG(f) =  0, функ- 
ции Q+ и Q־ , называемые факторизующими, являются аналити- 
ческими и не имеющими нулей соответственно внутри и вне 
контура L. Но уже при Ind G (і) ф  0 у этих функций приходится 
допускать нули или полюсы. Обычно в качестве факторизующих 
используются канонические функции (см. § 14), у которых нули 
или полюсы допускаются в единственной точке — бесконечно 
удаленной. Следует, однако, подчеркнуть, что вполне пригодны 
факторизующие функции, у которых нули или полюсы сосредо- 
точены в любой другой точке комплексной плоскости (даже кон- 
турной!) или одновременно в нескольких точках. При этом ход 
решения задачи остается прежним: аналитическое продолжение 
и использование обобщенной теоремы Лиувилля. Отличие будет 
заключаться в том, что вместо многочлена с произвольными ко- 
эффициентами, который появлялся при решении в случае поло- 
жительного индекса, теперь будет рациональная функция с по- 
стоянными параметрами, число которых на единицу больше 
индекса. Таким образом, любая факторизация ведет к цели.

*) Материал настоящего пункта взят из работ Ю. И. Ч е р с к о г о  3),  4).
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Разумеется, чем существеннее отличается факторизующая 
функция от канонической, тем больше будет дополнительных 
трудностей при окончательном решении задачи Римана, но сей- 
час нам важно отметить принципиальную возможность решения. 
У факторизующих функций, кроме полюсов, можно допустить 
и другие особенности, в частности, разрыв вдоль некоторых ли- 
ний. Такие функции и используются в методе неполной факто- 
ризации.

Пусть, например, функция £2+(z) аналитична и не имеет ну- 
лей внутри L, а £2־ (г) аналитична и не имеет нулей вне кон- 
тура L, за исключением точек лежащего вне L разомкнутого 
контура Г, на котором Й2)־ ) терпит разрыв 1-го рода.

Как обычно при решении задачи Римана, подставим (47.36) 
в (47.35) и запишем известную функцию

8(t) 
Q+ (t)h(t)

в виде разности предельных значений функций, аналитических 
внутри и вне L,

h (0 ־= h+ ( t ) -h~( t ) .
Получим

— h+ (t) =  -  hT (t) =  F (t) t<=L. (47.37)q+ (t) y ’ Q 0 ־(  \> \> \

Аналитическое продолжение через контур L, возможное 
ввиду левого равенства (47.37), показывает, что F(t) есть зна- 
чение на контуре L новой неизвестной кусочно аналитической 
функции F(z) с единственным скачком вдоль Г. Искомые функ- 
ции Ф+(0 и Ф 0 ־(  выражаются через F(t) равенствами

Ф* V) =  Q* (/) F (0 +  а*  (0 It* (О,
ф - (/) -  Q- (О F (0 +  а ־ )0 ׳1־  (О,

Найдем краевое условие для определения функции F(t). 
С этой целью зададим на Г направление обхода и условимся 
обозначать предельные значения аналитических функций знач- 
ком +  (снизу) при подходе к Г слева и значком — (снизу) при 
подходе к Г справа. Из непрерывности функции Ф2)־ ) вне L 
следует равенство

Ф+(т) =  Ф_(т), т е  Г,
или, подробнее,

Q +  (т) F+ (т) +  Q +  (т) /1־  (т) =  Q Z  (т) F-(x)  +  Q Z  (т) Л ־  (т), т <= Г.
(47.39)
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Это — краевая задача Римана на контуре Г с неизвестной ку- 
сочно аналитической функцией F(z). Определив последнюю, най- 
дем по формулам (47.38) решение исходной задачи Римана
(47.35).

Для самой задачи Римана применение такой неполной фак- 
торизации может оказаться целесообразным лишь в редких слу- 
чаях, когда, например, коэффициент G(t) на L является обоб- 
щенной функцией (линейным функционалом), у которой предпо- 
лагается заданной лишь неполная факторизация. Но изложен- 
ные выше соображения иногда приносят пользу при решении 
других задач теории аналитических функций, в краевом условии 
которых имеется более двух слагаемых, содержащих искомые 
функции. К этим задачам обычный метод факторизации непри- 
меним.

Рассмотрим одну такую задачу. Требуется найти функцию 
Ф(2), кусочно аналитическую (линией скачков служит действи- 
тельная ось) и ограниченную на всей плоскости, по краевому 
условию

-7= =  ф+ М + Яф+( (*־ ־  ф" W = 8 (*). (47•4°)у х 2 + 1
— о о < * < о о ,  V ^ + l  > 0•

Предложенная краевая задача есть задача с сопряжением 
и сдвигом (а(х) =  х). Как мы видели в пп. 39.3, 39.4, такого — ־
рода задачи в общем случае не решаются в замкнутой форме, 
а приводятся к интегральным уравнениям. С помощью метода 
неполной факторизации, как далее будет показано, можно све- 
сти поставленную задачу к задачам, разрешаемым в квадра- 
турах. ______

Функцию Ф+(—х) можно рассматривать как краевое значе- 
ние функции Ф+(—2 ). Последняя может быть получена из Ф+(г) 
с помощью двух операций: преобразования ФГ (2) =  Ф+ (—2), пе- 
реводящего Ф+(2) в аналитическую в нижней полуплоскости
функцию Ф|2)־ ), и преобразования симметрии Ф+ (— 2) =  Ф|2) ־), 
переводящего (см. п. 30.2) Ф!~ (2) в функцию, аналитическую в 
£>+. Следовательно, Ф+(—х ) есть краевое значение функции, 
аналитической в £>+.

Функция V*2+  1 является краевым значением аналитиче- 
ской функции л /^Ч ״ 1 י  имеющей точки разветвления ± 1. Из ус■ 
ловия л/х2 +  1 >  0 следует, что разрез между точками развет- 
вления, закрепляющий однозначную ветвь, не может пересекать 
действительную ось. Следовательно, он должен проходить через 
бесконечно удаленную точку. Проведем его по мнимой оси.



(ГЛ. VIКРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ494

Запишем краевое условие, как обычно, в виде, удобном для 
аналитического продолжения

1
V H־2*

• Ф+ (X) +  кф+ ( -  х) -  g+ (.X) =  ф -  (X) -  g~ (X) =  F (X).
(47.41)

В отличие от обычного решения краевой задачи Римана, F(z) 
уже не будет многочленом, а будет иметь^в верхней полуплоско-
сти ту же особенность, что и функция ® 2 , т. е. линию скач-
ков вдоль участка мнимой оси Г =  (t, i оо). Задача свелась к оп- 
ределению функции F(z),  аналитической в плоскости, разрезан- 
ной вдоль Г.

В равенстве (47.41) заменяем х на —х и переходим к сопря- 
женным значениям. Исключая из полученной системы Ф+(—х), 
получим

<!>+(*) =  .___ *2 +  1____Г 1 г מ /™  _l ״  m i v  F(x) +  g+ (х)
■V хг +  11— { 4 F ( - x )  +  g+( ~ x )]Л2*2 +  Я2

(47.42)

Аналитическую функцию с линией скачков можно предста- 
вить в виде интеграла типа Коши вдоль этой линии с искомой 
плотностью:

І оо

(47.43)

Определим поведение ср(т) на концах 1, too. Из выражения
(47.41) , учитывая ограниченность Ф+(г) в точках f и too, полу- 
чим, что F(z) на бесконечности должна быть ограниченной, 
а в точке t допустим рост порядка 12 — I \ ~'h. Отсюда, учитывая 
свойства интеграла типа Коши, получим, что <р(т) должна удо- 
влетворять условиям

| ф( т ) | <  "|т -^|1/ ־2־ > Iф (ז־)ו < -j^ s:. Р > 0 .  (47.44)

Используя непрерывность Ф+ (г) на Г:

Ф+ (11/-0) =  Ф+ (iy +  0),

составим интегральное уравнение для <р(т). Беря в выражении
(47.42) по формулам Сохоцкого предельные значения F(z) на 
Г слева и справа и подставляя в последнее равенство с учетом



495ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ§ 47]

соотношения л](іу — О)2 +  1 =  — V0'1У +  О)2 +  1, получим

у >  о, У Р ^ Т >  0.

Полагая ф(іг/) =  и(г/) +  iv(y), g+(iy) =  g 1 (iy) +  ig2{iy), c =  
=  c\ +  ІС2 и отделяя в последнем равенстве действительную и 
мнимую части, получим для определения и (у) и v (у) два са- 
мостоятельных характеристических уравнения:

оо

X V ? -  1 «(*/) + j־  ^־־־־■ $   dt\ =  2g2 (у) +  съ

L (47.45)

Хл/у2 — 1 v(y) — j  j -^rjdr] =  2gt (y) + ct.

Класс их решений определяется условиями (47.44). Следует 
учитывать также необходимые условия разрешимости задачи:

V*■2- ו ץ   . . (. л/я.2- 1

(47.46)

Im 0 + * 0 ־  ק* ־ ־1( ך п т п -) ] = если Iя ־° » 1•

=  F ( _  V !I3 1 ) +  g t ( _ ^ ^ r i i ) .  если | Х | < 1 .

Эти условия устраняют полюсы у функции (47.42), вызванные 
наличием множителя ! в Ф°РмУле (47.42). Решая си-
стему уравнений (47.45) (см. п. 47.5) совместно с условиями 
(47.46), найдем ф(т), а с ней и решение поставленной задачи.

Методом неполной факторизации решается краевая задача 
Римана для системы двух пар функций

Ф!־ {х) =  У ^ Т ־̂  ФГ (х) +  Ф2" (JC) +  g, (Д  

Ф2+ (X) -  ФГ (X) +  - ў = = -  Ф2" (X) +  g2 (х)
(—  оо <  X  <  оо),

где Я, и о — постоянные. К этой задаче приводится основная сме- 
шанная задача для упругого полупространства, а также некото- 
рые другие задачи математической физики.

Наконец, метод неполной факторизации может пригодить- 
ся при изучении некоторых новых задач. Пусть, например, в
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факторизации (47.36) функция й ־ (г) наряду с разрывом Г имеет 
еще нули на счетном множестве точек ак и простые полюсы на 
счетном множестве точек bk (k =  1, 2, . . . ) .  Тогда задача Ри- 
мана (47.35) сведется к другой задаче, в которой у искомой 
функции F(z), кроме разрыва Г, допускаются полюсы в точках
ак. При этом наряду с краевым условием (47.39) будет еще счет- 
ное множество условий вида F{bk) =  ch ( £ = 1 , 2 , . . . ) ,  где ск — 
известные числа. Таким образом, при исследовании краевых за- 
дач для кусочно мероморфных функций со счетным множеством 
дополнительных условий можно использовать связь этих задач 
с обычной задачей Римана.

47.7. Характеристическое уравнение в банаховых пространствах.
С. Г. С а м к о  8) распространил исследование Ю. И. Ч е р с к о г о  1) отно- 
сительно задачи Римана в банаховом простарнстве на более общий случай, 
соответствующий разомкнутому контуру и разрывным коэффициентам (см. 
п. 16.3). Было рассмотрено в банаховом пространстве X общее сингулярное 
уравнение вида

(Al +  A2PS)<p =  ft (47.47)

соответствующее краевой задаче Римана и являющееся аналогом характери- 
стического уравнения на разомкнутом контуре и с разрывными коэффициен- 
тами. Оператор S по-прежнему определяется условием S2 =  /, S # ± ־ / ,  а 
оператор Р, определяемый как проектор: Р2 =  Р, соответствовал операции 
умножения на характеристическую функцию

1, * e l ,  
О, /SL,Р

контура L. Разрешимость уравнения (47.47) зависит от целого числа х, опре■ 
деляемого, как и в работе Ю. И. Ч е р с к о г о  1), представлением

л =  4 ^ It/KY_,
где аксиоматически определяемые операторы 4*± являются аналогами умно- 
жения на предельные значения аналитических функций, a U* — аналог умно- 
жения на степень fK. Существенное отличие от рассмотрений Ю. И. Черского 
здесь состоит в том, что операторы не являются ограниченными в рас- 
сматриваемом пространстве X, действуя из X в более широкое простран- 
ство X!. При некоторых предположениях относительно операторов Аи Л2 
решение уравнения (47.47) получено в явном виде.

§ 48. Полное уравнение для разомкнутых контуров 
и разрывных коэффициентов

Теория полного интегрального уравнения (47.1) в рассматри• 
ваемом случае, так же как и в случае замкнутого контура, со- 
стоит из двух частей:

1. Регуляризация, включая сюда разработку способов регу- 
ляризации и исследование связи между решениями исходного 
особого и полученного регулярного уравнений (вопросы равно- 
сильной регуляризации).
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2. Основные свойства особого уравнения (теоремы Нётера).
Способы исследования будут главным образом те же, что и 

в случае замкнутого контура и непрерывных коэффициентов 
(гл. III).

Как мы увидим, отличие рассматриваемого случая от случая 
замкнутого контура заключается в том, что произведение двух 
интегрируемых функций ср(0> Ф(0 может оказаться неинтегри- 
руемым. Чтобы обеспечить интегрируемость произведения, нужно 
позаботиться о том, чтобы оба множителя не обращались 
в бесконечность на одном и том же конце. Вспоминая свойства 
введенных в § 47 союзных классов, мы легко заключим, что про- 
изведение функций, принадлежащих союзным классам, всегда 
окажется интегрируемым.

Оригинальная часть дальнейшей теории будет заключаться 
в выяснении в каждом случае вопроса о том, из какого класса 
(см. § 47) должны браться соответствующие функции.

48.1. Регуляризация решением характеристического уравне־ 
ния. Основные сведения о регуляризации полного особого интег- 
рального уравнения изложены в §§ 22 и 24, понятиями и обо* 
значениями которых мы будем здесь постоянно пользоваться.

В рассматриваемом случае применимы те же три способа 
регуляризации, что и для замкнутого контура: регуляризация 
слева, регуляризация справа, регуляризация решением харак- 
теристического уравнения. Наиболее простым для исследования 
поведения возникающих ядер и допустимых классов решений 
является последний способ, с него и начнем изложение. Для 
простоты рассмотрим сначала случай непрерывных коэффициен- 
тов и разомкнутого контура. Распространение этого исследова* 
ния на случай разрывных коэффициентов не представляет труд- 
ностей.

Запишем полное уравнение (47.1) в форме

a (t) +  7 = 7  dx =  f ( t ) - \ k  (t, т) <р(т)гіт (48.1)
L L

или в символической форме
К°ф = Аф (48.Г) ־־ / 

и решим его как характеристическое, рассматривая правую часть 
как известную функцию. Решение будем искать в некотором 
классе h(cu <2ל, . . .» ср) =  h. Будем для простоты предполагать, 
что f(t) удовлетворяет условию Гёльдера. Если, как было пред- 
положено в п. 47.1, k(t , т) удовлетворяет условию Гёльдера по 
обеим переменным, а ф(0 принадлежит классу Л, то, как легко 
вывести, k(p удовлетворяет условию Гёльдера, следовательно, и 
вся правая часть равенства (48.1) удовлетворяет этому условию.
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(48.2)

Применив формулу (47.12), получим (см. п. 24.6) 

ф(<) +  5 К (t, т) ф (т) dx =  /! (О,

где

(48.3)

К  (t, r ) ^ R tk  (t,  х) —  a{t)k (t,  x) -  b(t)^ . (t) J ,

f 1 (t) =  a  ot) / (t ) -  +  it),
L

Z(0 =  [a(0 +  &(0]X+(0 =
m

־ ״] ־  (t) -  ь (O) X - (I) =  П  (f -  »*) *״־ / ״ ,

Если x ^ O , то нужно положить Р 5 ״_,=0 , причем при 0>  א 
должны выполняться функциональные соотношения

(48.4)

)48.4(׳

)48.5(

\  [S ־W * ' ־־ ' Л] ф (זי)dx = ^ י־// $   d t
L l L j  L

(/ я .(א ,• • • ,2 «^ 

Последние условия можно представить еще в форме

\ Р/ (т)ф(т) dx =  fh

где положено

р׳ М “ $ т־ т г״ ״ ־ ' л .

Если заданное уравнение (48.1) разрешимо, то условия (48.4) 
окажутся выполненными.

48.2. Исследование регуляризованного уравнения. Исследуем 
ядро K ( t ,  т) и свободный член /1(0 уравнения (48.2), получен- 
ного в результате регуляризации исходного особого уравнения
(48.1). Эти функции при сделанных в п. 48.1 предположениях 
относительно заданных функций k ( t ,  т), f ( t ) ,  будут, очевидно, 
удовлетворять условию Гёльдера во всех точках контура, отлич- 
ных от концов. Рассмотрим поведение их на концах.
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Согласно формуле (47.17)
2т

Z (*) =  (00(/) П ( * ־  ск)ч 1 Yfe =  «а +  Фк> (48.6)k=1
— 1 < а * < 0  для k = \ , 2 , . . . , p ,

0 <  а* <  1 для k =  p +  1........ q,
а* =  0 для k =  q +  1, . . . ,  2т,

©0(0— функция, удовлетворяющая условию Гёльдера и не обра- 
щающаяся в нуль.

Из формул (48.3) легко вывести, что функции K(t, т) и /!(0  
на концах с!, С2, . . . ,  cv будут вести себя как функция Z(0,  т. е. 
обращаться в бесконечность порядка а*. На остальных концах 
они будут ограничены. Таким образом, ядро K(t, т) и свободный 
член имея на концах с!, . . . ,  ср неподвижную бесконеч-
ность, не удовлетворяют тем условиям, которые накладываются 
на эти функции в теории Фредгольма*). Однако легко путем 
замены переменных для функции ф и аргумента интегрирования 
т избавиться от неподвижных бесконечностей и привести урав- 
нение к виду, когда ядро и свободный член подчиняются всем 
условиям теории Фредгольма.

Действительно, обозначим

n 0 “ f i ( f - c * ) v* (48.7)*-1
и произведем подстановку

<р (t) =  T{t)<f0(t). (48.8)
Уравнение (48.2) примет вид

Фо (0 +  $ Фо (т) =
L

Теперь у нас исчезли неподвижные бесконечности по перемен- 
ной t, но появились такие же по переменной т. Чтобы избавиться 
от последних, сделаем еще замену независимых переменных:

X t

т ! =  J T(x)dx, t \ =  J T(t)dt  на Lk (Л=1,  2, . . . ,  m). (48.9)
ak ak

*) Только в случае подвижной бесконечности порядка меньше единицы, 
т. е. бесконечности вида (т — 0"־ а (0 <  а <  1), этот порядок при итерации 
уменьшается и существует такой номер т ,  что т -е  итеративное ядро огра- 
ничено.
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Обозначая ф0[/(/1)] снова через фо(*1), придем к уравнению

<Р0 (<1) +  \ К1 {tu Т!) Фо (т!) dxv =  /2 (/,), (48.10)
г

в котором новое ядро K 1(t, т) и свободный член /2(0 будут огра- 
ничены на новом контуре интегрирования Г.

Заметим, что так как обращение формул (48.9) происходит, 
вообще говоря, не однозначно, то новый контур Г может ока- 
заться самопересекающимся, что не имеет существенного зна- 
чения. Найдя все решения уравнения Фредгольма (48.10), с по- 
мощью формулы (48.8) получим решения уравнения (48.2), 
принадлежащие классу Л (с!,. . . ,  ср).

Так как решения уравнения (48.2) и (48.10) связаны простой 
зависимостью (48.8), то, хотя уравнение (48.2) и не является 
в строгом смысле фредгольмовым, но для него оказываются 
справедливыми все теоремы Фредгольма. Все различие будет 
в том, что его решения не будут ограниченными, как это пре- 
дусматривается теорией Фредгольма, а будут принадлежать 
классу h(cu . . . ,  ср).

Следовательно, можно утверждать, что в результате регуля- 
ризации мы приводим особое уравнение к уравнению Фред- 
гольма.

Если взять однородное уравнение

Ф ( 0 + $ К ( т ,  0Ф(т)<*т =  0, (48.11)
L

союзное уравнению (48.2), и произвести в нем замену пере- 
менных, аналогичную (48.8), (48.9), то легко установить, что 
придем к уравнению Фредгольма

Фо (*1) +  $ К\ (ть *,) фо (т!) dxx =  0, (48.12)
г

союзному уравнению (48.10).
48.3. Характеристическое уравнение на сложном контуре и с 

разрывными коэффициентами. Прежде чем перейти к исследо- 
ванию полного уравнения с разрывными коэффициентами, рас- 
смотрим соответствующее характеристическое уравнение. Как 
мы уже видели в §§ 41— 46, теория краевой задачи Римана 
в общем случае произвольного сложного контура и разрывных 
коэффициентов принципиально мало отличается от случая про-
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стых разомкнутых контуров. Учитывая тесную связь особых ин- 
тегральных уравнений с краевой задачей Римана, того же нужно 
ожидать и для этих уравнений.

Рассмотрим характеристическое уравнение

К°ф Я  a (t) ф (0 +  \  ^  dx =  f (t), (48.13)
L

в предположении, что контур L состоит из любого конечного 
числа замкнутых или разомкнутых, как угодно расположенных 
кривых. Коэффициенты a(t), b(t) будем считать удовлетворяю- 
щими условию Гёльдера всюду на контуре, кроме конечного 
числа точек t\, . . . ,  t{, где они испытывают разрывы 1-го рода. 
Все концы кривых, а также точки разрыва будем единообразно
называть «концами» (см. п. 43.2) и обозначать с!, с2......... ст.
Для простоты считаем, что концы не совпадают с точками са- 
мопересечения контура. Так же как и во всех аналогичных слу- 
чаях, требуем, чтобы уравнение удовлетворялось всюду, кроме 
концов и точек самопересечения. Предположим выполненным 
условие a2(t)— b2( t ) =  1.

Пусть си ........... сд — неособенные, а сд+ь . . . ,  сг — особен-
ные концы. Совершенно аналогично п. 47.2 введем союзные
классы А (с!, . . . ,  ср) =  h, h(cp+!, . . . ,  cq) — h'. Будем искать 
решение уравнения в некотором классе Л. Свободный член урав- 
нения f(t) в общем случае можно считать принадлежащим этому 
же классу h.

Решение уравнения (48.13) в замкнутой форме можно полу- 
чить совершенно тем же способом, что и в рассмотренных ранее 
простых случаях (пп. 21.2, 47.2). Введя аналитическую функцию

Ф М 2 ־ И ?־ ^ Л 1 4 (׳ (48'
L

придем к краевой задаче Римана

Ф+ ( 0 = е ( 0 Ф 0 ) ־  +  г (0 , (48.15)

»М - ״  Л м о  • <48-|в >

в предположениях § 44 при условии Ф(оо) =  0.
Взяв по формулам (44.11) — (44.13) решение этой задачи 

в некотором классе Н, по формуле Сохоцкого

Ф ( 0 = Ф + ( 0 - Ф 0 ) ־ (48.17)
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придем к решению исходного уравнения (48.13). Оно предста- 
вится формулами

<Р (0 =  в (0 f  (0 - ״(/)6  і (/> S I S  -T4 ;y  +  b(0Z(/)Px_, (/), (48.18)
L

Z (0 =  [a (t) +  b (01X+ (t) =  [a (t) -  b (/)] X־  (t) =־

־ [ [ ( / ־ t f V r ,״1 (2) =  i S T־ ־ r r ־ dT• (48•19)
ft —1 L

где числа Xh выбираются на каждом конце в соответствии с вы- 
бранным классом решений.

Если х ^  0, то нужно положить Ру- 1 (() =  0; при х <  0 
должны выполняться условия разрешимости

\ W־ f xl־ ldx =  0 (2<1= ' ........׳ 20•48< (•(*־־ 

Аналогично решается уравнение

К°Ч -  в (0 ♦ (0 - *■ J ־ך7  ™ * У  dx =  /(/),
L

союзное характеристическому.
П р и м е р .  Пусть L — единичная окружность, L! и L2 — соответственно ее 

прямая и левая полуокружности.
Решим характеристическое особое уравнение

it
bi t )  [ Ф(т)  d x _  l ( t 2 +  \)(At +  i) f t - i \ ־2

ent ( 4 / 2 + 1 )№Ш«(*>*<<> +

« (0 = ־̂ (в 40 ־. M0=-j(e "'—0 на I !

где

a (0  =* ch nt, b{t) =  — sh я  t  на L29

а многозначная функция ( y q p y )  задана определенной ветвью, в следую• 
щем классе функций:

a) h (/, — /); б) h (/).

Вычислив по формулам (48.16) коэффициенты (?(/), g( t ), придем к крае• 
вой задаче Римана

« ♦ ״ ) - ״ т • 4  + ־«)  У + ,» н « + .-) ( І + ) ־ .

G (f) ־־  ent на L!, G it) =־ е2*11 на L2.
где
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Это есть краевая задача, рассмотренная нами в п. 43.3 (пример 2), при а =  1/2. 
Можно воспользоваться данным там решением, наложив на него дополнитель- 
ное условие ф - ( о о ) = =  0.

а) Для получения нужного нам решения класса А(1, —/) надо в формуле 
(43.22) положить а =  1/2, с =  0. Получим

Ф+ (2) =  1 ׳ І -2 י \ T  6 ( / 2 -  l ) e *״ +  4 (22 +  1) (42 +  i)
J

4z
42* + 1 ׳

Ф -  (г) =  ('  г — Г
 ̂ Z + i  .

\~T  6 ( І 2 — 1)
; 422 + 1 ״

Учитывая данные при решении краевой задачи указания относительно способа 
определения предельных значений, будем иметь

Ф+ (0 =  |f t - 1 '\ T  6 (it -  1) ent +  4 (P +  1) (4/ +  i) на L,I t + i . ) 4t2 +  1

Ф -  (t) =  |f t - i "  
k. / +  i ,

it
\ T  6 ' ( « -  1) 
; 4/2 +  1

на Lu

Ф- (» ־־ 1
it

\  2 6 ( / /  — 1) _ я/ 
; 4 / 2 + 1 на U

Отсюда

на Lu

на L2.

т  -  L t - i \ T  в ( t f - 1 )  ( « 4 +  ( ! - * )״ / » + ! ) ( «  + О 
к> ~  U  +  / )  А Р + \

/ ״ _ / ׳ < ־  i \ Т  12 (It -  1) sh nt  4■ 4 (Р +  1) (At +  i) 
{ , ~ \ t + i )  At2 +  1

Ф

<P

б) В классе h(i) индекс уравнения и «  — 1, поэтому уравнение разрешимо 
лишь при выполнении условия

L
Последнее равенство, как легко проверить, удовлетворяется. Аналогично пре- 
дыдущему получим

»+«>-«» ׳ <.+о 61+ ^  7 3,’|+ 1 )■ «« І.

на L!, 

на Lt,

и
t - i \ Т  < + /

4<г +  1 
it

)7 + ״7 ( * ־ < ׳ > ־

ф - т  = 6іе~ш( - — 1Л 2 -АіЬЛ.. 
U ‘ם  +  і /  4/2 + І  

it

Ф (t) =  + ך7־ן  ( f + 7 )  2 I6* - 0  +  4 (4/2 -  Зй +  0 ]  Ha
Л

=  4?q r r  ( 7 T 7 )  2 n » 8 h 1 t f  +  4 ( « * - 3 t f + 1 ) l наФ (0
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48.4. Регуляризация полного особого уравнения. Прежде 
всего заметим, что при рассмотрении полного уравнения мы 
встречаемся с одной особенностью, отличающей случай разрыв- 
ных коэффициентов от случая разомкнутых контуров. Способ 
выделения характеристической части, заключающийся в исполь- 
зовании тождества

ן _ л (/, 0  j f W - л  +  J י  ( ז )

в случае разрывной функции Af становится неприменимым, так 
как вблизи точки разрыва подынтегральная функция имеет осо- 
бенность вида (т — t)~x, В частности, операторы вида

\  ■?(Tj l ? (S (T)rfT (48.21)
L

с разрывной функцией а(() не являются регулярными. Таким 
образом, полное особое интегральное уравнение нужно брать 
сразу с выделенной характеристической частью:
Кф =  К°ф +  £ф =

=  а(0ф(0 + р־г־  1 ^ 5 ־ г 7 ^  +  $ k(t, т)ф(т) dx =  f(t). (48.22)
L L

По этой же причине союзное уравнение 

K > s f l( /)< |> (0 - d $־קך  x +  J k(x, i) ф (x) dx =  f (i)
L L

нужно рассматривать как самостоятельный вид, не сводимый 
к предыдущему.

Рассмотрим вопрос о регуляризации особого уравнения
(48.22). Применим способ композиции особых операторов. Здесь, 
однако, регуляризующие операторы в виде (22.16) непригодны. 
Можно показать, что применение регуляризаторов в таком виде 
приводит к уравнениям, не являющимся, вообще говоря, урав- 
нениями Фредгольма. Это вносит серьезные трудности в иссле- 
дование полных уравнений с разрывными коэффициентами. Из- 
бегнуть затруднений можно путем подбора специального регу- 
ляризатора. Оператором, приспособленным для роли регуляри- 
зующего, здесь будет служить оператор

Rf — a(t)f (t) -  т Ш  J Щ ■  . (48.23)
L

который выступал в роли разрешающего при решении неодно- 
родного характеристического уравнения. Покажем, что этот one-
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ратор является регуляризующим для оператора К как слева, 
так и справа. Возникающие здесь трудности связаны с тем, что 
при составлении композиций RK0 и К°R нельзя воспользоваться 
формулами композиции п. 22.1, поскольку в случае разрывных 
коэффициентов операторы вида (48.21) не являются регуляр- 
ными. Поэтому мы применим прием, использованный ранее при- 
менительно к задаче Римана: сведем уравнение с разрывными 
коэффициентами к уравнению с непрерывными коэффициентами. 
Следуя этому приему, получим регуляризатор R как компози- 
цию двух операторов, из которых один регуляризует получаемое 
уравнение с непрерывными коэффициентами, а другой — некото- 
рое простейшее уравнение с разрывными коэффициентами.

Пусть вначале х =  0. Как известно (формула (48.18)), урав- 
нение K°<p =  f тогда безусловно разрешимо и ф — Rf. Отсюда 
К °Rf =  /  и /?К °ф  s=s ф. Следовательно, в случае х =  0 оператор 
R является для оператора К  и левым и правым регуляриза- 
тором.

В общем случае, следуя способу сведения задачи Римана 
с разрывным коэффициентом к задаче с непрерывным коэффи- 
циентом, проделаем те же операции для характеристического 
уравнения. Для простоты ограничимся изложением для случая, 
когда L — простой замкнутый контур. Пусть в соответствии с по- 
строениями § 41

в>+ «) 
со- (/) ‘С0(0 =  П ( * - 2 / А

fe-1

Игде со+ (/) == Д  ( / -  t k y k ,  ф -  (t )  =  JJ ( j z r ~ )  к

/г-1 fc-1

Коэффициент G!(/) непрерывен. Задаче Римана с этим коэффи- 
циентом соответствует, согласно (21.8), характеристическое урав- 
нение

к ?ф - « , ( 0 ф (0 +  0 ) / = * 7 ־ ^ $ ־ ? ־ ־
L

с непрерывными коэффициентами а! (0 =  у(1  +  С?!), Ьх (/)==

=  -^(1 — G!). Процесс сведения задачи Римана с коэффициентом
G(t) к задаче с коэффициентом G!(f) в операторной форме 
можно записать так:

(48.24)K° =  QKjІ +  Т,



[ГЛ. VIКРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ506

где Т — оператор с регулярным ядром, а

° » - гт 1 [<1+ “ ( ' » » » + Ц р $ Ш־1 י25•48‘ [■5

— характеристический оператор с разрывными коэффициентами 
специального вида. Читателю предоставляется самостоятельно 
проверить равенство (48.24) с учетом того, что теперь непрерыв- 
ные коэффициенты ax(t) и &!(*) можно переставлять с особым 
оператором с точностью до регулярного слагаемого.

Коэффициент задачи Римана, соответствующей оператору
(48.25), равен a>(t). Так как

т ~  °) _ е2тУк — о,*2״' ( а (‘״־

то из формул (41.19) — (41.21) непосредственно следует, что ин- 
деке оператора й равен нулю. Таким образом, мы пришли 
к двум более простым характеристическим операторам К! и Q: 
коэффициенты первого непрерывны, а у второго коэффициенты 
хотя и разрывны, но индекс равен нулю. Согласно (48.24) регу- 
ляризация исходного оператора К сводится к регуляризации 
операторов К? и й. Для оператора К? левым и правым регу- 
ляризатором служит оператор

#1Ф =  в! W Ф W — -*3 7 ? -ק־־ $ ־  dx.
L

Для оператора й, имеющего индекс, равный нулю, как пока- 
зано выше, соответствующий оператор (48.23) будет левым и 
правым регуляризатором. Так как для оператора й

1 С In <0+ t t ) ~  ІП й)~(Т) ■
2л;ג x—t

Z(t) =  e L =  (0+ (0 <£>~ (/),
то его регуляризатор (48.23) имеет вид (с точностью до мно- 
жителя, не обращающегося в нуль)

КаФ =  (to (t) +  1)ф(0+ М (<) ~  ■ о о ־1־ (0 ־ (0  f + ф (т)_ .
т  J  (т) о  (т) x  — t

Из (48.24), таким образом, следует, что левым и правым ре- 
гуляризатором для исходного оператора К будет оператор

R =  R 1Ra. (48.26)
Можно показать, произведя перемножение операторов в (48.26), 
что полученный оператор R отличается от оператора (48.23) 
лишь регулярным слагаемым. Не останавливаясь на выкладках, 
укажем только, что и здесь, при перемножении операторов
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в (48.26), нужно воспользоваться тем, что коэффициенты one- 
ратора можно представлять с особым оператором с точно- 
стью до регулярного слагаемого.

Имея в виду приложения указанных выше методов к иссле- 
дованию вопросов равносильной регуляризации и выводу основ- 
ных свойств (теоремы Нётера), рассмотрим вопрос о собствен- 
ных функциях оператора Я, построенного для решения уравне- 
ния К°ф =  f  в классе А (с!, . . . ,  ср).

Рассмотрим уравнение

Яф =  а (0 Ф (0 ־ ‘6)״ v (<) $ Ш  Т ־ Г -  f (0• (48.27)

Введя новую функцию ф ( 0 =  ф(^)/Z(/), получим характери- 
стическое уравнение

b(t) ( ф(т) , ___f(t)
a m ® -----H r j T = 7 dT- p־(Z7־

10
Если f(t) принадлежала классу А (с!, . . . ,  ср), то, как легко ви- 
деть, f(t)/Z(t) будет принадлежать классу h(cp+1, . . . ,  cq). Индекс 
последнего уравнения в классе Л(ср+!, . . . ,  сд) будет —х. Решив 
обычным способом последнее уравнение в классе А(ср+ь . . . ,  сд), 
получим решение исходного уравнения (48.27) в классе
A(cj.........ср) по формуле <р( t )— Z(l)1|>(/). Это решение пред-
ставится в виде

ф(0 =  к Ч +  ь ф Р ^ « ) .

Если х ^  0, то нужно положить Р-ч-1  (0 == 0, причем в случае 
х >  0 должны выполняться х условий разрешимости

J f (t) t/_1 di =  0 0 = 1 , 2 ..........' х). (48.28)
L

Таким образом, мы пришли к следующему результату:
При х > 0  однородное уравнение Яф =  0 неразрешимо. Не- 

однородное уравнение при х =  0 разрешимо безусловно и одно- 
значно, а при х >  0 разрешимо (однозначно) лишь при выпол- 
нении х условий (48.28).

При х <  0 однородное уравнение Яф == 0 имеет х линейно 
независимых решений. Неоднородное уравнение безусловно раз- 
решимо, и решение его зависит от х произвольных постоянных.

Используя выведенные свойства оператора Я, можно перейти 
к вопросу о равносильной регуляризации в том смысле, как это 
было определено в п. 24.1.

Если индекс оператора К в некотором заданном классе неот- 
рицателен (х ^  0), то мы применяем регуляризацию слева.
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RK<f =  Rf
Уравнение

будет уравнением Фредгольма, равносильным исходному осо- 
бому уравнению (48.22).

Если х ^  0, то применяем регуляризацию справа. Введя но- 
вую функцию с0(0. подстановкой

Ф =  /?<0 (48.29)

приходим к уравнению
К/?со =  /, (48.30)

которое будет равносильно исходному особому уравнению в том 
смысле, что в данном классе оба уравнения (48.22) и (48.30) 
одновременно разрешимы или неразрешимы и в случае разреши- 
мости каждому решению уравнения (48.30) по формуле (48.29) 
соответствует определенное решение исходного уравнения
(48.22) и, обратно, каждому решению ф(0 исходного уравнения 
по формуле

а (/) — К°ф + ft (/)?_״_! (О

соответствуют решения уравнения (48.22).
Таким образом, задача равносильной регуляризации в обоб- 

щенном смысле в случае разрывных коэффициентов и разомкну- 
тых контуров решена совершенно в той же форме, что и для 
непрерывных коэффициентов и замкнутых контуров.

48.5. Основные свойства особого уравнения. Все предшеству- 
ющие результаты приводят к мысли, что основные свойства осо- 
бого уравнения, выражающиеся так называемыми теоремами 
Нётера, в основном те же, что и для замкнутого контура. Вы- 
вести эти свойства можно так же, как это сделано в § 23 для 
замкнутого контура.

Прежде всего, легко устанавливаем, что если функции ф (t) 
и ф(/) таковы, что фКф и фК'ф интегрируемы, в частности, если 
Ф и ф принадлежит союзным классам, то справедливо тожде- 
ство

J фКф d t= ^  фК'ф dt. (48.31)
L L

Далее, проводя такие же рассуждения, как в п. 23.2, придем 
к основным свойствам рассматриваемого типа уравнений. Эти 
свойства по аналогии с теоремами, полученными в простейшем 
случае Нётером (см. Исторические сведения к гл. III и VI), на- 
зываются иногда теоремами Нётера, Не повторяя вывода этих 
теорем, приведем их формулировку.
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Т е о р е м а  1. Число линейно независимых решений (любого 
класса) однородного уравнения К<р =  0 конечно.

Т е о р е м а  2. Необходимое и достаточное условие разреши• 
мости в данном классе h неоднородного уравнения К<р =  f  за- 
ключается в выполнении равенств

J / ( / )*(0<« =  0, (48.32)
L

где ф (£)— любое решение союзного класса А' союзного одно род־ 
ного уравнения К'ф =  0.

Т е о р е м а  3. Если п — число линейно независимых решений 
класса h однородного уравнения Кф =  0, х — индекс уравнения 
в этом классе, а п ' — число линейно независимых решений союз- 
ного класса h' союзного однородного уравнения К'ф =  0, то

п — п' =  к. (48.33)

48.6. Теория Нётера особых уравнений со сдвигом Карлемана на разомкну- 
том контуре. Особое интегральное уравнение со сдвигом имеет (в обозначениях 
п. 23.5) следующий вид:

Мр — a (t) Ф (t) +  b (t) Qq> + с (t) Sq> +  d (t) QSq> = f (*), (48.34) ־

где Q — операция карлемановского сдвига* Qy ф =־  [а ( /) ] . Следуя в основном 
схеме, изложенной в п. 23.5, для этого уравнения можно получить теоремы 
Нётера при выполнении некоторых предположений относительно коэффициен- 
тов а ( 0 ,  b(t),  c(t ), d(t).

Пусть контур разомкнут и сдвиг a(t )  изменяет направление обхода 
Коэффициенты a( t ) t b( t ) f c(t)> d(t)  будем считать непрерывными. Применяя 
к оператору N введенный в п. 23.5 оператор

Мр =  а [а (/)] ф (/) — b (/) Оф — с [а (/)] 5ф — d (t) QSy,

придем (с учетом, что теперь S2=£I)  к уравнению

МУф =־ т (t) ф (0  +  п (t) Sq> +  q (t) S2<p +  7 >  =  f! (t), (48.35)

где T — оператор с регулярным ядром, f! (/) =  Nft m (t) *= a (t ) a [a (/)] — 
- b { t ) b  [a (t)]f n (t ) =a  [a (t)] c ( t ) - a  (t) c [a ( t ) ] + b \ a (/)] d (t) -  b (t) d [a (t)], 
q (t) =  d( t ) d [ a ( t ) ]  — c ( 0 ^ f a (0]« Оператор (48.35), оказывается, можно 
представить в виде композиции двух особых операторов с ядром Коши. Тем 
самым вопрос о справедливости теорем Нётера для уравнения (48 34) сво- 
дится к вопросу об их справедливости для уже изученных особых уравнений 
без сдвига Не приводя окончательного результата, отошлем читателя к ра- 
боте Н. К. К а р а п е т я н ц а  и С. Г. С а м к о  2), в которой проведено ука- 
занное здесь исследование.

В более общем случае, когда коэффициенты уравнения разрывны, дело 
обстоит сложнее. Не останавливаясь на этом, укажем только, что справедли- 
вость теорем Нётера в случае разрывных коэффициентов и сдвига, сохраняю- 
щего направление обхода, показана в работе Н. К. К а р а п е т я н ц а  и 
С. Г. С а м к о  3).
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§ 49. Краевая задача Римана с бесконечным индексом

Краевая задача Римана и другие краевые задачи решались 
нами при условии, что их индексы — определенные конечные 
числа. Отсюда вытекало, что единственно возможной особен- 
ностью канонической функции в ее исключительной точке яв- 
ляется полюс; следствием этого была конечность числа линейно 
независимых решений или условий разрешимости*). В случаях, 
когда задача допускала замкнутое решение или исчерпывающее 
качественное исследование, линейно независимые решения или 
условия разрешимости выражались через произвольный много- 
член.

Однако уже давно ставились проблемы, приводящие в общей 
постановке к краевым задачам с бесконечным индексом. Еще 
в 1945 г. была опубликована работа Н. И. Ах и ез ер а 1) об 
обращении интеграла типа Коши на счетном множестве отрез- 
ков действительной оси, а в последующие годы — работы 
С. А. Ф р е й д к и н а  1), В. А. П а а т а ш в и л и  2) идр.  о задаче 
Римана на счетном множестве контуров. Но все эти авторы вы- 
бирали для решения такие частные классы функций, в которых 
индекс оставался конечным. Ряд других работ не увидел света 
из-за того, что авторы их не смогли преодолеть трудности, свя- 
занные с бесконечным индексом.

В случае бесконечного индекса поведение канонической функ- 
ции в окрестности ее исключительной точки аналогично поведе- 
нию аналитической функции в окрестности существенно особой 
точки. Отсюда следует, что множество линейно независимых ре- 
шений или условий разрешимости описывается здесь уже не 
многочленом, а целой функцией. Поведение последней в окрест- 
ности ее существенно особой точки весьма многообразно, а это 
вызывает при исследовании краевых задач серьезные трудности. 
Для их преодоления требуется не только использование суще- 
ствующего классического аппарата целых функций, но и реше- 
ние ряда новых проблем, ранее в этой теории не возникавших.

Мы не в состоянии войти в подробности сложной теории крае- 
вых задач с бесконечным индексом и в последующем ограни- 
чимся лишь схематическим очерком.

49.1. Некоторые сведения из теории функций. Для удобства 
дальнейших формулировок приведем некоторые основные по- 
нятия из теории функций, аналитических внутри угла, и, в част- 
ности, из теории целых функций.

Пусть f(z) Ф 0  — функция, аналитическая внутри угла 0 ^  
«s: a  sg; arg z ־־S р <  2я. Тогда порядком этой функции в рас- 
сматриваемом угле называется точная нижняя граница р тех

*) Исключением является вырожденный случай (п. 25.4).
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чисел v >  0, для которых равномерно по 0 е  [а, р]

Пт 1" ' ' У 11 = 0 .
Г־>> ОО Г

Если р — конечное положительное число, то, упрощенно го-
воря, либо шах | / (re‘0) | ~  е^, либо max | f  (reie) | ~  е~г0 при 

а<е<э а<е<э
/•-*•оо. Таким образом, порядок характеризует рост функции 
или ее убывание внутри угла. В обоих случаях при любом 8 >  0 
справедлива оценка

| f  ( г )  | <  е |г |Р + е , 2 - * о о .

Для изучения поведения функции /( 2) конечного порядка 
р >  0 по отдельным лучам arg 2 =  0 вводится индикатор, т. е. 
действительная функция

А,(в) — Шп ln|/ .fes!^i ( a < 9 < p ) .
Г >  оо Г

Если Л/ (0о)< О , то / ( 2)—»• 0 при 2 -*оо по лучу arg 2 =  0О 
В случае А/(0о) >  0 функция f(2) неограничена на этом луче. На- 
конец, если А/(00) =  0, то функция может быть как ограничен• 
ной, так и неограниченной.

Для целой функции р ( г ) ф  const более употребительным яв- 
ляется другое определение порядка, равносильное приведен- 
ному *):

___  In In max | F (z) |
р =  lim ■ו־ו

In г

Заметим, что в смысле такого определения порядок любого мно- 
гочлена равен нулю.

Для целой функции с корнями на одном луче часто исполь- 
зуется представление через интеграл типа Коши. Например, 
пусть

Тогда

(49.1)

. . . )

(О, х).

(О < г , < г 2<  

на интервале
/ « ־ п  О - * )п-1
число корней г״и п (ג:)00

 ̂ п (х) х~2 dx <  оо и

4^2/ « ־ ־ ״ ״ { -

*) Эти определения в общем случае равносильны только для неограни- 
ченных внутри угла функций.
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Верно и обратное утверждение. Если некоторая неубывающая 
кусочно постоянная с целочисленными значениями функция

оо

п ( х ) ^  0 такова, что  ̂ n(x)x~2dx <  оо, то функция f(z),  пост-
о

роенная по формуле (49.1), является целой. Корни ее располо- 
жены на положительном луче и совпадают с точками разрыва 
функции п(х).

Приведем еще теорему Фрагмена — Линделёфа для угла. 
Пусть функция f(z) является аналитической внутри угла а  ^

0 ^  р и при любом е > 0 и у  =  я/(р — а) допускает оценку

| f  (г) | <  e®|z|V, a ^ a r g z ^ p ,  z - * оо.

Тогда из ограниченности f ( z ) на сторонах угла вытекает ее ог- 
раниченность всюду внутри угла.

В частности, для угла 0 0 ^  2п эта оценка должна иметь
вид

| f ( 2) | < e eVrn> 2->оо.

49.2. Однородная задача с бесконечным индексом степенного 
порядка в случае одностороннего завихрения*). Индекс непре- 
рывной на замкнутом контуре L функции G(t) был определен 
ранее (п. 13.1) как изменение argG(f) ,  выраженное в полных 
оборотах, или, что то же, интегралом

-^■\dargG(t) .  (49.2)
L

В случае разомкнутого контура или разрывного коэффициента 
(с ограниченным arg G(t)) индекс задачи также выражается че- 
рез эту величину (см. формулы (42.8), (42.9)).

Предположим теперь, что на контуре L (замкнутом или 
разомкнутом) есть точка t0, в односторонней (двусторонней) ок- 
рестности которой агgG(t)  неограничен. Тогда будем говорить, 
что функция G (t) имеет в t0 одностороннее (двустороннее) зави- 
хрение. Краевую задачу Римана, у которой коэффициент G(t) 
имеет в некоторой точке контура завихрение, назовем задачей 
с бесконечным индексом. Кроме того, если в этом случае инте- 
грал (49.2) равен +  00 или — °°> т0 будем говорить, что задача 
имеет соответственно плюс-бесконечный или минус-бесконечный 
индекс.

Свойства решений краевых задач с бесконечным индексом 
существенно зависят от порядка стремления argG(?) к беско-

*) Изложение настоящего пункта дано по работам Н. В. Г о в о р о в а  
1) . 2) ,  3 ) , 4 ) .



нечности. В настоящее время исследованы случаи, когда arg G ( t )  

растет как степенная функция (бесконечный индекс степенного 
порядка) и логарифмическая функция (бесконечный индекс ло- 
гарифмического порядка).

Рассмотрим теперь однородную задачу Римана для одного 
из случаев бесконечного индекса степенного порядка. Для про- 
стоты в качестве контура L  возьмем луч 1 ^  t  ^  оо. Будем счи- 
тать, что в краевом условии

ф+ (/) =  G  (О Ф־ ( t ) ,  l < t < o o ,  (49.3)
коэффициент G ( t )  удовлетворяет следующим требованиям:

1) In | G ( t )  I е  [1, оо] (условие Гёльдера с показателем
на отрезке ls^ /<!oo: | In | G (/]) | — in | G ( t 2 )  1 1 <  A \ t T l —/2"' Г°);

2) arg G ( t )  =  2яф ( t )  f ,  1 < ^ < о о , 0  <  p <  oo, <p (f) e  [I, oo],
max{0, 1, <p(°°) =  A , 0.

В точке t  =  oo коэффициент G ( t )  имеет одностороннее за- 
вихрение. Кроме того, при Я >  0 индекс задачи плюс-бесконечен 
и при Я <  0  минус-бесконечен.

Решения задачи будем рассматривать в классе ограниченных 
во всей плоскости функций ф ( 2 ) #  0 .

В дальнейшем нам придется иметь дело с интегралами типа 
Коши, плотности которых неограничены. Поэтому вместо исполь- 
зованного ранее интеграла будем рассматривать интеграл вида 
(см. конец п. 4.7)

z q+l  Г ф (т) гіт 
2 n i  J  т?+1 ( т - 2 ) ’

получаемый из интеграла типа Коши, если в его разложении по 
степеням ■ץ■ формально отбросить q  -|- 1 начальных членов. 

Введем в рассмотрение функцию
(  ОО ץ

X ( г )  “  exp 1+ ־ ן — \ ז  (,  _  г^ | ,  ? “ &>]• (49.4)

Эта функция является аналитической вне луча 1 ^  t  ^  0 0  и от- 
лична там от нуля. Кроме того, она удовлетворяет краевому ус- 
ловию (49.3). Для рассматриваемого случая бесконечного ин- 
декса X (2 ) играет ту же роль, что и каноническая функция 
однородной задачи с конечным индексом. Эта аналогия прояв- 
ляется еще и в том, что, как оказывается, любое ограниченное 
решение задачи представимо в виде

Ф (2) == X (2) F (2),

§  49] К Р А Е В А Я  З А Д А Ч А  Р И М А Н А  С  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы М  И Н Д Е К С О М  513

(49.5)
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где F ( z ) — некоторая целая функция. Будем поэтому называть 
Х(2 ) к а н о н и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  рассматриваемой задачи. При ко-
нечном индексе %  Х(2 ) ~ 4 т- при г־ - * ■  оо, т. е. Х(2 ) по всем лу-

г
чам arg 2  =  const изменяется одинаково — стремится к нулю 
или бесконечности степенного порядка |и|. В случае бесконеч- 
ного индекса дело обстоит иначе. Из условия задачи вытекает, 
что in G ( t )  при t - * ■  +  оо обращается в бесконечность степенного 
порядка.

Поэтому, переходя в (49.4) к конечному контуру и исполь- 
зуя представление для интеграла типа Коши со степенной осо- 
бенностью (п. 8.3), можно установить, что каноническая функ- 
ция Х(2) имеет в угле 0 sg: 0 <g; 2я порядок р с индикатором

h x  (0) = 3  Пт = ----- —— cos р (0 — я) (49.6)
Х г + 00 rP sin яр

(О < 0< 2я )
при р нецелом и

Н х  (0) а■ Пт ln|X ^ ■ =  -  Л cos р0  (0 <  0 <  2я) (49.7)

для целого р. При этом стремление к пределу в обоих случаях 
равномерно по 0  е  [0, 2я]. Анализ правых частей в (49.6) и
(49.7) показывает, что только при X  >  0 и р <  1/2 (т. е. в слу- 
чае плюс-бесконечного индекса степенного порядка меньше 1 / 2 ) 
каноническая функция имеет всюду отрицательный индикатор 
и, следовательно, убывает по всем направлениям. Если ж е р >  
>  1/2*), то по одним направлениям (при /1х(0)< 0)Х(2) имеет 
убывание, а по другим (где h x  (0 ) >  0 ) — рост экспоненциаль- 
ного порядка р. Поэтому в общем случае Х(2 ) ведет себя при 
z  -> с» подобно аналитической функции в окрестности ее суще- 
ственно особой точки. В этом и состоит принципиальное отличие 
задачи с бесконечным индексом от случая конечного индекса.

Решение задачи Римана с бесконечным индексом в общем 
случае сводится к отысканию таких целых функций F  (2 ), которые, 
упрощенно говоря, достаточно быстро убывают по тем направ- 
лениям, где Х(2 ) неограничена, и одновременно не слишком 
быстро растут там, где Х(2 ) убывает. Проще всего такие 
целые функции можно подобрать в случае X  >  0 , р <  1 /2 , когда 
| X (2 ) | <  с е ־ а •г|р, с, а  >  0. Действительно, из (49.6) вытекает, 
что в этом случае выполняется также оценка | X (2 ) | >  т е ~ ь | г |Р > 
т , b  >  0 . Поэтому из ограниченности произведения X ( z ) F ( z )  

следует, что во всей плоскости | F  (2 )! <  с, |Х (2 ) | - 1  <  CeJ|z|p.
*) Случай р =  1/2, исследуемый особо, мы не приводим (см. Н. В. Г о- 

в о р о в  3 )).
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В частности, на контуре In | F  ( t )  | <  — In | Х± (t ) | +  const, 1 <  
< t <  оо. Если pF — порядок роста F  (г), то эти соотношения 
можно записать в виде:

1) Ре<Р; (49.8)
00

2) 1п | F  (0 | <  — /  ̂ і — * * я  +  const, 1 <  t  <  oo. (49.9)
1

Легко показать, что и обратно, если целая функция F ( z )  

удовлетворяет условиям (49.8), (49.9), то функция Ф(2 )== 
=  X ( z ) F ( z )  является ограниченным решением задачи. В самом 
деле, на основании (49.9) эта функция ограничена на луче 
1  ^  t  sg: оо. Далее, в силу (49.8) Ф(2 ) во всей плоскости при 
любом е >  0 допускает оценку | Ф(2 ) | <  е|г|р+е, г - > оо. Так как 
О <  р <  1/2, то по теореме Фрагмена — Линделёфа для угла 
О ^  argz 2я функция Ф(2 ) ограничена во всей плоскости. Та-
ким образом, о б щ е е  р е ш е н и е  з а д а ч и  с  п л ю с - б е с к о н е ч н ы м  и н -  

д е к с о м  (А, >  0, р <  1/2) д а е т с я  ф о р м у л о й  (49.5), г д е  F ( z )  —  

п р о и з в о л ь н а я  ц е л а я  ф у н к ц и я  п о р я д к а  p F , д л я  к о т о р о й  в ы п о л -  

н я ю т с я  у с л о в и я  (49.8), (49.9).
Этим условиям удовлетворяет любая целая функция F ( z )  

порядка pj? <  р. Действительно, для такой функции при любом 
е >  0 | F  (г) | <  exp { | z  |Р/?+8}, z  - *  оо. Но в рассматриваемом слу- 
чае | Х(2 ) | <  е־ а|1־р, а  >  0, г - *  оо. Поэтому оценка (49.9), озна- 
чающая, что 1 п |/7(̂ ) | •< — lnlX*(^) | +  const, вытекает из тре- 
бования pj? <  р. В частности, условиям (49.8) и (49.9) удовле- 
творяет произвольный многочлен, так как порядок его равен 
нулю. В более общем случае целой трансцендентной функции

F(2 ־=( c*״׳n  ( 1 - f 0 ) ( >־ | z , K | z 2| <  . . . )
4 1- ׳ Zn מ

для выполнения этих условий достаточно потребовать, чтобы
-----  1п п __  ^
1* т П־  ф Г Г “ р р < р •

Таким образом, при плюс-бесконечном индексе степенного 
порядка меньше 1 / 2  из бесконечного множества ограниченных 
решений задачи можно выделить счетное множество линейно 
независимых (например, Ф*(г) =  zftX(z) ( k  =  0, 1 ,2 , . . . ) ) .

В случае плюс-бесконечного индекса степенного порядка 
р >  1/2 каноническая функция X(z) является неограниченной. 
Отыскание класса целых функций F ( z ) ,  дающих по формуле
(49.5) ограниченные решения задачи, производится гораздо 
сложнее. Оказывается, что порядок каждой из таких целых
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функций должен быть равен р. Более того, каждое ограниченное 
решение необходимо имеет бесконечное множество корней, яв- 
ляющихся нулями целой функции F ( z ) .  Этим множеством ре- 
шение определяется однозначно (с точностью до постоянного 
множителя). Поэтому исследование задачи в случае X  >  О, 
р >  1 / 2  представляет собой, по существу, выяснение тех уело- 
вий, которым должно удовлетворять множество корней ограни- 
ченного решения задачи. Отправной точкой такого исследования 
являются свойства функций, аналитических и ограниченных вну- 
три угла 0  ^  arg z  ^  2я. Не имея возможности входить в под- 
робности этого весьма сложного исследования, приведем лишь 
окончательный результат:

О б щ е е  р е ш е н и е  р а с с м а т р и в а е м о й  о д н о р о д н о й  к р а е в о й  з а д а ч и  

Р и м а н а  с  п л ю с - б е с к о н е ч н ы м  и н д е к с о м  ( X  >  0) и м е е т  в и д

»׳■■»• ё)׳  І ,,аУ(Г-Тм4й־г±:•
4 1  J | 2,1 I

г д е  с  =  const, т  — ц е л о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о , { z n}— п о с л е д о -  

в а т е л ь н о с т ь  о т л и ч н ы х  о т  н у л я  ч и с е л , у д о в л е т в о р я ю щ и х  у е л о  ־
в и я м :

”  sin r־7
1 ) с х о д и т с я  р я д  У  —7= —, 2 Л ==/־«в*0״, О < 0 л< 2 я;

“  у г п«=1

2 ) с у щ е с т в у е т  к о н е ч н ы й  п р е д е л

Нт ~  ( ■у• f [ф (*) /  — п (*)] —  =  Y >  0;
г00< y ־ r  }  t J X

1 1

3) с х о д и т с я  и н т е г р а л

ос

 ̂ [ф ( х )  хр —  п  (л:)] х2־־ dx\
1

4) н а  к о н т у р е  в ы п о л н я е т с я  п р и  f -^ 4 ־00  о ц е н к а

т Ы  + Е  ъ \ & \  + ‘№ С : яо{я) dx< const»

г д е  п ( х )— ч и с л о  т о ч е к  z n  в  к р у г е  \ z  \ ^  х .

Заметим, что существует бесконечно много различных после- 
довательностей {гп}, удовлетворяющих этим условиям.

Однородная задача с минус-бесконечным индексом ( X  <  0) 
не имеет ограниченных решений Ф(г) Ф  0 .
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В связи с этим интересно отметить следующее. В случае пря- 
молинейного контура и коэффициента G ( t ) ^ H  ( G ( t ) ^ O )  од- 
нородная задача с отрицательным индексом неразрешима. Если 
же контур перестает быть прямолинейным вблизи точки t 0 ,  

a |G (f) | - > 0  при t - > t 0 i то однородная задача с отрицательным 
индексом (конечным или бесконечным) может оказаться разре- 
шимой. Соответствующие примеры построены Н. В. Г о в о р о- 
вым 4). Им же получены два условия, выполнение каждого из 
которых обеспечивает неразрешимость однородной задачи с от- 
рицательным индексом.

49.3. Неоднородная задача с бесконечным индексом стелен- 
ного порядка для одностороннего завихрения*). Рассмотрим 
теперь неоднородную задачу

Ф+( 0 = с ( < ) Ф 0 ־(  +  г(0 , 1 < * < ° о , (49.10)
где

1) arg G  (0 =  2я<р ( t ) f ,  0  <  р <  оо, ф (/) <= Яц [1, оо],

причем 1 — ,1 > ץ•  ך ך  < ф (1 )< 0 , ф(оо) =  А, ф  0;

2 ) ln|G(0l, g ( t )  е = # [ 1 , оо], g ( i )  =  g ( o o )  =  0 .

Будем считать сначала, что Я, >  0, т. е. индекс задачи плюс- 
бесконечен. Воспользуемся тем же приемом, что и в случае ко- 
нечного индекса (§ 14). Пусть ^ ( г ) — такое частное решение 
соответствующей однородной задачи, для которого выполняются 
условия

״ Пт־0.(49.11)
t + o o  W +  (t)е Я [ 1 ,8 т

К  т

(49.12)Ф 0 (г) f  g( x)  dx  
2лі  J 1Pq■ (л) x — гФ0 (2 )

Тогда функция

будет частным решением рассматриваемой задачи. Общее ре- 
шение можно получить как сумму Фо(г) и общего решения соот- 
ветствующей однородной задачи.

В случае конечного индекса в качестве ,T'o(z) можно было 
выбрать каноническую функцию Х(г). Если же индекс бесконе- 
чей, то, вообще говоря, нельзя положить ^ ( z ) ^  X(z), так как 
либо Х(г) неограничена, либо могут не выполняться условия
(49.11), т. е. интеграл в (49.12) может оказаться расходящимся.

*) Изложение настоящего пункта проведено по работам Н. В Г о в о р 0■ 
в а 5), 6).



[ГЛ. VIКРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ518

Поэтому основная трудность в рассматриваемом случае заклю- 
чается в построении такого специального решения 4 *0 (2 ) соот- 
ветствующей однородной задачи, которое удовлетворяет уело- 
виям (49.11). Это решение определяется не единственным обра- 
3 0 м. Наиболее простую структуру оно имеет в случае, когда его 
корни специальным образом расположены на кривой <j> =  г<*. 
Сформулируем окончательный результат исследования:

Н е о д н о р о д н а я  к р а е в а я  з а д а ч а  Р и м а н а  (49.10) с  п л ю с - б е с к о -  

п е ч н ы м  и н д е к с о м  (А, >  0 ) д о п у с к а е т  б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  о г -  

р а н и ч е н н ы х  р е ш е н и й ,  о б щ а я  ф о р м у л а  к о т о р ы х  и м е е т  в и д

Ф(2 ) =  Ф0 (2)+4'(2), (49.13)
г д е  ф у н к ц и я  Фр(2 ) о п р е д е л е н а  ф о р м у л о й  (49.12), a ^ (z )— о б -  

щ е е  р е ш е н и е  с о о т в е т с т в у ю щ е й  о д н о р о д н о й  з а д а ч и .  П р и  э т о м  

ф у н к ц и я  4 *0 (2 ) о п р е д е л е н а  ф о р м у л о й

- i r ~  р

м •׳י ־ « р { * 5 "  1 , * ? ■־״ Т “ * } Й ׳ ־ ; : ! '  ■
״•׳ 1

г д е  п 0 ( х )  о з н а ч а е т  ч и с л о  т о ч е к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  {г״} (zft =

=  гпег״׳ )  на о т р е з к е  [1 ; л:] и  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м  

п о ( х )  =  maxJ0 тах_ {<р (tן £ , )  f  +  j } ]j

( r n  — т о ч к и  р а з р ы в а  /гр ( х ) ) .

В случае одинус-бесконечного индекса строится мероморфное 
решение 4 * 0  (£) соответствующей однородной задачи, имеющее 
бесконечное множество специально расположенных полюсов. 
Тогда рассматриваемая неоднородная задача при X  <  0 имеет 
единственное решение (49.13) лишь при выполнении счетного 
множества условий разрешимости. Эти условия выражаются 
в требований, чтобы интеграл типа Коши в (49.12) обращался 
в ну,׳|ь во всех полюсах 4 * 0  (2 ).

49.4. Задача с бесконечным индексом логарифмического по- 
рядка для одностороннего завихрения*). Рассмотрим теперь тот 
случай краевой задачи Римана

Ф+(*) =  О(/)Ф~(0 +  £(0,
когда arg G ( t )  растет к$к некоторая степень логарифма. Имен- 
но, будем считать, что функции G ( t )  и g ( t )  удовлетворяют ус- 
ловиям:

1 ) а г £ О ( 0 =  Ф (0 1 п Ч
------- ---------------------

*) Изложение дано по работам П. Г. Ю р о в а  1)— 5).
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где 0  <  а <  с», а функция <р( t )  принадлежит классу Дини — 
Липшица Dp[l; оо] с показателем |3 >  а +  2, т. е. для произ- 
вольных t \ ,  / 2  ^  [1 ; 0 0 ] должно выполняться

IФ(̂ 1) - Ф( h )  1 < м ( ! п |  |)
кроме того, ф (с») Ф  0 ;

2 ) ln|G(OI, оо] р  >  max {2 ; a}, g(oo) =  0 .
Решения задачи разыскиваются в классе ограниченных 

функций.
Как и в случае бесконечного индекса степенного порядка, 

для исследования однородной задачи (при g ( t )  =  0 ) вводится 
каноническая функция X(z) по формуле (49.4) (при <7 =  0). 
Отыскание класса целых функций F ( z ) ,  дающих в случае плюс- 
бесконечного индекса ограниченные решения по той же формуле
(49.5), снова производится с учетом асимптотических свойств 
Х(2 ). Однако, если в рассматриваемом случае перейти в (49.4) 
к конечному контуру, то плотность полученного интеграла типа 
Коши будет иметь особенность уже не степенного, а, вообще го- 
воря, нецелого логарифмического порядка. Для исследования 
асимптотического поведения таких интегралов П. Г. Ю ров 1 ), 
2 ) ввел новый метод, использующий теорию конечных разно- 
стей. В итоге такого исследования можно установить, что для 
канонической функции Х(2 ) справедливо следующее представ- 
ление при 2  -»• оо:

| Х ( г ) | = е * р { - * % Д . +  0 ( 1п - | 4 ■

Отсюда видно, что в случае плюс-бесконечного индекса (т. е. 
когда ф ( о о ) > 0 )  каноническая функция ограничена во всей 
плоскости и является одним из решений однородной задачи. Все 
ограниченные решения даются формулой (49.5), где F ( z )  — про- 
извольная целая функция нулевого порядка, удовлетворяющая 
на контуре оценке, аналогичной (49.10).

Примером такой функции может служить любой многочлен,

F ( z ) =  £ c nZ״, для
л—0

а также трансцендентная целая функция

< а .
1п п
п______

in 1 п У к п Г 1

Пт
П-> 00

которой

Поэтому и в случае плюс-бесконечного индекса логарифмиче- 
ского порядка а >  0  из множества ограниченных решений за- 
дачи можно выделить счетное множество линейно независимых: 
Фл(2 ) = 2 *Х(г) ( k  =  0, 1 ,2 , . . . ) .
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Если индекс минус-бесконечен (ф (оо)< 0), то |Х (г)|->оо  
при г->оо и однородная задача ограниченных решений ф ( 2 )^ё 
Ф  0  не имеет.

При исследовании неоднородной задачи с плюс-бесконечным 
индексом логарифмического порядка (ф (о о )> 0 ) возникают те 
же трудности, что и в случае степенного порядка. Поэтому снова 
приходится строить специальное решение ,Ко (2 ) соответствую- 
щей однородной задачи, удовлетворяющее ограничениям:

0 .g( t )Нш
<->■ +00 Ч̂ о (/)<7>1,=  D q [l;  ° ° 1 .

g( t )  
Х + (t)

Однако построение такого решения оказывается возможным 
лишь в случае а ^  1. Потребовав, чтобы его корни были рас- 
положены на отрицательном луче — оо <  t  1 , можно по- 
строить это решение в виде

То (2 ) =  X ( г )  ехр 2 ן 

(здесь символ [ и ]  обозначает, как обычно, целую часть числа 
и). Тогда частное решение рассматриваемой неоднородной за- 
дачи при ф ( о о ) >  0 можно получить по той же формуле (49.12).  
Общее решение представляется в виде суммы этого частного и 
общего решения соответствующей однородной задачи.

Если 0 <  а <  1, то исследование неоднородной задачи зна- 
чительно усложняется. Приходится накладывать на свободный 
член g ( t )  большее по сравнению со случаем а ^  1 ограничение: 
^ (/)е Я [1 ;  оо]. Для получения частного решения неоднородной 
задачи строится специальное неограниченное (но не слишком 
сильно растущее при 2 - > о о )  частное решение То(2 ) однород- 
ной задачи. Это решение таково, что соответствующий ему ин- 
теграл типа Коши в (49.12) стремится к нулю при г  -оо. Стрем ־«—
ление оказывается достаточным для того, чтобы функция Фо(2 ), 
определенная формулой (49.12), была ограниченной и давала 
частное решение неоднородной задачи.

Результаты исследования неоднородной задачи с минус-бес- 
конечным индексом логарифмического порядка (при ф ( о о ) <  0) 
аналогичны соответствующим результатам для минус-бесконеч- 
ного индекса степенного порядка.

49.5. Случай двустороннего завихрения. Впервые краевая задача Римана 
с бесконечным индексом степенного порядка меньше единицы для двусторон- 
него завихрения была рассмотрена Ф. Д. Б е р к о в и ч е м  и Н. В. Г о в о р  ־0
в ы м 1) при изучении краевой задачи Карлемана:

ф+(0 =  о (<)ф+ ( - Н г ( < ) .  - с о < /< с о , (49.14)
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где In | G (/) I, g  ( O s  H  [ — 0 0 ; 0 0 ], g ( ± o o )  =  0, arg G (t) =  2яф (/) | t f 4 
0 <  p <  l t Ф (0 ~ — ־־   <p(0* Ф ( +  0 0 ) =  Я^О. Эта задача изучалась сведением 
к краевой задаче Римана для полуплоскости

ф+(<) =  О ( / ) Ф 0 ־( + г ( 0 .  - с о  < < < 0 0 . (49.15)
Для исследования последней использовалась теория, развитая Н. В. Говоро- 
вым для одностороннего завихрения.

В дальнейшем Ф. Д. Б е р к о в и ч  1 ), 2) указал класс интегральных урав- 
нений типа свертки первого рода, которые приводятся к краевой задаче Кар- 
лемана (49.14), Римана (49.15) и задаче Гильберта:

Ф+ (<) — G (<) Ф+ «) +  g (0, — со <  < <  со,

с бесконечным индексом. Он же исследовал эти задачи в предположении, что 
G (0  =  e 2 ia t [Я +  К  (/)], о =ל£  О, Я ־1־  К (/) ф  0, — 00 <  t <  00. При этом функ- 
ции K(t),  g(t)  принадлежат кольцу R0 преобразований Фурье функций из 
L(—00, оо). Это исследование опирается на свойства преобразований Фурье 
и теоремы Винера и Винера — Леви для функций из кольца R 0 .

Ф. Д. Б е р к о в и ч  и Е. М. К о н ы ш к о в а  1 ) дали решение задачи Ри- 
мана (49.14) в классе ограниченных функций, в предположении, что G(t) =  
=  e2iatGa (<), а Ф  0, а функции G0(/) и g(t)  удовлетворяют условию Гёль- 
дера на всей действительной оси. Это решение использовано Е. М. К о н ы  ш- 
ко  в о й  1) для изучения характеристического сингулярного интегрального 
уравнения с бесконечным индексом.

Общий случай однородной задачи с бесконечным индексом степенного по- 
рядка меньше единицы для двустороннего завихрения рассмотрен М. Э. Т о- 
л 04  к о  1). В этой работе изучена задача (49.15) (при g ( / ) s 0 ־ ) с коэффи- 
циентом G(/) ,  удовлетворяющим условиям:

1 ) l n | G ( 0 | s = t f  [— 00, 00];
2) arg G (t) = 2 я ф  (t) \ t  |p, где 0 < р < 1 ,  а непрерывная при / ± 00< ־  

функция ф (/) принадлежит некоторому классу функций, более широкому, 
чем класс Гёльдера на каждом из лучей ־ ־ о о < / < 0  и 0 < / < о о ;  кроме 
того, ф (— со) =  Я!, ф ( +  0 0 ) =  Я2, Я| +  Я2 > 0.

Отметим, что в этой задаче впервые встречается случай «неопределенно 
бесконечного» индекса, когда числа Я1 и Я2 имеют одинаковые знаки и изме- 
нение argG( t )  на контуре вообще не определено.

Основные результаты исследования выражены в виде определенных со- 
отношений для заданных величин Я!, Я2 и р, определяющих поведение 
argG( / )  при / - > ± о о .  Так, например, если эти величины удовлетворяют од- 
ному из условий:

1) ° < 0 < Т ^ А»1 י  0, Л2 ^  Oj

° < Р < Т ׳
. . /л. ץ58"

2) А,!Я,г>0, <созря;

3) »1 < Р ^ ־2־ Л, < 0 , х2> 0,

то рассматриваемая однородная задача имеет бесконечное множество огра- 
ниченных решений.

Все остальные случаи для Я!, Я2 и р разделяются на две группы, когда 
ограниченных решений нет и когда разрешимость задачи зависит от допол- 
цительных свойств argG( t ) .
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49.6. Задача на счетном множестве контуров. По своим свойствам и ха- 
рактеру исследования такая задача примыкает к задаче для односвязной об- 
ласти в случае бесконечного индекса.

Впервые краевая задача Римана на счетном множестве разомкнутых кон- 
туров встречается в работах Н. И. А х и е з е р а  1 ), И. Н. К а р ц и в а д з е  и 
Б. В. Х в е д е л и д з е  1), 2),  С. А. Ф р е й д  к и н  а 1), 2),  3),  В. Д.  Ф р о л о -  
в а 3). Однако постановка задач в этих работах предусматривает такие 
классы решений, в которых индекс остается конечным.

В случае счетного множества замкнутых контуров задачу Римана рас- 
сматривали В. А. П а а т а ш в и л и  2), 3), а также Л. И. Ч и б р и к о в а  и 
П. X. М к о я н  1). В первой из этих работ выбранный метод — переход к ну- 
левому на всех кривых индексу —־ позволил исследовать, в сущности, только 
случай конечного индекса, т. е. случай, когда индекс коэффициента G(t) от- 
личен от нуля лишь на конечном множестве кривых. Во второй работе иссле- 
дование ведется в другом направлении, так как решения рассматриваются 
в классе кусочно мероморфных функций.

Один из случаев, когда индекс коэффициента G(t ) отличен от нуля на 
бесконечном множестве замкнутых кривых, рассмотрен М. Э. Т о л  о ч к о  2).

Краевое условие однородной задачи

ф+ (/) =  G (() Ф־  (/)

предполагается определенным на некоторой счетной совокупности простых, 
гладких, замкнутых кривых Сп, сходящихся к бесконечности. Важнейшим из 
условий, налагаемых на кривые Сп, является требование, чтобы последова- 
тельность некоторых точек {zn} внутри Сп составляла так называемое /?-мно- 
жество при показателе р (0 <  р <  1/2), введенное в теорию целых функций 
Б. Я. Л е в и н ы м  [13]. Это ограничение представляет собой требование осо- 
бой равномерности в расположении кривых Сп. Такое же условие налагается 
и на последовательность кривых с положительными индексами G(t).  Коэф- 
фициент G(t) на каждой из кривых Сп отличен от нуля и удовлетворяет 
условию Гёльдера с показателем и постоянной, не зависящими от п. Решения 
задачи рассматриваются в классе ограниченных функций.

Исследование задачи существенно опирается на оценку при 2  -оо кано״<-
нической функции Х *(*), построенной по методу непосредственного решения 
задачи Римана (§ 43) Если ts и tk — некоторые точки тех кривых Са и 
Сл, для которых Indc (̂j (/) =  x s > 0 ,  Indc  G (/) == %'k <  0, то

s

Поведение при 2 -> оо^функции X *  (г) вполне определяется мероморфной 

функцией ^1 — -рг־^ Щ 1 — S . При оценке последней исполь

зуется то обстоятельство, что последовательность точек {tfs} образует /?-мно- 
жество.

Не имея возможности привести полное исследование задачи, сформули- 
руем лишь окончательные результаты. Они выражаются в *ерминах теории 
целых функций.
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Пусть р + и р _  — показатели сходимости точек {k} и {/*}!

-----  In s гг— 1п&
р , =  Н т  — ;— ־ , 

s-> оо 1п | ts |
р _ =  п т  7 ־־ ך г  ־

k +  oo In 1 tk

Пусть, далее, /г+ (0) и h_  (0) — индикаторы целых функций П О - * ) ־ ״
S

• п о - * ) ־  . Тогда справедливы утверждения:

1) При выполнении одного из условий

а) Р-<Р +;
б) Р _ = Р + . mi n { A + ( 0 ) } > m a x { A _ ( 0 ) } ,

0 0

рассматриваемая однородная задача на счетном множестве кривых допускает 
бесконечное множество ограниченных решений Ф * (2) =  Х *  (г) F (г), где 
F(z)— произвольная целая функция порядка р!? ^  р, удовлетворяющая на 
кривых Сп (п =  1, 2, . . . )  оценке

І / Ч О К С р І Х * ( / ) ! " 1 ( в , -  const).

2) Если p_j_<p_,  то ограниченных решений ф ± ( г ) ^ 0  задача не имеет.

§ 50. Исторические сведения
Вопрос о решении задачи Римана с разрывными коэффициентами возник 

одновременно с постановкой самой задачи. Риманом [21] (см. Исторические 
сведения к гл. II) задача с самого начала была поставлена как задача 
с разрывными коэффициентами. Первые решения задачи в такой постановке 
были даны Гильбертом (Hilbert [10]) в 1905 г. и Племелем (Plemelj 2)) 
в 1907 г. при самом зарождении теории краевых задач. Задача Римана 
для разомкнутого контура впервые встречается у Карлемана (Carleman 1)) 
в 1922 г. (см. Исторические сведения к гл. II и III).

Полное решение задач Римана с разомкнутыми контурами было дано 
в 1941 г. независимо двумя авторами: Н. И. Мусхелишвили 1 ) методом, ко- 
торый был изложен нами в § 43, и Ф. Д. Гаховым 2) метрдом §§ 41, 42*) .  
В этой же работе Ф. Д. Гахов дал также решение задачи с разрывными ко- 
эффициенТами. Методом Н. И. Мусхелишвили она была решегіа несколько 
позже Д. А. Квеселава 5). Прямыми предшественниками этих завершающих 
ра$от являются работы Гильберта и Племеля для решения Ф. Д. Гахова и 
работа Карлемана для решения Н. И. Мусхелишвили.

Гильберт, Племель и Карлеман, владевшие методом решения задач с раз- 
рывныМй кбэффициентами и разомкнутыми контурами, не дали полного их 
решения тОлькб потому, что в то время еще не было эффективного решения 
этой задачи в простейшем случае замкнутого контура и непрерывных коэф- 
фициентов. Характерным является то, что Н. И. Мусхелишвили, Ф. Д. Гахов,

*) Строгое обоснование этого метода стало возможным лишь на основе 
выведенных Н. Й. Мусхелишвили формул о поведении интеграла типа Коши 
в точках разрыва плотности (см. пп. 8.1 — 8.4).
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Д. А Квеселава решали задачи с разрывными коэффициентами и разомкну• 
тыми контурами сразу, сводя одну к другой, тогда как ранее каждая из 
этих задач решалась самостоятельно своими собственными методами, причем 
работы, в которых давалось решение этих задач, отделены промежутком в 
16 лет.

Ф. Д. Гахов [7] дал дальнейшие применения своего метода в теории 
краевой задачи Римана со многими неизвестными функциями. Путем исполь- 
зования функций от матриц фундаментальные функции, устраняющие разрыв, 
здесь удалось записать в том же виде, что и в случае одной неизвестной 
функции, с тем лишь различием, что показателем К здесь является матрица. 
Тем же методом Л. И. Чибрикова 1) дала решение обобщенной задачи Ри- 
мана с разрывными коэффициентами и для разомкнутых контуров (см. за- 
дачи 15, 16 в конце главы).

Метод Н. И. Мусхелишвили нашел применение при решении задачи Ри- 
мана для сложных контуров. Первое решение этой задачи, данное Тшицин- 
ским (Trjizinsky 1) ) , было очень громоздким. Д. А. Квеселава 3) предложил 
брать каноническое решение задачи в виде произведения канонических ре- 
шений для простых составляющих контуров, что внесло значительные упро- 
щения в решение. Однако все еще оставались сложности из-за различия спо- 
собов образования канонических решений для замкнутых и разомкнутых кон- 
туров. Ф. Д. Гахов и Л. И. Чибрикова 1) предложили для получения кано- 
нического решения в случае замкнутого контура применить тот же метод, что 
и при решении задачи для разомкнутого контура (см. п. 44.2), и дело све- 
лось к решению задачи с разрывными коэффициентами. (Разрывным здесь 
является не сам коэффициент, а его логарифм.) Применение этого приема 
окончательно упростило решение задачи в случае сложного контура, и оно 
приняло тот же вид, что и решение для многосвязной области. В [16] все 
изложение теории краевых задач и особых интегральных уравнений, относя- 
щееся к случаю разрывных коэффициентов и разомкнутых контуров, с самого 
начала ведется для общего случая контуров с самопересечением.

Частный случай краевой задачи Гильберта с разрывными коэффициента- 
ми — смешанная краевая задача аналитических Функций — рассмотрен Воль- 
терра (Volterra 1)) еще в 1883 г. С тех пор эта задача решалась многими 
авторами с помощью различных частных приемов. В основе этих приемов 
лежит свойство функции

У П (2 ־ ־ ״ ft) iZ ~ bk)

при переходе через точки а*, Ък действительной оси переходить от действи- 
тельных к чисто мнимым значениям, и наоборот.

Результаты, близкие к законченным, получены в работе Синьорини (Sig- 
norini 1)) . Полное решение дано М. В. Келдышем и Л. И. Седовым 1 ). Теми 
же приемами ими решены другие аналогичные задачи, как, например, задача 
Дирихле для плоскости со щелями.

Общий метод сведения смешанной краевой задачи к задаче Римана 
с разрывными коэффициентами был применен впервые Ф. Д. Гаховым в 1941 г. 
в работе 2) как иллюстрация к доказанной там сводимости краевой задачи 
Гильберта к задаче Римана. Обоснование метода сведения задачи Гильберта 
к задаче Римана с разрывными коэффициентами было проведено Н. И. Мус- 
хелишвили [16]. Там же дано приложение этого метода к решению многих 
частных случаев указанной задачи (задача Дирихле для плоскости со щелями 
и ей подобные).

Теория особых интегральных уравнений с разомкнутыми контурами, изло- 
женная в § 47 и пп. 48.1, 48.2, была построена в 1942 г. Н. И. Мусхелишвили 
и Д. А. Квеселава в работе 1). В дальнейшем развитии теории существенную 
роль сыграла работа Д. А. Квеселава 5) (1944 г.). Главное ее значение за- 
ключается в том, что в ней было изучено применение оператора R (п. 48.4)
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как регуляризатора слева и справа и на основании этого дано простое по- 
строение теории особого уравнения. Особое уравнение в случае разрывных 
коэффициентов было рассмотрено Ф. Д. Гаховым [6], однако метод исследо- 
вания, примененный в этой работе, был тот же, что и у Н. И. Мусхелишвили 
и Д. А. Квеселава; ввиду известной читателю тесной связи между случаями 
разомкнутых контуров и разрывных коэффициентов, эта работа содержит 
мало оригинальных результатов.

Из ранних работ по этому вопросу можно упомянуть только работу Кар- 
лемана (Carleman 1)) , о которой уже была речь в гл. II, III. Им было дано 
решение неоднородного характеристического уравнения с постоянными коэф- 
фициентами для отрезка оси [0, 1] в классе функций, ограниченных на одном 
конце и обращающихся в бесконечность на другом. Решение в этом классе 
производится безусловно и однозначно. Никакого упоминания о возможности 
других классов решений в работе нет.

Имеется ряд работ, в которых исследование ведется при более широких 
предположениях относительно разрывов коэффициентов. В статьях И. Б. Си- 
моненко 2), 3) и др. изучены краевая задача Римана и особые уравнения 
с измеримыми коэффициентами, в предположении, что колебание агgG( t )  
в точках разрыва остается меньше я. Аналогичного характера результаты 
получены И. И. Данилюком 1), 2). Эти исследования продолжены В. А. Паа- 
ташвили 1) и В. Д. Фроловым 1), 2). Ряд работ И. Ц. Гохберга и Н. Я. Круп- 
ника 1 ), 2) и др. посвящен исследованию особых уравнений с разрывными 
коэффициентами в пространствах Lv. К этим работам примыкает статья 3) 
указанных авторов, в которой исследованы операторы, представляемые в 
виде сумм произведений особых операторов на разомкнутом контуре и с 
разрывными коэффициентами. В некоторых работах рассмотрены случаи раз- 
рывов другого типа ־— почти периодического и др. Изложение исследований 
этого рода дано в книге• И. Ц. Г о х б е р г  и Н. Я. К р у п н и к ,  Введение 
в теорию одномерных сингулярных интегральных операторов, Кишинев, изд. 
АН Молд. ССР, 1973. Мы не имеем здесь возможности останавливаться на 
подробностях.

О возникновении и развитии теории краевых задач с бесконечным индек- 
сом достаточно говорилось в тексте (§ 49). Здесь добавим лишь, что главную 
трудность в этой теории представляет отыскание ограниченных решений. По- 
лучение решений, имеющих на бесконечности рост любого порядка, не пред- 
ставляет никаких трудностей.

З а д а ч и  к г л а в е  VI

1. Доказать, что решение задачи Римана для разомкнутого контура не 
зависит от вида той кривой, которой мы дополняем данный разомкнутый 
контур до замкнутого. (Ф. Д. Гахов [6].)

2. Пусть L — единичная окружность и Li, L2 — соответственно ее верх* 
няя и нижняя полуокружности.

Решить для контура L краевую задачу Римана

2 я - 5  5 - я  ц

Ф+ ( / )  =  О ( 0 Ф )1( ״ < +1( ״ + ( * ־0- (  (| а К I ) ,

где
G ( t ) = e l4i на Lb G(t)  =  e4i на £ а,

/  t — 1 \ 5/я
а многозначная функция ^ 7 ־+־ Г )  заДается некоторой своей определенной
ветвью. Рассмотреть классы функций, имеющих интегрируемую бесконечность
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־1;  *1 = 1. !* = ־
;1 = 1*

*1 = ־1

в точках
а)
б)
в)

и ограниченных во всех остальных точках плоскости г.
г) Решить задачу в классе всюду ограниченных функций.
д) Показать, что в классе функций, всюду ограниченных и обращаю- 

щихся на бесконечности в нуль, задача имеет решение лишь при специальном 
подборе параметра а; указать эти значения параметра и найти решение в 
этом случае.

О т в е т .
5_я

а\ е41 (  2 +  1 Л ~ Н ~ Г а2 +  1 z sin 4а +  a cos 4а ._ 4< ,
і  +  1 \  2 — 1 /  L а 22 +  а2 י "

c0 +  c!2J,

+  Со +  C!2J;

(z2 _ j ) e4(־ ־ i) 
+  г2 +  а 2

1 /  z  + я Г а2 4 ץ 1  1 + z sin 4а ־   a cos 4 а _ 4/
22 +  а2 6

5- я

Z +« ־ ( * ) '

5 - я

а (1 — 2) cos 4а 4 + а2) ־  2) sin 4а л_4* , ן
ד ־  *£|>

־ ) ф+ ( . , - * ״ ( I ± f ) « [ (* Д ' Г *־ 
os 4а 4 ) ־

' а ( г2 +  а2)

о - (° ־ (2)  ^ [£± =־ ■)1 г ) ( g + i l g i i i g■ , ־ «  +  в] .

5—2я . . .

в ) Ф + ( * ) - . « ( і ± і ) ״   [ і 1 ± 1 )г̂ ־ с05І £ І е- ^  +

(а2 - г )  sin 4а «  1
+  а ( г 2 +  а 2) +  ] ׳

5 —2я

* - ( ־1^1( ״ ׳ ־ (  [ <“■-«> 

г, (г |. ״  _  ■>

ф- w ־ ״   -  г) ( | ± | ) ^  - «  ч ;'■־״ 

eq z +  1 
2 . Я2 

z2 +  1 6

5 -я

—  * T •  ф ־> + > ־ < ־ - I ) ( 7 ~ т )  ”д)

-415-Я
z + ) Я ץ 1  г - * \ ) е

162 4)7 ״4 - < ־ > ־ (
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5 / я

( £ ! 4 )Под понимается функция, аналитическая в плоскости, раз-

резанной вдоль Lu предельные значения которой изнутри круга совпадают 
с соответственной функцией, входящей в краевое условие.

3. Пусть L, Lu L2 означают то же, что и в предыдущей задаче.
Решить краевую задачу Римана

At

Ф + (0 =  0 « ) Ф 7 ) ^ -  +  0 ) ־ ^ у ) *  - £ ^ 5 г (1 « | < 1 );

(  J 4
G ( t ) ,

на L u(  e5ii

' I  в־ ״ ״

в самом широком классе функций, имеющих бесконечность интегрируемого 
порядка в обеих точках разрыва.

О т в е т .  Индекс задачи в заданном классе и =  —2, поэтому задача, во- 

обще говоря, неразрешима. Решение существует при а ±  -и опреде ־—- 
ляется в этом случае формулами

42 .5 /2

25г2 — я 2 9
+ 1Ф + (г ) = ( ־2 - п ( ! ± { - ) ״ 

г 2 — 1 
25z2 — я

42

־® м - ( й т ) ‘
/  z  + Aztn ץ 1 

^ од 1 г  _ ־ן־־   ) понимается функция, аналитическая в плоскости, раз-
резанной вдоль L2, предельные значения которой изнутри единичного круга 

. 1+ 1/ \ ״  it!nсовпадают с функцией I ■ ־~-ן -  I , входящей в краевое условие.

4. Пусть L — гладкий замкнутый контур и G(t )— функция, не обращаю- 
щаяся в нуль и удовлетворяющая условию. Гёльдера всюду, кроме точек 
tu t2 ti, где она имеет разрывы 1־го рода. Определим индекс G(t ) как

Х = 2я Г {аге 0  (*)}*■'

причем на участках L между точками разрыва аргумент изменяется непре- 
рывно, а при переходе через точку разрыва удовлетворяет одному из условий:

О <  arg G (tk — 0) — arg G (/* +  0) <  2я,
— 2я <  arg G (tk — 0) — arg G (tk +  0) <  0.

Показать, что определенный таким образом индекс совпадает с индексом, 
определенным в п. 41.4. (Н. И. Мусхелишвили [16], § 78.)

5*. Пусть L есть контур, состоящий из т разомкнутых кривых, и пусть 
f( t ) — заданная функция, удовлетворяющая условию Гёльдера, a P m- \ ( t ) — 
многочлен степени т — 1 , коэффициенты которго не задаются заранее. Пока- 
зать, что интеграл типа Коши

т И т ^ г  * ־ ׳> י ־,״ ׳ < ׳ > + >
L
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допускает обращение в классе функций, ограниченных на всех концах, и что 
многочлен Р т _ 1(/) при этом однозначно определяется. (Н. И. Мусхелишвили 
[16]. § 87.)

6*. Пусть L и f(t)  те же, что и в предыдущей задаче, и с* — постоянные, 
не задаваемые заранее. Показать, что интеграл типа Коши

1 f  ф М
l a ) T ^ T d x ~ f(t )  +  cb' ( * - 1 . 2 , . . . ,  т ) ,

L

допускает обращение в классе ограниченных функций и что все постоянные Ск 
при этом однозначно определяются. (Н. И. Мусхелишвили [16], § 88.)

7*. Пусть на гладком замкнутом контуре L задана действительная функ- 
ция f(s) ,  непрерывная на L, кроме точек 11, /2. . . . ,  U, где она имеет разрывы 
го рода. Обозначим предельные значения f(s) в точках разрыва f־1 (Sk— 0) =  
« + a*, f (Sk י  0) =  bk. Показать, что решение задачи Дирихле

u =  f(s)

({k — % + % ) >
״6 * ־ f t ״ .  У - h

х — аьarctg

для области Д  ограниченной контуром L, может быть представлено в виде
1

и (х, y ) = * v ( x ,  у)  +  ] Г
1

где v( x , y ) — решение задачи Дирихле с непрерывными коэффициентами. До- 
казать, что в классе функций, имеющих порядок роста ниже логарифмиче- 

/  и (*, у)  л
ского ^ ----- > 0  вместе с расстоянием г* точки разрыва ז< до произволь-

ной точки области), это решение единственно.
8*. Решить задачу Гильберта с разрывными коэффициентами методом 

п. 28 2 (путем отыскания регуляризующего множителя). Использовать при 
этом результаты предшествующей задачи. (В. К. Столярова 1 ).)

9*. Пусть область D симметрична относительно оси абсцисс и искомая 
функция Ф (2) получена продолжением из верхней полуплоскости в нижнюю 
по симметрии. На части контура области Д  лежащей в верхней полуплоско- 
сти, задана действительная часть Ф (2), а на симметричной части контура — 
мнимая. Доказать, что такая смешанная краевая задача безусловно разре- 
шима в классе ограниченных функций. (А. В. Бицадзе 1).)

У к а з а н и е .  Сначала отобразить область D на единичный круг.
10*. Пусть область D есть плоскость с разрезами (a*, bk) оси абсцисс 

(п. 46.4). Определить аналитическую и ограниченную в области D функцию 
ф (г) =  и +  it), если на берегах разреза задано

+ Г*■ (0 =־ +“  Cfc. ־= г  (t) +  Ск на («ft, bk) (ft , . . =־1,2 ״ от),
где f+, / ־  — заданные функции, удовлетворяющие условию Гёльдера, Ск — 
постоянные, не задаваемые Заранее. Показать, что задача безусловно и одно- 
значно разрешима и что все постоянные с к при этом однозначно опреде- 
ляются. (Н. И. Мусхелишвили [16], § 91.)

11*. Исходя из результатов предыдущей задачи, решить задачу Дирихле 
для плоскости с разре8ами вдоль действительной оси (п. 46.3), не предпола- 
гая дифференцируемости краевых значений. (Н. И. Мусхелишвили [16], §91.)

т
У к а з а н и е .  Рассмотреть функцию U (х , у) =  и (х , у)  + гДе י(2) 

/г- 1

К* -  6ft)ln (2 -  6ft) -  (z - ״  ft)1п (г - ״  ft)]•
1

6f t - *״
< й к  (2)
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12. Найти функцию w =  / ( 2), отображающую нижнюю полуплоскость 
у  <  0 на полуплоскость, ограниченную прямой и — kv, с разрезом по вер- 
тикальному отрезку длины С, выходящему из начала координат, при условии, 
что интервалу |л: | С  1 соответствуют берега разреза, а интервалам | х | >  1 — 
лучи прямой и =  kv.

О т в е т .
_ф_

f (z)  =  ±  іСеі<р ( * + ! ) - г) ״  I)‘

С — действительная постоянная, <р *=* arctg к. Знак в формуле берется в за- 
висимости от того, направлен ли разрез вверх или вниз.

У к а з а н и е .  Воспользоваться тем, что искомая функция должна быть 
решением краевой задачи Гильберта из примера п. 46.4 при а =  0 в классе 
функций, ограниченных в точках 2 =  — 1, 2 = 1  и растущих как г  при 
.оо ־*— 2

Используя геометрические свойства функции Жуковского W =  ~  ( • + а
и ее логарифма, решить две следующие краевые задачи:

13. Найти f ( z ) = u  +  iv, аналитическую в нижней полуплоскости, огра- 
ниченную в точках 2 =  — 1 , 2 =  1 и растущую как |г | при 2 ->-оо по крае- 
вому условию:

1т  / (я) =» 0 при х < — 1 и * > 1 ,
I f (*) I =  1 при — 1 <  лг <  1 .

14. Найти f (2) =  и +  iv, аналитическую в нижней полуплоскости, ограни- 
ченную в точках 2 =  — 1 , 2 =  1 и растущую как 1п |2 | при 2 -> оо  по крае- 
вому условию:

Т с/ ч Г 0 при * <  — 1,
* >  I,

- 1  <  * <  1 .
при
приRe f (x)  =  О 

15*. Дана краевая задача

Ф+ [а (/)] =  0 ( 0  О ־  (О,

где соблюдаются все условия § 17, за исключением того, что у коэффициента 
G(t) допускаются разрывы 1-го рода в точках /!, t2, U.

Показать, что подстановкой

Ф+ (г) =  П [ г - « ( ( , ) ] Ч ф +  (г),

Ф ־ (г ) =  п ( - ^ . ) 1‘ ф ־ (г ), г , е О + ,

данная краевая задача приводится к такого же рода краевой задаче с не- 
прерывным коэффициентом

*k0,(0 — o w n ( ״ ( ״ ' - ' » , , ״  У ‘ ( . - » , ) ־
(Л. И. Чибрикова 1).)

16*. Показать, что предыдущая краевая задача в случае, когда контур L 
разомкнутый и а( / )  переводит контур на себя с сохранением направления, 
Методом п. 42.1 может быть приведена к задаче

Ф+ [а, (/)] -  01 (О Ф־  (/)
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для замкнутого контура с разрывным коэффициентом G\(t) и непрерывной 
функцией а !( /) . (Л. И. Чибрикова 1).)

17. Дано обобщенное особое интегральное уравнение

״ (/> ф [.(01 + МО ,  т  + \  л■+ 5  й _ ,  М
L L

(см. задачу 10 к гл. III и задачу 15), где L — замкнутый контур; a( t )y b(t) 
имеют разрывы 1-го рода в конечном числе точек. Свести его к краевой 
задаче Римана со сдвигом и дать исследование. (Л. И. Чибрикова 1).)

18. Сделать то же для случая, когда L — разомкнутый контур.
19. Показать, что интегро-дифференциальное уравнение крыла самолета

dx ־  f (t)Г  (т) 
т — tiГ (0  1

В (t) л

может быть приведено к интегральному уравнению Фредгольма
а

Г (0  +  5 к  (<, т) Г (т) dx =  F (0  +  С! +  с2 arcsin j ,

где _____________
К (/. х ) --------- в ״1------- » - * т  +  У ( « » - < » ) ( д » - т » )

2лВ (т) а2 — tx ־־־ V (а2 ־־־ t2) (а2 — т 2)
а

F (t) —  ̂ В (х)К (t, х) f (х) dx,

Си С2 — произвольные постоянные.
У к а з а н и е .  Воспользоваться формулой обращения интеграла типа Коши 

в классе функций, не ограниченных на обоих концах, и затем полученное 
уравнение проинтегрировать по t.

20. С помощью тождества, получаемого подстановкой в уравнение
Ъ

[a sgn (х — с) +  р] ф (*) +  ^ dt  =  0, а < с < Ь ,
а

Р ф  ±  (1 ±  а), а < х < Ь ,

его решения (см. п. 47.4, 3е), убедиться в справедливости следующих ра- 
венств, где

1 , а + р - 1
V 2«• в + р  +  1 ’

_  1 , а — Р + 1 
** ~  2ni  " а -  р -  1 ’

dt■■

0 < R e p < l ,  0 < R e v < l :

sin \1л  +  sin уя 4  sgn (с — t) (sin цл — sin уя) ־
(t -  a)» ( Ь - і ) [- у \ c - t  Г - t) ׳״־  x)

COS j-lJt +  cos УЯ +  (cos pit — cos у я ) sgn (c — x)
- »r.\v - 1ז — V{x — a )** (b — *)

5= Л
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оо

б) I sin ця -1- sin уя +  (sin ця — sin уя) sgn (и — Я) 
J |Я, —u |v־ ״ m1-v (и —о)I Я, — и I

_ ____cos ц я  +  cos уя +  (cos ц я  — cos уя) sgn (v — A) ,  ^  rt _ ^ лД .............  , ........ > л ^  u, 0 >  01
• л  1V —  LL 1 — V |י  X - t ׳ |v־ ״ t ׳1־ v

о
в) \  K s in ЦЯ +  sin VJt) sgn (c —  t)  +  sin p jt  —  Sin VJt] (At +  B) __

$ (* -  a ־1( ״  (& -  f)1-v  I C -  / l״+v  (t -  X)

__ [(cos \XK —  COS VJt) Sgn (c — x) +  COS І-ІЯ +  COS VJt] (Ax +  B) 
(x — a )1“ 11 (b — זג 1־) ^  | c — x |**+ ע

Re (ц 4- v) <  1 , А и В — произвольные числа;

A > 0 ,  О <  Re n  < 1 / 2 ,  O > 0;
oo

д) f  [(sin ця +  sin у я ) sgn (u — A.) +  sin ця  — sin уя] (b +  au) du

2 !Я — « Г « 1= )0( ־  ״ ־’ -

״  _ . [(c°s ЦЯ — cos у я ) sgn (0 — Я) +  cos ця +  cos у я іі <h 4- ״ ״ i 
ן ג - ס ן ״ + י ׳ ס « ־ »

A > 0, v >  0, R e ((1 +  v ) < I ;
OO

е) (  . .{ j± .aA sM  (« нЛ > du  = ״  rt / , ״ ״ у . b +  av
} \ X - u \ * u ' - * ( u - v ) ״  Ctga״ l ) 7 I Z ״|2 tV - M

A >  0, 0 <  Re ц <  1/2, 0 >  0.


