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Светлой памяти 
Николая Ивановича 
МУСХЕЛИШВИЛИ 

посвящается

ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

За 13 лет, прошедших со времени второго издания, излагав- 
мые здесь теории интенсивно развивались. Опубликованы сотни 
оригинальных работ, ряд обзоров. Некоторые разделы (напри- 
мер, краевые задачи со сдвигом и сопряжением, различные типы 
особых интегральных уравнений, разрешаемых в замкнутой фор- 
ме), прежде состоявшие лишь из разрозненных эпизодических 
исследований, не только пополнялись новыми важными резуль- 
татами, но в значительной степени приняли стройный, близкий 
к завершению вид. Возникли новые, принципиально важные и 
имеющие перспективу дальнейшего развития дисциплины: тео- 
рия краевых задач с бесконечным индексом, теория краевых 
задач для функций многих переменных и др.

Обогатились связи с прикладным знанием. Кроме ставших 
уже традиционными приложений к механике сплошной среды 
или к некоторым другим разделам математической физики 
(электродинамике, теории дисперсионных соотношений и др.), 
установлены связи с новыми прикладными дисциплинами: тео- 
рией массового обслуживания, теорией игр и др.

Усложнился используемый математический аппарат. В зна- 
чительных объемах используются теории алгебраических и ав- 
томорфных функций, римановых поверхностей, целых и меро- 
морфных функций, функционального анализа, топологии и др. 
Кроме того, возникло обратное взаимодействие: теория краевых 
задач аналитических функций плодотворно используется для 
решения задач других математических дисциплин. В первую 
очередь можно указать на работы Ю. А. Казьмина по теории 
приближения функций (см. приложение III), а также решение
Н. В. Говоровым задачи Винера — Пэйли теории целых функ- 
ций и Э. И. Зверовичем классической проблемы обращения 
Якоби.

В связи со сказанным, книга подверглась серьезной перера- 
ботке. Наибольшие изменения претерпели главы II, III, VI, VII. 
Написаны дополнения I—IV. Кроме того, в разных частях 
книги внесено большое число небольших дополнений и значи* 
тельно переработан весь прежний текст.
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Автор старался сохранить доступность книги широкому кру- 
гу читателей: в основном материале сохранен элементарный 
характер изложения. Вопросы, опирающиеся на более сложный 
аппарат, даны в виде дополнений к основному тексту.

При подготовке настоящего издания мне оказали ценную 
помощь В. А. Какичев, А. А. Килбас, С. Г. Самко и многие 
другие мои ученики. Всем им я выражаю глубокую призна- 
тельность.

Автор



Настоящая книга имеет в своей основе курс лекций, читан- 
ных автором, начиная с 1947 г., студентам сначала Казанского, 
а затем Ростовского университетов. Имея перед собой в течение 
ряда лет живую аудиторию, за которой можно было следить во 
время лекции и впоследствии на экзаменах, автор, понятно, 
уделял много внимания вопросам ясности и доступности изло- 
жения, отдавая им часто предпочтение перед вопросами стро- 
гости, общности и безупречной последовательности. Иногда из- 
ложение начинается не с самой общей постановки задачи, а с 
рассмотрения простого случая, чтобы наиболее ясно оттенить 
принципиальную сторону вопроса; при этом изложение ведется 
достаточно подробно. При переходе же к общей задаче автор 
ограничивался только указанием на существенно новые момен- 
ты и приведением формул. Примеров такого изложения много; 
укажем на два характерных: изложение краевой задачи Римана 
начинается с простейшего случая односвязной области (гл. II), 
а теории интегральных представлений аналитических функций — 
с интеграла типа Коши с действительной плотностью (§ 34). 
Кроме соображений педагогической целесообразности, учитыва- 
лось, что имеется круг читателей, которым для их целей ничего, 
кроме простейшего случая, не понадобится. Поэтому начинать 
изложение с общей постановки задач было бы вдвойне неоп- 
равданно.

Как правило, подобному изложению вопроса предшествуют 
краткие замечания наводящего характера. В наиболее важных 
случаях имеются еще и заключительные параграфы. Это ведет 
иногда к повторениям, которых при другом способе изложения 
можно было бы избежать.

Принятый здесь способ изложения может вызвать осуждение, 
поэтому, желая пояснить свою точку зрения по этому вопросу, 
приведем высказывание известного математика и педагога 
Ф. Клейна*): «...Всегда находятся люди, которые по примеру 
средневековых схоластиков начинают свое преподавание с самых 
общих идей и защищают этот метод как якобы единственно на- 
учный. А между тем и это основание неправильно: научно обу- 
чать значит научать человека научно думать, а не оглушать его с 
самого начала холодной, научно напряженной систематикой».

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

*) Ф. К л е й н ,  Элементарная математика с точки зрения высшей, 
ОНТИ, 1935, т. 1, стр. 426.
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В той же связи автор старался, где только можно, избегать 
специальной символики, заменяя ее описательными оборотами. 
Всякая специальная символика, сокращая формулировки, пред- 
ставляет большие удобства для лиц, хорошо освоившихся с ней, 
т. е. лиц, постоянно имеющих дело с подобного рода вопросами. 
Однако она оказывается препятствием и часто серьезным для 
широкого круга людей, не специалистов в данной области, же- 
лающих ознакомиться с ней. Приведу высказывание по этому 
поводу одного из проникновенных математиков нашей эпохи 
Н. Г. Чеботарева: «...Если бы наука (какая угодно) не прини- 
мала особых мер для своей недоступности (научная терминоло- 
гия, предъявляемые к сочинениям специальные требования от- 
носительно цитат и т. п.), а, наоборот, стремилась бы путем 
популярных сочинений стать ближе к широким слоям населе- 
ния, то она продвигалась бы несравненно быстрее. Мы, матема- 
тики, в этом деле грешим меньше других» *).

В излагаемой теории главным является возможность качест- 
венного исследования. Многие практически важные задачи (на- 
пример, смешанная задача для аналитических функций, задача 
Дирихле для плоскости со щелями и т. п.) были решены раз- 
личными частными приемами задолго до возникновения общей 
теории. Но только общая теория, давшая простые зависимости 
числа решений и условий разрешимости от индекса и последнего 
от допускаемого класса функций, внесла в вопрос ясность.

В тех случаях, когда решение дается в замкнутой форме, 
соответствующие формулы приводятся полностью, но когда за- 
дача приводится к решению интегральных уравнений, ядра по- 
следних, как правило, не выписываются. Устанавливается лишь 
факт сводимости задачи к уравнению и указывается процесс 
получения последнего. Читатель, усвоивший принципы теории, 
при решении практических задач легко составит соответствую- 
щее уравнение сам.

В тех случаях, когда имеется несколько различных путей до- 
казательства, автор старался выбрать самый простой, другие 
же, если они имели теоретический интерес, предлагались в ка- 
честве задач, приложенных к каждой главе. Некоторые задачи 
сформулированы так, чтобы читатель, не решающий их само- 
стоятельно, мог пользоваться ими как дополнительным теоре- 
тическим материалом. Наиболее трудные задачи отмечены звез- 
дочками.

Все главы заканчиваются историческими очерками, которые 
в совокупности дают представление об истории вопроса.

Автор

*) Н. Г. Ч е б о т а р е в ,  Математическая автобиография, УМН III, вып. 4 
(26), 1948, стр. 65.



Предметом настоящей книги является теория краевых задач 
аналитических функций и ее приложения к решению особых 
интегральных уравнений с ядрами Коши и Гильберта. Мы огра- 
ничиваемся линейными задачами для одной неизвестной 
функции.

Излагаемые теории зародились в начале настоящего столе- 
тия в трудах классиков математики Гильберта и Пуанкаре; они 
были существенно продвинуты в начале 20-х годов трудами 
Нётера и Карлемана и переживают период бурного развития в 
течение последних 40 лет.

Этот период почти целиком связан с трудами советских ма- 
тематиков, среди которых в первую очередь следует назвать: 
И. Н. Векуа, Н. П. Векуа, Д. А. Квеселава, В. Д. Купрадзе, 
Л. Г. Магнарадзе, С. Г. Михлина, Н. И. Мусхелишвили, 
И. И. Привалова, Б. В. Хведелидзе, Д. И. Шермана.

Укажем на некоторые особенности употребляемой термино- 
логии.

Вместо терминов «сингулярные» (уравнения), «эквивалент- 
ная» (регуляризация) приняты соответственно «особые», «рав- 
носильная».

В отношении аналитических функций совершенно не упот- 
ребляются такие термины, как «голоморфность» и «регуляр- 
ность», а принят один лишь термин «аналитичность».

За основу берется аналитичность в точке, т. е. разложимость 
функции в окрестности точки в степенной ряд. Под функцией, 
аналитической в области, понимается функция, аналитическая 
в каждой точке области. Она может быть получена аналитиче- 
ским продолжением из какого-нибудь одного ее элемента.

ВВЕДЕНИЕ
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В случае многосвязной области функция может оказаться 
многозначной. Однозначность рассматривается как дополни- 
тельное условие. В случае, если у аналитической функции допу- 
скаются какие-либо особенности, то это каждый раз специально 
оговаривается с точным указанием того, какие именно особен- 
ности допускаются.



Г Л А В А  I

ИНТЕГРАЛ ТИПА КОШИ

Из курса уравнений математической физики хорошо извест- 
но, что основные краевые задачи для уравнения Лапласа — 
задачи Дирихле и Неймана — решаются с помощью так назы- 
ваемых потенциалов простого и двойного слоев.

При решении краевых задач, относящихся к другим диффе- 
ренциальным уравнениям, применяются различного рода обоб- 
щенные потенциалы. Для решения краевых задач теории анали- 
тических функций комплексного переменного аналогичным ап- 
паратом являются интеграл типа Коши и различные его обоб- 
щения.

Прежде чем непосредственно перейти к решению краевых 
задач, необходимо предварительно изучить свойства математи- 
ческого аппарата, применяемого для их решения.

Настоящая глава является вспомогательной. Материал ее 
будет использоваться не весь сразу, а постепенно; поэтому, что- 
бы быстрее перейти к основному материалу книги, мы рекомен- 
дуем читателю изучать эту главу по частям. Сначала нужно 
усвоить содержание первых пяти параграфов, после чего можно 
приступить к изучению главы II, посвященной краевой задаче 
Римана. Прежде чем перейти к главе III, содержащей теорию 
особых интегральных уравнений, нужно изучить § 7 о переста- 
новке порядка интегрирования в повторных особых интегралах. 
Для понимания главы IV потребуется знание § 6, а для главы 
V — § 10. Лишь после этого целесообразно изучать остальные 
параграфы этой главы.

§ 1. Определение интеграла типа Коши и примеры
Пусть L — некоторый гладкий замкнутый контур*) плоско- 

сти комплексного переменного z . Область, лежащую внутри кон
*) Под гладким контуром мы здесь и в дальнейшем подразумеваем про- 

стую (т. е. без точек самопересечения) замкнутую или незамкнутую линию 
с непрерывно меняющейся касательной и не имеющую точек возврата (за* 
острения).
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тура L, будем называть внутренней и обозначать D+, а допол- 
нительную к D+ +  L область, содержащую бесконечно удален- 
ную точку, будем называть внешней и обозначать D~.

Если f(z )— функция, аналитическая в С* и непрерывная 
в D* +  L, то согласно известной из теории функций комплекс- 
ного переменного формуле Коши

( 1 . 1 )
z е  D+, 
z  <= D~.

М-0
Т — Z\

L

1
2я i

D־ +  L,

( 1.2)

Если же f(z) аналитична в области D־ и непрерывна в 
то

г е  D+, 
z е  D~.~ f ( z ) + f !— dx},(י»)  (  X) 

X — z
L

За положительное направление обхода контура L, как обычно, 
будем принимать то, при котором область D* остается слева.

Формула Коши дает возможность вычислить значения функ- 
ции в любой точке области, если известны ее значения на гра- 
нице области; коротко это обстоятельство выражают словами: 
формула Коши решает краевую задачу для аналитических функ- 
ций. Интеграл, стоящий в левой части формул (1.1) и (1.2), на- 
зывается интегралом Коши.

Пусть теперь L — гладкий замкнутый или незамкнутый кон- 
тур, целиком расположенный в конечной части плоскости; т — 
комплексная координата его точек и <р(т)— непрерывная функ- 
ция точек контура. Тогда интеграл

® « - ! й т й * .  <‘-3>
L

построенный так же, как и интеграл Коши, называется интегра־ 
лом типа Коши. Функция ф(т) называется его плотностью, а
—!------ ядром.Т -2  г

Легко видеть, что интеграл типа Коши представляет собой 
функцию, аналитическую во всей плоскости комплексного пере- 
менного, за исключением точек самого контура L. Доказатель- 
ство аналитичности Ф(,г) заключается в установлении возмож- 
ности дифференцирования по переменной 2 (параметру) под 
знаком интеграла и приводится во всех учебниках теории функ- 
ций комплексного переменного.

Мы проведем аналогичное рассуждение для несколько более 
общего случая, который нам встретится в дальнейшем. Из него 
аналитичность интеграла типа Коши будет вытекать как част- 
ный случай.
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Т е о р е м а .  Пусть L — гладкий контур (замкнутый или не- 
замкнутый), f (т, г) ־— функция, непрерывная по переменной 
t e L ,  аналитическая по z в некоторой области D для всех зна- 
нений x ^ L  и ограниченная постояннойМ при всех t e L  и z^D . 
Тогда функция, представленная криволинейным интегралом

F ( z ) = \ f ( x , z ) d x , (1.4)
L

есть аналитическая функция переменной z.
Д о к а з а т е л ь с т в о * ) .  Выберем круг радиуса R с центром 

в точке z, ограниченный окружностью С, целиком лежащей в D. 
Тогда, представляя аналитическую по z функцию f(x,z)  инте- 
гралом Коши, интеграл (1.4) можно записать так:

L С
Используя тождество

1 г____1________ 1 1 _ ן   ______ лZ______
Az L t — z — Az t — z  J (t — z)2 (t — z)2 (t — z  — Дz) *

____ f (t , i) dt_____
(/ — z)2 (t — z  — Дz) ״

L C

-wS*S
L C

1
2ш'

получим равенство
+ F (z ז  bz)  -  F (z) 

Az

Пусть /  длина кривой L. Легко найдем оценку—־

IJ I = \ п  R2(R- 1 Д2 I) 2я
При достаточно малом |Д2 | величину | / |  можно сделать мень- 
ше любого заданного числа е 0 <נ. Следовательно, функция 
F(z) имеет производную, равную

■״5י
L С

С другой стороны, еще раз используя формулу Коши и диффе- 
ренцируя ее, будем иметь

dt (т, z) _ 1 f f (т, t) dt
dz ~  2nl J ( t - z ) c ״ 2

*) Доказательство этой теоремы взято из книги 3 . Гурса «Курс матема- 
тического анализа», т. II, ч. I, ОНТИ, 1936,
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Отсюда и из (1.5) следует

L

Таким образом, F(z) есть функция, аналитическая по 2 
всюду в области аналитичности /(т, 2). Те значения 2, при ко• 
торых функция /(т, г) перестает быть аналитической, будут 
особыми точками функции / ( 2).

Для интеграла типа Коши с непрерывной плотностью ф(т) 
единственными точками, где подынтегральная функция пере- 
стает быть аналитической относительно 2, являются точки ли- 
нии интегрирования L. Последняя является особой линией для 
функции Ф (2) (1.3). Важные вопросы о поведении интеграла 
типа Коши при приближении точки 2 к контуру L, а также на 
самом контуре будут изложены позже, в §§ 4 и 5.

Если L — незамкнутый контур, то Ф(2) будет функцией, ана- 
литической во всей плоскости с линией особенностей L. Пусть 
теперь L — замкнутый контур. Тогда Ф(2) распадается на две 
самостоятельные функции: Ф+(2), определенную в области D+, 
и Ф2)־ ), определенную для точек области D~. Функции эти, 
вообще говоря, не являются аналитическим продолжением друг 
друга.

Аналитическую функцию Ф(2), определяемую в двух допол- 
няющих друг друга до полной плоскости областях D+, D~ двумя 
самостоятельными выражениями Ф+(2), Ф2)־ ), будем в даль- 
нейшем часто называть кусочно аналитической функцией.

Отметим одно важное свойство интеграла типа Коши. Функ- 
ция Ф (2), представленная интегралом типа Коши (1.3), в веско- 
нечно удаленной точке обращается в нуль.

В самом деле, разложим Ф(2) в окрестности бесконечно
удаленной точки в ряд по степеням-^-. Так как

__!  __ 1___т___  т”- '
г — 2 z г2 ' ' ' г" ״ ‘ ׳ י

и интегрируя почленно, получимф(т)
2я/то, умножая на

Ф־»  =  £
ft־ ־ l

Tfe_1 ф (т) dr.S1
2 ш

где

Qk
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В разложении отсутствует нулевая степень, откуда и следует, 
что функция, представимая интегралом типа Коши, необходимо 
удовлетворяет условию

ф-(оо) =  0. (1.6)
В дальнейшем (пп. 4.2 и 4.6) покажем, что при соблюдении 

некоторых дополнительных функциональных ограничений это 
условие является также и достаточным для представимости ку- 
сочно аналитической функции интегралом типа Коши.

типа Коши, взятый по единичной окруж* 
2 т. е.т (т — 2)

П р и м е р .  Вычислим интеграл 

ности | 2 | =  1, с плотностью ф (т)

1 f  1 d x ____\ _  f  dx
2ш J т — 2 т — z  2я / J т т — z *Ф(2)

L L

Функция  ̂ аналитична в D + , а —־ аналитична в и обращается на

бесконечности в нуль. Первый интеграл по формуле (1.1) равен _״ ■- для 

и равен нулю для 2 g F .  Второй интеграл по формуле (1.2) для 

г е і ) “  равен — —, а для z  е  равен нулю. Отсюда

• ר ־ ו ־ ז ■ • * « ־ ק י

§ 2. Функции, удовлетворяющие условию Гёльдера
2.1. Определение и свойства. Прежде чем перейти к основ- 

ному вопросу — изучению поведения интеграла типа Коши на 
самой линии интегрирования, рассмотрим вспомогательный 
вопрос о классах функций.

Пусть <р(/) — некоторая функция, причем аргумент t и функ- 
ция ф(/) могут быть как действительными, так и комплексными. 
Непрерывность функции, как известно, заключается в том, что 
1ср(̂ 2) — ф(^1) | может быть сделан сколь угодно малым, когда 
112 — 1̂ | достаточно мал, т. е. приращения аргумента и функции 
одновременно стремятся к нулю.

Вопрос о порядке малости приращения функции по отноше- 
нию к приращению аргумента при этом не рассматривается; этот 
порядок может быть каким угодно. Однако многие свойства 
функции, например разложение ее в различного рода ряды и 
быстрота сходимости этих рядов, представление интегралами 
и т. п., тесным образом связаны с порядком малости модуля не- 
прерывности *) функции. Поэтому оказывается целесообразным

*) Модулем непрерывности функции qp (t) называется функция со (б) =  
=  sup | ф (<2) — ф (<!) |, где точки f! и t2 принадлежат L и 112 — t\ | <  б.
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разбить обширное множество непрерывных функций на классы 
в зависимости от порядка малости модуля непрерывности.

Весьма важным является класс функций, для которых мо- 
дуль непрерывности есть степенная функция от приращения 
аргумента. К рассмотрению этого наиболее интересного для нас 
класса мы и переходим.

Пусть L — гладкая кривая и ср(/)— функция точек этой 
кривой. Говорят, что функция ф (t) удовлетворяет на кривой 
условию Гёлъдера (условию Я), если для любых двух точек 
этой кривой

1ф(*2)-ф(*1)1<Л|*2-*11\ (2.1)
где А и А— положительные числа. А называется постоянной 
Гёльдера, а А— показателем Гёльдера. Если бы А было больше 
единицы, то из условия (2.1) вытекало бы, что производная q>'(t) 
всюду равна нулю и функция ф(<) была бы тождественно равна 
постоянной. Поэтому мы будем считать, что

0 < А < 1 .

Если Л, == 1, то условие Гёльдера совпадает с известным уело- 
вием Липшица. (Заметим, что во многих руководствах условие 
Гёльдера называется условием Липшица порядка А״)

Если t\, U достаточно близки друг к другу и условие Гёль- 
дера выполняется для некоторого показателя А,!, то оно будет, 
очевидно, выполняться и для всякого показателя А <  А!. Об- 
ратное, вообще говоря, несправедливо. Таким образом, мень- 
шему А соответствует более широкий класс функций. Наиболее 
узким классом будет класс функций, удовлетворяющих условию 
Липшица.

На основании последнего свойства легко установить, что если 
функции ф1(/), ф2(0 удовлетворяют условию Гёльдера соответ- 
ственно с показателями А1, А2, то их сумма, произведение, а 
также частное при условии, что знаменатель не обращается в 
нуль, удовлетворяют условию Гёльдера с показателем А =  
=  min(A1, А2).

Если ф(0 дифференцируема и имеет конечную производную, 
то она удовлетворяет условию Липшица. Это следует из тео- 
ремы о конечном приращении. Обратное, вообще говоря, невер- 
но, что показывает хотя бы следующий пример функции, задан- 
ной на действительной оси:

Ф(*)=־ |* |.

Функция ф(х) удовлетворяет условию Липшица, но в начале 
координат не имеет производной, так как правая и левая про- 
изводные равны +1 и —1%
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Для сложной функции, когда происходит наложение функ- 
циональных зависимостей с различными показателями Гёль- 
дера, результирующая функция будет удовлетворять условию 
Гёльдера с показателем, равным произведению показателей 
Гёльдера всех звеньев цепи. У нас часто будут встречаться ана- 
литические функции от функций, удовлетворяющих условию 
Гёльдера. Такие функции удовлетворяют условию Гёльдера с 
тем же показателем. Доказательство получается непосредствен- 
ной проверкой с учетом того, что аналитическая функция удов- 
летворяет условию Липшица. Если функция в некоторой точке 
обращается в бесконечность порядка а, то ее определенный 
интеграл удовлетворяет в этой точке условию Гёльдера с пока- 
зателем 1 — а. Доказательство следует из непосредственной 
оценки интеграла. Укажем еще, что удовлетворение периодиче- 
ской функции условию Гёльдера является достаточным условием 
для разложимости ее в равномерно сходящийся ряд Фурье.

Приведем два примера.

1. Функция ф(лс)=־ У *  удовлетворяет условию Н с показателем Л1/2 =  ׳
на любом интервале действительной оси; если же интервал не содержит на- 
чала координат, то эта функция на нем аналитична и, следовательно, удовле- 
творяет условию Липшица.

2. Пусть функция ф (я) = для 0 —־ק•-  < л < ־ ־ и ф (0) =  0. Легко ви-

деть, что эта функция непрерывна на всем замкнутом интервале (отрезке)
0 х ^  1/2. Но так как Пт У  1п х = 0 < для любого Я ־   0, то каковы бы*ס«־
1!и были А и К можно указать такое значение лс, что | ф (я) — ф (0)| =  

=  TnL  | >  ЛлЛ Следовательно, функция ф(я) на рассматриваемом отрез- 

ке не удовлетворяет условию Гёльдера.

В дальнейшем нам придется рассматривать случаи, когда 
условие Гёльдера выполняется всюду на контуре, за исключе- 
нием отдельных заданных точек. Это мы будем понимать в том 
смысле, что условие Гёльдера выполняется на всякой замкну- 
той части контура, не включающей указанных точек. В том же 
смысле понимается выполнение этого условия на разомкнутом 
контуре, если исключительными точками являются его концы. 
Во втором из приведенных примеров функция cp(x) удовлетво-
ряет условию Гёльдера на полуоткрытом интервале 0 <  х ^ ■ץ• 

и не удовлетворяет ему на отрезке 0 ^  х ^ ץ  .
2.2. Функции многих переменных. Понятие условия Гёльдера 

может быть распространено на функции любого числа перемен- 
ных. Рассмотрим для определенности случай функции двух пе- 
ременных. Говорят, что функция ф(/, т) удовлетворяет условию
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Гёльдера, если для любых пар значений th /2; т!, Т2, принадле- 
жащих заданным множествам,

I Ф (*2, т2) ־־ Ф (*1, Т!) | <  Л 112 — Iм +  В | т2 — т! г,
где Л, Б, jut, v — положительные постоянные; 1, v ^  1.

Если Л — наименьшее из чисел р, v, то можно подыскать 
такую постоянную С, чтобы выполнялось неравенство

I Ф (к, т2) — Ф (*1, זו,) I <  С [ 112 — tx t  + .[t, — т! \х׳ | 
Очевидно, что если ср(^т) удовлетворяет условию Гёльдера 

по совокупности переменных т, то она удовлетворяет условию 
Гёльдера по переменной t равномерно относительно т и по т 
равномерно относительно t.

§ 3. Главное значение интеграла типа Коши

3.1. Несобственный интеграл. Рассмотрим определенный ин- 
теграл от действительной функции. По первоначальному опре- 
делению как предела суммы он имеет смысл только для функций 
ограниченных. Если подынтегральная функция обращается в 
бесконечность в некоторой точке с на отрезке интегрирования 
а ^  с ^  6, то интегралу от такой функции придается смысл по- 
средством второго перехода к пределу. Именно, вырезается окре- 
стность точки г, берется интеграл по оставшейся части, а затем 
переходят к пределу, когда длина вырезанного интервала стре- 
мится к нулю. Пусть с — внутренняя точка интервала. Предел

[с -8 , Ь ך

 ̂ f (х) dx +   ̂ f (х) dx ,
е;0< а С+Ь ־  J

если он существует, называется несобственным интегралом от 
неограниченной функции f(x) по интервалу (а, &).

В этом определении существенным является то, что выре- 
занная окрестность берется совершенно произвольно при соблю- 
дении условия, что размеры ее стремятся к нулю. Следователь- 
но, 61 и 62 стремятся к нулю по любому закону независимо друг 
от друга.

В курсе анализа доказывается, что несобственный интеграл 
существует, если порядок бесконечности f(x) меньше единицы, 
т. е.

[ / (*) !< , М |а (а<1)•
\ х  -  с  |а

Если f(x) обращается в бесконечность первого порядка или 
более высокого, то несобственный интеграл не существует или, 
как говорят, расходится.
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3.2. Главное значение особого интеграла. Рассмотрим инте- 
грал

(а < с < Ъ).f  dx 
J X — с

Вычисляя его как несобственный, получим

J =  [ ~ ד
׳1 * ״ יי  л с+е2 י־ё /0 < ־

=  1п-— - + l i m l n  — . (3.1)
С - a  81_»0 е 2 '

82-> 0
Предел последнего выражения зависит, очевидно, от способа 
стремления 8! и 82 к нулю. Следовательно, интеграл, понимае- 
мый как несобственный, не существует. Его называют особым 
(сингулярным) интегралом. Можно, однако, ему придать смысл, 
если установить некоторую зависимость между 81 и 82• Полагая, 
что вырезаемый интервал расположен симметрично относитель- 
но точки с, т. е.

81 =  82 =  8, (3.2)

мы приходим к понятию главного значения особого интеграла 
по Коши.

О п р е д е л е н и е .  Главным значением по Коши особого ин- 
теграла

ъ
dx (а < с <Ъ)[ dx 

J х — <
а

Н тГ \  - ^ -  +  J - ^ - 1 .е^0| J х ~ с J Х - С Іי“ Л /»4- ft J

называется

Учитывая формулу (3.1) и условие (3.2), будем иметь

(3.3)
о

.) х — с с — а

Рассмотрим теперь более общий интеграл

dx.(*)
о

S -*х  — С
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где ф (х)— некоторая функция, удовлетворяющая в интервале 
(а, Ь) условию Гёльдера. Этот интеграл аналогично рассмотрен- 
ному выше будем понимать в смысле главного значения, кото- 
рое определим следующим образом:

Ь , с —г b
Г ф(х) dx _ ן  . I f  <p{x)dx . f  ф (л;) dx
J x — c e->-0V J x — c י ־  J x — c
a N a c+8

Записывая тождество

+  ф(с) $ Г־ = Т ’dxФ (*) — ф (с) 
х — с$

Ь
5 Ф (.у) dx 

X — с
a

замечаем, что первый интеграл в правой части сходится как 
несобственный, поскольку в силу условия Гёльдера 

I ф(<) — ф(с) ^ А 
I х - с  ^  I jc- c I1׳*־ ’

а второй интеграл совпадает с (3.3).
ь

Таким образом, получаем: особый интеграл  ̂ х — \  ^Х’ г^е
а

ф(х) удовлетворяет условию Гёльдера, существует в смысле 
главного значения по Коши и равен

а а

Для обозначения особого интеграла, некоторые авторы упот- 
ребляют специальные символы, например  ̂ или v. р.  ̂ (valeur
principale). Однако в этом нет особой необходимости, потому

ь

что, с одной стороны, если интеграл \ - dx существует как ־
J х с 
а

обыкновенный или как несобственный, то он существует и в 
смысле главного значения, причем их значения совпадают, с 
другой же стороны, особый интеграл мы всегда будем понимать 
в смысле главного значения. Поэтому особый интеграл мы бу- 
дем обозначать обычным знаком интеграла.

Заметим, что понятие главного значения в некоторых слу- 
чаях применимо и при особенностях подынтегральной функции 
порядка выше первого (см. задачи 2, 3 в конце главы).

3.3. О многозначных функциях. В дальнейшем нам много 
раз придется иметь дело с двумя элементарными многозначными
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аналитическими функциями — степенной и логарифмической. 
Использование этих функций представляет немалые трудности 
для начинающих и ему уделяется недостаточно внимания в рас- 
пространенных курсах теории функций, поэтому целесообразно 
привести здесь основное из того, что понадобится далее.

В задании комплексного числа г == реів модуль р опреде- 
ляется однозначно, аргумент же 0 с точностью до слагаемого, 
кратного 2я. Последнее обстоятельство не приводит к много- 
значности представления числа в силу того, что аргумент входит 
в это представление через посредство функции еів, имеющей 
период 2я. Но если аналитическая функция такова, что в ее 
выражение аргумент (угол) входит посредством функции не пе- 
риодической, то она окажется многозначной. Среди элементар- 
ных функций к таким принадлежат логарифм и степенная с не- 
целым показателем. Рассмотрим их параллельно:

1п (г — 20) =  1п | г — 201 +  i arg (z — z0) =  In p +  /0,
(3-.20)Y =  pV Y° =  (3.4)

=  pa [cos (P In p) +  i sin (p In p)] e*vV2Jlfev (y =  a +  /p).

Во всех рассуждениях под логарифмом модуля комплексного 
числа всегда понимается его действительное значение согласно 
обычному определению, принято- 
му в курсе математического ана- 
лиза. Общее представление ар- 
гумента 0 имеет вид

0 = ,я ־־ן־־ 2/2 0 
где k может принимать любые 
целые значения (k =  0, ±1,
±2, . . .), а 0 — наименьшее по 
абсолютной величине значение 
аргумента (рис. 1).

Каждому выбранному значе- 
нию k будет соответствовать оп- 
ределенная ветвь многозначной 
функции. У логарифмической 
функции число ветвей бесконечно; 
ном или комплексном показателе также бесконечно. Если же
показатель рациональный, то степенная функция имеет
q ветвей. Ветви логарифма отличаются друг от друга на слагае- 
мое вида 2тя/, а ветви степенной функции на множитель 
е2туш — целое число). Для задания многозначной функции, 
очевидно, необходимо указать выбранную ветвь. Однако, в 
отличие от функций действительного переменного, этого еще

у степенной при иррациональ-
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недостаточно для полного определения многозначной функции 
комплексного переменного. Для последних существуют на пло- 
скости точки, обладающие тем свойством, что, когда перемен- 
ное, изменяясь по замкнутому контуру, окружающему эту точ- 
ку, возвращается к начальному значению, выбранная ветвь 
функции не остается неизменной, а переходит в некоторую дру- 
гую ветвь. Такие точки называются точками ветвления много- 
значной функции. Для рассматриваемых нами функций точ- 
ками ветвления будут г0 и бесконечно удаленная. Если перемен- 
ное описывает контур, окружающий точку z0 (на рис. 1 указан 
пунктиром) в положительном (отрицательном) направлении, то 
аргумент 0  изменяется на 2я (на —2я).

При этом логарифм получает слагаемое 2я*(—2яt), а степей- 
ная функция множитель e2vJ״* (e~2yni). Следовательно, ветвь, со- 
ответствующая выбранному значению k =  п, переходит в со- 
седнюю ветвь, соответствующую значению k =  п +  1 {k =  п — 1). 
Исследование в бесконечно удаленной точке производится, как
обычно, путем подстановки 2 =  и исследования в точке £ =  0.

Сохранить выбранную ветвь функции удастся лишь в том 
случае, если сделать невозможным обходы вокруг точек ветвле- 
ния. Последнее достигается проведением в плоскости разрезов, 
соединяющих точки ветвления. В рассматриваемых нами слу- 
чаях логарифмической и степенной функции нужно провести 
разрез вдоль некоторой линии, исходящей из точки <г0 и уда- 
ляющейся в бесконечность. Для указанной цели — закрепления 
выбранной ветви — форма разреза безразлична. Однако если 
приходится учитывать еще и другие обстоятельства, то иногда 
форма разреза оказывается предписанной заранее. Если нет 
каких-либо особых соображений, то разрез выбирается наибо- 
лее простым, а именно прямолинейным (предпочтительнее па- 
раллельным оси абсцисс или радиальным). Многозначную функ- 
цию можно считать вполне определенной, если выбрана ее 
ветвь и задан разрез.

Границы изменения аргумента 0  определяются положением 
разреза. Если, например, разрез проведен по лучу, образую- 
щему с осью абсцисс угол 0О, то для главной ветви *) (k =  0) 
0 о < 0 < 0 о  +  2я. В частности, для разреза, направленного по 
положительной полуоси абсцисс, 0 ^  0  ^  2я, по отрицательной 
полуоси, —я ^  0  ^  я. Если разрез криволинейный, то границы 
изменения аргумента будут функциями точки. Начальное зна- 
чение аргумента соответствует левому (если смотреть от точки 
г0) берегу разреза, конечное — правому. Обозначим значение

*) Если, по условию, берега разреза исключаются из плоскости, го знаки 
равенства нужно отбросить.



27ГЛАВНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ§ 3]

аргумента на левом и правом берегах разреза соответственно 
0+ и 0 ־ . Тогда

е ־ - в + = 2я.

Разрез для выбранной ветви будет линией разрыва. На берегах 
разреза выполняются соотношения (рис. 2)

1п (21 = + п (2+ — 20)־ — 20)   2ш, (220 — ־ )v =  ei2ny (2+ — 20)v.

Свойство разрывности ветвей многозначных функций на бе- 
регах разреза широко используется при решении краевых задач 
с разрывными граничны- 
ми условиями. Логарифм 
используется в том слу- 
чае, когда разрывная 
функция входит в краевое 
условие в качестве ела- 
гаемого, степенная функ- 
ция, — если множителем 
(см. пп. 41.2, 41.3).

Таким образом, каж- 
дая ветвь многозначной 
функции на разрезанной 
соответствующим обра- 
30м плоскости будет од- 
нозначной и разрывной.
Сохранение непрерывно- 
сти возможно лишь в том 
случае, если аргумент многозначной функции считать изме- 
няющимся на многолистной плоскости — римановой поверхно- 
сти, число •листов которой равно числу ветвей многозначной 
функции и листы скреплены по берегам разрезов таким образом, 
чтобы переход с одного листа на другой строго соответствовал 
замене ветвей при обходе точек ветвления*). Этот вопрос еще 
будет затронут в п. 53.1.

3.4. Главное значение особого криволинейного интеграла.
Пусть L — гладкий контур; т, / — комплексные координаты его 
точек. Рассмотрим криволинейный особый интеграл

$■?*)*•
L

*) Для первоначального ознакомления со сложной теорией изображения 
многозначных функций на римановых поверхностях можно рекомендовать 
весьма доступное изложение В. Ф. Кагана в дополнении к т. I книги Ф, Клей- 
на «Элементарная математика с точки зрения высшей».
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Если a, s — длины дуг, отсчитываемые от начальной точки инте- 
грирования до точек т, /, и т =  т(а)— уравнение контура в комп- 
лексной форме, то, подставляя в интеграл т =  т(а), t =  t(s), 
dr =  т'(о)йо, мы привели бы его к двум действительным осо- 
бым интегралам, как это и будет сделано в § 10. После этого

можно было бы цели- 
ком воспользоваться ре- 
зультатами п. 3.2, не 
прибегая к новым рас- 
смотрениям. Однако, так 
как в дальнейшем мы 
будем постоянно решать 
задачи непосредственно 
в комплексных перемен- 
ных, не переходя к дей- 
ствительным, целесооб- 
разно рассмотреть особый 
интеграл как функцию 
комплексного переменно- 
го самостоятельно.

Проведем из точки t 
контура, как из центра, 
окружность радиуса р, и 
пусть tь /2 — точки пере- 
сечения этой окружности 
с кривой (рис. 3). Радиус 
будем считать настолько 
малым, чтобы окружность 
не имела с кривой L дру- 

гих точек пересечения, кроме t\, t2. Обозначим часть контура L, 
вырезаемую окружностью, / и возьмем интеграл по оставшейся 
дуге

L —1

О п р е д е л е н и е .  Предел интеграла  ̂ ~ г 7 ^т при р 0 < ־־
L—1

называется главным значением особого интеграла

L

Начнем рассмотрение вопроса о существовании особого ин- 
теграла с простейшего случая  ̂־ך־־קך Подынтегральная функ-

L
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ция допускает первообразную 1п(т — t)y поэтому исследование 
может быть произведено так же, как и в п. 3.2. Затруднение 
представляет лишь то обстоятельство, что первообразная есть 
многозначная функция. Будем считать, что 1п(т— £) есть кон- 
турное значение аналитической функции In( z — t), однозначной 
в плоскости, разрезанной вдоль некоторой кривой, соединяющей 
точки разветвления / и оо. Условимся для определенности, что 
разрез проходит справа от кривой (см. рис. 3). Тогда

t i - t
t 2 - t '+  In

ь

tx
) h In־־ t  — t)

ti
a

=  ІП (T — t)ch; 
t  — ts

где а и b — начальная и конечная точки контура L. Но

+  I [arg (*, — t) — arg (t2 — 0]•U - t
t 2 - t

t i - t
— tIn

По определению, \t2 — t\ =  \t\ — 11, следовательно, первое 
слагаемое обращается в нуль. В силу выбора разреза выраже- 
ние в квадратных скобках равно тому из двух углов между век- 
торами tt\, tt2, который расположен слева от кривой (рис. 3). 
Обозначим а (0 ^  а 2я) предельное значение этого угла при 
р -* 0 Очевидно, что а .־  есть угол, отсчитываемый от правого ка- 
сательного вектора *) к левому против часовой стрелки. В част- 
ности, а  =  я во всех точках гладкости. В угловых точках 
а  ф  я и а  =  0 или а  =  2я в случае точки возврата. Таким 
образом,

lim 1п *' ~  I — /а,
р->0 1 ־ ־

(3.5)
L

и тогда

Если t — точка гладкости, то последний интеграл можно 
представить в виде

>3-6< ^7^ ־ ־ ' "7)
L

(выбирая ветвь логарифмической функции In z так, что 
1п(—1) =  ш).

Если контур L замкнут, то, полагая а =  Ь, видим, что пер- 
вый член правой части формулы (3.5) обращается в нуль и

*) Под правым касательным вектором понимается -предельное положение 
секущей, направленной от точки t в сторону положительного обхода.
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(3.7)

(3.7')

(3.8)

интеграл имеет простое выражение:

L

если t точка гладкости, и

L

если t — угловая точка.
Рассмотрим теперь особый интеграл

L

где ф(т) удовлетворяет условию Гёльдера. 
Представляя его в виде

СІТ
т — /J

и рассуждая так же, как в п. 3.3, получим, что особый интеграл 
для функции ф(т), удовлетворяющей условию Гёль-

L
дера, существует в смысле главного значения по Коши.

Во всех точках гладкости его можно представить в двух 
видах:

* 4 - ! <П ■**+  Т ( ' ) [ ' " 4 ^ 7 +  » 4  <3 ' 9 >
L L

S f g j -  = S ^ , — 1 ^  * + ф « in (3-10) ן

В частности, для замкнутого контура, полагая в (3.9) а =  6, 
получим

)3.11( + ״' * « ■
L L

Всюду в дальнейшем, говоря об особом интеграле, будем 
понимать под этим его главное значение.

3.5. Свойства особого интеграла. Совершенно очевидно, что 
особый интеграл обладает обычными свойствами интеграла: ин- 
теграл от суммы равен сумме интегралов и постоянный множи- 
тель можно выносить за знак интеграла. Прежде чем перейти
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к выводу менее тривиальных свойств — правила замены пере- 
менной и интегрирования по частям, сделаем одно важное 
замечание.

При введении понятия главного значения подчеркивалось 
как самый существенный пункт, что вырезаемая окрестность бе- 
рется симметрично относительно исследуемой точки. Но если 
подвергнуть определение главного значения более точному ис- 
следованию, то окажется, что в строгой симметрии нет необхо- 
димости. В самом деле, в п. 3.2 существенным является не тре-
бование е! =  62, а условие Пт — =  1. Точно так же в п. 3.48,->0 62 82 ->0
существенно не то, что точки /!, t2 лежат на одной окружности 
( \h  — 11 =  I/1 — 11), а условие

(3.12)=  1.
t2 — t 
h־ = tlim

tx + tt2+t
Таким образом, если мы отбросим условие симметрии и сохра- 
ним только условие (3.12), то особый интеграл, определенный 
с такой более общей точки зрения, будет совпадать с введен- 
ным ранее главным его значением.

Т е о р е м а  (правило замены переменной). Если функция 
т = а ( £ )  имеет непрерывную первую производную а'(£), нигде 
не обращающуюся в нуль, и преобразует контур L взаимно од- 
позначно в контур L \ a <p(x) удовлетворяет условию Гель- 
дера, то

(3.13)Ф [«(g)] « , (g)
a ( g ) - a ( g )5Л'

dx =Ф (זו) 
т — t\

где
t =  а (|).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Интеграл, стоящий справа в (3.13), 
существует в смысле главного значения. Вырежем из контура 
L' достаточно малой окружностью с центром в точке % дугу /'. 
Пусть ее концы |! и g2, а /! и t2 — соответствующие им точки 
контура L, тогда

ф [«(£)1 « , (g) ~  
в « ) - ״ (!)SlimС Ф [«(g)] « , (g) ^

3 а (С)- а  (6) аь
и

Сделав подстановку £ =  Р(т), где Р(т) — функция, обратная для 
а(£) (в силу условия теоремы обратная функция существует и 
однозначна), убедимся, что правая часть равенства совпадает с

$lim 
<1. u + t



Точки 11 и t2 расположены на L уже не симметрично относи- 
тельно точки t, но они, как мы сейчас докажем, удовлетворяют 
условию (3.12).

Разлагая функцию а(£) в точке £ в ряд Тейлора и ограни- 
чиваясь двумя первыми членами, получим

h — а (52)== t +  [а' (I) +  е2 (12, 1)1 (52— 5),
< 1 5 1 ־ ( ״ ) =  t +  W  (£) +  8, (£!, £)] (£1 -  £),

где в силу предположенной непрерывности а'(£), 8! и 82 стре- 
мятся к нулю при £ь £2 —> £.

Тогда
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t2 — t и '  (1) +  62 I־ ־ 12 ־
t x - t « 5 ) ׳ ) +  е , 5 . - 5

=  1.5 2 - 1
51 — IНт

!,->1
< 2 ~ <
tl~t

и, следовательно, 
Н ш

В силу замечания, сделанного в начале пункта, теорема до- 
казана.

Условие взаимной однозначности преобразования сущест- 
венно, хотя, впрочем, нет нужды его особенно подчеркивать, так 
как оно является существенным и для обыкновенного интеграла.

Т е о р е м а  (интегрирование по частям). Если <р(т) — непре- 
рывно дифференцируемая функция и точка t не совпадает с кон- 
цами гладкого контура L(a и Ь), то справедлива следующая 
формула интегрирования по частям:

5 \ ^  *я<1р ^  *P (^) 1п (& — /) — <р (а) 1п (а — О —
І

— 5 (т) (т —■ 0 dx. (3.14)
L

Напомним, что однозначная ветвь 1п(т— t) в соответствии 
с п. 3.4 выделяется с помощью разреза, соединяющего точку t 
с бесконечно удаленной точкой, справа от L. Если этот разрез 
будет проведен слева от L, то в первом члене правой части 
формулы (3.14) надо взять знак минус.

При доказательстве *) исходим из интеграла правой части

 ̂ф' (т) 1п (т — t) dr.
L

Последний имеет смысл как несобственный. Для его опре- 
деления можно вырезать окрестность точки t любым способом.

) Здесь мы в основном следуем статье [15].
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Сделаем это так, как при определении главного значения

J ф' (т) 1п (х — 0 rfx =  Пт  ̂ /ן>  (т) 1п (т — t) dx ־4־   ̂ф' (т) In (т—0 rfx J .

Произведя интегрирование по частям в обыкновенных ин- 
тегралах, стоящих в квадратных скобках, будем иметь
и ъ
J ф' (т) 1п (т — t) dx +  J ф' (т) In (т — t) dx =
a t2

—  ф (b )  In ( b  — t) — ф (a) In ( a  — t) +  ф (f!) In (/! — t) —
t, ь

-  ф (t2) In (t2 - 1) -  J dx — J dx.
Ct t2

Переходя к пределу при р -> 0, находим, что первые два члена 
остаются неизменными; последние два в сумме дадут интеграл

понимаемый как главное значение. Для нахождения предела 
остальных слагаемых сделаем следующее преобразование:
Ф (*!) In (f, — 0 — ф (t2) In (t2 — t) =  ф (/) [In (/, — /) — In {t2 — <)] +

+  ІФ (A) — Ф (t)] In (ti — t) — [Ф (/2) — Ф (0] In (t2 — t).
Функция ф(0! как непрерывно дифференцируемая, удовлет- 

воряет условию Липшица. Отсюда на основании того, что 
Ишх1пх =  0, получим, чго пределы последних двух слагаемых
х 0 < ־
предыдущего выражения будут равны нулю.

Предел 1п(^ — /)— \n{t2 — t) уже рассматривался в п. 3.4. 
Он будет равен i n .  Теорема доказана.

Если L замкнутый контур (а =  Ь), то формула (3.14) упро- 
щается:

\ ־7־77־   dx =  /жр (/) -  \  ф׳ (т) 1п (т - 1) dx. (3.15)
L L

§ 4. Предельные значения интеграла типа Коши.
Интегралы по действительной оси

4.1. Основная лемма. Как уже указывалось ранее, для ана- 
литической функции, определяемой интегралом типа Коши, сам 
контур интегрирования является особой линией. Сейчас мы при- 
ступаем к рассмотрению важнейшего вопроса — исследованию
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поведения интеграла типа Коши на самом контуре интегриро- 
вания. Основной результат, который далее будет получен, со- 
стоит в том, что интеграл типа Коши с плотностью, удовлетво- 
ряющей условию Гёльдера, ведет себя так же, как потенциал 
двойного слоя с непрерывной плотностью, т. е. имеет непрерыв- 
ные предельные значения при приближении к контуру с каждой 
его стороны, но эти предельные значения различны, так что при 
переходе через контур происходит скачок.

О с н о в н а я  л ем м а . Если плотность <р(т) удовлетворяет 
условию Гёльдера и точка t не совпадает с концами гладкого 
контура L, то функция

Ф_(т) -  ф (/) dx 
X — Z= )2ו|>(

ведет себя при переходе через точку z =  t контура как функция 
непрерывная, т. е. она имеет определенное предельное значение 
при приближении г к t с любой стороны контура по любому 
пути:

lira ♦ < ־ >- ■jij. $ Ф(Т* 1 Т (<) Л  =  ♦  «X

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценим разность
ф (т) — ф (/) ^z — t 

х — г

Допустим сначала, что стремление г к / происходит по не- 
касательному к L пути, т. е. нетупой угол между отрезком zt 
и соответствующей касательной к L в / не меньше некоторого 
острого угла (00 >  0. Разобьем оцениваемый интеграл на два 
слагаемых: /! — по участку L6 контура L, лежащему внутри 
круга радиуса б с центром в точке /, и /2 — по остальной части 
L — L6 (рис. 4). При этом число б выберем настолько малым, 
что острый угол, образованный вектором tx, где t s Lj , с одним 
из касательных векторов в точке /, был бы меньше ©0/2 . При- 
меняя к треугольнику г/т теорему синусов, получим

(4.1)=  К,1 z — 11 _ sin Р
| т — z I sin со

(4.2)

где К — некоторое положительное число. 
Согласно условию Гёльдера имеем

<  A \ x - t \ K- l =  ArK~l,ф (х) — ф (() 
X — t

где г =  |т — / |.



35ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ§4]

Далее, воспользуемся следующим свойством гладкости кон-
» dsтура L : для гладкого контура отношение קן -, где 5 —длина

дуги контура, а г — длина стягивающей ее хорды, есть величина 
ограниченная*), т. е.

где т  — положительная постоянная. Следовательно,
\dx\ =  \d s \^ m \d r \ .  (4.3)

Неравенство (4.3) будет часто использоваться и в дальнейшем. 
Применяя теперь оценки (4.1) — (4.3), получим

|/1 1 < ^ Т 7 ^ 7 г1  Ф(Т̂ ? ~ | |rfT |<  К А т \ r K~l\dr\ =
4  Lb

= 2 = КАт J rx~l dr־   1КА™Ь\ . 
о

Выбрав произвольное число е >  0, можно так подобрать б, что 
будет | / , | <  8/2.

*) Доказательства этого не вполне очевидного предложения мы не при- 
водим. Его можно найти в книге [16].
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Теперь, когда б уже выбрано, перейдем к оценке интеграла 
12■ На участке контура L — Lb будет х ф  t, поэтому интеграл / 2 
в точке t является непрерывной функцией от 2. В силу непре- 
рывности для достаточно малых 12 — /| будет выполняться не- 
равенство

1 '« 1 < т

равномерно по t при указанном стремлении 2 к t. Поэтому 
Ц >(г)-*(0 К !/11 +  | / 21<в.

Остается еще освободиться от условия, что г стремится к 
t по пути, не касательному к контуру.

Предварительно заметим, что оценка разности |ф (2)— ф(01 
была произведена независимо от t, следовательно, стремление 
ф(2) к своему пределу происходит равномерно. Отсюда выте- 
кает, что предельное значение функции ф(г) на контуре L — 
функция ф(<) — непрерывна. В самом деле, если t, t \ —две точки 
контура L, то

I Ф (0 — Ф (*1) К I  Ф (0 — Ф (2) 1 + 1 Ф (2) — Ф(/!) |.
В силу равномерности стремления ф(2) к пределу оба ела- 

гаемых в правой части неравенства могут быть сделаны сколь
угодно малыми при достаточной 
близости точек t, t\ и 2 друг 
к другу.

Допустим теперь, что 2 стре- 
мится к t по некоторой кривой у, 
касательной к L. Возьмем на кри- 
вой у точку 2, достаточно близ- 
кую к t, и проведем через нее 
какую-нибудь кривую у! так, 
чтобы она пересекала контур L в 
некоторой точке tu достаточно 
близкой к t, и была не касатель- 
ной к контуру L. Линию у! всегда 
можно взять так, чтобы длины 
хорд zt и zt\ были одновременно 
сколь угодно малы (рис. 5).

Применяя сначала доказанное выше утверждение о сущест- 
вовании предела по некасательному пути, а затем свойство не- 
прерывности предельных значений, будем иметь, что

IФ(2) Ф(^і)I И |ф (0  — Ф(*1)1 
сколь угодно малы, а отсюда и

IФ (2) — ф (О К I  Ф (г) — Ф (/j) I + 1Ф (0 — Ф (< 1) I
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будет сколь угодно мал. Этим устанавливается существование 
предела по любому пути.

Заметим, что существование предела функции ф(г) есть 
свойство локальное, т. е. справедливость его в данной точке І 
вытекает из свойств плотности <р(т) в окрестности данной точки. 
В самом деле, при доказательстве мы непосредственно оцени- 
вали интеграл, взятый по сколь угодно малой дуге контура, ок- 
ружающей точку ty для чего использовалось условие Гёльдера. 
Для непрерывности в точке t функции ф(<г) не потребуется, что- 
бы ф(т) и на остальной части контура удовлетворяла условию 
Гёльдера, она может быть там просто непрерывной и даже 
иметь разрывы при соблюдении условия интегрируемости.

4.2. Формулы Сохоцкого. Теперь уже можно рассмотреть 
основной вопрос о существовании предельных значений инте* 
грала типа Коши на контуре интегрирования, а также устано- 
вить связь между ними и особым интегралом.

Пусть

® Ю 3 ־ ־ У 7 ^ Л • <4 4 >
L

где ф(т) удовлетворяет условию Гёльдера.
Будем считать контур L замкнутым и гладким. В случае, 

если контур окажется незамкнутым, мы дополним его какой- 
нибудь кривой до замкнутого, положив на этой дополнительной 
кривой <р(т) =  0.

Для исследования предельных значений Ф(2) в некоторой 
точке t контура возьмем изученную в п. 4.1 функцию

♦ и  =  ЭТ S 4-5) 10: ז )1כ )
L

Обозначим Ф+(0, ф+(0 предельные значения аналитических 
функций Ф (2), ф(2) при стремлении точки z изнутри L к точке 
t контура, а Ф 0 ф ,־־( 0 ־( — при стремлении извне. (Для незамк- 
нутого контура это соответствует предельным значениям слева 
и справа.) Чтобы подчеркнуть направление перехода к пределу, 
будем писать соответственно 2 -> f+ или 2 ־/־<■־. Значения соот- 
ветствующих функций в точке / контура будем обозначать про- 
сто Ф(0> Ф(0- причем Ф (0 будет обозначать особый интеграл
־־־־7־ן J ■ק־2  dx, понимаемый в смысле главного значения.

І
Исходя из равенств

2я/, z  <= D+,
(4.6)0, г е О  ,dx

х — г\
т , 2 €  L,
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] = ® ־ « .7- ^5

7 = Ф ( 0 - ў ф ( 0 .

ф (t) 
2 ш

ф(0
2ш’

dx

dx — ■ 

dx —

ф(*) с
2ш J 

L

Ф (т )
Т — 2

ф (т)
X — Z

dx —

будем иметь

Так как по основной лемме функция ф(^) непрерывна, то пра- 
вые части написанных равенств совпадают, т. е.

(4.7)

(4.8)

ф + (0 — ф (О ־=  ф - ־ 0)  ־  ф  (0 -  У  ф (0•

Отсюда окончательно получаем

L

® 4 —  0 ־< - Ф < 0 + э Ь $ £־ т Л .

понимается в смысле глав-dxф(т) 
X — t\причем особый интеграл

ного значения.
Формулы (4.8), полученные впервые в 1873 г. русским мате- 

матиком Ю. В. С о х о ц к и м  [24], будем называть формулами 
Сохоцкого. Они являются основными для всего дальнейшего.

Сформулируем полученный результат.
Т ео р ем а . Пусть L — гладкий контур (замкнутый или не- 

замкнутый) и <р(т) — функция точек контура, удовлетворяющая 
условию Гёльдера. Тогда интеграл типа Коши

dxФ (т) 
т — гS1

2тФ(г) =

имеет предельные значения Ф+(0. Ф 0 ) ־  во всех точках контура 
L, не совпадающих с его концами, при приближении к контуру 
слева или справа по любому пути, и эти предельные значения 
выражаются через плотность интеграла ср(/) и особый интеграл 
Ф (t) по формулам Сохоцкого (4.8).
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Вычитая и складывая формулы (4.8), получим пару равно- 
сильных им формул

Ф+ ( 0 - Ф 0 ־(  =  Ф (0, (4.9)

Ф+ (/) +  Ф" W = ־ 5 ־  ז £ ? Г  dx, (4.10)
L

которыми в дальнейшем часто будем пользоваться. 
В § 1 было показано, что условие

ф 0 = ־ (00) 
является необходимым для представления кусочно аналитиче- 
ской функции интегралом типа Коши. Легко вывести, что оно 
является также и достаточным. В самом деле, пусть Ф*(/) — 
краевые значения кусочно аналитической функции, удовлетво- 
ряющие условию Гёльдера. Тогда, взяв плотность интеграла 
типа Коши в виде <р(/) =  Ф+(/)— Ф־ (/), на основании формул 
Коши (1.1), (1.2) с учетом (1.6) будем иметь

z е  D+, 
z <= D~.

Ф+ (־), 
ф 4 ־(

ф~ (т) dx =  iт — г ן

4.3. Условие того, что произвольная комплексная функция 
есть краевое значение аналитической в области функции. Пусть 
на гладком замкнутом контуре L задана некоторая непрерывная 
комплексная функция <р(/) точек контура, и пусть t =  t(s) =  
=  M s) + fM s) — уравнение контура в комплексной форме, где 
t(s) есть функция дуги s, отсчитываемой от какой-либо точки 
контура.

Подставляя в выражение функции ф(/) комплексную коорди- 
нату, отделяем действительную и мнимую части:

Ф (0 =  ФI* («)] =  Ф1 (s) +  і'Ф2 («)•
Легко показать, что на вопрос, существует ли такая анали- 

тическая в области D+(D~) функция, для которой заданная 
комплексная функция ф(<) является ее предельным значением 
на контуре, нужно ответить, вообще говоря, отрицательно. В са- 
мом деле, по значениям действительной части ф!(5) можно по- 
строить гармоническую в области D+ (или £>־ ) функцию и(х,у), 
предельные значения которой на контуре совпадают с заданной 
функцией ф1(5) (задача Дирихле). По функции и(х,у) можно 
определить сопряженную с ней гармоническую функцию v(x, у) 
с точностью до произвольного постоянного слагаемого. Таким 
образом, получим аналитическую функцию /( 2) =  и(х, у) +  
+  iv(x ,y), для которой ф! (s) является краевым значением
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действительной части. Если теперь взять предельное зна- 
чение мнимой части v(xyy), то оно, вообще говоря, не будет 
совпадать с заданной функцией <р2 (s) и, следовательно, заданная 
комплексная функция ф(^) не будет предельным значением 
функции, аналитической в области D+ (или D־ ). Как показы- 
вает рассуждение, произвольно можно задавать лишь значения 
одной составляющей — действительной или мнимой, вторая же 
составляющая определится тогда с точностью до постоянного 
слагаемого.

Таким образом, данная комплексная функция будет пре- 
дельным значением аналитической функции лишь при удовлет- 
ворении некоторым соотношениям. Переходим к выводу этих 
соотношений.

В дальнейшем будем считать ф(^) удовлетворяющей уело- 
вию Гёльдера.

Рассмотрим интеграл типа Коши с плотностью ф(/)

L

ф(/)— краевое значение аналитической в D+ 

Ф+ (г) =  Ф(г);

Если 2 g D+ и 
функции, то

если z ^ D ~  и ф(/) — краевое значение аналитической в D~ функ- 
ции, то по формуле Коши для бесконечной области

ф " (2) =  — ф (2) +  ф (оо).

Беря теперь предельные значения на контуре L и используя 
формулы Сохоцкого (4.8), получим

L

(4.11)

если ф(2)— аналитическая в D+, и

— ф(*) +  ф(°о)=-----Т ^ +
L

если ф(г)— аналитическая в D־־. Отсюда

L

у ф (0  +  Я ־5־ ^ - л - г = °  (Г-» < » ) ) . (4.12)
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Приведенными рассуждениями устанавливается необходи- 
мость условий (4.11), (4.12), чтобы функция ф(/) была краевым 
значением аналитической функции соответственно в областях 
D+ и D־־. Нетрудно показать, что они являются также и доста- 
точными.

В самом деле, пусть, например, ф(£) удовлетворяет условию
(4.11). Для интеграла типа Коши

L

согласно формулам Сохоцкого (4.8) это означает, что Ф0 =  .־־(*) 
Но отсюда из формулы (4.9)

Ф (0 -Ф +( 0 - Ф ־ (/) =  Ф+ Ю.
Сформулируем полученный результат.
Т е о р е м а .  Пусть на гладком замкнутом контуре L задана 

комплексная функция <р(/). удовлетворяющая условию Гель- 
дера. Чтобы эта функция была краевым значением функции, 
аналитической во внутренней области D+, необходимо и доста- 
точно выполнение условия (4.11); чтобы ф (/) была краевым 
значением функции, аналитической во внешней области D~ и 
обращающейся на бесконечности в заданное число Г, необхо- 
димо и достаточно выполнение условия (4.12).

Можно поставить более общую задачу: вывести условие 
того, что заданная на контуре комплексная функция есть крае- 
вое значение функции, аналитической в области, за исключе- 
ннем отдельных точек, где она имеет заданные особенности. 
Для дальнейшего имеет интерес случай, когда ф (/) представ- 
ляет собой краевое значение функции, аналитической в области 
־(£ , за исключением бесконечно удаленной точки, где она имеет 
полюс порядка п с заданной главной частью:

у (2) =  002 ״ז ״+ 0!2־  +  ••• + а + ״_12  а״.
Рассуждая аналогично предыдущему, легко показать, что 

условие будет иметь совершенно тот же вид, что и (4.12), с той 
лишь разницей, что постоянная Г заменится выражением 
у(0> т- е.

Т  f  І ?־ 5  В Л־ 4.13) •<> ■ »׳ > ־ ־ )
L

Иногда равенства (4.11), (4.12) называют условием ана- 
литической продолжимости (распространимости) комплексной 
функции, заданной на контуре, в область. Однако термин
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аналитическая продолжимость часто применяется не только к 
функциям, аналитическим во всех точках области, но и к таким, 
которые имеют в этой области особенности в некоторых точках. 
Для таких функций условия (4.11), (4.12) надо заменить более 
сложными (см. задачу 12 в конце главы).

Формулами (4.11), (4.12) можно пользоваться для вычисле- 
ния особых интегралов в случае, когда плотность интеграла 
есть краевое значение аналитической функции (см. задачу 10).

4.4. Предельные значения производных. Производные пре- 
дельных значений и дифференцирование особого интеграла.

1°. Пусть ф(/) — функция точек замкнутого контура L, т-я 
производная которой удовлетворяет условию Гёльдера.

Покажем, что у производной т-го порядка функции ф (2), 
определяемой интегралом типа Коши

L

существуют предельные значения на контуре и что эти пре- 
дельные значения удовлетворяют соотношениям, аналогичным 
формулам Сохоцкого (4.8):

ф(״׳>+ (І) =  1  ф<«> 0) +  J L  $ dx, (4.14)
L

ф<־<״׳ (t) =  -  у  ¥ т) (0 +  ^ 5  ^ т г dr. (4.15) ־
L

Производная т-го порядка интеграла типа Коши, как это 
следует из (1.3), выразится формулой

ф ш {г) =  Л ± \  ф<т) dx.
2ш J (т — z)m+l

Проинтегрируем интеграл правой части т раз по частям. 
Вследствие замкнутости контура проинтегрированная часть 

каждый раз будет обращаться в нуль. Поэтому

rft.ф(т)(т)
Т —  Z

Применяя к полученному интегралу типа Коши формулы 
Сохоцкого (4.8), придем к формулам (4.14), (4.15).

2°. Покажем теперь, что в формулах (4.14), (4.15) операции 
дифференцирования и перехода к пределу на контур перемести- 
тельны, т. е. что предельные значения на контуре производных
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интеграла типа Коши совпадают с производными от его пре- 
дельных значений:

[«*(О]'"•’1"® ־[  «>]*,
если плотность ф<т >(?) удовлетворяет условию Гёльдера. 

Ограничимся рассмотрением случая первой производной. 
Покажем вначале, что

Ф ' » = 2 М £ Т Л • <4Лб)L
По формуле (3.15) имеем

ф/ W=  7Г [ т Ш ־־ Wיי   j  ф/ (т) ln (т ־ # dT] •

Продифференцируем интегральное слагаемое (используя обо- 
значения п. 4.1), тогда

[ ср' (т) 1п (т — t) dx =  Нт 4т \  ф' (т) 1п (т ־־ t) dx =J 6-*0 at J
J L
dt

L—L*

=  Н т|^— J ךבקך- dx +  ф' (t2) In (t —t2) — ф' (*,) In (x — /!)j  =

= ־־ \ —  r־ f  dx +  lim [ф׳ (t2) — q>' (<,)] ln (t —t2) +J T 1 6->0
+  lim ф׳ (/,) [ln (t -  /2) -  In (t -  /,)J. (4.17)

e>0
Так как ф'(<) удовлетворяет условию Гёльдера, то первый 

из оставшихся пределов равен нулю, а второй вычислен ранее 
в пп. 3.4—3.5 и равен яіф'(0■ Поэтому из (4.17) получаем

׳® Ю = ^ < 0  +  І ) ^ л - 4 ф׳ Ю,

что и доказывает (4.16).
Равенства [Ф'(*)]* — [®*(ОГ следуют теперь из (4.16) не- 

посредственным применением формул Сохоцкого.
В (4.17) мы не обосновывали возможности перестановки диф- 

ференцирования и предельного перехода. Доказательство с пол- 
ным обоснованием можно найти в работе Ю. М. К р и к у н о в а
4), которой мы в основном следовали при доказательстве фор- 
мулы (4.16). Укажем также, что формула (4.16) без доказа- 
тельства приведена в заметке Р. С. И с а х а н о в а  1). Этими
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авторами формула была дана и для случая разомкнутого 
контура.

4.5. Формулы Сохоцкого для угловых точек контура. В ис-
следованиях п. 4.1 свойство контура, которое фактически было 
использовано, можно сформулировать следующим образом: от- 
ношение малой дуги контура к стягивающей ее хорде есть ве- 
личина ограниченная. Однако это свойство справедливо не 
только для контуров с непрерывно меняющейся касательной, но 
и для контуров, имеющих угловые точки. Таким образом, все 
рассуждения п. 4.1 справедливы и в том случае, когда иссле- 
дуемая точка есть угловая точка контура.

В этом случае вместо значения интеграла (4.6) при 2 g L 
надо воспользоваться интегралом (3.7'):

L

где а  — угол между правым и левым касательными векторами 
к L в угловой точке t.

Равенства (4.7) примут вид

ф + (0 -  ф (/):=־ ф -  (0 =  ф (0 -  £  ф (/), 

откуда получим выражения для Ф+ (t) и Ф~ (/):

<2 + » > < £ -  ' ) = < ׳ У Ш־ ־ Л • <4 | 8 >
L

Ф - « > = - £ ф <0 +  - 5 И ^ Л .  (4Л 9>
L

Полученный результат можно сформулировать следующим 
образом.

Т е о р е м а .  Если интеграл типа Коши берется по контуру, 
имеющему конечное число угловых точек, то предельные зна- 
чения интеграла существуют, причем для неугловых точек 
остаются в силе обычные формулы Сохоцкого (4.8), а для угло- 
вых точек имеют место формулы (4.18), (4.19).

Проведенное доказательство не может быть непосредственно 
перенесено на точки возврата. Однако при помощи дополни- 
тельных рассуждений можно показать, что формулы (4.18),
(4.19) остаются справедливыми и в этом случае. В них следует 
только положить а  =  0 или а  =  2л, смотря по тому, направлено 
острие вправо или влево от контура. Доказательство этого 
можно найти в [16].

4.6. Интегралы типа Коши по действительной оси. Пусть 
ф(т) — комплексная функция действительного переменного т,
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удовлетворяющая условию Гёльдера при всех конечных т 
и стремящихся к определенному пределу ф(оо) при т <־ ± о о . 
Потребуем, чтобы для больших т было справедливо нера- 
венство

| ф (Т) — ф (ОО) | < < ц) ■קך־ך   О, А >  0). (4.20)
I т г

Рассмотрим интеграл типа Коши
<30

®5ז 5 >4•2« < * > = ו

считая z не лежащим на действительной оси.
Если ф(оо)=7^=0, то несобственный интеграл (4.21) будет 

расходящимся, т. е. выражение

dxФ (т) 
т — z

N'

не будет стремиться к пределу, когда N' и N” стремятся соот- 
ветственно к —оо и к + о о  независимо друг от друга. Дей- 
ствительно,

N" N" N"

$ * В т - =  $ , " ! : : 1* 1 I׳ ' + t M  [ В В ■ <׳422> 
Н' N' N'

В первом интеграле правой части подынтегральная функция 
в силу (4.20) при больших |т | имеет порядок |т ־1| _|Л, так что 
соответствующий интеграл с бесконечными пределами будет 
сходящимся на основании известного признака сходимости не- 
собственных интегралов.

Второй интеграл нетрудно вычислить:

±  /<*.11
г\

N"
N'=  1п (Л̂ ״  — г) — In (N' — г) =  1п

N"

Здесь а  — угол между прямыми, соединяющими точку г  с точ- 
ками N' и N"; второй член нужно брать со знаком плюс, если 2 
лежит в верхней полуплоскости, и со знаком минус, если в ниж- 
ней (читателю рекомендуется сделать чертеж).

Если N' и N" стремятся (независимо друг от друга) соответ-
. , IN" -  г Iственно к —с» и к + °° . то а  стремится к я, но 1ל^-ךח----- 1 не
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стремится ни к какому пределу, откуда следует, что не стре- 
мится к пределу и левая часть равенства (4.22).

Будем теперь считать, что пределы интегрирования N' и N" 
стремятся к бесконечности симметрично, т. е. —N' =  N" =  N. 
Тогда

1п 1 = 0 ,|Af-z |
\ - N - z \ІІШ InN + OO

И мы получим

dx ±  ліф (оо),<Р (х) — <р (со)
Т — Z$

N
f  ф (т) dx
J  Т — Z 

- N

НтN->00

где знак выбирается указанным выше способом.
Выражение, стоящее в левой части, называется главным 

значением интеграла (4.21), взятого между бесконечными пре- 
делами. В дальнейшем под интегралами с бесконечными пре- 
делами будем всегда подразумевать их главные значения. Если 
соответствующий интеграл существует как несобственный, то, 
очевидно, главное значение будет совпадать с его значением 
как несобственного.

Итак, мы установили существование главного значения инте- 
грала (4.21), причем

(4.23)1
2 лі

1 Г ф (т) ё т  

2 т ’ J т —  z

где в правой части — интеграл в обычном смысле. Если 
ф (оо ) =  0, то интеграл (4.21) сходящийся.

Так как интеграл
оо
f  ф (т) dx
J (т —г)2— ОО

сходится абсолютно для любого 2, не лежащего на действитель- 
ной оси, то интеграл (4.21) можно дифференцировать по пара- 
метру z и, следовательно, Ф(2) будет функцией, аналитической 
в верхней и нижней полуплоскостях. Функции эти будем обо- 
значать соответственно Ф+(<г), Ф־ (г).

Предположим теперь, что 1т 2 =  0, т. е. точка z =  t распо- 
ложена на линии интегрирования. Тогда под интегралом

5 - 2 ^  Л  (4.24)
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будем понимать его главное значение, определенное следующим 
образом:

}ф(т) 
т —  г!

В частности,

=  0.
- e ( N - t )  
(— N — t)elim In

N-> oo 
8->0

Пользуясь этим равенством, можно записать
оо у־ t - г  N
^ J P _ ( x ) r f T _ _  J jm  I ^ <р(т) — <р(00) ן ^ ф(т) — ф(00) ^

- о о  8 + t ןоо V —Л<־ 8

=  [™ { j
'  —00 t +г ׳

причем оба последних интеграла сходятся в обычном смысле. 
Для доказательства существования предела при 8 0 <  можно ־
повторить рассуждения п. 3.4. То обстоятельство, что в рас- 
сматриваемом случае длина контура интегрирования беско- 
нечна, не имеет существенного значения, так как можно вер- 
нуться к случаю конечного контура, применив преобразование

tf—8 оо /  t —A оо ч  t —г t+A

\ + S =( S 5 ־*־)+ $ + I •
—оо / + е  ч —оо Н Л־ Х t —A f + 8

Интегралы в скобках не зависят от е, а предел суммы двух 
других интегралов, как было установлено в п. 3.3, существует. 
Итак, если <р(т) удовлетворяет сформулированным выше уело■ 
виям, то существует главное значение интеграла (4.24).

Повторяя рассуждения п. 4.2, можно доказать справедли- 
вость формул Сохоцкого для бесконечной прямой

оо

ф +(0 ־ |ф ( 0  +  і  5 f ^ j -Л .

(4.25)

Ф 0 ־<  — Т » 0 >  +  -5ЕГ S t S ־ ׳ ' , .
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Здесь Ф+(<) и Ф 0 ) ־ — пределы Ф(2) при стремлении г к і 
соответственно из верхней (нижней) полуплоскости.

Изучим еще поведение функции Ф(2) в окрестности беско- 
нечно удаленной точки, которая теперь является граничной 
точкой. С этой целью произведем замену переменной

Когда точка г =  х пробегает действительную ось в положитель- 
ном направлении, соответствующая ей точка а =  —1/т также 
пробегает действительную ось и в том же направлении.

Производя в интеграле (4.21) замену переменных и вводя 
обозначения

Ф (г) =־ Ф (  -  1 )  =  Ф* (О, Ф (т) =  <р (  - 1 )  =  <р* (а),

получаем

<р* (a) da
״ (а- מ

оо

(4.26)1 f <р* (a) d a ___ 1_ f ф* (от) da .
2 ni J or — £ 2ш* J a ’

все предыдущие интегралы понимаются в смысле главных зна- 
чений. Второй интеграл правой части (4.26) есть величина по- 
стоянная, и поэтому изучение функции Ф (2) вблизи точки 
z — оо сводится к изучению интеграла

ОО
1 Г ф* (a) da 

2тсі J or — £

вблизи точки £ =  0, т. е. к знакомому нам вопросу. Предполо- 
жим, что функция ф*(а) удовлетворяет условию Гёльдера 
в окрестности точки а =  0, т. е.

I Ф* ( ״2( ־  Ф* ( 1 ״ ) К  в\ а2 -  а, г  (0 <  ц <  1).

Для функции ф (т) имеем тогда

Іф (та)-Ф(т!)1<в|:־ ־ - ־ ־ Г (0<ц<1). (4.27)

Легко заметить, что из последнего неравенства следует уело- 
вне (4.20).
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Если z уходит в бесконечность по любому пути, оставаясь 
в верхней или нижней полуплоскости, то £->0, оставаясь также 
в верхней или нижней полуплоскости. Поэтому, применяя к пер- 
вому интегралу правой части (4.26) первую из формул (4.25), 
получаем

-<р(оо).(a) da
оо

2л/

ф+(оо) =  Ф*+ (0) =
ОО

1 1 1 С <р* (о) d o
=  2 <Р (° )+  Ш  ) ---- о----

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Проведя еще такое же рассуждение для Ф־ , получим 

ф + (оо) =  І -  ф (оо), ф ־  (оо) =  —  І -  ф (оо).

Отсюда и из (4.25) следует

ф + (оо) +  ф ־  (оо) =  0,
оо

Н ш  [  ■ ^ r d x = 0 .<> ОО J Т — f

Нами показано, что функция, представимая интегралом 
типа Коши на действительной оси, необходимо удовлетворяет 
условию (4.29). В п. 4.7 мы покажем, что это условие является 
также и достаточным для представления кусочно аналитической 
в верхней и нижней полуплоскостях функции интегралом по 
действительной оси.

Подобное исследование можно провести для интеграла типа 
Коши, взятого по произвольной гладкой кривой, уходящей в 
бесконечность.

Заметим, что заменой переменных

можно было бы изучение интеграла типа Коши, взятого по дей* 
ствительной оси, свести к изучению интеграла, взятого по еди* 
ничной окружности плоскости I.

В частности, отсюда без дополнительных исследований 
можно установить, что если плотность интеграла удовлетворяет 
условию Гёльдера, то этому же условию удовлетворяют пре* 
дельные значения интеграла.

4.7. Формулы Коши.
Т е о р е м а .  Если аналитическая в верхней полуплоскости 

функция непрерывна в замкнутой полуплоскости и в окрестно-



[ГЛ. 1ИНТЕГРАЛ ТИПА КОШИ50

сти бесконечно удаленной точки удовлетворяет условию (4.20), 
то

(4.31)
1т г >  0, 

1т г <  0.

ф <־> - - * £ !
_  <р (°°)

2 ’

оо

— оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим в верхней полуплоскости 
полукруг, ограниченный полуокружностью CR радиуса R 
с центром в начале и отрезком [—/?, R]. Выберем R настолько 
большим, чтобы точка лежала внутри полукруга.

В силу формулы Коши (1.1) и теоремы Коши

(4.32)

1 С ф (זר) — ф (00) ^
2 п !  )  % - z  d%[־־Я. R)+Cr

ф (т) —  ф (оо) ^  
т —  z

Г ф (т) -  ф (со) , , 1 Г
J т —  z  й Х  ‘ 2т* J

1
2 я/

1 т г  >  0, 
Im z <  0.

Ф (г) —  ф (оо),
О,

Согласно (4.20) при возрастании R подынтегральная функ- 
ция стремится к нулю порядка 1//?1+י\  а длина контура растет 
пропорционально R, следовательно, интеграл по Св стремится 
к нулю. Переходя к пределу при R -> 00, получим

(4.33)
1 Г ® ( т ) - ф ( о о )  . Г ф (2 ) — ф(оо), Im z  >  О, _   ̂ < P L _ lL _ dT==|  1 т 2 < 0

— Ж  7

(4.34)

Отсюда на основании формулы (4.23) придем к (4.31). 
Так же доказывается формула

Imz >  О, 

Imz <  О,

Ф (00)
2 ’

״ /w ז Ф («י)—  ф ( 2 Н - - - 2—

СЮ
f  ф (т) -  Ф 
J т —  г

1
2я/

если ф(т) удовлетворяет аналогичным условиям в нижней по- 
луплоскости. Можно показать, что для справедливости формул
(4.31), (4.34) достаточно, чтобы условие (4.20) для больших 
|т | удовлетворялось не во всей окрестности бесконечно удален- 
ной точки, а лишь на действительной оси.

Выше было доказано, что кусочно, аналитическая функция, 
представленная интегралом типа Коши (4.21), необходимо
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удовлетворяет равенству (4.29). Покажем, что это условие яв- 
ляется также достаточным для представимости кусочно анали- 
тической функции таким интегралом. В самом деле, пусть те- 
перь Ф(г), заданная в верхней и нижней полуплоскостях, ку- 
сочно аналитическая функция и Ф+(т), Ф־ (т) — ее предельные 
значения, удовлетворяющие на действительной оси условиям
(4.29) и (4.20).

Положив ф (т) =  Ф+ (т) — Ф~ (т), из (4.31) и (4.34) получим

1 Г ф (Т) d x  \  Ф + (2 ) , 1 т 2 >  0,
2ш -1  т — 2 I  Ф-  (2)» 1т г <  0,

т. е.

Таким образом, выполнение условия (4.29) необходимо и до- 
статочно для представимости кусочно аналитической функции 
рассматриваемого класса интегралом типа Коши. Оно заменяет 
здесь выведенное ранее для конечного контура условие

ф ־ (оо) =  0. (1.6)
Подобное исследование можно провести для интеграла типа 

Коши, взятого по произвольной гладкой кривой, уходящей 
в бесконечность. При этом остаются в силе все приведенные ре- 
зультаты.

В случае, когда ветви кривой уходят в бесконечность по 
разным асимптотическим направлениям, бесконечно удаленная 
точка является угловой. (Подробности исследования этого слу- 
чая можно найти в работе А. С. М о т к и н а  1).)

Сравнивая пары формул (1.1), (4.31) и (1.2), (4.34), заме- 
чаем, что формулы Коши для конечного контура и контура, про- 
стирающегося в оо, совпадают только при ф (оо ) =  0.

Рассмотрим еще несколько более сложный интеграл, кото- 
рый будет использован в дальнейшем,

״35י •2 лі
1 f (г — г0) ф (т) dx 

2яі J (т — го) (т — г)L
где 20s D־ , L — произвольный гладкий замкнутый контур, ко- 
нечный или простирающийся в бесконечность; ф(т) удовлетво- 
ряет на L условию Гёльдера. Из формул (1.1) и (4.31) вытекает

(4.36)2 < = 0 \  
г  е  D־ ,

ф(г),
0,{dx =(г — г0) ф (т) 

(т -  г0) (т -  г)S1
2ш
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если ф(т) есть краевое значение функции, аналитической в D+. 
Если же ф(т) аналитична в D~, непрерывна в D ~ L  и удовле- 
творяет на L условию Н, то из (1.2) и (4.34) следует

(4.37)2 <= D+, 
2 е  D~.

Ф (20),

— ф (2) +  ф (20),
(г — 20) ф (т)

(Т -  20) (Т -  2)L

Таким образом, при условии, что ф ( о о )  заменяется на ф(20), 
для интеграла (4.35) формулы Коши имеют тот же вид, что 
и формулы Коши (1.1), (1.2) для конечного контура.

Укажем еще на одно видоизменение интеграла типа Коши, 
полезное в случаях, когда плотность интеграла — растущая на
бесконечности функция. Выделим из ядра Коши некото-
рый отрезок начальных членов его разложения в окрестности 
начала координат и будем вместо ядра Коши пользоваться 
остатком

2« 1
X9 X — Z '

I
т — г

(4.38)
+ 00

zq Г ф (т) dx 
2ш  J  тя (т — г)Ф(2) =

Тогда интеграл

имеет смысл (как главное значение) даже в том случае, когда 
плотность интеграла ф(т) на бесконечности растет как |т |9 
(так что ф(т)т־ « удовлетворяет условию Гёльдера на бесконеч- 
ности) при условии, что ф(т) обращается при т =  0 в нуль по- 
рядка q. В то же время этот интеграл сохраняет основные свой- 
ства интеграла типа Коши. Главное, для него справедливы ана- 
логи формул Сохоцкого, а формула для скачка имеет тот же 
вид, что и для интеграла типа Коши.

§ 5. Свойства предельных значений интеграла 
типа Коши

5.1. Предельные значения удовлетворяют условию Гёльдера.
В п. 4.1 было установлено, что предельные значения интеграла 
типа Коши, функции Ф+(0 и Ф 1 ־( ), непрерывны на контуре L. 
Оказывается, однако, что эти функции обладают более глубоким 
свойством, чем непрерывность, а именно, они сами удовлетво- 
ряют условию Гёльдера.

Это устанавливается в следующей теореме.
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Т е о р е м а .  Если L — гладкий замкнутый контур и <р (£) 
удовлетворяет на L условию Гёлъдера с показателем X, то пре־ 
дельные значения интеграла типа Коши Ф+(/) и Ф־ (/) также 
удовлетворяют этому условию, причем с тем же показателем, 
если К 1  у и с показателем, сколь угодно мало отличающимся 
от X, если і  =  1.

Из равенства (3.11) видно, что сформулированную теорему 
достаточно доказать для функции

L
Для этого оценим

(5.1)|  dx<р(т) — ф(<1)
X — t,^ ( 0 - Ф ( 0 і= | 2 Ь ־5־} £ І Т ^

— <р (<г)
І2

для двух произвольных достаточно близких точек t\ и t2. Из 
точки ti опишем окружность радиуса 6 так, чтобы она Пересе- 
калась с L в двух точках, которые обозначим а и Ь. Часть кон- 
тура L, лежащую внутри этой окружности, обозначим /. Пусть 
t2 — произвольная фиксированная точка дуги I, отличная от то- 
чек а и Ь. Положим б =  k \t2 — /! | . Очевидно, что k >  1.

Обозначим s =  s(t,x) длину меньшей из двух дуг контура L 
с концами / и т.

Из свойства (4.3) гладкости контура L следует, что для лю- 
бых двух точек t\ и t2 можно написать

(5.2)s (*!, *2X ,г 112 — ti I״ 

где tn — положительная постоянная.
Представим интересующий нас интеграл (5.1) следующим 

образом:

* +/ I
I J _ _  [  f ф ( т ) ־ ־ ф ( /2) _  ф(т)  - ф ( / 1) _ ן ,   

ד 2 ־ тсі )  \ х - h  т  — 1\ )  dx~
L - l

____ L  [  Ф (זו) -  ф (/2) - ___ f  ф ( т ) ־ ф(/1) - ,
—  2n i  J  t - / 2 2n i  J t — 1\ а т / /־־*־

. 1 [  Ф(*1)־ ־ Ф(*2) . 1 f  (Ф (זו) Ф (/2)] (t2 — 1\) <
י 2 ־ ni  J  т  — O T t  2ш J  ( т - / 0  ( т - * 2 )  *L-lL - l

— Л +^2 +  3̂ +  Л•



ігл. ІИНТЕГРАЛ ТИПА КОШИ54

Рассуждая, как в п. 4.1, получим оценку для интеграла

и

^ \ r ^ d r  =  A A k - h  t

Здесь, а также и в дальнейшем все числовые коэффициенты• 
некоторые положительные постоянные.

Совершенно аналогично
1 4 1 < Л 2| 4 4 1 ־ ־ *•

Интеграл /3 оценим так:
|ф(<!) — ф(<»)1 I f  dx ^  А | /г — /! Г I f  dx

J х — ~ 2я I J х — /!
\ L - l

2я1 4
I L-l

Последний интеграл вычисляется непосредственно, а именно:
־ I:*־

h ̂ ——1 = J —-־п-тד—  Т — Ь —
L —1

Следовательно, он ограничен при всяком t\ на L. Поэтому 
имеем оценку

14 К  ■̂ 314 — 4 1
Перейдем к оценке наиболее сложного интеграла /4. Ис• 

пользуя условие Гёльдера и неравенство (4.3), получим

<

\dx\.
1-лТ — /1

x — h

_____I /  | < л  ! 4 - 4 1  [  \ d x\
4 1־? К Л  2я J t | т - / , | | т - / г11

4 М־ $ 41־ 1 т1־ >Л׳4

А так как

то

L —1

\ x - t x\>t> =  k \t2- t x 1,

k\% — t2\> k[ \  т —f! ן — ן /! — t2 \] > { k — 1)1 t — t{\ 
и следовательно,

6

14 1< a ) ״ j ^ t ) ' ־ K 14 /*4 ־ ־ 15 ’ dr,

R =  max I т — t{ |.
x e L - l

где
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Если X <  1, то, вычислив последний интеграл, найдем
| / 4 К Л 4 | / 2- * , | \

Если Я=1 ,  то таким же способом получим оценку 
| / 4  1 <Л 4 | /2 - / 1 1 | 1 п | / * - / , и

Принимая во внимание, что |1пх|  при *-►О растет медленнее 
любой отрицательной степени | х Г® (8 <  0), получим

\ h \ < A '< \ t 2 - t l 8־ין.

Сопоставляя оценки для /!, /2, /3 и /4 и замечая, что при 
Л, =  1 в оценках /!, 12, h  показатель X можно заменить на 1 — 8, 
убеждаемся в справедливости утверждения теоремы.

Доказательство проведено для замкнутого контура. Однако 
из замечания п. 4.2 о переходе от разомкнутого контура к замк- 
нутому, очевидно, вытекает, что теорема справедлива и для 
разомкнутого контура, исключая его концы.

Из доказательства теоремы о свойстве предельных значений 
интеграла типа Коши непосредственно вытекает следующее 
свойство интеграла в смысле главного значения Коши:

Если ср(<) на гладком замкнутом контуре L удовлетворяет 
условию Гёльдера с показателем X, то

® « ־ Ж Г $ ^ £ г L־
также удовлетворяет этому условию, причем с тем же показа- 
телем, если X <. 1, и с показателем 1— 8, где 8 — сколь угодно 
малое положительное число, если X =  1.

Это утверждение, равно как и предыдущая теорема, легко 
обобщается (см. [16], стр. 57) на случай, когда плотность инте- 
грала ф(т, £) зависит от некоторого параметра £, причем по £ 
она также удовлетворяет условию Гёльдера. В частности, мо- 
жет оказаться, что £ =  t.

5.2. Расширение предположений Как уже указывалось, основные предпо- 
ложения, при которых выводились свойства предельных значений интеграла 
типа Коши (§§ 4, 5 )— гладкость контура и условие Гёльдера для плотности, 
являются лишь достаточными, но не необходимыми.

В п. 4.5 было, например, произведено обобщение формул Сохоцкого на 
случай контура с конечным числом угловых точек. Укажем коротко на другие 
возможные обобщения.

Расширение условий, налагаемых на контур и плотность, может произво- 
диться в двух направлениях: 1) в направлении, при котором сохраняется 
свойство равномерного стремления к пределу во всех точках контура при 
приближении по любым путям и, как следствие этого, сохранение условия, 
что предельные значения являются функциями, непрерывными на контуре, и 
2) в направлении, при котором предельные значения существуют лишь почти
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всюду (за исключением множества точек контура меры нуль) и лишь по пу- 
тям, не касательным к контуру.

Рассмотрим сначала обобщения первого типа, при которых мы остаемся 
в рамках классического определения интеграла Римана. Вопрос, как мы ви- 
дели, сводится к исследованию интеграла

dx.(О5Ф (זד) — ф 
T - t

Обозначим длину дуги контура L между точками и t2 через s ( t i f t2) и 
длину стягивающей эту дугу хорды через г(/!, t2) =  |/1 — /2|.

Если сохранить условие, что отношение длины дуги к хорде есть вели- 
чина ограниченная (класс кривых, удовлетворяющих этому условию, вклю- 
чает в себя класс кусочно гладких кривых), то для того чтобы выражение 
Ф ( т ) - < р у __------י* (/) ------ было интегрируемым, достаточно потребовать, как это мы и де-

лали, чтобы функция ф(/) удовлетворяла условию Гёльдера.
Условие интегрируемости будет выполнено и в том случае, если на функ- 

цию ф (/) наложить более слабые ограничения: например, потребовать, чтобы 
имело место неравенство

I ф ( т ) - Ф W к ק  --, т-1 7 | | р 1 ►ס י כ )

или еще более общее условие 

ф (т) -  ф (t) I <
^  Л ^  1 \
<  I In І Т - / І II In I In | т - <  III . . .  I In I In . . .  | 1 п | т  - t \ |  . . .  \ \P { p > ' }■

Величины, стоящие в правых частях последних неравенств, стремятся к нулю 
при |т — t\ -►0 медленнее, чем |т — t \ \  поэтому класс функций, удовлетво- 
ряющих последним условиям, включает в себя класс функций, удовлетворяю- 
щих условию Гёльдера. Наиболее общим среди условий интегрируемости 
является условие Дини 

а

s^ d־& 5 s < + m (0 <  а <  +  00),
О

где <0(s)— модуль непрерывности функции ф(/) (см. сноску к п. 4.1).
Если расширять класс рассматриваемых контуров, то придется соответ- 

ственно сужать класс допустимых функций ф (/). Наглядным подтверждением 
этого положения служит следующая т е о р е м а * ) .

1) Вели контур, представляющий собой жорданову спрямляемую кривую, 
и плотность интеграла типа Коши удовлетворяют условиям

s ( t u t 2) < C \ t x - t 2 \a ( 0 < а < 1 ) ,
|ф(М-ф(<2)|<Л 1*1 (1 -  а < р < п ,

то интеграл типа Коши имеет непрерывные предельные значения на контуре 
всюду, кроме, быть может, концов.

) См., например, [18], стр. 197.
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2) Если контур L есть жорданова спрямляемая кривая и если плотность 
ф (0  удовлетворяет условию Липшица

1ф(<1) — Ф(<2)1 <  А \и  — / 2 |,

то интеграл типа Коши имеет непрерывные предельные значения на контур 
ре L, за исключением, быть может, концов.

Обобщения второго типа, связанные с привлечением к рассмотрению ин- 
тегралов Лебега и Стилтьеса и еще более общих, имеют в настоящее время 
в основном теоретический интерес и пока что мало связаны с практическими 
приложениями.

Не вдаваясь в подробности, сформулируем один наиболее общий резуль- 
тат, принадлежащий И. И. Привалову*).

Т е о р е м а .  Пусть L — замкнутая жорданова спрямляемая кривая дли־ 
ны / , 0  — угол между положительным направлением оси абсцисс и касатель- 
ной к L, a F(s)— комплексная функция дуги s с ограниченным изменением 
на сегменте [0, /]. Тогда интеграл типа Коши — Стилтьеса

е ‘е w dF (о) 
т (а) — 2

1

имеет конечные предельные значения по всем некасательным путям почти 
всюду на контуре L и эти значения удовлетворяют соотношениям

е1ь ia)dF (а)

где интеграл в правой части определен как особый.
В частности, если F(s) абсолютно непрерывна, то интеграл типа Коши —

Стилтьеса обращается в интеграл типа Коши — Лебега ^ j  ^ -У dx9

где Ф (0  *= Ф [t (5)] =  Ff (s) почти всюду на L, а предыдущие формулы — 
в обычные формулы Сохоцкого (4.8).

5.3. Интеграл типа Коши в классах Ьр. Наибольший интерес с точки зре- 
ния приложений к краевым задачам здесь представляют работы Б. В. Х в е-  
д е л и д з е  [30] по теории интеграла типа Коши с плотностью из класса LPt 
р >  1 (интегрируемых в степени р по Лебегу). Формулируем два основных 
результата, которые будут использованы в дальнейшем (п. 16.3).

1. Если ф( / ) e L p ,  то и особый интеграл

L

принадлежит тому же классу Lp. Предельные значения интеграла типа Коши 
по всем некасательным путям существуют почти всюду, и для них справед- 
ливы формулы Сохоцкого (4.8).

2. Особый оператор 5  в норме пространства Lp (р >  1) есть оператор 
ограниченный, т. е.

— Af р || <р ||. , 
LP

р־)I Ф (זי) \р ds! Sq> I,

') См. [18], гл. III.
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где МР — постоянная, не зависящая от <р. Контур L считается кривой Ляпу- 
нова (угол a (s ) , образованный касательной к контуру с осью абцисс, удо- 
влетворяет условию Гёльдера).

Доказательство основано на использовании соответствующего результата 
Рисса для интеграла с ядром Гильберта и исследования интеграла

Ь (т)[ т ^ Г ־ с‘״ £ Т £<,4
L

в котором при сделанных относительно контура предположениях подынте- 
тральная функция будет иметь особенность порядка меньше единицы.

§ 6. Формулы Гильберта для предельных значений 
действительной и мнимой частей аналитической функции

6.1. Ядро Коши и ядро Шварца. Пусть /(г) =  и (ג:,у) +  
-\-iv(x,y) есть функция, аналитическая в единичном круге. Обо- 
значим s и о длины дуг окружности, отсчитываемых от точки 
пересечения ее с положительным направлением оси абсцисс.

Пусть, далее, непрерывная функция u(s) есть предельное 
значение действительной части функции / ( 2) на контуре круга. 

Тогда, как известно (см. конец п. 27.2), формула Шварца
2л

f №  =  l n \ u ( a ) "e t e - l  d a + i v °  (6•D

дает возможность выразить аналитическую в круге | 2 | < 1  
функцию f(z) через значения ее действительной части на окруж- 
ности с точностью до постоянного мнимого слагаемого iv0. По- 
лагая в (6.1) 2 =  0 и пользуясь теоремой о среднем, найдем, что

271

v0 =  v (0, 0) =   ̂v (о) da. (6.2)
о

называется ядром Шварца. Между яд-ei0 +  z  
ei0 - z

Выражение

рами Шварца и Коши имеется простое соотношение. Обозначая 
т комплексную координату точки окружности (т =  eio) , получим

(6.3)da.d r
1 х ■+« ״ ־ ( ־ '

е іа +  г
ЛО

(6.4)

Отсюда следует, что
2я

jâ־ -z da =  ——  ̂ d x ----- — ( и (a) da.
■і а -  г  2яі J x - z  2я J 'l*

JL
2я
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Последняя формула, устанавливающая связь между инте- 
гралом Шварца и интегралом типа Коши с действительной 
плотностью, взятым по контуру единичного круга, будет исполь- 
зована в следующем пункте.

6.2. Формулы Гильберта. Выведем соотношения между пре- 
дельными значениями на контуре действительной и мнимой час- 
тей аналитической в единичном круге функции.

Перейдем в формулах (6.1), (6.4) к пределу, когда z стре- 
мится к точке единичной окружности t =  еи9 и воспользуемся 
формулой Сохоцкого (4.8). Получим

ш־+  S Т = Т ‘d x — ■ k \ d׳<״)״ a + iv°'u(s) -f  iv (s) =  y2«(s)

Произведя сокращение и объединяя оба интеграла правой ча- 
сти, будем иметь

(6.5)
2 Л

׳ '« + «״ ״ • י ל (־i־S ״)^ =s״ (
a+sןУмножая в ядре интеграла числитель и знаменатель на е 2 , 

получим

О —  S
І Г Е Г T־־־ ct*

, (J—S , Q—S
е 2 + е  2e ia +  e is

e i a - e is
— е

271

(6.6)

Следовательно,

0 № =  ~  2ІГ J ct2 da +  °°•

Эта формула дает выражение краевого значения мнимой части 
аналитической функции через действительную.

Чтобы выразить ы(5) через 0(5), заметим, что для функции
— if (z) — v — iu

действительной частью является о, а мнимой — и. Применяя 
формулу (6.6) к последней функции, получим

(6.7)
2 л

״ ( ^ ־ ^ ^ ( a j d g - ^ l r f a - b « 0 (ио =  н (0 ,  0)).

Симметричные формулы (6.6), (6.7) носят название формул 
обращения Гильберта, а выражение ctg a ^ s называется ядром 
Гильберта.
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При а =  s ядро обращается в бесконечность первого по- 
рядка, так что интегралы, входящие в формулы Гильберта, яв- 
ляются особыми и их нужно понимать в смысле главного зна- 
чения. Формулы обращения (6.6), (6.7) можно истолковать как 
решение интегрального уравнения

2я
2^  S ״ )ק ) ctg 1 ך ־2־  da =  c (s)

о
(см. п. 31.3).

Мы не останавливаемся на сложном вопросе о том, каким 
наименее ограничительным условиям нужно подчинить функ- 
ции u(s) и 0(s) для того, чтобы формулы (6.6) и (6.7) имели 
место. Ограничимся очевидным утверждением, что для этого 
достаточно, чтобы они удовлетворяли условию Гёльдера.

Дополнением к настоящему параграфу являются задачи 14, 
16, 23, 25, 29 в конце главы.

§ 7. Перестановка порядка интегрирования 
в повторном особом интеграле

7.1. Случай, когда один интеграл обыкновенный. Прежде чем 
произвести исследование вопроса о перестановке порядка инте- 
грирования в повторных особых интегралах, рассмотрим пред- 
варительно более простой случай, когда в повторном интеграле 
лишь один интеграл особый, другой же обыкновенный.

Рассмотрим повторный интеграл

/ = $ а ( т ,  (7.1)
L L

и интеграл, получившийся после изменения порядка интегри- 
рования,

=  (7.2)
L L

Л е м м а .  Пусть функция <р(т,т1) удовлетворяет условию 
Гёльдера по обеим переменным, а <0(х,2) удовлетворяет по т 
условию Гёльдера при каждом фиксированном значении z из 
рассматриваемого множества■, L — гладкий контур.

Тогда интеграл (7.1) допускает перестановку порядка инте- 
грирования*), т. е.

$ (0 (х, z) dx \  dXl =  $ rfT, $ jff■ T|) dx. (7.3)
L L L L

*) Результат справедлив и при более слабых предположениях относитель-
НО ф (Т ,Т |) .



61ПЕРЕСТАНОВКА ПОРЯДКА ИНТЕГРИРОВАНИЯה

Для доказательства разобьем контур интегрирования в ин- 
теграле / по переменной ц на две части: дугу /, вырезанную из 
L окружностью радиуса б, проведенной из точки т! =  х как из 
центра, и на дугу L — /. Для интеграла I' проделаем то же са- 
мое, взяв центр окружности в точке т =  т!.

Обозначим
/  =  /0  +  /в,

/ 0 =  J © (т, 2) dx $ фт(т1 Tj -rfT| 
L-

где

и
/ в=  J (0 (т, г )dx 5 dx{.

L I

Аналогичным образом разобьем и интеграл /':
1' =  1'0 +  1'6.

В повторных интегралах /о, /о все интегралы являются 
обыкновенными. В них допустима перестановка порядка инте- 
грирования *), т. е.

10 =  1'0.

| / - / ׳ М / в —Я К | / в | +  | / Ц
Поэтому

Оценим последние два интеграла.
Во внутреннем интеграле повторного интеграла

h  =  $ © (т, 2) dx J dxi
L l

произведем обычное преобразование

І - S ז^1:ז)■ ״< ז  Чт, + Т (т. т) \  г £ г .

Первый из интегралов правой части уже рассматривался в 
п. 4.1. При достаточно малом 6 его модуль может быть сделан

*) Равенство станет особенно наглядным, если будем определять поло- 
жение точек т и т! контура L  дуговыми абсциссами s и 51 (0 s /, 
0 ^  S1 ^  /, где / — длина контура L)  и рассматривать их как прямоугольные 
координаты точки на вспомогательной плоскости Ossi. Тогда в обоих инте- 
гралах /о и / 0 областью интегрирования будет квадрат со стороной I с вы- 
ключенной вдоль диагонали узкой полоской.
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меньше положительного числа е/4М, где

 ̂ (0 (т, z) dxМ =  тах

Далее, обозначая концы дуги I через т', т" и применяя формулу
(3.6), получим

= i [arg (т" — т) — arg (т — т')] =  /а,т — т: 1п •Г dx 
J т! — т

где а — угол между секущими (рис. 6).
При достаточно малом 6 в силу гладкости кривой этот угол 

может быть сделан сколь угодно малым. Следовательно, можно
добиться оценки

Ш ‘<ф (*.

<л (т, z) dx■A|j
Тогда

\ h \ < 2

Аналогичными рассуждениями можно по- 
лучить оценку

Р

І Л К 7 -

| / - / ׳ | < е .
откуда

Но, с другой стороны, разность /  — / ׳ , очевидно, не зависит от 
величины 6, следовательно,

1 - 1 '  =  О,
что и требовалось доказать.

7.2. Формула перестановки. Рассмотрим пару повторных 
особых интегралов, отличающихся порядком интегрирования:

<7 - < >
L L

״5י • 4- . ; ז ; ז י י- ^ ) ך ^ז; >י'0—^
Оба интеграла имеют смысл. В самом деле, первый из них

: (т) dx(י_!_{_*
я і і X — t
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d x u<р(т, т!)
Т! —  ТхЫ  =

где

существует в смысле главного значения Коши, так как плот- 
ность х(т) на основании п. 5.1 удовлетворяет условию Гёльдера. 
Во втором интеграле проделаем следующие преобразования.

Разложим функцию (Т _  ^ |Т[ _ ־ у на простые дроби:

(7.6)1 1 Г 1_ _ _ _ !_
(т — t) (т! — т) т, — t L х — t г  — т,

ф(т. т!)
־ T T d т׳

Тогда, обозначая

будем иметь

d.X\ •<а (t , т!) — <а (т!, т!) 
т! — /

L

По теореме п. 5.1 ю(£,Т1) удовлетворяет условию Гёльдера, 
следовательно, интеграл /! существует как несобственный.

Проведенное рассуждение справедливо для всех точек t, не 
являющихся концами контура. Для последних нужно было бы 
провести дополнительное исследование. На этом, однако, мы 
не останавливаемся.

Хотя интегралы /  и /! отличаются лишь порядком интегри- 
рования, но они не равны, что показывает следующая формула 
перестановки Пуанкаре — Бертрана:

(7.7)dx.ф(т> т!)
(т -  t) (т! -  т)

d x x =ф(т, Т!) 
хL— !זר

_L [  dx 
я / J т — t

L

Для доказательства образуем функции / ( 2), / 1(2), заменив 
в интегралах /(О, / 1(0  переменную t переменной 2, изменяю־ 
щейся во всей плоскости:

(7.8)

(7.9)

dxx,ф (т, т!) 
т! — т

dx 1 f
т — z n i )  

L

dx.ф ( т ,  T !)

(т -  z) (т! -  т)
L

L

L
Л (г)־־
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Для всех г, не лежащих на L, на основании предыдущей 
леммы можно переставить порядок интегрирования. Поэтому

/(2) =  /,(2).

Обозначая предельные значения этих функций как обычно, бу- 
дем иметь

/ + W =  11 (0, / ־ (*) = /Г(/).
Но по формуле (4.10)

/ ( » = 4 г / +( 0 + / 0 ) ־ ].

или, используя предыдущие равенства,

/ ( 0 = ў [ / Г ( ')  +  /Г(0]• (7.10)

разложением (7.6), представим /  !(г)Воспользовавшись 
в виде

1/  (2) =  Л  [  Л  Г \  d x  -  \  Л І Д І і і  d x ]  =1W ш j ז ! -  г ш I J t — z J T- т !  IЛ Lf T J

dr!.Ф (г. Т|)
Т| — 2

Последнее выражение показывает, что /!(2) есть интеграл 
типа Коши с плотностью

d%,<р(т, т!) 
т —т!L

<Р (Т, Т!) 
Т — 2,2ג|י(

зависящей от параметра 2.
Найдем по формулам Сохоцкого (4.7), (4.8) значения

I\ (t) и /Г (t), учитывая, что в качестве значения плотности 
ф(2, t) в точке t нужно брать 1і т ф ( 2, /), равный ф+(/, t), когда

Z + t
־t, оставаясь слева от L, и ф ■<־- 2 (/, t) при z-*-t справа от L*).  

Таким образом,

I*

/ Г ( 0—

*) Обоснование применимости формул Сохоцкого к случаю, когда плот- 
ность интеграла типа Коши зависит от г, мы не приводим (см. [16], 
стр. 128).
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откуда

у  [/Г (0 +  /г (/)] =  у  [ф+ л  о -  ♦ ־  (*, о] +
I 1 С Ф ( б  1■1) ”1" Ф  (^> Т ! )  J / у ן ן  \

+  Ш ) ---------~ t --------- dT>• <7Л1)
L

Но согласно формулам (4.9), (4.10)

І - І У Ч  о - * ־ ft tj] =  <t>(t, 0. 

i [ . + V. х.) +  * ־׳) , X,)]-
L L

_  t — X! C ф(т, T ! )  .
яі J (T  - ס זו) - ־  г,) ат-

Вставляя последние выражения в формулу (7.11) и исполь- 
зуя (7.10), получаем требуемую формулу (7.7).

Формулу перестановки (7.7) можно записать еще в таком 
виде:

dx.Ф (т, т!))7.7(׳
(т -  0 (т, -  т)

dxi =  — я2ф (/, /) +Ф (т, т!) 
т! — т

+

L L

Изложенное здесь доказательство дано Н. И. М у схели - 
ш ви ли  [16]. Имеется и другой вывод формулы перестановки 
(см. задачи 27, 28 в конце главы).

7.3. Обращение особого интеграла с ядром Коши для зам- 
кнутого контура. Дадим приложение формулы перестановки
(7.7) к выводу формулы обращения особого интеграла с ядром 
Коши для замкнутого контура.

Пусть дан особый интеграл

L

Поставим задачу: выразить плотность ф(£) через значение 
самого интеграла, т. е. через функцию ф(0. Заменим в обеих 

, 1 dx\частях переменную г на т!, умножим на _  t , проинтегри- 
руем по контуру L и переставим по формуле (7.7) порядок
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интегрирования. Получим

S -Ц ־ Т  dxi =  ф (0 + ־7-   $ ф (ז ) d x ± \ (x1_ f f t x _ x7).
L L L

яг

Ho

Г dx, 1 |־f rfT, f dx, 1 _
J (t ! — f) (t — T,) T — /  I J T | -  / J T, — t JL I» Lt

=  (ія ־־ /я) =  0.

Таким образом, имеем

(7.13)

Последняя формула есть формула обращения особого инте- 
грала; она взаимна с формулой (7.12).

Если обозначить S оператор особого интегрирования

Ŝqp = •ן־ך ̂ י   а ^— единичный оператор (7<ре3ф), то

соотношения (7.12), (7.13) в операторной форме выразятся так;

52 =  /.

Заметим, что формулы (7.12), (7.13) родственны с форму• 
лами обращения Гильберта (6.6), (6.7). Последние нетрудно 
получить из формул обращения (7.12), (7.13) особого инте- 
грала Коши, используя связь ядер Коши и Гильберта (см. § 6), 
и их можно рассматривать как формулы обращения особого
интеграла с ядром Гильберта ctg —^— (см• п• 6.2).

§ 8. Поведение интеграла типа Коши 
на концах контура интегрирования 

и в точках разрыва плотности

8.1. Случай плотности, удовлетворяющей условию Гёльдера 
вплоть до концов. При исследовании в § 5 поведения предель- 
ных значений интеграла типа Коши на контуре все время ис- 
ключались из рассмотрения концы контура. То, что конец яв• 
ляется исключительной точкой, видно хотя бы из того, что его 
нельзя заключить в двусторонний интервал и, следовательно, 
нельзя определить особый интеграл как его главное значение.
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Перейдем к изучению поведения интеграла типа Коши на кон* 
цах контура.

Пусть L — разомкнутый контур с концами а и & и <p(t) 
удовлетворяет условию Гёльдера на всей кривой, включая 
концы.

Рассмотрим интеграл типа Коши

dx.Ф(т)
X —  2J1

2 шФ(г) =

Поступая как в п. 3.4, представим Ф(г) в виде

dx =Г ф (т) —  <р у ) 

J т — г2 лі

dx,С ф (т) -  ф (<) 
J х — г2 ш

b — 2 
а — 22ш

dx
х — ״ 25  « ־ ■ ! £

где t — любая точка контура L.
При 2 =  t последний интеграл существует как несобствен- 

ный. Поэтому он представляет собой функцию, ограниченную 
и стремящуюся к определенному пределу при приближении 
точки г ко всякой точке контура, включая концы (см. п. 4.1). 
Главную особенность для Ф(2) на концах дает первый член.

Полагая в последнем выражении последовательно t =  а, 
t =  Ь, получим

ф <2) = ־ ^ й 1 1 п (г ־ ־ а ) +  ф ־(:2)* (8 1)
Ф(г) =  ^ - 1 п ( г - Ь )  +  Ф2(г),

где Ф! (2), Ф2(2) — функции, ограниченные в окрестности соот- 
ветствующих концов и стремящиеся к определенным пределам, 
когда 2 стремится соответственно к а или Ь.

Таким образом, на концах контура интеграл типа Коши 
имеет особенности логарифмического характера, полностью оп- 
ределяемые значениями <р(а) и <р(&).

8,2. Случай разрыва первого рода. Рассмотрим теперь род- 
ственный вопрос о поведении интеграла типа Коши в точках, 
где плотность имеет разрыв первого рода. Пусть с — точка раз- 
рыва. Будем считать точки, предшествующие точке с при дви- 
жении по контуру в положительном направлении, левой окре- 
стностью точки с, а точки, следующие за с, — правой. Пределы 
Ф (t) справа и слева будем обозначать, как обычно, ф (с± 0 ).
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на два интеграла по уча-Разобьем интеграл по контуру ab 
сткам ас и cb:

$ “ S +  S•
ab ас cb

Тогда с является соответственно правым и левым концом 
частичных контуров, причем в первом интеграле нужно считать 
<р(с)= ф(с — 0), а во втором ф(с) =  ф(с -+0 ־).

Применяя формулы (8.1), получим представление
ф (2) =  ф(с- 0)~ ф(с +  0) 1п (2_ с) +  Ф0 (2)> (8.2)

где Фо(2) в окрестности точки с обладает теми же свойствами, 
что и функции Ф!(г), Ф2(г) в формулах (8.1).

Формулы (8.1) — (8.2) будут существенно использованы 
далее.

8.3. Частный случай особенности степенного характера.
Прежде чем перейти к общему исследованию поведения инте- 
грала типа Коши в точках, где плотность обращается в беско- 
нечность степенного порядка, рассмотрим интеграл типа Коши 
частного вида

а <г)~  s r  L - , ,£ ,_ * >  < v = « + e־ , 0 < 8.3) ,(1> ״ )
ab

где to — некоторая определенная точка контура.
При рассмотрении этого интеграла возникают специфические 

трудности, вытекающие из многозначности как подынтеграль- 
ной функции, так и самого интеграла. Необходимо внимательно 
следить за тем, при помощи какого разреза в плоскости ком- 
плексного переменного выделяются однозначные ветви рассмат- 
риваемых функций. Такого рода вопросы уже встречались 
в пп. 3.4, 3.5 и еще встретятся в гл. VI.

Будем исследовать интеграл Q(2) при различных положе- 
ниях точки 10•

Г. Т о ч к а  t0 с о в п а д а е т  с л е в ы м  к о н ц о м  (/0 =  а). 
Многозначную функцию (t — a)~f примем за контурное значе- 
ние аналитической функции (2 —a)־v. Последнюю же будем 
рассматривать как однозначную в плоскости, разрезанной вдоль 
какой-нибудь линии, соединяющей точки разветвления а и оо. 
Условимся разрез проводить через контур L. Выберем на левой 
стороне разреза какую-нибудь ветвь этой функции, примем ее 
за значение (/ — a)~v на контуре интегрирования и возьмем в 
качестве плотности интеграла (8.3); таким образом, по опреде- 
лению,

(* - а ) - * ־ ־ [ ( < - а П +.
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Значение же ее на правой стороне контура будем получать пу- 
тем обхода около точки а в положительном направлении 
(рис. 7), учитывая, что при этом степенная функция (f —а)“* 
приобретает множитель е2־־я/*.

Для произвольной точки контура 
t будем иметь

[(< — a)־ v]+ — [(/ -  а)־ Т  =
=  (1 - e ~ 2*i'i ) ( t - a ) ־ y. (8.4)

Покажем, что в окрестности точ- 
ки 2 =  а функция £2 (2) имеет еле- 
дующее представление:

Q (z) = ־27̂  ( z ־ a)"V+ Q0(z).
(8.5)

где £20 (z) — функция, аналитическая 
в окрестности точки а.

Для доказательства заметим прежде всего, что по формуле 
Сохоцкого

(8.6)£2+ (0 -£ 2 ־0־ ( = ( < - a ) ־ v.
Положим

-V(2— а)
Jvn_ ( г - 0 П

• — в v 21 sin уя
<0(г) =

и рассмотрим функцию £2(2) — © (2).
Учитывая (8.5) и (8.6), будем иметь

)8.7( -© ©-+= ]£2)0.־[(*) ( /) ]0( £2[
Покажем теперь, что функция £2(2) — © (2) вблизи точки а удов- 
летворяет неравенству

10 ( г ) - . ( г )  К - “ »* (8.8)
12 -  а Г

где v — действительное число, удовлетворяющее условиям 
0 < a < v <  1.

Обозначая 2 — а =  ре1’0, найдем, что
( 2  —  =  £"“y ln =  р - а ^ Р б ^ -  i (P In p + a0) _  ^ (z )

12 — a |a '
Функция A(2) ограничена при 2 -»■а и, следовательно,

I © (z) 1 ^  TT—a 1° ( 0 < « < 0 .
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Перейдем к оценке | Q (г) I Полагая | т — а\ =  г и 0 < a < v <  1, 
будем иметь

2лі  J т — zаЬ

Г 1 Г (pv - r v)A (T )
[ 2ш а|  гв (г — г)

=  ̂ г ( / .  +  / г).

0(2)

Убедимся в ограниченности интегралов /! и / 2. Учитывая нера- 
венства * **))

|р  — г |— | |z  — а | — |т  — а | | < | 2  — т|,
| pv - r v | < | p - r | v< | z - T | v

и ограниченность Л(т), получим
______dr
r0 | r - p | ־‘ v '

|/11<с2 5
ab

Последний интеграл при всех значениях р существует как не- 
собственный и, следовательно, ограничен. Ограниченность инте- 
грала 12 следует из того факта, что функция rv~ah (т) удовле- 
творяет условию Гёльдера с показателем v — а. Таким образом

| й ( г ) |< V־  (|/ !1 +  |/2 1 ) < >ך־^־ץ7 (0 a < v < l ) .
Р I זג —  а I

Заметим, что равенство (8.5), доказываемое ниже, дает точную 
оценку (v =  a). Однако для получения последней нам придется 
использовать только что полученную более грубую оценку.

Неравенство (8.8) следует из оценок для |a>(z)| и |Q (z)|.
Равенство (8.7) показывает, что функции [Q(z) — <a(z)]+, 

[Q(z) — <d(z)]־  аналитически продолжимы через контур ab и 
образуют, следовательно, единую во всей плоскости аналити- 
ческую функцию й(г) —<0(г). Эта функция может иметь только 
изолированную особенность в точке а. В силу оценки (8.8) 
точка а является устранимой особенностью*״). Следовательно, 
fi(z)— со(2) аналитична в окрестности точки а, что и приводит 
к представлению (8.5).

*) Неравенство | pv — rv I ^  | р — г |v устанавливается определением мак- 

симума функции /  (х) = 1) ־  — *v) (1 — x)~v (0 <  х <  1), где х = » у  ( ■̂ ==זג־ )*  
если г >  р (г <  р).

**) См., например, М. А. Е в г р а ф о в ,  Аналитические функции, «Наука», 
1968, гл. II, теорема 2.1.
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Для получения значения Q(2) на контуре вновь применяем 
формулу Сохоцкого (4.10):

l [ Q + (0 +  Q־ (fl]
dx

a)v (т — t)
( —

2ni J (т —

(8.9)

« 0י

и получаем

Q W в  2Г (* *־־ а > c tS V ״ 4־  Q0 (0.

где Qo(0— функция, аналитическая в окрестности точки с.
2°. Т о ч к а  to с о в п а д а е т  с п р а в ы м  к о н ц о м  (t0 = b ) .  

В этом случае при условии, что для функции (2 — b)~v разрез, 
соединяющий точку b с оо, проходит через контур L, при по- 
мощи аналогичных рассуждений получим

( 2 - 6 r V +  Q,(2),2« sin уя 
1

Q(2)־
(8.10)

Q(t) =  — j r ( t  — b) vctgyn +  Q!(t).

Отметим, в частности, что если у == 1/2 и, следо- 
вательно, c tg y jteO , формулы (8.9), (8.10) дают

О (0 -О ,(0  ( / 0 = ,(I ,־
т. е. особый интеграл (8.3) является функцией, 
ограниченной вблизи концов.

3°. Т о ч к а  t0 е ст ь  н е к о т о р а я  вну т р ен *  
няя  т о ч к а  к о н т у р а  (?0 — с).

dx____
(т -  с)'* (т -  г)ab

Q

Будем считать, что разрез для функции ( г —•с)־? от точки с 
до оо проходит через участок cb контура (рис. 8).

Разбивая интеграл на два

аЬ ас сЬ

мы сведем исследование к случаю, когда точка разветвления с 
совпадает с концами контура интегрирования. Второй интеграл 
может быть непосредственно вычислен по формулам (8.5),
(8.9). Для вычисления первого интеграла понадобятся доба- 
вочные рассуждения, вызванные тем, что, в отличие от 1°, кон- 
тур ас не является линией разреза. Поэтому функция (г —с)־* 
изменяется при переходе через контур ас непрерывно:

(8. 11)на ас.
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С другой стороны, по формуле Сохоцкого
Q+ (0 —Q" (О — (*— с)“т на L. (8.12)

Из последних формул можно заключить:
1. В представлении функции й ( 2) в окрестности точки с 

участвует функция (2 —с)זי־.
2. На разных сторонах контура Q(2) представляется раз- 

личными аналитическими выражениями.
Будем искать представление первого слагаемого функции 

й (2) в окрестности точки с в следующем виде:

 ̂=  А (2 — с)~у 4 ,й2 (2) на левой стороне контура ־
ас

J ־־= В (2 — с)־ у +  й2 (2) на правой стороне контура,
ас

где А и В — неопределенные коэффициенты, a й2(2)— функция, 
аналитическая в окрестности точки с. Из формул (8.11) и (8.12) 
следует

А — В = \ .  (8.13)
Для получения второго соотношения, связывающего А и В,

f  dxзаметим, что для интеграла I -------—-------- справедлива вто-J  ( т - с )У(т-О
рая из формул (8.10) независимо от способа выбора ветви 
функции (2 — с) ־ у. Снова применяя формулу (4.10), получим

4 4-J3=־ - y c t g Yn. (8.14)

Из (8.13) и (8.14) имеем
еУя*

2i sin YJtВ =  -е-У"‘
2i sin YJt

Следовательно, Q(2) в окрестности точки с имеет такое пред- 
ставление:

Q(2) =  ( 2 - C)־ Y4 Q 3(2) слева от L, (8.15)
й (2) =  й4 (2) справа от L, (8.16)

Q(0=־ ^ ( < - c)־ v +  Q5W на L. )8.16(׳

Все £2*(г) есть функции, аналитические в окрестности точки с.
8.4. Общий случай особенности степенного порядка. Пусть ф *(т)—функ- 

ция, удовлетворяющая условию Гёльдера на замкнутой дуге ab с показате- 
лем л.
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(Y =  а +  /р, 0 < а <  1) (8.17)

Рассмотрим интеграл

dx1 С ф* (т) ־
״2 ׳  |  (т -  c)v (г -  г)

Ф (г)

(8.18)

и запишем его в следующем виде:

ф __ Ф* (с) С dx________ , 1 f  Ф *(т)-ф*(с) dx
2л і  J (т — c) y (t  — 2) 2л і  J (т — c)y T — z

ab ab

Первое слагаемое есть интеграл, исследованный в п. 8.3. Приступим 
к исследованию поведения второго интеграла при г - > с .  Функция

(t — l̂n *i ~ с = №~е ־  [cos (Р In 11 — с | ) +  i sin (Р In 11 — с | )]

в точке с будет разрывной, но ограниченной. Учитывая это, можно показать 
(на чем мы не останавливаемся), что функция (t с)а —־  + ^  при а > 0  удовле- 
творяет условию Гёльдера с показателем а.

Тогда

Д ־<■*) * <>>> | < i 4 | / - c | ^ .  (8.19)
(t -  c)v I

Если a «•* 0, то имеет место оценка

(׳־!•־>

где е — сколь угодно малое положительное число.
Из последних оценок вытекает:
1. Если а  <  X (в том числе а  =  0), то подынтегральная функция вто- 

рого интеграла в формуле (8.18) удовлетворяет в силу (8.19) условию Гёль- 
дера и, следовательно, сам интеграл представляет функцию Фо(2), ограни- 
ченную и стремящуюся к определенному пределу, когда г -> с .

2. Если а  ^  Я, то Фо(г) представляет функцию, неограниченную в 
окрестности точки с, но имеющую порядок бесконечности ниже а.

Полное доказательство приведенных утверждений сопряжено с довольно 
громоздкими выкладками, которые мы не приводим. Подробное изложение 
читатель может найти в книге [16].

Не вдаваясь в подробности, рассмотрим случай, когда функция <р*(0 
имеет в точке с разрыв первого рода. Если разбить контур L на два участка 
ас и cb, то ф *(0 на каждой из замкнутых дуг удовлетворяет условию Гёль- 
дера.

Разобьем интеграл (8.17) на два интеграла по участкам ас, cb. К каж- 
дому из полученных интегралов применим преобразование, приводящее к виду 
(8.18). К интегралам

Ф* (с — 0) Г _______d r  Ф* (с +  0) f _______dx______
2т* J (т — с)У (х — г ) '  2 я / J (т — с)у (т — 2 )

ас cb

применим рассуждения п. 8.3, а при рассмотрении остальных интегралов вое- 
пользуемся приведенными выше свойствами 1, 2.
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Окончательно получим, что функция Ф(г) вблизи точки с имеет еле״ 
дующее представление:

Ф (2) ־» iY* y (*  +  0 ) -* ־ V" V (c -0 )  _
21 sin •уд '

(8.20)

(8.21)

+  Фо (2) слева от L,

ф  (2) -  - « * У (с +  ?? г (с ־  °> (г -  с)-V  +х ' 2/smyrt
+  Фо (2) справа от L,

причем Ф0 (2) вблизи точки с допускает оценку
с

(00 <  а).I Фо (2) | <

В частности, если показатель Гёльдера Л >  а, то Фо (2) ограничена.
Для значения интеграла (8.17) на контуре будем иметь представления

ф <״ ־   [ • r a W  ф' ( י *־) ־0([׳> ־ ,,־ ■ י ־י° ־ ^ +  ’  +
+  Ф• (t) на ас, (8.22) 

Ф״ (с -  0) ]  ( t -  с ) + זי־
.-ynt

2і sin ул
+  Ф• (t) на сЪ, (8.23)

причем Ф* (/) допускает оценку (8.2 1).
8.5• Особенность логарифмического типа. Рассмотрим интеграл типа 

Коши

ab

,dx ־(8.24)

где р — целое положительное число.
Чтобы выделить главную часть разложения Q(z) вблизи точки я, вводим 

функции (0р (2, а) следующими рекуррентными соотношениями:

©, (г, а) — “  2я Г 1п(г — ״)׳

©2 (г, а) «* — 1п2) ־ — а) +  In (г — а),
(8.25)

Р - 1

©р (2, в) -  -  “ "! ־ Р (г־ в)־ Е  СР - 1 Т Т Т  V *  (г> в)
* 1 ־

где Cp_j — биномиальные коэффициенты.
Будем считать, что контур аб совпадает с линией разреза для функции 

о ! (г , а), так что
©1+ ((.«) — ®г (*•«) “  !•

Непосредственными вычислениями можно показать, что функции <йР(2, а) при 
любом р удовлетворяют соотношениям

©р ((. а) — ©־  (*, а) — In1׳ ׳ ־  (< — в). (8.26)



75ПОВЕДЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ§8]

Опираясь на эти соотношения и формулы Сохоцкого для Q(z) и рас• 
суждая аналогично тому, как это делалось в п. 8.3, получим

Q (г) =  ©р (г, а) +  Q0 (2)8.27) י)

где Q0 (2) — функция, аналитическая в точке а.
Для точек контура вблизи точки а имеем

Й Ю = Ш ־־י \   т - Г Л ־'־' ־ Т O p {t' а) +  “р (/׳ а)1 +  Qo«)• (8.28)
ab

(8.29)

(8.30)

(8.31)

Приведем в заключение несколько более общие формулы. Пусть

ф (2)_  1 С ф*(т) 1пр~ ‘ (т — а)
' л׳ 2  / J  т — гаЪ

где ф* (т) — функция, удовлетворяющая условию Гёльдера. 
Тогда вблизи точки а справедливо представление

ф  (г ־ ( ־  ф* (а) ©р (г, а) +  Ф0 (*),

Ф (0 -  у  Ф* (а) [ <  (<. а) +  со־ (<, в)] +  Ф0 (0.

Если в выражении для плотности интеграла (8.29) заменить а на b, то пред- 
ставление Ф (z) в окрестности точки b будет иметь вид (8.30), (8.31) с заме- 
ной ф* (а) на ф* (Ь) и функций ©р (г, а) на функции ©*:

©I (2 (צ — ־ , —j  In (z -  b),

(8.32)©2(г•*)“ ־4  ז ln־ (г -  6) + -J 1״ ( г - 6 ) ,

*)6 *И  (г״ ср-  1 т 5 т ‘>־־ ־ £ ־>נ г< ’
Р -1

1п
* -1

2/?я/

Формулы для точек, лежащих внутри контура ab, оказываются довольно 
сложными, и мы их не приводим.

8.6. Особенность степенно-логарифмического типа. Обобщая результаты 
пп. 8.4 и 8.5, рассмотрим интеграл

(8.33)1 f  Ф* (т) In? (т — a) ^  
2я / J (т — a)v (т — г)ао

Ф(2)

(8.34)Ckp{<1nt ) 'S p_ k {z,a) 

(р =  1 ,2 , . . . ) .
Ift-1

g~V”f 
2t sin yn+

( г - a )  Y,

lnp (г — a) 
־) ־ a)Y

Введем функции

21 sin уя  
£>УЛ*

2i sin уя

5 0 (z, a ) י

5p (z, a) ־
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Нетрудно показать, что функции S p (г, а) удовлетворяют условиям

S ?  V , a ) - S ; ( t ,  а) =  ( / > 0 , 1 , 2 ־ , . . . ) ,( t -  ay
откуда и будет следовать, что в окрестности точки а функция Ф (г) имеет 
представление

Ф (2) ־ ־  ф* (a) Sp (2 , а) +  Ф* (г), (8.35)

Ф (<) =־ у  ф’ (a) [S+ (t, в) +  S~ (t, в)] +  Ф* (/), (8.36)

где Ф* (г) — аналитическая на разрезанной по контуру аЬ плоскости функция, 
для которой в окрестности точки а справедлива оценка

(8.37)

1ф , ( г ) | <  А  cto <  Re
| аг — а ״ן•

Аналогично для интеграла

J L  [  Ф* (т) \п*> (т -  6) J t

2я / (т — >̂)Y (т — г)
Ф( г)

в окрестности конца b получим представление того же типа, в которое будут  
входить функции

Ckp { - l ) k (2nl)kS'p_ k (z,b).Ift-l
(8.38)

е*яі
2( sin \ я

( г - Ь Г \  

lnp (г  — b)

(z -* )Y

e~vni 
2 i sin уя

2 i sin уя

50  (г,  b)

S 'p  (г, צ)

Материал пп. 8.5 и 8.6 изложен по работе И. М. М е л ь н и к а  2).  
П. Г. Ю р о в  1), 2) с помощью теории уравнений в конечных разностях дал 
выражения для главной части интегралов (8.24) и (8.33) в явной (а не ре- 
куррентной) форме через многочлены Бернулли и Эйлера. Для понимания 
работы требуется знание элементов теории целых функций.

8.7. Интеграл типа Коши по сложному контуру. Д о сих пор для простоты 
предполагалось, что интеграл типа Коши берется по контуру, состоящему из 
одной простой кривой, замкнутой или незамкнутой. Однако ничто не мешает 
все полученные результаты распространить на случай, когда контур интегри- 
рования состоит из конечного числа кривых, совершенно раздельных или же 
имеющих некоторое число точек пересечения. Заметим сразу, что, не ограни- 
чивая общности, можно считать все кривые простыми, так как если бы какая- 
нибудь кривая оказалась самопересекающейся, то можно было бы разбить ее 
на отдельные участки без самопересечения и считать эти участки самостоя- 
тельными кривыми.

Итак, пусть дан интеграл типа Коши

״39< ׳
L

взятый по контуру I ,  состоящему из конечного числа простых кривых La: 

L =  L\ +  L2 + ״ ״   • +  Lm.
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Среди кривых Lh могут быть как замкнутые, так и незамкнутые. Очевидно, 
Ф (2) можно представить в виде суммы

(8.40)Ф<*>2־И
Каждый из членов суммы есть интеграл типа Коши, взятый по простой кри- 
вой, и, следовательно, к нему, применимы выводы всей предшествующей тео- 
рии. Отсюда непосредственно вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а .  Интеграл типа Коши (8.39), взятый по сложному контуру L, 
представляет функцию, аналитическую во всей плоскости комплексного пере- 
менного, за исключением точек контура L, и обращающуюся в нуль на бес- 
конечности.

Рассмотрим предельные значения интеграла. Пусть точка г  приближается 
к некоторой точке t контура, лежащей на какой-нибудь кривой Lj и не яв- 
ляющейся точкой пересечения кривых La. Все члены суммы (8.40), кроме /  ,го־
будут функциями аналитическими и, следовательно, непрерывными в точке L 
Интеграл же, взятый по контуру L;, подчиняется всем условиям, при которых 
были получены результаты предшествующей тео־ 
рии. Отсюда вытекает, что вся эта теория прило• 
жима и к рассматриваемому здесь случаю слож- 
ного контура. Таким образом, во всех теоремах 
о предельных значениях, включая формулы Сохоц- 
кого, формулы перестановки порядка интегриро- 
вания и т. п., можно считать контур L сложным, 
т. е. составленным из конечного числа простых 
кривых, при условии, что точка t, в которой иссле- 
дуются предельные значения, не является точкой 
пересечения простых контуров La.

Для точки пересечения простых контуров дело 
обстоит значительно сложнее. Здесь несколько чле- 
нов суммы (8.40) одновременно испытывают раз- 
рывы. Простые кривые, пересекающиеся в точке /, 
разбивают плоскость на секторы, и предельное зна- 
чение интеграла (8.39) будет зависеть от того, в 
каком из этих секторов лежит путь у. по которому приближаемся к точке t 
(рис. 9). Исследование предельных значений в точке пересечения простых кри- 
вых представляет серьезные трудности, если исследовать интеграл, взятый по 
всему пучку простых кривых, исходящих из данной точки (так это делал впер- 
вые рассматривавший этот вопрос Т ш и ц и н с к и й  [Trjizinsky 1)]).  Однако 
трудности совершенно исчезают, если, как это предложил Д. А. К в е с е- 
л а в а  3), предельное значение в точке пересечения кривых взять как сумму 
предельных значений всех членов, входящих в сумму (8.40). Если задан сек- 
тор, в котором лежит путь у. ׳го для каждого из интегралов по кривым La, 
пересекающимся в точке /, можно точно определить сторону (правая или 
левая), с которой происходит стремление к пределу, и, следовательно, ука- 
зать ту из формул Сохоцкого (4.7), (4.8), которая соответствует выбранному 
пути перехода к пределу.

Условимся в дальнейшем не придавать интегралу (8.39) в точке переев- 
чения никакого определенного значения. Предельные же значения будем опре- 
делять для каждого пути стремления к пределу, исходя из сформулирован- 
ного выше принципа разбиения интеграла на сумму интегралов, взятых по 
простым кривым. При таком способе исследования случай, когда точка пере- 
сечения является концом кривой, проходящей через эту точку, не представ- 
ляет никаких затруднений, так как изучение поведения интеграла произво- 
дится обычным приемом п. 8.2.
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§ 9. Предельные значения обобщенных интегралов 
и двойных интегралов типа Коши

Распространим часть результатов, изложенных выше, на обобщенные ин- 
тегралы (пп. 9.1—9.3) и на двойные интегралы типа Коши (пп. 9.4—9.6).

9.1. Постановка вопроса*). Пусть L — гладкий замкнутый или незамкну- 
тый контур. Рассмотрим криволинейный интеграл

(9.1)йтР(Т, 2) 
Q (т, 2 )

L

при следующих предположениях относительно функций Р и Q:
1. Р и Q — целые аналитические функции относительно комплексного пе- 

ременного 2 для всех значений т е  L.
2. Р удовлетворяет по переменной т условию Гёльдера.
3. Q имеет непрерывную производную по т, удовлетворяющую условию 

Гёльдера.
4. В точках, где Q (t, г) =  0, Q t (t , 2) и Qz (t, 2) отличны от нуля. 
Согласно § 1 интеграл (9.1) представляет собой функцию, аналитическую

во всей плоскости, за исключением значений г, удовлетворяющих уравнению
Q (т, 2) =  0 (т е Д  (9.2)

и, может быть, бесконечно удаленной точки.
Поведение Ч^г) на бесконечности может быть исследовано лишь в том 

случае, если наложить определенные условия на поведение целых функций Р 
и Q на бесконечности. Вопрос этот мы оставим в стороне.

Уравнение (9.2) определяет конечное или бесконечное число кривых Г. 
Решая это уравнение относительно г  и беря значение т из уравнения кон- 
тура L : т =  т(а) ,  получим уравнения кривых Г в параметрической форме. 
В силу условий 3 и 4 уравнение (9.2) определяет взаимно однозначное и не- 
прерывное соответствие между контуром L и каждой из кривых Г. Следова- 
тельно, все кривые Г будут одновременно замкнутыми или незамкнутыми 
в зависимости от того, будет замкнут или не замкнут контур L. В дальней- 
шем для определенности будем считать контур L замкнутым.

Кривые Г будут особыми линиями для функции Ч^г).
Оказывается, что при условиях 1—4, наложенных на функции Р и Q, 

функция W(2) ведет себя на особых линиях Г так же, как интеграл типа 
Коши на контуре интегрирования, т. е. имеет непрерывные предельные зна- 
чения при приближении с каждой стороны контура; эти значения не совпа- 
дают, так что кривые Г являются для функции Ч^г) линиями скачков.

Метод исследования заключается в сведении рассматриваемого сложного 
интеграла, взятого по контуру L, к интегралу типа Коши по кривой Г. Не 
проводя все исследование подробно, ограничимся лишь указанием принци- 
пиальных моментов.

9.2. Формулы, аналогичные формулам Сохоцкого для интеграла типа Коши.
Выберем некоторую определенную кривую Г и обозначим £ комплексные ко- 
ординаты ее точек, так что

)9.2(׳

)9.3(

Q (т, £) =  0 .

$ =  ♦(*)
Пусть

*) Вопросы пп. 9.1—9.3 не строго и не вполне точно были рассмотрены 
впервые в работе Л. Г. М и х а й л о в а  1). Изложение, данное здесь, займ- 
ствовано из работы И. М. М е л ь н и к а  1).
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есть уравнение кривой Г, полученное решением уравнения (9 2') относи- 
тельно £.

Согласно теореме Вейерштрасса аналитическая функция Q (t, г) двух ком-
дО , ״плексных переменных т, г, удовлетворяющая условию —— может быть 

представлена в виде
(9.4)Q (т, г) =  [ф (т) — г] Q (т, 2),

где ф (т), Q (т, 2) — аналитические функции своих переменных, причем 
Q (т, 2) ф 0 в 01 рестности исследуемых точек.

В рассматриваемом случае Q(T, г) не аналитична относительно т, однако 
простые рассуждения показывают, что и в эгом случае справедливо разло- 
жение (9.4) с тем лишь различием, что ф и Q будут не аналитическими отно- 
сительно т, а функциями того же характера, что и сама функция Q (условие 3). 
Легко заметить, что функция ф (т ), входящая в разложение (9.4), есть пра- 
вая часть уравнения (9.3).

Учитывая разложение (9.4), интеграл (9.1) представим в виде

(9.5)
1 f  Р  (т, г ) dx

2я / J Q (т, г)  ф (т) — г*(*)

Желая привести интегрирование по контуру L к интегрированию по ис- 
следуемой кривой Г, сделаем подстановку (9.3). Обозначая (0 функцию, об- 
ратную ф:

(9.6)

ז = 0( .(£)

Р [<а (£), г] а '  (£) 
Q [<* (С), z] *Ф (S. г)

и вводя функцию

(9.7)

сведем исследуемый интеграл к следующему:

Ф (S. г)
Е -гЛ־־»״!

г

Интеграл (9.7) отличается от обычного интеграла типа Коши лишь тем, 
что в нем плотность <р(£, 2) сама зависит от переменной 2. Однако это об- 
стоятельство не вносит никаких изменений в поведение интеграла вблизи 
контура Г. Известно (см. сноску к п. 7.2), что для этого интеграла справед,- 
ливы обычные формулы Сохоцкого.

Следовательно, будем иметь

L

Q'(f, w), 

(9.8)

= ф־ к ׳ ♦׳ (()в((, ׳ )
J _ f
2я/ J Q (t, w)

Полагая со (w) == t и учитывая, что со' (w)

1 Р (t, w)
2 Q' (/, w)

W± (w)
получим

где последний интеграл понимается в смысле главного значении
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9.3. Формула перестановки порядка интегрирования. Для двойного осо- 
бого интеграла рассмотренного типа справедлива формула перестановки по- 
рядка интегрирования, аналогичная формуле (7.7) (Пуанкаре — Бертрана). 

В основе вывода лежит следующее предложение.
Л е м м а .  Пусть на контуре L задана функция ф(/, т), удовлетворяющая 

условиям:
1. Она непрерывна по обеим переменным и имеет первую производную 

по т, удовлетворяющую условию Гёльдера по т и t.
2 . ф (tt t) =  0, но ф' (/, t)=£ 0. Тогда ф (/, т) представима в виде

Ф ( t , т) =  (т — 0  s (/, т), (9.9)

где s (t , т) удовлетворяет условию Гёльдера и s (tf t) =  ф  ̂ (іt, t).
При доказательстве исходим из очевидного равенства

т

<Р (t, т) — Ф (t , t) =   ̂ <р' (/, и) du. 
t

Учитывая, что ф (/, /) == 0, и производя подстановку

« =  Н ־ ״ ( т - а  (9.10)
получим требуемое представление (9.9), в котором

s (/, זד) =   ̂ ф' [/, / +  v (т — t)] dv,
и

и интеграл берется по дуге U  (с концами 0, 1 ), в которую подстановка 
(9.10) взаимно однозначно и непрерывно отображает дугу tx контура L.

Доказательство того, что s(t, т) удовлетворяет условию Гёльдера и что 
s  (/, t) =  Фи (ty t)f производится прямым подсчетом и мы его не приводим.

Перейдем теперь к выводу формулы перестановки. Пусть
П Функция Р(т, а ), заданная на L, удовлетворяет условию Гёльдера;
2 ) функция со(т, а) удовлетворяет условиям леммы;
3 )  Q(t, w ) — функция, удовлетворяющая условиям 3, 4 п. 9.1, причем w — 

произвольная точка кривой Г.
При этих условиях имеет место следующая формула перестановки:

(9.11)гіт.
Q (т, w) со (т, а)

dx Г Р (т, а) 
Q (т, w )  J со (т, а)S

L

־ ־ - Я 2  ?У0 י
Q' (t , w) со' {tf t)

Доказательство проводится сведением к интегралам типа Коши. На основании 
леммы

= со (т, а))9.9(׳  (а — т) s (т, а).
Так как w =  ф (/), то функция Q (т, w) =  Q [т, ф (01 удовлетворяет условиям 
леммы, следовательно,

(9.9")Q  К  Ф (01 =  (0 - .s! (т, /) זד 

da ,Г d x  Г Р  (т, о) f d x  Г ф (т, а, 0
J Q (זד, ш) J со (т, a) J т — t j  а — t
Ь If If ^

Отсюда

(9.12)
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Р  (Т, а)
S! (т, 0  s (т, а)(т, а, /) =

где функция

удовлетворяет условию Гёльдера по т и а при t е  L. Применяя к интегралу 
(9.12) формулу перестановки (7.7') и учитывая, что

*(<. * )-< (* . О, в! Л 0 ־ Qi (*,«״).
т. е.

Р  (*, О
У, 0 со' (/, 0 1ф (Л *0 = י 

придем к требуемой формуле (9.11).
9.4. Кратные интегралы типа Коши. Постановка вопроса*). Пусть в пло- 

скости комплексного переменного гь (k =  1 , 2, . . . ,  п) дан простой гладкий 
замкнутый контур Lk, делящий ее на две части: внутреннюю D£  и внеш- 
нюю В этом случае топологические произведения

d ± ± • • • ± _  q ± х  х  • • • х ע  *

называют регулярными полицилиндричесними областями**). Границы всех 
этих областей имеют общую часть, а именно L = L! X ־  L2 X  • • • X  кото- 
рая называется остовом границ соответствующих областей (просто остовом). 
Интеграл

(9.13)
2 \ =  1 Г ф ( ,!זו ׳■■ > Туг) dT\ . . .  dXfi

п (2л . J (т! — Z1) ״(/ . .  (тл -  2п) י 
L

Ф(гь

плотность которого ф (Ті.......... Тп)— непрерывная функция точек остова L,
называется кратным интегралом типа Коши.

Ниже будет дано изложение некоторых вопросов, относящихся к таким 
интегралам, причем ради простоты рассматривается случай двух переменных. 
Будет показано, что интеграл (9.13) обладает в основном свойствами, анало- 
гичными соответствующим свойствам обычного однократного интеграла типа 
Коши.

9.5. Особый двойной интеграл. Формула Пуанкаре — Бертрана. Пусть на 
остове L =  Li X  L2 задана функция ф(/!, /2). удовлетворяющая условию 
Гёльдера с показателями К1 и Л2, короче, ф е Я ( Л 1Д 2). Введем обозначения:

Ф1 =  Ф (2/ = Ф (/!, *2), Ф2 — (זר!,   ф (*ь т2) — Ф (/!, /2),
Ф12 =  Ф (2 ,!זו זו ) — Ф (т!, t2) — ф (/!, т2) +  ф(/!, t2).

(9.14)

На основании результатов п. 2.2 найдем, что

| Ф! | <  Л! |т! — t\ | \  IФ2 1 ^  Л2 1 т2 —■ /2 |Н  

IФ121 ^  2Л! |т! — t\ | \  | ф!2 1 ^  2Л2 1 т2 — t2 |^2•

*) Изложение пп. 9.4—9.6 следует в основном статьям В. А. К а к и ч е- 
в а 1) и 2). О формулах Сохоцкого см также М. Б. Г а г у  а 1), Л. Б и т т -  
н е р [L. Bittner] 1 ) и А. Г. Д ж в а р ш е й ш в и л и  1 ).

**) Точка (г!, . . . ,  г п) принадлежит топологическому произведению 
P i X D z X - . - X D n  множеств Dh (6 = 1 , 2, п), если
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Из последних двух неравенств имеем

|ф ־1 К Л 2 К - < 1 М״| т 2 - / * | " ־ а)*г ( 0 < а < 1 ) .  (9.15)

Отметим еще такое тождество:

ф (ד:!, Т2) =  ф! +  Ф2 +  Ф12 +  Ф (*1» *2)• (9.І6)

Рассмотрим особые интегралы

d%2
hф2 as S = p>־  -^г ^

*  * т  J т2 — 1

ф ( Т | ,  t2) d x I
т, -  h ’фі — 5!ф =  - | т j\ ־ד

L\
Ф (т!, Т2) dT\ d x 2

־2( ־ = Ф12!זד) ־־ *1זד)(2*  5!2ф ------- J
L

Очевидно, интегралы 51ф и 52ф существуют в смысле главного значения (см. 
п. 3.4).

В плоскости гь с центром в точке tk е  Lk опишем окружность 
| — /а | =  р и часть контура Lk, лежащую внутри этой окружности, обозна-
чим lk. Главное значение особого интеграла 5!2ф определим как предел

im fן(9.17)  Ф(т!, Т2) d x x d x2
Р->0 J (Tj — fj) (Т2 — t2)

(Li-UXiLt-h)
Если ф е Я ( ^ 1 Д 2 ), то, заменяя в (9.17) ф(Т1 , Т2 ) правой частью тожде- 

ства (9.16) и учитывая неравенства (9.14), (9.15) и равенство (4.6), можно 
показать (аналогично тому, как это сделано в п. 3.4, что интеграл 5!2ф также 
существует в смысле главного значения.

Отметим еще такие операторные равенства, либо доказанные выше, либо 
легко доказуемые:

£>jS2 “  1̂ в י$2  •Sj2> — Sq, S^Sq =  SqSj “  Sf (/ — 1, 2), (9.18)

где So — тождественный оператор, т. е. Яоф =  ф.
Далее, применяя схему доказательства формулы Пуанкаре — Бертрана, 

предложенную В. Д. Купрадзе*), получим соответствующую формулу Пуан- 
каре — Бертрана для случая двух переменных, которую в операторной форме 
можно записать так:

S ! 2  (0ф12) — S12  (фб!2) =

=  Дф 4 5 + [ф!־   а2фг +  512Ф12 — •S! (ф!а! +  $2512) — S2 (ф202 +  Ф!а!2)»
где a ( tu t2), ф (/1 , /2) ־ ־  функции точек остова L , удовлетворяющие на нем 
условию Гёльдера.

Из этой формулы при а 3= 1 следует формула композиции оператора S!2:

•̂ 12Ф =  •̂ 12̂ 12 =  Ф»
из которой в свою очередь вытекают следующие формулы обращения: если 
ф = ф и ф е־ 512  Я, то ф =  S 12ф, и наоборот.

9.6. Формулы Сохоцкого. Если ф(/:, f2)etf(A ,!, Я2), то, рассуждая как и 
при доказательстве леммы п. 4.1, можно показать, что при переходе через

*) См. К у п р а д з е  В. Д., Граничные задачи теории колебаний и инте- 
тральные уравнения, Гостехиздат, 1950.



83ОБОБЩЕННЫЕ И ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ§9]

J _ \ Ф! d x i

и

ф2 СІТ2

2я i J 
£1

т, — г! ׳ Т2 — Z2

= Ф12׳ I С ф 12 1 d%2
4я2 J 

L
(Т2 —Z2)( ,זי! — 2)

контуры и  L2 и остов L интегралы 

Ф1׳

ведут себя как непрерывные функции.
Обозначим Ф * * ( / ! ,  /2) предельные значения интеграла (9.13), когда точка 

(г!, z2) е  D± ± стремится к точке (/!, / 2) s  L.
Из очевидного равенства

L1

. Ф2 f .__Ф(*1 ,*2) Г </т2
27 " י ІІ J  Т |  —  21 4312 J  (T !  —  2 j )  ( T 2 —  2 2 )

£*1 £
при помощи рассуждений, аналогичных проведенным в п. 4.2 при выводе 
формул Сохоцкого для одномерного интеграла типа Коши, будем иметь

( 9 .1 9 )

( 9 .2 0 )

ф++ 1 ך
־7־  =  < (ф ±  ^ф  ±  52Ф +  $12ф)» 

ф—  ) 4

| = т־ ( -  фТ^іфі^гф +  5 12ф).ф־ + J 4

ф + +  ± ф + -  ±  ф ־ + + ф ־ ־ = ( S 12<p׳
I Ф» 

5!ф, 
52ф.

Отсюда

ф + +  т  ф + -  ±  ф ־ +  _  ф —  =  |

Формулы Сохоцкого (9.19) можно компактно записать в виде одной формулы 
следующим образом:

4Ф±:Ь =  { (±  So +  S,) ( ±  So +  S 2)} ф,

где сначала надо по формулам (9.18) найти соответствующие операторы, а 
затем применить их к функции ф(/!, f2).

В случае произвольного п формулы Сохоцкого имеют следующий вид:

2лф ±:і: *  =5 { ( ±  So 4 ) (!S ־ ±  So +  S 2} . . .  ( ±  So +  S״ ) } ф.

Применяя неравенства (9.14) и неравенство (9.15) при а =  е/Я2 или 
а =  е Д |,  получим, что если ф (/!, t2) е  Н  (Я!, Я2), то 5!ф е  Н  (Яь Я2 — е), 
5 2ф е  Н(%\ — е, Я2), где 8 — сколь угодно малое положительное число. По- 
этому особый интеграл S !2ф, а также предельные значения Ф * *  (tu t2) 
принадлежат классу Н (Я] — е, Я2 — е).
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§ 10. Интеграл типа Коши и потенциалы

Как уже указывалось ранее, между интегралом типа Коши 
и потенциалами (логарифмическими) существует тесная связь. 
Дадим явное выражение этой связи.

Будем считать контур L замкнутым и положим

Ф(г) =  ы(лг, у) +  iv (х, ^) = ~ $ ег־2  ־7־ dx.
L

Для простоты будем считать, что плотность <р(т) — функция 
действительная. Если бы она была комплексной, то нужно было 
бы разбить интеграл типа Коши на два, выделив у плотности

Согласно уравнениям Коши — Римана, примененным к функции 
1п (т — z) =  In г +  /0, имеем

dQ __ д In г _  д . 
ds дп дп г *

Следовательно,

2 г 5  ,р 5  =  i f  S ф i r  ( I n 7 )  rfs =
L L

о0•-«
L

v ע) = w  $ *d 11 = ״ 7־  - к  \  * Ц-'־ (10.5)Г
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Формула (10.4) показывает, что действительная часть инте- 
врала типа Коши есть логарифмический потенциал двойного 
слоя.

Чтобы выразить правую часть формулы (10.5) через потен- 
циалы, допустим, что плотность ср(/) есть дифференцируемая 
функция. Произведя в последней формуле интегрирование по 
частям и замечая, что проинтегрированная часть в силу замкну- 
тости контура равна нулю, получим

v ( * , y ) = ^ \ w ln rd s  =  - ^ \ 1 n - ln T ds' <10-6 >L L

Сравнивая последнее выражение с потенциалом простого 
слоя в обычной записи

5 l*(s)ln-J־ds,
L

видим, что мнимая часть интеграла типа Коши есть логариф- 
мический потенциал простого слоя с плотностью

1 dtp 
2я dsp(s)

Так как полный заряд (масса) потенциала

1 \ \ ׳—  ״ (s)d s=  — J -g -d s  =  0, (10.7)
L L

то формула (10.6) представляет собой потенциал не совсем об- 
щего вида, а лишь при условии, что полный заряд равен нулю.

Заметим, что если даже не предполагать плотность ф(/) 
дифференцируемой, можно было бы провести интегрирование
по частям, только получившийся интеграл ^1п-р־ Лр нужно по*

L
нимать как интеграл в смысле Стилтьеса.

Используя представление интеграла типа Коши через потен- 
циалы, можно получить формулы Сохоцкого для его предельных 
значений. Первое слагаемое — потенциал двойного слоя — пред- 
ставляет функцию, разрывную при переходе через контур L. 
Предельные значения даются выражением

( 10.8)
т dQ . V - ^ d s .ф־״־ ±

Потенциал простого слоя ведет себя при переходе через контур 
как функция непрерывная, причем интеграл (10.6) нужно пони
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мать в смысле главного значения. Суммируя оба члена, полу- 
чим формулы Сохоцкого. Заметим, что для кривых, удовлетво- 
ряющих условию Ляпунова (п. 5.3), вывод формул Сохоцкого 
указанным способом не представляет никаких трудностей (при 
условии, что уже выведены формулы (10.8) для предельных зна- 
чений потенциала двойного слоя). Однако для случая любого 
гладкого контура встретились бы серьезные затруднения, связан-
ные с вопросом о существовании интеграла \ ср - ^ .ds на контуре ־

L

§ 11. Исторические сведения
Трудно назвать автора, впервые указавшего на интеграл типа Коши, т. е. 

предложившего в интеграле Коши рассматривать в качестве плотности про- 
извольную функцию. Однако можно совершенно точно указать время и ав- 
тора, впервые давшего важнейшее исследование по теории этого интеграла. 
В 1873 г. в своей докторской диссертации Ю. В. Сохоцкий [24] исследовал 
поведение интеграла типа Коши на контуре и вывел формулы (4.7), (4.8) 
при тех же условиях (условие Гёльдера), как это изложено в § 4. Замена- 
тельно, что там же, в [24], рассмотрены и случаи разрыва плотности.

Эти исследования не строги с современной точки зрения, но вполне со- 
ответствуют требованиям строгости своего времени. Фундаментальные иссле- 
дования Сохоцкого были, однако, незаслуженно забыты и не оказали влия- 
ния на дальнейшее развитие теории*).

Следующее по времени исследование предельных значений интеграла 
типа Коши было сделано Гарнаком [Нагпас 1)] в 1885 г. Этот автор разла- 
гает интеграл типа Коши на сумму двух потенциалов (см. § 10) и выводит 
формулы Сохоцкого, опираясь на формулы для предельных значений потен- 
циала двойного слоя. На плотность и контур накладываются жесткие ограни- 
чения. Работа Гарнака также не оказала значительного влияния на после- 
дующие исследования: они пошли, хотя и независимо от работ Сохоцкого, 
по пути, намеченному им, — рассмотрения интеграла типа Коши как единой 
комплексной функции.

Большое значение имеют две работы Племели [Plemelj 1), 2 )]. Здесь 
были вновь выведены формулы Сохоцкого при тех же условиях Гёльдера, но 
уже достаточно строго. Схематически была доказана основная теорема о по- 
ведении предельных значений интеграла типа Коши (см. п. 5.1). Но, самое 
главное, здесь впервые интеграл типа Коши был использован как математиче- 
ский аппарат для решения конкретной краевой задачи теории аналитических 
функций. Следует упомянуть также работы Пуанкаре [Poincare [20]] и Бер- 
трана [Bertrand 1)], где была получена формула перестановки повторных 
особых интегралов.

Дальнейшее развитие теории и приложений интеграла типа Коши в ос- 
новном связано с именами советских математиков И. И. Привалова и 
Н. И. Мусхелишвили. В работах первого, начало которых относится к 1918 г., 
формулы Сохоцкого для функций, удовлетворяющих условию Гёльдера, были 
выведены с наибольшей полнотой и строгостью и затем произведены далеко 
идущие обобщения в отношении плотности интеграла и контура интегрирова- 
ния. Некоторые сведения об этих обобщениях приведены в п. 5.2. В работах 
Н. И. Мусхелишвили, начиная с 1922 г., интеграл типа Коши систематически 
применяется к решению задач теории упругости.

*) На роль работ Ю. В. Сохоцкого в теории интеграла типа Коши впер- 
вые указал А. И. Маркушевич.
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Эти работы, ставшие широко известными благодаря его книге [17], сы- 
грали огромную роль во внедрении интеграла типа Коши как математиче- 
ского аппарата в различные отрасли теоретической и прикладной математики. 
В 1941 г. появилась работа Н. И. Мусхелишвили 1), в которой дано глубокое 
исследование поведения интеграла типа Коши на концах контура ингегриро- 
вания и в точках разрыва плотности. Работа эта сразу нашла широкое при- 
менение в теории краевых задач и особых интегральных уравнений.

Из дальнейших работ по теории интеграла типа Коши упомянем в пер- 
вую очередь работы Л. Г. Магнарадзе 1), С. Г. Михлина и Б. В. Хведелидзе. 
В работе [15] интеграл типа Коши рассмотрен как оператор в пространстве 
функций с интегрируемым квадратом. Это дает возможность использовать в 
некоторых случаях в качестве аппарата исследования функциональный ана- 
лиз. Аналогичное исследование проведено Б. В. Хведелидзе 2) для функций, 
интегрируемых в степени р >  1 с некоторым весом. О дальнейших обобще- 
ниях интеграла типа Коши будет сказано в исторических сведениях к гл. VI.

Наиболее полное изложение теории интеграла Коши при классических 
условиях, обеспечивающих существование непрерывных предельных значений 
всюду на контуре, дано в книге Н. И. Мусхелишвили [16]. Последнее поло- 
жено в основу изложения многих разделов настоящей главы (§§ 4, 7, 
пп. 8.3, 8.4).

Задачи к главе  I

определяя его как

ъ
1• Вычислить особый интеграл

а

Нт
е0<־

2 . Показать, что если 1г >  0 — нечетное число, то особый интеграл

определенный как главное значение, существует.Г dx
)  ( х - с ) п *

3. Показать, что если п — нечетное число и <р (*) удовлетворяет условию

| ср (х) — ер (с) К  А | х — с | \  где А >  п — 1, то интеграл  ̂ dx  суще-

4. Показать, что если особый интеграл ^ ־ ץ ~ ץ
Lt2~ t

ствует,

определить условием

=* k (обозначения п. 3.4), то предельные значения интеграла 

1
2 ш*2д 7  5 х - ’г  выРазятся формулами

Нт
*1. t h - t  
типа Коши Ф (г)

ф+«־т[| + ̂ >< ׳( + ־ Мтв־л• 
ф־ « - т [ ־ І + іі г ] ф12 + (׳У т ^ ־ dx.
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б*. Доказать, что если <р (/) удовлетворяет условию Н (Я,), то для произ-

dx в точках контура1 С ф(т)
2т  )  х — г

водной интеграла типа Коши Ф (г) !

будет справедлива оценка

| Ф' (2) | <  Л | г  — / |я—1 при Я, <  1, 
| Ф' (г) | <  А 1п | г  — 11 при X =  1.

■dx.

(Н. И. Мусхелишвили [16], § 20.)
1 Г

6• Вычислить особый интеграл ־^ך \
I т 1=1

Ответ. 1.
7. Пусть L — простой замкнутый контур, делящий плоскость на области 

D+ и D -Доказать, пользуясь теоремой и формулой Коши, чго если плот .־־

интеграла типа Коши Ф (г) =  J dx может быть представле-ность

Ф (זו) =  Ф+ (т) - f  ф־־ (т),
на в виде

где ф+ и ф־  — краевые значения функций, аналитических соответственно в 
областях D+ и D ־ , то справедливы формулы

Ф+ (2) =  ф+ (2) +  ф־  (оо), Ф ~ (2) =  — ф~ (2) +  ф00) ־ ).
Вывести то же из формул Сохоцкого.

8. Пользуясь результатом предыдущей задачи, вычислить интеграл типа 
Коши для случаев:

а) ф (0 — краевое значение функции, аналитической в D+, за исключением 
конечного числа точек ал, где она имеет полюсы;

б) ф(/) — функция такого же типа в D ־ .
О т в е т :

а) Ф+ (2) ־־ ф(2) -  £  в к . ф־ <*>— Z *׳

б) ®+ (z) ~ £ g ft( _ ^ ^ + g(z),

ф -  (г) =  -  ф (2) +  £  g k i — +  g ( z ) ,

где g* (z), £ ( г )— многочлены, представляющие главные части разложения 
ф (0  соответственно в окрестности конечных полюсов и бесконечно удаленной 
точки (gk (0) =  0).

9. Вычислить интеграл типа Коши

dx' +1|"־Г=т1
T2 + l  J  X

X — 2 тIn

т2 — 4
1х2 + Х — 41 
— Зт2 — 4

где L — окружность | г  | *  3/2.
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Ответ.

2־1
е +  sin

22 +  1Ф- (2) =
2  —  2 
2 - 3

2 + ІП
Ф +  (2) =

10. Пользуясь формулами (4.11), (4.12), вычислить особый интеграл

dx
X — t י

vipcx.  , 2 _ r־ 4  •

11*. Вывести формулу для разности предельных значений интеграла типа 
Коши Ф+ (/ )— Ф” ( 0 =  ф(0» не требуя от <р(/) удовлетворения условию 
Гёльдера, а допуская только ее непрерывность. (Н. И. Мусхелишвили [16], 
§ 17.)

12. Доказать, что если ф (t) есть краевое значение на контуре L функ- 
ции Ф (2), аналитической в области D+, за исключением конечного числа то- 
чек, где она имеет полюсы, причем сумма главных частей разложения Ф(г) 
в окрестностях полюсов есть R (z) t то она должна удовлетворять условию

L

Г 1- 2— Т , 1_ זר 
1 Р I 4 1 * 9 1  а • Н _ G —ן** Sin —1 I I т3 +  п 2 +  т — 41 х — 3_________ т —

лі  J L т 4 — Зт2 — 4 т2 — 4 т2 +  1

t -  1в +  sin

где L — контур задачи 9.

/ - 2
/ - 3М 1 ־ п

13. Вывести формулы для предельных значений производной т  -го по־
рядка интеграла типа Коши

ф ( г ) = к־2 5 т й ־ ^ ׳

считая контур L незамкнутым с концами а, Ъ. Плотность ф (0  предполагается 
дифференцируемой требуемое число раз.

14. Вычислить особые интегралы с ядрами Гильберта:
2Я

а) 5־т $ с03"ес*б1т ^ е:0
2я

б) J s1n«ectg- ^ r f 0 ;
0
2Я

±  $ I n 2 | s i n - | | c t g ^ . r f 0 .в)
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я  — ф
2О ־ т в е т ,  а) — sin пф; б) cos Лф; в)

2л

З а м е ч а н и е .  Из а) при п =  0 получим ^ ctg  ̂ d6 =  0. Получить
о

этот результат непосредственным вычислением особого интеграла как глав- 
ного значения.

15. Вычислить особые интегралы:

a) JL j  1п [(! ־ Т)״Р ( 1 + т П  -т•
V1 — т2 (т — о

1
. 1 Г 1п | х —- т | йт

Л J V ! т ■־־  2 (т — /)-1
У к а з а н и е .  Сделать замену переменных т =  c o s 0, t =  c o s (р, учесть 

тождество
1 1

cos 0 — cos ф 2 sin

и воспользоваться результатом предыдущего примера. 
Ответ.

v р (arccos / — л) +  q arccos t ш
а׳ л/Т^Т2 5

arccos t — я 0 (х - (t)6 ־

где 0 (я — /) =  1 при х >  t и 0 (х t ) =  0 при х <  t.
16. Доказать, что если ф(э) — периодическая дифференцируемая функция, 

то для особого интеграла с ядром Гильберта справедлива следующая фор- 
мула интегрирования по частям:

da.- ]
а —

2

п

—л2я

17. Вычислить интеграл типа Коши

dt,In t 
t - г

L

если начало координат принадлежит D +, а 1п / определяется условием

0 ^  Im 1п / <  2л.

У к а з а н и е .  Применить теорему Коши или формулу Коши к интегралу, 
взятому по контуру, состоящему из кривой L, берегов разреза, соединяющего 
точку to с началом координат, и малой окружности около начала.

О т в е т .  Ф+ (г) =  1п (г — /0)> Ф ~ (2) =* In ^ 1 ־̂־־־----- .
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т
18. Пусть L =  ^  Lk — контур, состоящий из т простых разомкнутых

/г «= 1
кривых, не имеющих общих концов. Координаты концов, взятые в каком־ни־ 
будь порядке, обозначим Си С2, . . . ,  С2т. Пусть р — некоторое целое число 
О 2 > ? / т־2$   и Р (z) — некоторый многочлен.

Вычислить особый интеграл

dx.Р(т)
X — t

П________1=»fe ״(.״־י)
2 т

ПL ״(,־-י)

У к а з а н и е .  Рассмотреть интеграл типа Коши

. л П(т־ с*)1/2 .
л  /  V 1 \  ___________  Р(х)

4ш J X — Z Г*
г П ( ' - с !)1'2

/ -Р + 1

взятый по совокупности петель, охватывающих кривые La. Перейти к пределу, 
когда петли переходят в разрезы по кривым La, и воспользоваться формулой 
Сохоцкого /  =  Ф+ +  Ф”•

О т в е т .  I(t)  =  —Я *(/), где P*(z) есть многочлен, представляющий собой 
главную часть разложения плотности интеграла типа Коши в окрестности 
бесконечно удаленной точки, т. е. многочлен, удовлетворяющий условию

=  0.

1/2П (z ~ ck)
Р (г) -  Я* (г)2 т

П (г2 ־‘׳'(/
/־ - Р + 1

Пт
г -> о о

19. Пользуясь результатом предыдущей задачи, вычислить следующие 
особые интегралы:

1

Я J V І + /  / “ X-1
а

• f  tn d t . ״ , ^ ,  — \ - ׳ ----------0 <  ») , целое);я J Va2- f 2 < — хб)
—а
&

1 С т3 - 2т2 +  З т + 1  Лт 
я / J V ( t — а) (т — צ) т — /

Ответ.
а) — х2 +  х —3,5 ־;
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т

б) хп~ 1 4 2) | ^ ־ ^ — י k2k ^  a2kxn~2k־־\  где т =  ~  — 1 при п четном, 
* -1

п — 1
־2  —  при п нечетном;

в) -  t2 +  ~  (4 -  а -  Ь) I + + а־־ (8■   86 -  2аЬ -  За2 -  3&2).

20. Вычислить особые интегралы:
Г, т א - а ץ 

т  =

<іт[-^fr
V (x  -  а) (т -  Ь) т  -  t  '

— л י/ר

ז / (Ла) ג р (<) ־

1 Г Г1״ - — гТ
Т — t

(р — целое неотрицательное число). 
Ответ.

Р Г \nP~k 1 ___JL 1

« ׳‘־ ״ ״ - т Е  4 • - ״׳

/oW-О;

'> « > ־< ־ -  (р + 1|) й. / [ 2 '"” 17 ^ Т  +
Р+1 Р+1 ך

+ X  С*+1 (2л6(״ In״ ־ ft+' 0) ,+*_,/‘ (/ ך^ £ *ל>+1 )2״  ,
/г -1  /г -2  J

где Cp — биномиальные коэффициенты.
а

2 1 . Показать, что Ф (2) — ־ק־ןך  ̂ v (0  cth (t — 2) Л  является периодиче-
—а

ской с периодом я / функцией, аналитической вне отрезков — а <  х ^  а,
y = kni (&±2 ,±1 ,0=־, ...).

22 . Показать, что для функции Ф (2) из предыдущей задачи имеет место 
соотношение

th a th а

Ф4־ ,*) +  «.-<*)- - І -  J J
—th а-th  а

где V! (s) ־ ־  v (arth s), а  =  th х (— а <  х <  а).
23*. Пусть L есть гладкий замкнутый контур с длиной дуги / и ( ? + (2, 5), 

G2, 5 функции Грина задачи Неймана соответственно для областей D — (־־ ( + , £>“
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Доказать, что имеют место следующие формулы обращения Гильберта:
/ 1

t ׳+ (») = ־[-  J ■- -д д ’-■ и+ (״) rf<T + y ,da(״)־׳־״ 5 
О о

I I

и+ (s)-- 75 ~^"да g0 ־+ (а) da + т S “+ W da'о о
1 1

1 С dG~ (s, а) , г , , 1 С , 4 .
״ ־ ( » ) - -  — J ---- 55---- ־״ ״) ) rf(T + — ) (״ ) rfof>

о о
/ г

, ч 1 f <5G ~ ( s , a )  , , , , 1 f , , ,u -(s)= _  ^ ----dp ־ 0־  (a)rfa + y ,da(a) ־» \ 
0 0

где G* (s, a) =  ctg -y־ (s — a) +  регулярная функция. (Hilbert [10], стр. 84—88.)

У к а з а н и е .  Воспользоваться выражением для решения задачи Неймана
ди

через функцию Грина, уравнениями Коши — Римана в форме ך ^ ־  =  

dv dv ди
= -----Tjj ^־ = ־־ ,־־ ־ -jj- и интегрированием по частям.

24*. Доказать, что необходимым и достаточным условием того, что 
f+(s) =  a (s )+ ib ( s )  есть краевое значение функции, аналитической в обла- 
сти Ь+, является выполнение равенства

< * ׳+־י  - к  ( д 0 * £ а> >* <•>* ״ ' ״ ׳1)+׳ ־ ־ •О о
Соответственно для области D ־  условие имеет вид

Г  (s) + 25 ־ \ —־ да  ° 1 Г  (а) rf ״־ T  S Г  (а) da = о оי0 
(Hilbert [10]).

У к а з а н и е .  Воспользоваться формулами из 23*.
25. Пусть f (z) =  и (х, у) +  iv (х, у )— функция, аналитическая в верхней 

полуплоскости. Обозначим через и(х), и(х) предельные значения ее действи- 
тельной и мнимой части на действительной оси. Показать, что имеют место 
формулы обращения Гильберта

— סס —סס
где « 00, t>oo — значения действительной и мнимой части на бесконечности.

26. а) Вычислить интеграл типа Коши

5 ■ й й ־ л •
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если ф(т) == <р+ ( т )+  ф־־(т), где ф ^ т )  удовлетворяют условию Гёльдера 
всюду на оси и суть краевые значения функций, аналитических соответствен- 
но в верхней и нижней полуплоскостях.

Ответ.
Ф + (г) — <р+ (г) — ך-  <р+ (со) +  у  ф00) ־ ),

ф ~  (2) =  -  ф־  (г) — у  <р+ (00) +  ф00) ־ ).

З а м е ч а н и е .  Можно по желанию принять 
<р+ (оо) =  ф (00), ф -  (00) =  0 или ф00) ־ ) =  ф (00), ф+ (оо) =  0.

б) Вычислить, пользуясь решением п. а), интеграл типа Коши

dx
X — Z

X2
X2 + 1

00

О т в е т .  ф+(г) =  — г, Ф (г) = ----%w  z + 1 w  z — /
27*. Показать, что

тс —•[־
b - t  
t — а

S d x  f  dx]
x  — t )  X\ x  

ab ab

(В. Д. Купрадзе, см. сноску на стр. 82).
28*. Вывести формулу перестановки (7.7) при помощи преобразования

S Щ -j קי  j ,׳״t - i'”1 +
* ■+ » « ■ «i ק  $

(В. Д. Купрадзе, см. сноску на стр. 82).
У к а з а н и е .  Произвести перестановку порядка интегрирования в инте- 

гралах, где лишь один интеграл является особым, и воспользоваться резуль- 
татом предыдущего примера.

29. Получить формулы обращения (6.6), (6.7), используя тождество
л dx . , , . <т — s , , 1S
2 ------- -  =  1 do +  c tg — - — da , где t =  e , т = ־ Л

X — t  2

и необходимое и достаточное условие (4.11).
Аналогично, с помощью необходимого и достаточного условия (4.12), по- 

казать, что для функции аналитической в области | z | >  1 , формулы обраще- 
ния (6.6), (6.7) принимают вид

2я

t׳ (s) =  - ^ - J  и (a) ctg ־—у — do +  v (оо), 
о

2я

О
da +  u (00).2u(s)
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА

В настоящей главе будет рассмотрен центральный вопрос 
теории краевых задач аналитических функций — краевая за- 
дача Римана. Вокруг этого вопроса группируется весь материал, 
и к нему мы будем неоднократно возвращаться в дальнейшем 
в связи с различного рода обобщениями и приложениями.

Начнем с вспомогательных предложений.

§ 12. Некоторые вспомогательные теоремы
Приведем здесь четыре наиболее часто используемые далее 

теоремы теории аналитических функций. Все они излагаются 
в руководствах по этой теории, поэтому мы в основном огра- 
ничиваемся лишь формулировками и разъяснением терминоло- 
гии. Лишь в случаях принципов симметрии и аргумента, где 
приходится, приспосабливая материал к нуждам теории краевых 
задач, обобщать результат или изменять его формулировку, 
дается более подробное изложение.

12.1. Принцип непрерывности. Продолжение по симметрии.
Г. Т е о р е м а  об а н а л и т и ч е с к о м  п р о д о л ж е н и и  

в с о п р и к а с а ю щ и х с я  о б л а с т я х  (принцип непрерывно- 
сти). Пусть две области £>! и D2 граничат вдоль некоторой 
гладкой кривой L; в областях D! и £)2 заданы аналитические 
функции / 1(2) и /2(2). Предположим, что при стремлении точки 
2 к кривой L обе функции стремятся к предельным значениям, 
непрерывным на кривой L, причем эти предельные значения 
равны между собой. При этих условиях (функции / 1(2), /2(2) 
будут аналитическим продолжением друг друга.

2°. Д о о п р е д е л е н и е  ф у н к ц и и  по с и м м е т р и и .  Точ• 
ками, симметричными относительно прямой, будем, как обычно, 
называть точки, являющиеся зеркальным отображением друг 
друга относительно прямой, т. е. точки, лежащие на одном пер• 
пендикуляре к прямой, на равных расстояниях от нее по раз- 
ные стороны. Если прямая — действительная ось и координаты 
точки 2 =  х -+■ iy, то координаты симметричной ей точки будут



[ГЛ. IIКРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА96

z* =  z =  х — іу. Точками, симметричными относительно окруж- 
ности, называются точки, являющиеся инверсией друг друга от- 
носительно этой окружности. Если данная точка лежит на рас׳ 
стоянии г от центра окружности радиуса R , то симметричная 
ей точка лежит на том же радиусе на расстоянии р =  R2/r от 
центра. Если окружность единичная и данная точка имеет ко-
ординату 2, то симметричная ей точка имеет координату г* =-=־•

Здесь и в дальнейшем мы будем использовать ряд обозначе- 
ний. Приведем их:

а) / ( 2), как обычно, функция, сопряженная с данной;
б) f (2) — функция, получаемая из f(z) путем замены в ней 2

на 2 , т. е. у на — у\ ___
в) f (г) — функция, определяемая условием f(z) — f(z). ___
Заменив в последнем равенстве 2 на 2 , получим f(z) =  f(z).
Если, например, / ( 2) задана рядом f {z) =  YiCnzn, то

Ж  =  Е с f ״г״ ( z ) = ' Z c n2n, f (2) =  £  cnzn.

Если f (z) =  и {x, у) +  iv {x, у), то

TW) =  « (*, у) — iv (*, у), f (z) =  « (x, — y) +  iv (x, — y), 
f(z) =  u(x, — y) — iv{x, - y ) .

Для функции, представленной интегралом типа Коши
Ф (т) dx 
т — Z י

Ф (т) dx_״ ■־׳Т — 2

L

1 Г ф (т) dx
2лі J т — z י 

L

Ф (т) dx 
x — z\

будем иметь

ш

Заметим, что если функция удовлетворяет условию J(z) =  f ( z)y 
то для вещественных значений 2 она принимает чисто действи- 
тельные значения. Справедливо также и обратное предложение.

Продолжение аналитической функции по симметрии яв- 
ляется в теории аналитических функций простым и эффектив- 
ным средством аналитического продолжения. В таком виде оно 
под названием принципа симметрии и излагается в руковод- 
ствах по этой теории. В приложениях к теории краевых задач 
условия аналитической продолжимости часто не выполняются
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и метод доопределения функции по симметрии служит не для 
аналитического продолжения, а для образования кусочно ана- 
литической функции.

А. А н а л и т и ч е с к о е  д о о п р е д е л е н и е  по с и м м е т •  
р и и. Пусть Dz— некоторая область плоскости 2, Lz — прямая 
или окружность, имеющие с контуром области Dz некоторую 
общую часть. Множество точек, симметричных относительно Lz 
всем точкам Dz, образуют область, которую обозначим Dz и на- 
зовем областью, симметричной Dz относительно Lz. Пусть, да- 
лее, w =  f(z) — функция, аналитическая в Dz, отображающая 
ее на некоторую область Dw; Lw — произвольная прямая или 
окружность в плоскости w и Da,—область, симметричная Dw 
относительно Lw. Определим в Dz функцию w =  f*(z), ставя 
в соответствие точкам 2*, симметричным 2, значения а׳*, сим- 
метричные значениям а> =  / ( 2); в частности, если Lz и Lw — 
действительные оси, то

f  (г) =  /(!) =  f (2).
Л е м м а .  Функция w =  /*(2) аналитична в области D*z.
Приведем здесь доказательство, основанное на свойствах 

интеграла типа Коши — основного математического аппарата 
этой книги *).

Пользуясь круговым свойством дробно-линейных преобразо- 
ваний, производим в плоскостях 2 и w дробно-линейные преоб- 
разования такие, что Lz, Lw переходят соответственно в от- 
резки действительных осей 2 и w. В силу свойства инвариант- 
ности симметричных точек при дробно-линейном преобразовании 
точки, симметричные относительно Lz, Lw, перейдут в точки, 
симметричные относительно действительных осей плоскостей 2 
и w. Таким образом, дело сводится к случаю, когда парами сим- 
метричных точек будут 2, 2 ; w, w. Для доказательства анали- 
тичности f*(z) воспользуемся интегралом Коши. Имеем

По определению ___

Заменим под знаком интеграла т на т и f (т) на ГС*)• При 
этом контур Lz перейдет в LZ9 проходимый в отрицательном 
направлении.

*) Другие способы доказательства можно найти в различных руковод* 
ствах по теории аналитических функций.
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Получим

т. е. /*(г) представляется интегралом Коши, следовательно,

является кусочно аналитической в совокупности областей 
DZy D l

В. Перейдем теперь к установлению принципа симметрии 
в обычной формулировке.

Т е о р е м а  (принцип симметрии). Пусть функция w =  f(z) 
аналитична в области DZy имеющей частью своей границы отре- 
зок прямой или дугу окружности, и отображает область Dz в не- 
которую область Dw так, что указанные отрезок или дуга снова 
переходят в отрезок прямой или дугу окружности. Тогда функ- 
ция f*(z), определенная по симметрии в области Dz, будет ана- 
литическим продолжением функции f(z) в область Dz•

Рассуждая, как при доказательстве леммы, можно свести 
рассмотрение к случаю, когда отрезок действительной оси пло- 
скости z отображается на отрезок действительной оси плоско• 
сти w. В силу леммы f*{z) аналитична в Dz• Когда z стремится 
к точке действительной оси, то и симметричная ей точка z стре- 
мится к той же точке оси. По определению симметрии и условию 
теоремы w и w стремятся к одной и той же точке действитель- 
ной оси плоскости w. Следовательно, граничные значения f(z) 
и f*(z) совпадают. Условия принципа непрерывности выпол- 
йены, и теорема доказана.

Понятие симметрии может быть значительно обобщено. 
Пусть L — аналитическая кривая, определяемая параметриче- 
ски: * =  <p(f), y =  <ty(t), где ф, ф — аналитические функции дей- 
ствительного параметра t. Равенство z =  ф ( 0 +  *Ф(0 ПРИ * 
действительном определяет точку кривой L, при комплексном 
же t оно задает некоторую точку комплексной плоскости, не 
принадлежащую L. Заменив t на ?, получим точку 2* =  ф(?) +  
+  симметричную по определению*) точке z относительно
L. Возьмем в последнем выражении сопряженное значение и

*) Смысл этого определения заключается в зеркальном отражении в бес- 
конечно малом с последующим аналитическим продолжением.

аналитична.
Функция
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присоединим к нему выражение для г. Решая систему, получим 

ф (/) =  * -і =־ (2 +  г*)2) )נ|י0 = /ן = -1־ .(‘z — ׳ 

Если уравнение кривой L задано в неявной форме уравне- 
нием f(x,y) =  0, то для определения точки г*, симметричной г 
относительно кривой L, получим уравнение

/[у(2* +  г), ■1 (г* — 2)] =  0.

Для произвольной аналитической кривой алгоритм построе- 
ния симметричных точек не изучен. Для более частного случая 
алгебраической кривой он разработан и в некоторых случаях 
может быть осуществлен эффективно (см. п. 53.6).

12.2. Принцип аргумента. Обобщенная теорема Лиувилля.
1°. П р и н ц и п  а р г у м е н т а .  Пусть в области D, ограни- 

ченной контуром L, функция f(z) аналитична, за исключением 
конечного числа точек, где она может иметь полюсы. Выпишем 
разложение в ряд в окрестности некоторой точки 20:

f  ( 2 )  =  Сп (г — 20)" +  Сп+1 ( 2  — 2 0) 2 )  ,/" ( 2 0  — 2 )  =  . . . -4  ,(״+1 
/,(20) =  С״ Ф  0.

Число п называется порядком функции в точке 20. Если 
п >  0 , то порядок функции есть порядок ее нуля, если п <  0 , 
то порядок ее есть порядок полюса с противоположным знаком. 
Если порядок функции в 20 есть нуль, то в такой точке функция 
принимает конечное, отличное от нуля, значение. При рассмот- 
рении бесконечно удаленной точки бином 2 — 20 нужно заменить
на 1 .  Если точка 20 лежит на контуре L, то порядком функции 
будем считать число п/2.

Пусть Nd, Pd‘, Nl , Pl соответственно числа нулей и полюсов 
в области и на контуре, причем каждый из них берется столько 
раз, какова его кратность. Символом [w]L обозначим прираще- 
ние величины w при обходе контура в положительном направ- 
лении*). Сформулируем теорему, называемую принципом аргу- 
мента, в том виде, в каком она будет использоваться далее 
(п. 36.4).

П р и н ц и п  а р г  у м ен т  а. Пусть f(z) есть функция, анали- 
тическая и однозначная в многосвязной области D, ограничен 
ной гладким контуром L — L0 4־ Ly +  . . .  +  Lm, за исключе- 
нием конечного числа точек, где она может иметь полюсы, не- 
прерывная в замкнутой области D -f- L и имеет на контуре не

*) Положительным обходом, как всегда, считается тот, при котором 
рассматриваемая область остается слева.
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более чем конечное число нулей целого порядка. Тогда справед- 
лива формула

Nd — PD +  J  (Nl — PL) — -5־ ■ [arg f (z)]L.

Доказательство этой теоремы *) мы не приводим. Его 
можно найти в работе Ф. Д. Г а хо в  а, Э. И. З в е р о в и ч а ,
С. Г. С а м к о  1). В ней дано далеко идущее обобщение прин-

ципа аргумента. Для упрощения 
формулировки этого обобщения 
ограничимся здесь случаем одно- 
связной области, ограниченной про- 
стым кусочно гладким конту- 
ром.

О б о б щ е н н ы й  п р и н ц и п  ар- 
г у ме н  та. Пусть f(z) аналитич- 
на в D, за исключением конечного 
числа точек, где она имеет полюсы, 
и непрерывно продолжима на кон- 

тур всюду, кроме точек th в окрестности которых она предста- 
вима в виде

f(z) =  f k { z ) { z - t k?4n ' lH z - t k) (Л1, ־2 ־ , п),

Рис.

где f k (2) ф  0, — некоторые, вообще говоря, комплексные
постоянные.

Тогда

M D  — p D  +  j  £  a *  Re Я* =  -^- la1־g f (Z)U.
k—1

где ah — угол между касательными векторами в угловой точке 
(см. рис. П и п .  3.4).

2°. Т е о р е м а  Л и у в и л л я  (обобщенная). Пусть функция 
f(z) аналитична во всей плоскости комплексного переменного, 
за исключением точек 00 =  00, ah (k =  1 , 2 , . . . , л) ,  где она 
имеет полюсы, причем главные части разложений функции f(z) 
в окрестности полюсов имеют вид

в точке а0, 

в точках аА.

G0(z) =  c°lz +  C°2z i +  . . .  + c 0mzm>

 ח\ /
(z ־  a k )

+■ . . ן .
(г  -  0*)5

+

*) Для случая N l =  P l *= 0 доказательство можно найти во всех ру- 
ководствах по теории аналитических функций.
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Тогда функция f(z) есть рациональная функция и может 
быть представлена формулой

П

ft-1 4 k /
В частности, если единственная особенность функции f(z) 

есть полюс порядка т в бесконечно удаленной точке, то f(z) 
есть многочлен степени т :

f (г) ־  с0 +  C1Z +  . . .  + c mzm.

§ 13. Индекс

13.1. Определение и основные свойства. Пусть L — гладкий 
замкнутый контур и G(t) — заданная на нем непрерывная функ- 
ция, не обращающаяся в нуль.

О п р е д е л е н и е .  Индексом х функции G(t) по контуру L 
называется разделенное на 2я приращение ее аргумента при 
обходе кривой L в положительном направлении:

х =  Ind G (/) = ־2־^   [arg G (Ok• (13.1)

Так как In G(t) == In| G(t) | f־  i arg G(t) и после обхода кон- 
тура L функция | G (?) | возвращается к своему начальному зна- 
чению, то [In G (()]l =  t[arg <?(/)]!, и следовательно,

х =  1і г [1п G(f)b (13.2)

Индекс можно представить в виде интеграла

х =  Ind G (/) =  ■ = rf In (? (0̂  ־^   ̂d arg G (t). (13.3)
L L

При этом, если G(t) не дифференцируема, но имеет ограничен- 
ную вариацию, то интеграл понимается в смысле Стилтьеса. 
В силу непрерывности G(t) образ Г замкнутого контура L бу- 
дет также замкнутым контуром и приращение аргумента G(t) 
при обходе контура L будет кратным 2я; следовательно:

1. Индекс функции, непрерывной на замкнутом контуре и 
нигде не обращающейся в нуль, есть целое число или нуль.

Из определения индекса непосредственно получаем:
2. Индекс произведения функций равен сумме индексов со- 

множителей. Индекс частного равен разности индексов дели- 
мого и делителя.
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Пусть теперь G(t) дифференцируема и представляет собой 
краевое значение аналитической внутри или вне контура L 
функции. Тогда

* = ־ И * | п < ^ ־ ־ М т г 8 г ־ <13•4  ״ »
L L

оказывается равным логарифмическому вычету функции G(/). 
Из принципа аргумента вытекают следующие свойства индекса:

3. Если G(t) есть краевое значение функции, аналитической 
внутри или вне контура, то индекс ее равен числу нулей внутри 
контура или соответственно числу нулей вне контура, взятому 
со знаком минус.

4. Если функция G(z) аналитична внутри контура, за ис־ 
ключением конечного числа точек, где она может иметь полюсы, 
то число нулей нужно заменить на разность числа нулей и числа 
полюсов.

Нули и полюсы считаются при этом столько раз, какова их 
кратность.

Заметим еще, что индексы комплексно сопряженных функ- 
ций обратны по знаку.

13.2. Вычисление индекса. Пусть
t =  tx (s) +  it2 (5) ( 0 ^ 5 ^ / )

— уравнение контура L . Подставляя выражение комплексной 
координаты t в функцию G(t), получим

G{t) =  G [<! (s) +  it2 (3)] =  І (s) +  ir\ (s). (13.5)
Будем рассматривать g, ף как декартовы координаты. Тогда

1 =  1(5), 5) י ף = ו )
представляет собой параметрическое уравнение некоторой кри- 
вой Г. В силу непрерывности функции G(t) и замкнутости кон- 
тура L кривая Г будет замкнутой.

Число витков кривой Г вокруг начала координат, т. е. число 
полных оборотов радиуса-вектора, когда переменная 5 изме- 
няется от 0 до /, и будет, очевидно, индексом функции G(t). 
Число это иногда называют порядком кривой Г относительно 
начала координат.

Если кривую Г удается построить, то число витков усматри- 
вается непосредственно. Можно привести много примеров, когда 
индекс может быть определен по виду кривой Г. Например, 
если G(t) — действительная или чисто минимая функция, не об- 
ращающаяся в нуль, то Г есть отрезок прямой (проходимый 
четное число раз) и индекс G(t) равен нулю. Если действитель- 
ная часть |(s )  или мнимая 5)ף ) не меняет знака, то индекс,
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очевидно, также равен нулю и т. п. Если функцию (7(/) можно 
представить в виде произведения или частного функций, являю- 
щихся предельными значениями аналитических внутри или вне 
контура функций, то индекс вычисляется на основании свойств 
2, 3, 4.

В общем случае вычисление индекса может быть произве- 
дено по формуле (13.3). Полагая в ней на основании формулы 
(13.5)

d. arg G(t) — d arctg - щ -

и предполагая |  и ף дифференцируемыми, получим

ds. (13.6)
1

1 f 6(«)1Г«)-ч(д)Г(д)
2Я J I2 (s) + о (») י12 

I dr\ — ף  d l
12 + гף2 

В некоторых простых случаях можно дать алгебраический 
алгоритм для вычисления индекса (см. задачи 1, 2, 3 в конце 
главы).

Понятие индекса может быть распространено на случай не* 
замкнутого контура L, а также на случаи, когда G(t) имеет 
разрывы (см. пп. 41.2 и 42.1).

З а м е ч а н и е .  Если G(t) есть краевое значение аналитиче- 
ской функции, то контур L можно менять в широких пределах, 
не меняя величины индекса. Очевидно, индекс будет меняться 
всякий раз, когда контур, деформируясь, переходит через нуль 
или полюс G(z).

П р и м е р .  Вычислить индекс G(t) — tn по любому кон* 
туру L, окружающему начало координат.

1-й способ .  Функция tn есть краевое значение функции zn, 
имеющей один нуль порядка п внутри контура. Следовательно,

х ־=  Ind tn =  п.

2-й способ .  Если аргумент t есть <р, то аргумент tn равен 
Пф. Когда точка t, обойдя контур L, возвращается к начальному 
значению, ф получает приращение 2л. Следовательно,

Ind tn =  n.

Вычисление индекса может быть проведено численными ме- 
тодами на быстродействующих вычислительных машинах. Оче- 
видно, что в силу целочисленности значений индекса прибли* 
женное значение его, найденное с погрешностью, меньшей 1/2, 
и округленное до ближайшего целого числа, даст точное 
значение.
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Приведем один из численных методов вычисления индекса. Разобьем 
промежуток [0, /] изменения параметра s, определяющего уравнение кон- 
тура L, на п равных частей точками 50 =  0, 5!, S2, . . . ,  s n =  /. В результате 
сам контур L и кривая Г, являющаяся отображением L с помощью функции 
С (/), разобьются на п дуг. Пусть y L — одна из таких дуг кривой Г, а
(6 * -г ,П;-!). (£* ף ־־ י (,  координаты ее концов. Здесь ^ = ־ g. (5), 5) , \ך) = ף ). 
Обозначим Дфг угол между радиусами-векторами концов дуги Тогда по 
формуле (13.1)

п

« = I n d G ( / ) = ^ _  £ д фг.
1

V + 4-/1 ?וי+י 6 1 - 1

t־ Ял,

Для достаточно большого п имеем 

Дф̂  «  sin Дф̂

и поэтому

ז £
-1 V^i-1 + + !лА וי?-1  x?וי   2я 2 j

где /?л — погрешность.
Легко можно было бы показать, что если функции /!(5) и ?2(5), входящие 

в уравнение контура L, удовлетворяют условию Гёльдера с показателем а, 
а функция С(?)— этому же условию с показателем р, то

1 ^ л ^  л З а р -1  9

где С — постоянная.
Отсюда при ар >  1/3 и п -> со имеем Rn 0 <  Таким образом, получиЛи .־

расчетную формулу

(13.7)
V!?-. + ч?-!лДі + ־*1?וי»

которая легко программируется для вычислительных машин.
Приведем пример вычисления по формуле (13.7), выполненного на элек- 

тронной вычислительной машине «Стрела». ’Для индекса функции, не продол- 
жимой аналитически в область,

Ш -  и +  iv =  sin (X +  у) -  -8-^ 2 +  ! + / ( « - » ) .

на единичной окружности получено с округлением до третьего знака: 

при п = 3 2 « и ־־   — 0,949, 
при п = 6 4 х ־   ж — 0,983.

Следовательно, к — — 1.
Как показывает пример, для достижения этого результата достаточно 

было бы взять п значительно меньшим.
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Действительная и мнимая части рассматриваемой функции заданы анали- 
тическими функциями и их аналитически можно продолжить внутрь круга. 
Продолженная функция w(x, у) имеет нуль в точке (1/2, 1/2) и обращается 
в бесконечность на окружности (х +  1/2)2 4 = У1 ־  1/8. Из примера видно, что 
для неаналитических комплексных функций какой-либо простой зависимости 
индекса от нулей и бесконечностей функции в области не существует. 

Последний материал заимствован из работы Л. А. Ч и к и н а  4).

13.3. Частичные индексы функции двух переменных*). Рас* 
смотрим функцию G(t\i t2) переменных ?! и t2, непрерывную и 
отличную от нуля в точках остова L =  L! X  Ь2 некоторой бици- 
линдрической области (см. п. 9.4).

По аналогии с 13.1 индекс такой функции вдоль любой не• 
прерывной замкнутой кривой TczL, задаваемой уравнениями

t\ —1\ (5), t2 =  t2 (s) ( 0 < s <  T)9

определим как изменение ее аргумента при обходе Г в направ- 
лении возрастания параметра s:

«г =  Indr 0 = 2 ^ ־ [argG (/!, /а)]г =
т

= 4 й  \ d \ n G ( t u *a)5 5 ־- ־ - ( * , ( « ) ,  f2(s)).
Г о

В частности, получим

и и
и заметим, что интеграл и!, являясь непрерывной функцией пе- 
ременного t2^ L 2 и одновременно целым числом, в силу этого 
не зависит от t2. Точно так же х2 не зависит от /!.

С помощью топологических соображений нетрудно показать, 
что справедливо соотношение

хг =  mjXj +  т 2х2; tnv т2 — целые.

Отсюда, если Xj==x2 =  0, то хг =  0, а если хг =  0 для всякого 
замкнутого контура Г с і ,  то одновременно и х! =  х2 =  0.

Целые числа %x— xx(G) и x2 =  x2(G) будем называть частич־ 
ними**) индексами функции G(tu t2) Ф  0 и непрерывной на L.

*) Изложенные здесь понятия взяты из работ И. Б. С и м о н е н к о  4) 
и В. А. К а к и ч е в а  3).

**) В оригинальных работах используется название частные индексы. Мы 
изменили термин, чтобы не смешивать его с термином того же наименования 
в теории краевых задач со многими искомыми функциями, где он имеет дру- 
гой смысл.
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Частичные индексы функции двух переменных обладают 
теми же свойствами, что и индекс функции одного переменного. 
Например,

*/ (GF) ־= х, (G) +  х, (F), х ,  (-2-) =  х, (G) -  х, (F),

а если функция G(2!,22) аналитична в бицилиндрической об- 
ласти D\ X D2 и непрерывна в ее замыкании, то равенства х! =  
=  Х2 =  0 равносильны тому, что G(2!,22) не обращается в нуль 
в замыкании D\ X  D2-

§ 14. Задача Римана для односвязной области

14.1. Постановка задачи. Даны простой гладкий замкнутый 
контур L, делящий плоскость комплексного переменного на 
внутреннюю область D+ и внешнюю D~, и две функции точек 
контура G(t) и g(t),  удовлетворяющие условию Гёльдера, при- 
чем G(t) не обращается в нуль.

З а д а ч а  Р и м а н а .  Найти две функции*)-. Ф+(г)— анали- 
тическую в области D+, и Ф2)־ ) — аналитическую в области D~, 
включая г — оо, удовлетворяющие на контуре L линейному со- 
отношению

Ф+ (f) =* G (t) Ф~ (t) (однородная задача) (14.1)
или

Ф+ (t) =  G (t) Ф_ (0 +  g (0 (неоднородная задача). (14.2)

Функцию G(t) будем называть коэффициентом задачи Ри- 
мана, а функцию g( t )— ее свободным членом.

14.2. Отыскание кусочно аналитической функции по задан-
ному скачку. Рассмотрим предварительно задачу Римана част- 
ного вида. Пусть на замкнутом контуре L дана функция <р(0> 
удовлетворяющая условию Гёльдера. Требуется найти кусочно 
аналитическую функцию Ф(2) (Ф(2) =  Ф+(2) при 2 е Ь + ,
Ф(2) =  Ф־ (г) при 2 е 0 ־ ), исчезающую на бесконечности и ис- 
пытывающую при переходе через контур L скачок <р(0> т. е. 
удовлетворяющую условию

Ф+ ( / ) - Ф 0 ־(  =  ф (0- (14.3)
Функция

L

*) Употребляя терминологию § 1, можно говорить об одной кусочно 
литической функции.
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на основании формулы (4.9), очевидно, дает решение этой за- 
дачи. Легко показать единственность полученного решения. 
В самом деле, допуская существование двух решений и рас- 
сматривая их разность, получим, что для этой разности скачок 
на линии L равен нулю; следовательно, это будет функция, 
аналитическая во всей плоскости и обращающаяся в нуль на 
бесконечности. Отсюда по теореме Лиувилля следует, что эта 
разность тождественно равна нулю.

Решению рассмотренной задачи можно дать еще следующую 
формулировку:

Заданную на замкнутом контуре произвольную функцию 
Ф (/), удовлетворяющую условию Гёльдера, можно единствен- 
ным образом представить в виде разности функций Ф+(0> 
ф 0 ־( . являющихся краевыми значениями аналитических функ- 
ций Ф+(г), Ф־ (г), при дополнительном условии ф ־ (оо) =  0.

Если отбросить дополнительное условие Ф־ (о о )= 0 ־ , то ре- 
шение задачи, как легко видеть, будет даваться формулой

ф ^ =  ш  $ Т = Т dx + const• (4•4יь
14.3. Каноническая функция. Начнем с нахождения некото- 

рой вспомогательной функции, через которую, как будет пока- 
зано далее, выражается общее решение как однородной, так 
и неоднородной краевых задач. Будем искать частное решение 
однородной задачи (14.1) в классе функций, не обращающихся 
на контуре в нуль. Пусть N+, — число нулей искомых функ-
ций соответственно в областях D+, £>־־. Взяв индекс обеих час- 
тей равенства (14.1), на основании свойств 2 и 3 п. 13.1 по- 
лучим

N+ +  N - =  lndG(t) =  x. (14.4)

Индекс х коэффициента задачи Римана будем называть 
индексом задачи.

Пусть х =  0. При этом условии InG(t)  будет однозначной 
функцией. Из (14.4) следует N+ =  N-  =  0, т. е. решение не 
имеет нулей во всей плоскости. Функции ІпФ*(^) будут по- 
этому аналитическими в своих областях и, следовательно, од- 
нозначными вместе со своими краевыми значениями ІпФ*(/)•

Логарифмируя краевое условие (14.1), получим

1п Ф+ (0 — 1п Ф0) ־ =  In G (/). (14.3׳)

Для lnG(rf) можно брать любую ветвь. Окончательный резуль* 
тат, как легко проверить, не зависит от выбора ветви.

Мы пришли к задаче отыскания кусочно аналитической 
функции 1пФ(г) по заданному на L скачку. Решение ее при
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дополнительном условии 1пФ־ (оо) =  0 дается формулой

04.5)
L

Обозначим для краткости

־ И ד•  ? / ? •  л - 1 4 4  ( 6 ״- >L

Решениями краевой задачи (14.1), удовлетворяющими уело- 
вию Ф־ (о о )= 1 , будут, как это непосредственно вытекает из 
формул Сохоцкого, функции

ф + (2) =  ет+ <г\  ф -  (2) =  ет~ (г). (14.7)

Если отбросить дополнительное условие Ф־־(о о )= 1 , то в 
формуле (14.5) нужно добавить произвольное постоянное ела- 
гаемое и решение задачи будет иметь вид

ф+ (2) =  Аег+ (г), Ф2) ־) =  Аег~ (г), (14.8)
где А — произвольная постоянная. Так как Г־ (оо) =  0, то А 
представляет собой значение Ф 2 ־( ) на бесконечности.

Таким образом, в случае х =  0 и при произвольном 
ф  ,Ф- 0 решение содержит одну произвольную постоянную (оо)־־־
следовательно, имеется одно линейно независимое решение. 
Если Ф“ (оо) =  0, то А =  0 и задача имеет только тривиальное 
решение — тождественный нуль, что естественно в силу Af_ =  0.

Отсюда можно получить важное следствие. Заданную на 
контуре L произвольную функцию G(t)=£ 0, удовлетворяющую 
условию Гёльдера и имеющую индекс нуль, можно представить 
в виде отношения функций Ф+(0 и Ф־ (^), являющихся крае- 
выми значениями функций, аналитических в областях D+, D־־ 
и не имеющих в этих областях нулей *). Функции эти опреде- 
ляются с точностью до произвольного постоянного множителя 
и даются формулами (14.8).

Переходя теперь к общему случаю, будем искать кусочно 
аналитическую функцию, удовлетворяющую однородному крае- 
вому условию (14.1) и имеющую нулевой порядок во всей пло- 
скости, кроме одной исключительной точки, где ее порядок ра- 
вен индексу задачи. За такую точку можно принять любую 
точку плоскости. В дальнейшем всюду, где не будет оговари- 
ваться противное, в качестве исключительной будем брать бес- 
конечно удаленную точку.

*) Это же справедливо и для более широкого класса функций, что будет 
следовать из результатов п. 16.3.
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О п р е д е л е н и е .  Канонической функцией Х(2) будем назы- 
вать функцию, удовлетворяющую краевому условию (14.1) и 
кусочно аналитическую всюду в плоскости, за исключением бес- 
конечно удаленной точки, где порядок ее равен индексу задачи.

Эту функцию можно построить приведением к случаю нуле- 
вого индекса. Запишем краевое условие в виде

ф + ( / ) — /кг ״ С ( 0 ф 0 ) ־ •
Представляя имеющую нулевой индекс функцию t~*G(t) как 
отношение краевых значений аналитических функций

(14.9)dx,In [t ־ *G (т )]
Т  —  2

ет+ <«> 
ег ־ (*> י

легко получим выражение для канонической функции:

Х+ (г) =  ег+ <2), Х־ (г) =  2Л Г й . (14.10)

Из Х + (/)=  G(t)X~(t) следует, что коэффициент задачи Римана 
может быть представлен в виде отношения канонических 
функций:

=  (14.11)
w X־ (О

Иногда вместо Х2)־ ) берут —^—  (порядок при этом ме-
X (2)

няет знак на противоположный) и получают представление ко- 
эффициента в виде произведения G(t) =  X+(t)X~(t). Такое 
представление называют факторизацией. Однако при этом окон- 
чательные формулы решения теряют симметрию. В дальнейшем 
мы всюду будем пользоваться представлением (14.11).

При х 5г 0 каноническая функция, имея на бесконечности 
нуль порядка х, является одним из частных решений краевой 
задачи (14.1). При х < 0  каноническая функция имеет на бес- 
конечности полюс порядка |х | и уже не является решением, но 
она и в этом случае используется в качестве вспомогательной 
функции при решении неоднородной задачи.

14.4. Решение однородной задачи. Пусть x =  IndG(/) есть 
любое целое число. Представляя G(t) по формуле (14.11), при- 
ведем краевое условие (14.1) к виду

Ф+ (0  _  Ф ־  (/)
Х+ (О X- (0 ־

В левой части последнего равенства стоит краевое значение 
функции, аналитической в D+; в правой — краевое значение
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функции, имеющей на бесконечности порядок не ниже —х 
(Х(г) имеет, по определению, порядок х). По принципу непре- 
рывности (п. 12.1) функции левой и правой частей являются 
аналитическим продолжением друг друга на всю плоскость, за 
исключением разве что бесконечно удаленной точки, где в слу- 
чае х 0 <נ возможен полюс порядка не выше х. Отсюда, при 
х >  0 по обобщенной теореме Лиувилля эта единая аналитиче- 
ская функция является многочленом степени х с произвольными 
коэффициентами. Если х <  0, то по обычной теореме Лиувилля 
функция есть постоянная. Но так как на бесконечности она 
должна обратиться в нуль, то отсюда следует, что она есть 
тождественный нуль. Следовательно, получаем: при х <  0 од- 
нородная задача имеет только тривиальное решение — тожде- 
ственный нуль. Здесь и в дальнейшем мы будем называть не- 
разрешимыми, задачи, не имеющие других решений, кроме три- 
виального нулевого. Таким образом, однородная задача (14.1) 
при отрицательном индексе неразрешима.

При х >  0, обозначая многочлен степени х с произвольными 
коэффициентами Рк(<г), получим решение в виде

Ф (z) =  Px(z)X(z),
или

Ф+ (2) =  Рк (2) ег+ (г), Ф ־ )2( = 2־ КРХ (;г) ет~ (г), (14.12)

где Г(<г) определяется формулой (14.9). Рассмотренный в 
п. 14.3 случай х «= 0 входит сюда как частный: Рх (г) здесь вы- 
рождается в постоянную.

Резюмируем результат.
Т е о р е м а .  Если индекс х краевой задачи Римана неотри־ 

цателен, то однородная задача (14.1) имеет х +  1 линейно неза- 
висимых решений

Ф*+ (2) = 2*ег+(г), Ф&2= ( ־(2 ь~*ег־ w (* =  0 ,1 ........ х). (14.13)
Общее решение содержит х +  1 произвольных постоянных и on- 
ределяется формулой (14.12). При отрицательном индексе за- 
дача (14.1) неразрешима.

Многочлен Рк (2) имеет в комплексной плоскости точно х 
нулей. Из формул (14.12) следует, что число всех нулей реше- 
ния однородной краевой задачи Римана точно равно индексу х. 
В зависимости от подбора коэффициентов многочлена эти нули 
могут попасть в любую из областей £>±, а также и на контур. 
Обозначая, как и ранее, N± число нулей решения в областях 
D±> а N0 число нулей на контуре L, получим, что в общем слу- 
чае (без ограничения отсутствия нулей на контуре) формула
(14.4) примет вид

+ +М)14.4(׳  М ־4- М0 =  х.
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!4.5. Решение неоднородной задачи. Заменяя коэффициент 
G(t) краевого условия

O+(0=G( t )O- ( t )  +  g(t) (14.2)

отношением краевых значений канонической функции однород-
, приведем (14.2) к видуХ + ({)

I g( t )
־י  v+

X -  (t)

Ф + (t) Ф~ (t )

ной задачи G(t)■■

удовлетворяет условию

X -  (t) X (t) 

gi t )

Х + (t)

Согласно п. 5.1 функция —X (О
Гёльдера. Заменим ее согласно п. 14.2 разностью краевых зна- 
чений аналитических функций:

£Д _  =  \р+ (0 - Ч ' О,Х+ (<) w) ־  \ г,

(14.14)(т) dx
' 1 » ׳2־ ' i S i F

где

271І J X (т) т — Z

Тогда краевое условие можно будет записать в виде

-  11) +? (י = (it).
X־ «)

ф ־1־ «)
Х + (<)

будет иметь на беско-Г ( г )Заметим, что при х ^  О функция
X- (г)

нечности полюс, а при х <  О нуль порядка х.
Рассуждая совершенно так же, как это делалось в п. 14.4 

при решении однородной задачи, получим следующие резуль- 
тэты:

1°. х ^  0. Тогда

£ ־ г ־  хр+ (0 =  i p f - ־  у 0 =־ ( р х (t).

(14.15)

х + (0
Отсюда имеем решение

Ф(2) =  Х(2)['Р(2) +  Рх(2)|,

причем Х(г), ^ (г )  выражаются формулами (14.10), (14.14), 
а Ри — многочлен степени х с произвольными коэффициентами.

Легко видеть, что формула (14.15) дает общее решение не- 
однородной задачи, так как оно содержит в качестве слагае- 
мого общее решение однородной задачи X(z)PK(z).
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СТИ И

откуда
(14.16)Ф(г) =  Х(г)Ч'(2).

В выражении функции Ф־ (г) первый множитель на основа- 
нии формулы (14.10) имеет на бесконечности полюс порядка 
—х, а второй, как интеграл типа Коши (14.14), имеет на беско- 
нечности в общем случае нуль первого порядка. Следовательно, 
Ф־ (г) имеет на бесконечности полюс порядка не выше чем 
—х — 1. Таким образом, если х < —1, неоднородная задача, 
вообще говоря, неразрешима. Она будет разрешима лишь тогда, 
когда свободный член удовлетворяет некоторым дополнитель- 
ным условиям. Для получения их разложим в ряд интеграл 
типа Коши (14.14) в окрестности бесконечно удаленной точки

Для аналитичности Ф2)־ ) в бесконечно удаленной точке 
нужно, чтобы первые —х — 1 коэффициентов разложения '!־'׳(z) 
обратились в нуль. Отсюда получаем, что для разрешимости не- 
однородной задачи в случае отрицательного индекса (х < —1) 
необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись следующие

В итоге исследования может быть сформулирован следую- 
щий вывод.

Т е о р е м а .  В случае х ^  0 неоднородная задача Римана 
разрешима при любом свободном члене и ее общее решение 
дается формулой

(см. § 1)
оо

^  ( z ) = H  Ckz k,
km\

где

—x — 1 условий:

$ 1 F w T*־ lrfT==0 { k = { ’ 2> •••17•14) • - * - י ס )

+  Х (г)Рх(г),g(t) di 
Х+ (т) т - г

Ф(2) = * 1 2 Ц
' 2 nt JL

(14.18)
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где каноническая функция Х(г) определяется из (14.10), 
а Рк (г)— полином степени х с произвольными комплексными 
коэффициентами. Если х =  —1, то неоднородная задача также 
разрешима и имеет единственное решение.

В случае х < —1 неоднородная задача, вообще говоря, не- 
разрешима. Для того чтобы она была разрешима, необходимо 
и достаточно, чтобы свободный член задачи удовлетворял 
—х — 1 условиям (14.17). При выполнении последних един- 
ственное решение задачи дается формулой (14.18), где нужно 
положить Рк (г) а  0.

Важные применения в дальнейшем (гл. III) будет иметь ре- 
шение с дополнительным требованием, чтобы оно обращалось 
в нуль в бесконечно удаленной точке. В этом случае вместо 
многочлена степени к нужно взять многочлен степени х — 1. 
Для разрешимости задачи в случае отрицательного индекса 
придется потребовать обращения в нуль также и коэффи- 
циента с

Следовательно, при условии Ф־־(оо) =  0 решение будет за- 
даваться при х ^  0 формулой

Ф(2) =  X (Z) РР(2) +  Рк_, (2)] (14.18׳)

(при х =  0 нужно положить Ри_!(г) =  0).
Если х <  0, то решение по-прежнему будет выражаться фор- 

мулой (14.18'), где Ри ( 2 ) 3  0, при соблюдении —х условий 
разрешимости:

( k = l > 2 >•••14) •(* י ־ л9)

Таким образом, теорема о разрешимости неоднородной задачи 
принимает более симметричный вид.

При х 0 общее решение неоднородной задачи линейно за- 
висит от х произвольных постоянных.

При х <  0 число условий разрешимости равно —х.
Заметим, что здесь при х =  0 неоднородная задача безус- 

ловно разрешима и притом единственным образом.
14.6. Примеры. На основании изложенного решение краевой 

задачи Римана сводится в основном к двум операциям:
1. Представление произвольной функции, заданной на кон- 

туре, в виде разности краевых значений функций, аналитиче- 
ских в областях D+ и D~. (Задача о скачке.)

2. Представление неисчезающей функции в виде отношения 
краевых значений аналитических функций. (Факторизация.)
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При этом вторая операция может быть сведена к первой пу- 
тем логарифмирования. Некоторые осложнения при ненулевом 
индексе вносит только неоднозначность логарифма. Первая one- 
рация для произвольной функции равносильна вычислению ин- 
теграла типа Коши. В связи с этим решение задачи по форму- 
лам (14.10), (14.14) — (14.16) выражается явно (или, как при- 
нято выражаться, в замкнутой форме) через интегралы типа 
Коши.

В общем случае нет простого алгоритма для вычисления та- 
ких интегралов. Нужно применять какой-нибудь из приемов 
приближенного вычисления интегралов, что сопряжено с весьма 
трудоемкими вычислениями. Мы здесь ограничимся случаем, 
когда коэффициент и свободный член задачи аналитически про- 
должимы с контура в плоскость комплексного переменного. 
Тогда операции 1 и 2 могут быть выполнены элементарно. Если 
при этом варьировать контур интегрирования L, то решение 
будет меняться только при изменении положения относительно 
контура нулей и особых точек коэффициента G(z).

Заметим, что значение излагаемого здесь способа решения 
задачи с рациональными коэффициентами выходит за рамки 
иллюстрирующего примера, так как произвольная непрерывная 
(а тем более удовлетворяющая условию Гёльдера) функция 
может быть с любой точностью приближена рациональными 
и решение задачи с рациональными коэффициентами может 
стать основой ее приближенного решения в общем случае (см. 
ниже, п. 16.3,6°).

Для иллюстрации решим краевую задачу Римана с конту- 
ром, состоящим из конечного числа простых кривых, коэффи- 
циент G(t) которой есть рациональная функция, не имеющая 
нулей и полюсов на контуре:

Ф+^ = 7 $ Ф־ _(0+ ||Г(0• 04.20)

Разложим многочлены p(z), q(z) в произведение

p(z) =  p+(z)p_(z), q{z) =  q+(z)q_{z), (14.21)

где p+(z), q+(z) — многочлены, корни которых лежат в D+, 
a p-(z),  q~(z)— многочлены с корнями в D-. Из свойства 4 ин- 
декса (п. 13.1) легко получить, что х =  т+  — п+, где т+, п+ — 
числа нулей многочленов p+(z), q+(z).

Ввиду того, что коэффициент задачи есть функция, ана- 
литически продолжимая в области £>*, здесь целесообраз- 
нее не пользоваться общими формулами решения, а полу- 
чить последнее непосредственно, пользуясь аналитическим
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продолжением *). Представляя краевое условие в виде 

t f -W  л + /л  P + W  Я - ( О  /А
7ZW ф ( ׳,־ м Г׳ ф « = О Г * <׳)

. /?_ _
(каноническими функциями здесь являются X =  — , X =

Я -
q ,

= — ), на основании тех же соображений, что и в п. 14.5, полу- 
чим решение в виде

ф+(2)=̂־ ІЧ' (г) +  р*1(2)1־ ’

(14.22)
Ф ^ (*)־ = ־ №(г) + Л.-.(*)],

^ ,  ч 1 f  Я -  ( т )
ф ^ = ш ] т л Г ) ^ ) — г

( ф ־ ( о о )  =  0 ) .

Если индекс окажется отрицательным, то нужно положить 
? 0  =  , . ״  и добавить условия разрешимости:

S ^ r S = g(T)Tft_ldT־  0 ( £ = 1 , 2 ,  . . - х ) .  (14.23)

Полученное выражение согласуется с общими формулами
(14.14), (14.15), если учесть, что каноническая функция здесь
будет иметь вид X =  — , X = —-• Последнее можно полу•

я— р+
чить, исходя из определения канонической функции (п. 14.3).

Заметим, что и в общем случае при практическом реше- 
нии задачи Римана выгодно бывает коэффициент представ-
лять в виде G = -q q Gu где G! — функция с нулевым ин״
дексом, а многочлены p±t q± подбираются, исходя из вида

*) При этом следует учитывать, что роль стандартной функции ис- 
пользуемой для сведения индекса к нулевому, способно играть произведение к
X I  (* “ /а ־ ) ’ где av ־־ ан י• • •   любые точки области £>+.
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коэффициента. При целесообразном подборе этих многочленов 
решение может быть получено наиболее простым путем.

В качестве примера решим задачу Римана

/» -  t2 +  1■4 t2 i t3 .
t*-t ־(°+т ф־чг0־( ф

при условии, ЧТО ф -(о о ) =  0 и L  — произволь- 
ный гладкий замкнутый контур следующего 
вида:

а) контур L  содержит внутри себя точ- 
ку 2 ! =  0 и не содержит точек г2 1 *=־, 
23 =  — 1;

б) контур L содержит внутри себя точ- 
ки z\ =  0, z2 =  1 и не содержит точки

־1; 23 = ־
в) контур L содержит внутри себя точки 

2! =  0, 22 =  1, 23 == —1;
г) контур L содержит внутри себя точки 

2 2  =  1, 2 3  =  — 1 и не содержит точки 2 ! =  0.
Для решения используем указанный выше 

прием.

т + =  1,

а) В данном случае (рис. 12)

P+(t) = t, /7_(0=1־ ,
<7+ ( 0 = Ь  (0 я■ * +л ,־־ 21 ==0, и =  т + —  /г+ = 1 ־ .

Записываем краевое условие в виде

О2 - 1 )  ф + ( 0  -  /Ф0) ־   = у ( / 3 - / 2 + 1 ) « + 1 ) .
Отсюда

1
1 Г <7_ ( т )  , dx 1 Г Т3 -  т +  1 ! f  7

5 - ( ״־> Г5т г м ~ז)е'(7=7׳ sr У—  л + ! •* זג
L L L

и, значит, в силу формул (1.1) и (1.2) имеем

(г) =  23- г  +  1, Т(2) =  — -.

Общее решение задачи содержит одно произвольное постоянное. По формуле 
(14.22) находим

2Э —  2 +  1
-2222 — 1 ״ ינ( + »1־1 - * +2[(3 7(* ך־( ? +ф

'7+Т+ ׳ ] -4[7-И• ־
где с — произвольное постоянное. Заменяя с на с — 1, можно решению при- 
дать еще и такую форму:

• ־ и -  А 4 І + 422 - ־ 2 +’ 1  Ф+ )2( ־
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б) Здесь

Р+ (*) =  <> Р _ М  =  1; <7+ (0  =  < 0 ) _ ־1. <7  =  М 1 ־ ; т+ =  п+ =  I, х = 0 ־ ;

а +1) ф+ (/) - -j ^-j  Ф- (0

У(2)= 1 c ! 1 ± 1 .d T + 1 е ! 1 ш Е гіт=
2т  J т — г  2т J т — z

L L
(  z2 +  z

ן־ייי 3 + 1
v z (z —

־ ' 2  при г  e  D + ,
1 при z e Z ) .־“

3 ( 3  — 1)

3 + 1

Задача имеет единственное решение:

Ф + < г ־| г ! г ״ + ( г | 7 ־ Т Т (г־ +  г ) ־ г■

ф~ (2) = і ± і ^ . у - ( г) = і 1 1 І Г — 2+1  ) = -
Р + (2 )  2  V Z ( Z - \ ) J

в) В данном случае
Р + (0  =  *> Р _ ( 0 =  1; Ч+ (О = 1  - 2 ־< . </_(<) =  !; т+ =  1, п+ =  2, х ;I — =־

1
У (г ) = -1 Д  ——  rfT + J - C  т ( т -1 )  dx =

2т  J т — г  2т J т — 2 
L L

(  3 при 2 е / ) + ,

־1 1 ПрИ Z & z D  .3 ( 3 - 1 )

Решение задачи существует лишь при выполнении условий разрешимости 
(14.23) или, в данном случае, одного условия:

Г Я-(*)

Вычисляя этот интеграл, находим

L L

Условие разрешимости, таким образом, выполняется, и единственным реше- 
нием задачи будет

Ф+ (2) « = 2, ф ־ (г) =  - - 2 ± 1

г) В этом случае

Р+ ( 0 - 1 .  P - V )  =  t ; ? + ( 0 - * 2 - 1 0 - 1 5 ) - ? י 
к == w+ — n+ == — 2 <  0.
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Для разрешимости задачи необходимо выполнение двух условий:

<7(т)т* 1 d1 =  0 (k =1,2).<7_(т)
(т)17:

Вычисляя этот интеграл при к =  1, находим

Таким образом, условие разрешимости не выполнено, и потому задача не 
имеет решения.

Заметим, что если формально вычислить функцию Ф(г) ,  то она будет 
иметь полюс в бесконечно удаленной точке и, следовательно, не может яв- 
ляться решением задачи.

Когда контур L конечен и, следовательно, область D+ ограничена, ука- 
занный способ решения применим также и в том случае, когда p(t),  q(t) не 
многочлены, а целые функции. Пусть /?+(/), q+(t)— многочлены, имеющие 
в D+ своими корнями нули соответственно функций p( t ), q(t) с теми же 
кратностями. Тогда, представляя р и q в виде

Р (t) =  р + (t) р + ( 0 = Q (0 ׳  <7+ (0 Q+ (0.

>±ф- + * ± 8. 
U  + р + 8

получим краевое условие в виде

Q+®+
Р +

Далее можно поступить как в предыдущем.

14.7. Задача Римана для полуплоскости. Пусть контур L есть 
действительная ось. Как и ранее, задача Римана заключается 
в том, чтобы найти две ограниченные аналитические соответ- 
ственно в верхней и нижней полуплоскостях функции Ф+(2), 
Ф“ (г) (кусочно аналитическую функцию Ф(г)),  предельные 
значения которых на контуре удовлетворяют краевому условию

ф+(0 =  О (0 Ф 0 ־(  +  г (0  ( - о о < г < о о ) .  (14.24)
Заданные функции G(t) и g(t) удовлетворяют условию 

Гёльдера как в конечных точках, так и в окрестности бесконечно 
удаленной точки контура (см. условия (4.20), (4.27)). Считаем 
также, что G(t)=̂ = 0.

Решение будем проводить по тому же плану, что и для ко- 
вечного контура. Главное отличие от рассмотренного ранее слу- 
чая конечной кривой состоит в том, что здесь бесконечно уда- 
ленная точка и начало координат лежат на самом контуре и 
потому не могут быть приняты в качестве исключительной 
точки, где для канонической функции допустим ненулевой по- 
рядок. Вместо употреблявшейся в предыдущем вспомогатель- 
ной функции /, имеющей по L индекс, равный единице, здесь
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будет введена обладающая тем же свойством на действитель- 
ной оси дробно-линейная функция

t — i
t  +  Г

Аргумент этой функции
t - 1  (t-i)* ״ ,, •чarg jq ry  =  arg )2 + {■■ =  2 arg ( t - 1)

изменяется на 2я, когда t пробегает действительную ось в по- 
ложительном направлении. Таким образом,

Ind у = 4  =  1.

Если Ind G (t) — x, то функция

״ ״ ( # ) ־ ־

имеет индекс, равный нулю. Ее логарифм будет на действитель- 
ной оси функцией однозначной.

Строим каноническую функцию, для которой исключитель- 
ной точкой будет точка —І:

Х+ (г) =  ег+ <г), X2) ־) =  ( - ^ y ) ־ V (14.25) ,(г) ־
где

г <г' = 2 й Н ־ ( т т г Г ° м ] т $ 7 •

Пользуясь предельными значениями этой функции, преобразуем 
краевое условие (14.24) к виду

Ф+ ( 0 ==Ф 0 ) ־  ■ g(0
х+ (0 X - (t) ^  х +(t) '

(14.26)

Далее, вводя аналитическую функцию

f g (т) dx
J х + (т) Т - 2 ’2ш

Г ( 1 ) .

представим краевое условие в виде
Ф+ (0 п г + т _ Ф ־ «)
Х+ (<) W־ ־ X־ (<)

Заметим, что, в отличие от случая конечного контура, здесь, 
вообще говоря, 4f־ (oo) 0 =̂ -Применяя теорему об аналитиче .־
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ском продолжении и учитывая, что единственной особенностью 
рассматриваемой функции может быть лишь полюс в точке 
2 = —і порядка не выше и (при и > 0 ) ,  на основании обоб- 
!ценной теоремы Лиувилля будем иметь

(х> 0),Лс «)
(И ־ /)*

W~(t)X־ (<)
ф ־1־ (/) 
Х+ (/)

где PK(t)— многочлен степени не выше א с произвольными ко- 
эффициентами. Отсюда получаем общее решение задачи

при 14.27) ,0< א )

Ф(г) =  Х (г)[¥(2) +  С] при 14.28) .0> א )

При 0 > = функция Х(2) имеет в точке 2 א   —і полюс порядка 
—х, поэтому для разрешимости задачи нужно положить С =  
! = —Ч*■־ (—t). При к < —1, кроме того, должны выполняться 
еще следующие условия:

(14.29)(k =  2, . . . ,  - С g (т) dx.(א
J Х+ (т) ( t  +  /)*

Таким образом, получены результаты, аналогичные тем, кото- 
рые имели место в случае конечного контура.

Т е о р е м а .  При к ^  0 однородная и неоднородная краевые 
задачи Римана для полуплоскости безусловно разрешимы и ре- 
шение их зависит линейно от х +  1 произвольных постоянных. 
При х <  0 однородная задача неразрешима. Неоднородная за- 
дача при х <  0 разрешима однозначно, причем в случае х — 
=  —1 безусловно, а при х <  —1 лишь при выполнении —1 —א  
условий (14.29).

До сих пор мы искали решения задачи Римана, которые 
были просто ограничены на бесконечности. Сейчас специально 
остановимся на случае исчезающих на бесконечности решений.

Подставляя в краевое условие Ф+(оо) =  ф-(оо) =  0, полу- 
чим g(oo) =  0. Следовательно, чтобы задача Римана имела ре- 
шение, исчезающее на бесконечности, свободный член краевого 
условия должен на бесконечности обращаться в нуль. Будем 
считать это условие выполненным. Для получения решения в 
рассматриваемом случае нужно в (14.27) вместо взять 
PK_b а в (14.28) постоянную С приравнять нулю. Таким об- 
разом,

Ф (г) =  х  (2) |> .(2) +  • (14.30)
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При х < 0  в этой формуле нужно положить К уело-
виям разрешимости (14.29) добавится еще одно: 1Р (—/) =  0. 

Таким образом, эти условия примут вид

(14.31)( k = l ,  . . . ,  - х ) .С g  (т) dx _  Q
х נ + (т) (т+о*

Теперь при х >  0 будем иметь решение, зависящее от х про- 
извольных постоянных, при х ^  0 решение единственно, при- 
чем при х •< 0 для его существования необходимо и достаточно 
выполнения —х условий.

Для произвольного гладкого замыкающего на бесконечности 
контура L решение краевой задачи Римана можно проводить 
так же, как и для действительной прямой. Отличие состоит 
лишь в том, что вместо имеющей на действительной оси индекс,
равный единице, вспомогательной функции ך־^ך־ здесь вводится 

обладающая тем же свойством на L функция \ ?°־ , где z0 е
t  Z\

e D +, 2! е й " .  Исключительной точкой является zx.
14.8. Двумерная задача о скачке *). Каждой функции ф( 1̂,/2)> 

удовлетворяющей условию Гёльдера на общем остове L =  
=־  L! X ^2 четырех бицилиндрических областей D±± =  D? 
сопоставим интеграл типа Коши

ф ( № .,־ <־־ = ־>< ,. ( l - ’X - S  ■ <И-32)

определяющий четыре функции
Ф* * (2!, 22) ־=  (Кф) (2Ь 22) ПрИ (2,, 22) €= D± ±,

аналитические в D±:fc, причем 0 ±T(z1fz2) и Ф־־־־(^!, г2) исче- 
зают во всех бесконечно удаленных точках областей D±=f h D—  
соответственно.

В силу второй из (9.20) формулы Сохоцкого на L имеет 
место равенство

Ф++ (/,, /2) - Ф ־+ )1״? /2 ) - Ф + (к, 2̂) ־+  Ф־ ־  (/ь '2) =  ф(*1, к). (14.33)

Двумерная задача о скачке заключается в нахождении четырех 
функций Ф22 ,!2) ־ ־*־ ) , аналитических соответственно в областях 
Z)**, удовлетворяющих условию (14.33) с заданной функцией 
Ф класса Н.

*) При написании пп. 14.8 и 14.9 нами использован материал из рабоф
В. А. К а к и ч е в а 3) и 4).
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Приступая к решению двумерной задачи о скачке, сделаем 
одно замечание общего характера. Если функция двух пере- 
менных в силу некоторых соображений играет роль постоянной 
относительно одной из переменных, то она является произволь- 
ной функцией от другой переменной.

Пусть сначала <р(/!, /2)==0; тогда, переписывая (14.33) в 
виде равенства

ф + + ( 'ь  У , - Ф + ־ (*ь t2) =  Ф ־ + (*Ь У ־ Ф 1 > ) ־ ־ , h )

и применяя к нему теорему Лиувилля по переменному /!, убе- 
димся, что каждая часть равенства является произвольной 
функцией класса Я только переменного t2, которую обозначим

ь {к) =  ь+ (t2) - ft־ (t2).
Отсюда следует, что

Ф** (*1, t2) -  Ь+ Ц2) ־= Ф±־р (/,, t2) -  ft־  (t2) -  а* (/,),

где а*(^) также произвольные функции соответствующих 
классов.

Таким образом, общее решение двумерной однородной за- 
дачи о нулевом скачке имеет вид

Ф** (2״ г2) =  а* (2.) +  Ь* (г2), (14.34)
где а±(г 1) и b±(z2) — произвольные функции, аналитические со- 
ответственно в Df  и D2 и имеющие предельные значения 
класса Я.

Для единственности решения двумерной задачи о скачке*) 
удобно задать дополнительные условия в таком виде:

Ф ± = (*1, ° ° )  =  о * Ы

ф ft* (г2), г2 s =־ (22 ,°°) ±=  Df,

где а±(Z\) и b±(z2) наперед заданные функции, обладающие 
перечисленными выше свойствами.

Точно так же, как при условии Ф*־־(оо) =  0, интеграл
(4.4) определял единственное решение задачи (14.3), интеграл 
(14.32) определяет единственное решение задачи (14.33) при

*) Отметим полезную (и далеко идущую) аналогию: если « '(*  О, то־*־(
« — произвольная постоянная, а если и"у (х ,у )  =  0, то u(xt y ) =  a (x )+f i ( y) ,  
где а и р  — произвольные функции своих аргументов. Однако уравнение 
и'у =  0 вместе с соответствующими условиями Коши имеет единственное
решение.
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дополнительных условиях:

Ф±=(гь оо) =  0 при Z i ^ D f ,
Ф= ± (0О, 22) =  0 при Z2 ^ D £ .

В общем случае единственное решение задачи (14.33) при 
дополнительных условиях (14.35) является суммой интеграла 
(14.32) и соответствующей суммы из (14.34).

Отметим два полезных следствия, вытекающих непосред- 
ственно из решения задачи о скачке и формул Сохоцкого (9.19).

1. Всякая функция ф е Н  единственным образом предста• 
вима в виде суммы Ф++ — Ф-+ — Ф+_ +  Ф предельных зна־ 
чений Ф** (tu t2) функций Ф±±(21 г2), аналитических в D±:k 
и таких, что Ф±=(гь оо) =  0 при Z i ^ D f  и Ф=± (00 = סז 22)   
при г2 е  D2*•

2. Для того чтобы функция ф е Я  была представима в виде 
одной из сумм

1) Ф** -  Ф+־ — Ф2 ,+־ ) Ф++ — Ф±т +  Ф־ ־ ,

3 ) Ф ± ±- Ф ±=Р, 4) Ф ^ - Ф * * ,  5) Ф±+ —Ф*“ ,

где ф±± обладают теми же свойствами, что и в  1, необходимо 
и достаточно, чтобы она удовлетворяла соответственно ус*
ловиям:

1) Ф 45 ф -F 52ф 5|־  ,ф — 4Фт:р — 0־4* 12
2) —  Ф ±  5,ф =F 52ф +  5,2ф =  4ФТ± =  0,
3) Ф =F 5!ф 2 ־=־ (ф** -  Фт±) =  0,
4) ф 52ф 2 = = (Ф** — Ф±т) ־ 0 ,־ 
5) = Р ф ± 5 12ф =  2 (Фф,: +  Ф 0  = ־±)  .

14.9. Постановка задачи Римана для бицилиндрических 
областей. Задачу Римана для функций, аналитических в бици- 
линдрических областях, можно сформулировать следующим 
образом.

Пусть А, В, С, D и f — заданные функции, удовлетворяющие 
на общем остове L четырех бицилиндрических областей D±± 
условию Гёльдера. Требуется по краевому условию

A{tu і2)Ф++(ій h ) - B { t u 12)Ф ־+״/)  t2) ~
-  С (f״ t2) Ф+־  (tu t2) +  D (tu t2) Ф־ ־  (tu t2) =  f (tu t2), (14.36)
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заданному на L, определить четыре функции Ф* ±(21, 22), ана- 
литические в D±± и удовлетворяющие дополнительным уело- 
виям

(14.37)
Ф ± - (21, оо) =  0, z ! s D f ,

Ф=± (оо , 22) —  0, 22 s  D * .

Теория двумерных задач (14.36) — (14.37) существенно отли- 
чается*) от теории одномерной задачи (14.2), а ее решение 
в замкнутом виде в настоящее время еще не получено. Для вы- 
яснения некоторых особенностей этой задачи обратимся к 
примеру.

Пр и м е р. Пусть L! и £2 — единичные окружности, 
f ( h J 2) =  0 и

Л = 1 ,  B =  C =  t?'t2\ D =  tTt2\ (И.38)

где /1, 12, т 1, m2, 4\, п2 — некоторые целые числа. Эта задача, 
назовем ее двумерной однородной элементарной задачей, ана- 
логична одномерной элементарной задаче Ф+(0 =  **Ф־־(/)> 
имеющей при х >  О и дополнительном • условии Ф־־(оо) =  0 
точно х линейно независимых решений и неразрешимой при 
х 0. В отличие от этой задачи, как будет сейчас пока- 
зано, двумерная однородная элементарная задача может иметь 
решение, зависящее от конечного числа функций одного пере- 
менного.

Мы еще более упростим задачу, отыскивая сначала только 
те ее решения, в которых любые две из четырех искомых функ- 
ций тождественно равны нулю.

Пусть сначала 1) Ф± = (2ь22) =  0; тогда рассматриваемая 
задача принимает вид

ф ++('., У =  й !ф 2/ ,,/)+ ־ ), ф - + (оо, 22) =  0, 22<=02\  (14.39)

Аналитически продолжая краевое условие (14.39) по перемен- 
ному Z2 в область D2 и сопоставляя его с условием соответ- 
ствующей одномерной задачи, убедимся, что задача (14.39) 
в действительности является задачей Римана только по пере- 
менному /!, а 22 s  D2+ входит в ее условие как параметр.

Следовательно, задача (14.39) разрешима лишь при выпол- 
нении условия /! >  0. Пусть /! >  0; тогда, в соответствии с

*) В некотором смысле различие в двумерных и одномерных задачах 
Римана такое же, как между линейными дифференциальными уравнениями
с постоянными коэффициентами в частных производных и обыкновенными.
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формулами (14.12), общее решение задачи (14.39) имеет вид

Ф++ (г,, 22) =  £ c ׳ t  (22) гі, (14.40)
fe- 0

22гФ 2 )+ ־ Ь 22) =  2 fZ| 2  Cft (22)2!. (14.40')
* - 0

Если 12 <  0, то в этих формулах 0+ (г) ־־־־ произвольные функ-
ции, аналитические в й 2+ и удовлетворяющие условию Гёль- 
дера на L2; если же /2 >  0, то такой должна быть каждая из 
функций

Z2 l‘Ck(.Z2) ^ =  0, 1, / ! - 1 .

Отвлекаясь пока от исходной задачи (14.36) — (14.38), при- 
ведем одну из возможных формулировок дополнительных уело- 
вий, при которых задача (14.39) с /1 >  0 имеет единственное 
решение. Для простоты предположим, что 12 =  0. Пусть с£ (22), 
k =  0, 1, . . . ,  /! — 1, наперед заданные функции, аналитические 
в £>2 и удовлетворяющие условию Гёльдера на L2; тогда крае- 
вая задача (14.39) имеет единственное решение, удовлетворяю- 
щее дополнительным условиям:

Г 2?Ф ־+ )2,, 22( ־  £  с £ - / + , (22) 2 ־1} ]  I  =  C t - к  (22),
J 121-00 י- /*0

Z2^D 2 9 k = l 9 2, /!-

Рассуждая как и при решении задачи (14.39), убедимся, что 
исходная задача имеет решения, зависящие от конечного числа 
функций одного переменного и такие, что

2) Ф± + (2 2 2 в (״   0, 3) Ф+± ( 2 4  ,0 - - Ф=± (2,, 22) (״ 22)   О,

тогда и только тогда, когда соответственно
2) л! >  ти 3) п2 > 12, 4) т 2 >  0.

Отыскивая еще решения задачи, в которых 

5) Ф ± Т (2,, 2 2 ) ^ 0 ,

(14.41)

получим задачу

Ф++(/., /2) + Ф־״2/'?/  0  = ־ (/,, /2)  ־ , 
ф~" (оо, г2) =  0, г2 е  02", Ф~" (2!, оо) =  0, 2!е£>Г.
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Применяя теорему Лиувилля к задаче (14.41) сначала по пере- 
менному t\, а затем по переменному 12, найдем, что она разре- 
шима тогда и только тогда, когда одновременно п\ >  0 и п2 >  0. 
Если п\ >  0 и п2 >  0, то решение задачи (14.41) описывается 
с помощью произвольного полинома, содержащего П\П2 произ- 
вольных постоянных:

Л1-1 —I
ф  (2 I, 22) 11̂  0к&гА'А' ־ ־  РП1-1, П1-1 ( 2 1> г 2)>

Ф ~~ (2 1 , Z2) =  — 2Г2" ״‘22־ Р22  ,2 1 )  ! - , ״_1, ״ | ).

Аналогичные рассуждения показывают, что исходная задача 
имеет решения, зависящие от конечного числа произвольных 
постоянных и такие, что

6) Ф±=Ь(21, 22) =  0

лишь в том случае, когда /! כ> т !  и т 2 >  к-
Разрешимая двумерная однородная элементарная задача, 

как показывают непосредственные вычисления, всегда имеет 
бесконечное число линейно независимых решений таких, что 
либо только одна из четырех искомых функций тождественно 
равна нулю, либо все они отличны от нуля.

Анализ всех случаев показывает, что двумерная однородная 
элементарная задача разрешима при выполнении одного из 
следующих необходимых и достаточных условий на показатели 
мономов (14.38):

1) /, >  0, 2) щ > ти 3) п2 >  /2, 4) m2 >  0,
5) 11 >  т ! и т 2 >  /2, 6) П1 >  0 и щ, >  0. ' *

Она имеет общее решение, зависящее от конечного числа про- 
извольных постоянных, тогда и только тогда, когда

т! =  пи 12 — П2, 11 =  т2 =  0 и щп2>  0. (14.43)

Если задача разрешима, а ее общее решение зависит от произ- 
вольных аналитических функций одного переменного, то зада- 
нием не более чем /1 +  т 2 + !״ — ־!־(!*״ («2 — /2)  ) дополнитель- 
ных функциональных условий можно добиться того, что реше- 
ние такой задачи будет зависеть уже только от конечного числа 
произвольных постоянных.

Переходя к рассмотрению двумерной неоднородной задачи
(14.36) — (14.38), отметим, что она, в отличие от одномерной, 
может быть неразрешима даже в том случае, когда разрешима 
соответствующая ей однородная задача. Это на первый взгляд 
неожиданное явление объясняется, во-первых, тем фактом, что
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в формулу Сохоцкого (14.33) входит четыре слагаемых, а не 
два, как в одномерном случае, и, во-вторых, влиянием показа- 
телей мономов (14.38), что аналогично влиянию индекса одно- 
мерной задачи.

Первое явление хорошо иллюстрируется следствием 2 в 
конце п. 14.8, а для демонстрации второго рассмотрим один про- 
стой пример. Пусть в (14.38) 11 =  1, /2 =  т! =  т2 =  п! =  
=  п2 =  0; тогда однородная задача, в силу первого неравенства 
из (14.42), разрешима и ее общее решение имеет вид
Ф++ (2Ь 22) =  а+ (22), Ф2 = ־+ (21, 22)  f 'a + (22), Ф±= (2Ь 22) =  0,

где а+(22)— произвольная аналитическая в D2 функция. С дру- 
гой стороны, применяя формулу Сохоцкого (14.33) к интегралу 
типа Коши F ( z u z 2) =  (Kf)(z1,Z2) и используя следствие 1 из 
п. 14.8, получим следующие равенства:

Ф++ (*., 4 ) -* .Ф ־ + (<ь t2) =  F++(tu t2) - F - +(tu t2),
Ф "(21, Z2) =  F — {ZU 22), 2,Ф+־ (гь Z2) =  F ־ +  (z u  22),

последнее из которых возможно лишь в том случае, когда
F+~ (0, 22) =  0 при г2е 0 2 '.

Если это выполняется, то для получения частного решения 
Ф **^!, 22) неоднородной задачи достаточно положить

Ф?*(*!, z 2) =  F ± ± {z u  22), Ф±т (г!, z ^  =  z T lF ± l f  { г ! ,  z 2).

Для получения условий разрешимости неоднородной элемен- 
тарной задачи в общем случае надо разложить заданную функ- 
цию в двойной ряд Лорана

f  (f 12̂ י) =  £  £fe!==—оо fc2־־a—ОО

и приравнять нулю те ее коэффициенты fkk , которые отсут- 
ствуют в разложениях в ряды Лорана функций
ф ++ (^.,/2), № ф ~+ (tu t2\  д а ־(1+ ь t2), (tu t2),
где Ф** (2!, 22) — произвольные функции своих классов, удов- 
летворяющие условиям (14.37).

Если, например,
1) « ! > / ! >  0, п2 tt12 >  0, /2 ^ 0 . Щ <  0,
2) т ! =  Л|, 12 =  п2, /! =  /П2 =  0, 0^ ,(ср. с (14.43)) מ!מ2
3) /1 =  п ! > 0 « 0 ) ,  т2 =  П2<0(>0) ,  т ! =  /2 =  0, 

то неоднородная элементарная задача соответственно
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1) безусловно разрешима;
2) разрешима при выполнении конечного числа необходи- 

мых и достаточных условий разрешимости;
3) разрешима при выполнении счетного множества необхо- 

димых и достаточных условий разрешимости.
Разрешимая двумерная неоднородная элементарная задача 

имеет, вообще говоря, бесконечно много различных частных ре- 
шений. Наиболее простой способ нахождения частного решения 
состоит в следующем. Положим Ф0"+ (2!, Z2) =  F++(2 !, z2) и, ис- 
ходя из этого, потребуем выполнения равенств

№ Ф0 + =  с г + +  и +~ -  и  , 
trt?-<s>t־ =  v~+ + v+~ -  v ,־־
t?t?Ф0 ־ ־ ־ = -  IF ־־1־  -  IF ־1־־  +  W ,

р± *  = у _ן_  _ן_ 

F =־ U +  F +  W ,

в которых надо определить функции t/±q\  U , F ±4:, V , 
1F±,:, IF- -  и тем самым функции Ф*т и Фо"- ! входящие в част- 
ное решение задачи. В силу этих равенств в рядах Лорана, на- 
пример, для функций С/ , V~~, W только часть коэффициен- 
тов может быть отличной от нуля. Обозначим множества таких 
коэффициентов соответственно Zu~, Zv~, Zw~, тогда объедине- 
ние этих множеств совпадает со множеством тех коэффициен- 
тов ряда Лорана функции F~~, которые не входят в необходи- 
мые и достаточные условия разрешимости. Потребуем теперь, 
чтобы коэффициенты функции U~~, входящие в Zu~,  совпа- 
дали с соответствующими коэффициентами функции F~~. Затем 
коэффициенты функции V , входящие в множество Zd~ — Zv~> 
приравняем нулю, а входящие в множествоZv~ — Zu~ к соот- 
ветствующим коэффициентам функции F~~. И, наконец, поло- 
жим равным нулю коэффициенты функции IF , входящие в 
множество Z4T  — (%и~ +  Zv~),  а остальные приравняем к соот- 
ветствующим коэффициентам функции F~~. Аналогичным обра- 
30м определим и оставшиеся функции U**, V±T и W±+.

В заключение введем следующие обозначения: %— число ли- 
нейно независимых решений однородной задачи (14.36) —
(14.37), р. — число линейно независимых необходимых и доста- 
точных условий разрешимости соответствующей неоднородной 
задачи. Как это следует из рассмотренного примера, возможны
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следующие четыре случая: а) Х< + 0 о , р < + о о ,  конечную 
разность к — Х— \1 такой задачи называют ее индексом,
б) X =  4 0 0 > Li| ,־  + о о ,  в) X <  4 0 0 = р ,־  + о о ,  г) Х = + о о 9 
\1 =  ,оо. Все эти случаи в действительности реализуются־|- 
в чем и состоит основное отличие двумерной задачи Римана от 
одномерной, для которой при рассматриваемых здесь предполо* 
жениях возможен только один случай а).

14.10. Некоторые результаты, относящиеся к многомерной задаче Римана.
1°. Решение в замкнутой форме общей задачи (14.36)— (14.37), как уже было 
сказано ранее, в настоящее время неизвестно. В пп. 14.8 и 14.9 рассматрива* 
лись два простейших случая решения задачи Римана в замкнутой форме. 
Отметим ряд других таких случаев.

Используя методику решения одномерных задач, можно дать (В. А. К а- 
к и ч ев  3)) решение шести «вырожденных» задач Римана, получающихся из 
условия (14.36), если в нем положить:

I) А =  В =  0, 2) А =  С =  О, 3) В =  /) =  0,
4) С == D =  0, 5) А =  Z) =  О, 6 ) £ ־ ־ С = 0 ־ .

Методом, аналогичным методу разделения переменных, используемому в урав- 
нениях математической физики, В. Д К а к и ч е в 4 )  решает два типа задач, 
равносильных конечному числу элементарных и вырожденных задач. Методом 
последовательного исключения предельных значений, приводящим к выро- 
жденным задачам, им дано решение ряда других задач, в частности задачи 
с коэффициентами А, В , С, D, допускающими представление

а++л±т , , ,
А =  —— ~ — , В ־ ־ В+ ־ В ־ ־ ,■ С ־ ־ С+ ־ С — , Z) =  Z )+- +  D־ + — D — .

А

Этот метод был использован Ю. И. Ч е р с к и м ,  а затем В. С. Р а б и и о в и-* 
ч е м  1).

В. А. М а л ы ш е в  1), 2) привел задачу о блужданиях в четверть* 
плоскости к решению задачи Римана, в которой L — единичный тор, 
t^t^A (tit 2̂) — многочлен и В =  С =  — D =  1. Такая задача при специаль- 
ных дополнительных условиях сведена им к решению одномерной задачи Ри* 
мана на некоторой римановой поверхности (см. п. 53.2).

2°. Двумерная мультипликативная задача (задача о факторизации), ана- 
логичная задаче, рассмотренной в 1° п. 14.3, состоит в представлении функции 
G(t u t 2)¥* 0 и удовлетворяющей условию Гёльдера на L в виде произведения 
четырех функций 0 ±:t(f1, £2), являющихся предельными значениями функций 
<b±±(Zit Z2) t аналитических.в D±±.

Так же, как и одномерная задача, она тесно связана с задачей о скачке 
и при X\(G) =  Х2(С) =  0 и дополнительных условиях вида (14.35) имеет 
единственное решение. При |х 1 | +  | х2| > 0  положение дел существенно 
усложняется (см. В. А. К а к и ч е в 5 )).

3°. Так как решение задачи Римана в замкнутой форме неизвестно, то в 
изучении ее возрастает роль качественных методов. И. Б. С и м о н е н к о  4),
5), используя разработанный им локальный метод исследования линейных 
операторов, изложение которого выходит за рамки настоящей книги, указал 
необходимые и достаточные условия, выделяющие класс задач Римана с ко- 
нечным индексом (см. случай а) в конце п. 14 9). Сформулируем эту важную 
теорему И. Б. Симоненко с обобщением ее, полученным В. С. П и л и д и  1).
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Т е о р е м а .  Пусть А, В, С, D и f суммируемы со степенью р >  1 на 
остове L, образованном простыми замкнутыми кривыми Ляпунова. Тогда 
условия:

а) А 0, В =5̂  О, С ф  О, D ф  0 на L\
б) и! (Л) =  *!(£)» х! (С) =־ х! (D),

Х2 (А) — Х2 (С), К2 (В) =  Х2 (П)

необходимы и достаточны для того, чтобы задача (14.36)— (14.37) имела ко- 
нечный индекс.

4°. Задача Римана для биполуплоскостей заключается в нахождении че- 
тырех функций Ф±:ь(21, 22), аналитических соответственно в биполуплоскостях 
I m z i ^ z O  и 1т г2 ^5 0, по условиям (14.36)--(14.37), в которых теперь L 
является плоскостью: 1т 2! =  0, 1т 22 =  0. Эта задача изучалась в работах 
И. Б. С и м о н е н к о  3) и В. С. Р а б и н о в и ч а  1) в предположении, что 
функции Л, В, С, D и / непрерывны на множестве R2, полученном замыка- 
нием плоскости L одной бесконечно удаленной точкой. В этом случае вдоль 
любой замкнутой кривой V a R 2 индекс функции, непрерывной на R2, всегда 
равен нулю.

Поэтому при выполнении только одного условия а) из теоремы в п. 3° 
индекс задачи Римана для биполуплоскостей оказывается равным нулю.

Такая задача при В =  С — —D =  1 и когда Л и f — функции специаль- 
ного вида, имеет многочисленные приложения: в односкоростной теории пере- 
носа частиц (см., например, A. L e o n a r d  1)),  в теории дифракции электро- 
магнитных волн (Е. А. К г а и t, G. W. L e h m a n  1)) и др.

5°. Задача Римана для гиперконуса |2!| +  |г 2| <  1 изучалась учениками 
А. А. Т е м л я к о в а. Обзор полученных результатов дан в статье Г. Л. Л у- 
к а н к и н а 1).

6°. Многомерная задача Римана для радиальных трубчатых областей по- 
ставлена и изучена в статье В. С. В л а д и м и р о в а  1), являющейся истори- 
чески первой из работ по этой тематике. Радиальной трубчатой областью 
называется множество Т± точек 2 =  (2!, . . . ,  2п) таких, что R ez =  x — 
=  {Xiy . . . ,  x n) ^ R ny a \ mz  =  у — (tju . . . ,  y n) принадлежит конусу V±. 
Конусы V+ и V~ =  —V+ предполагаются выпуклыми, не содержащими цели- 
ком прямой с общей вершиной в начале координат. В задаче Римана надо 
определить пару функций Ф± (2), аналитических в Т±> по краевому условию

Ф + (х) =  й ( * ) Ф ־ М  +  ё ( 4  * < = / ? 1 4 . 4 4 ) (״, 

в котором G{x) и £־(* ) - -  известные функции из некоторых классов, а Ф ±(*) — 
предельные значения функций Ф ±(2) при у-*■ 0 и у е  V±.

Задача (1444) исследована В. С. В л а д и м и р о в ы м  1), когда предель- 
ные значения Ф *(*) являются а) непрерывными функциями, представимыми 
интегралами Фурье, б) обобщенными функциями медленного роста.

Задача (14.44) является, в известном смысле, обобщением знаменитой 
теоремы об «острие клина» Н. Н. Боголюбова, которая возникла в теории 
дисперсионных соотношений квантовой механики (см. В. С. В л а д и м и- 
р о в  2)).

§ 15. Исключительные случаи задачи Римана

В постановке краевой задачи Римана (п. 14.1) требовалось, 
чтобы коэффициент G(t) удовлетворял условию Гёльдера, что 
исключало возможность обращения его в бесконечность, и ни- 
где не обращался в нуль. Ограничения эти, как было видно из
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хода решения (использование In G (t))t существенны. Здесь мы 
проведем исследование задачи, отказавшись от этих ограниче- 
ний, т. е. допуская, что функция G(t) в отдельных точках кон- 
тура обращается в нуль или бесконечность целых порядков.

Для простоты будем предполагать, что контур L состоит из 
одной замкнутой кривой.

15.1. Однородная задача. Запишем краевое условие одно- 
родной задачи Римана в виде

П  (< - ак)тк
ф + (0 = ~ -------------с ,(0 Ф ־(0• (15.1 )

П ( ' - р / ) Р/
/ - 1

Здесь ал ( £ = 1 ,2 .......ц), (/ =  1 ,2 , . . . , v) — некоторые точки
контура; mk, p j— целые положительные числа; О!(/)— функ- 
ция, удовлетворяющая условию Гёльдера и не обращающаяся 
в нуль. Точки ал будут нулями функции G(t). Точки Pj будем 
называть ее полюсами*). Обозначим

V Ц

IndG ](0=K ; ^  Р! =  Р; 2] tnk =  т.

Решение будем искать в классе функций, ограниченных на 
контуре **).

Пусть X (2) есть каноническая функция задачи Римана с ко-
Х +  (/)

эффициентом 01(0• Подставим в (15.1) G!(<)= _ и запи-х (/)
шем краевое условие в виде

______ Ф + (/) Ф־  (/)_______ (15.2)
Х+ ( / ) П ( ' ־ «л)т * /1 ־

Применим к последнему равенству теорему об аналитиче- 
ском продолжении и обобщенную теорему Лиувилля (ср. п. 14.4, 
случай и > 0 ) .  Точки а&, Pj не могут быть особыми точками 
единой аналитической функции, так как это противоречило бы

*) Так как функция G(t) неаналитическая, то применение термина «по- 
люс» не вполне законно. Мы будем употреблять этот термин для краткости, 
понимая под этим точку, где функция (неаналитическая) обращается в бес- 
конечность целого порядка.

**) Легко установить, что существенным является лишь требование инте- 
грируемости, т. е. ограничение, что допустимо обращение в бесконечность 
лишь порядка ниже первого. Отсюда уже вытекает и ограниченность (см. за- 
дачу 12 в конце главы).
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предположению об ограниченности Ф +(t) или Ф 0 ) ־ • Следова- 
тельно, единственной возможной особенностью является беско- 
нечно удаленная точка. Порядок на бесконечности Х־ (г) есть

V
х, а порядок Ц  (г —0/)׳V равен —р. Отсюда порядок на беско•

есть —х +  р. При х—р^гОФ ~  (г)нечности функции
X2) ־) П  (г ־־ Р/)р/

/-1
согласно обобщенной теореме Лиувилля

Ф~ (г)Ф + (2)

Х+ (2)П(2-а*)״׳* Х 2 ־( ) П ( 2 - р / /
ft-1 /-І

(15.3)
Ф+ (2) ־= Х+ (2) й  (2 -  ,Рх_р (2) *״׳(*» 

Ф2) ־ ) =  X- (2) П ־ 2)   Р/)Р/ Р%. р (2).

откуда

Если х — р <  0, то нужно положить Рк_р(2) г О  и, следо- 
вательно, задача не имеет решений.

Назовем краевую задачу с коэффициентами G1(t) приведен- 
ной задачей. Индекс приведенной задачи х назовем вместе с тем 
и индексом данной задачи. Формулы (15.3) показывают, что 
степень многочлена P(z) на р единиц меньше индекса задачи х.

Отсюда следует, что число решений задачи (15.1) в классе 
функций, ограниченных на контуре, не изменяется от наличия 
нулей у коэффициента задачи и уменьшается на суммарный 
порядок всех полюсов. В частности, если индекс оказывается 
меньше суммарного порядка полюсов, то задача неразрешима.

Если задача разрешима, то ее решение дается формулами
(15.3), в которых каноническая функция приведенной задачи 
Х(2) находится по формулам (14.9), (14.10), причем в них 
G(t) нужно заменить на (/!(£). Если наложено дополнительное 
условие Ф־ (оо) =  0, то число решений уменьшается на единицу 
и многочлен P(z) нужно взять степени х — р — 1.

Расширим теперь класс решений, допуская, что одна из ис- 
комых функций (Ф+(2) или Ф2)־־)) может обращаться на кон- 
туре в некоторых точках в бесконечность целого порядка, в то 
время как другая в этих точках остается ограниченной. Легко 
усмотреть, что такое допущение не повлечет никаких изменений 
в неисключительных точках. Здесь ограниченность одной из 
функций автоматически влечет за собой ограниченность другой.
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Иначе обстоит дело в исключительных точках. Запишем крае- 
вое условие (15.1) в виде

(О
־x)15.2(׳ W

ע >  -  р / / ф+ (о
/-1______________

Х + (t)

Рассуждая аналогично предыдущему и учитывая, что правая 
часть имеет на бесконечности полюс порядка х +  tn, получим 
общее решение в виде

)15.3(׳
Ф+ (2) =  Х+ (2) П ( 2 - Рк+т {г),fe“ 1 *״׳־(*» 

Ф2) ־) =  X2) ־ ) П  (2 — Р/)"״/ Рх+т (2)•

Последнее показывает, что в классе решений с допустимой 
полярной особенностью у одной из функций число решений по 
сравнению с классом ограниченных на контуре функций увели- 
чивается (при х >  0) на суммарный порядок всех нулей и по- 
люсов коэффициента.

15.2. Неоднородная задача. Запишем краевое условие в 
форме

П ( ' ־ « * ) ״׳ *
ф + (І) ־  ------------ С, (0 Ф0) ־  +  g (t). (15.4)

П > -Р /> Р/1/־־

Легко видеть, что краевое условие не может быть удовлетво- 
рено конечными Ф+(0» Ф~(0» если допустить, что g(t) имеет 
полюсы в точках, отличных от Pj, или если в последних точках 
порядки полюсов g (0  превышают Исходя из этого, примем 
как условие, что g(t) может иметь полюсы только в точках Pj 
и порядки их не превышают ру

Для применимости дальнейшей теории нужно потребовать,V
чтобы функции G!(/) и П  (t — Р/)Р/ g(t) в исключительных точ-
ках были дифференцируемы достаточное число раз. Порядок 
требуемой высшей производной определяется в дальнейшем. 

Заменим, как и в однородной задаче, G!(/) отношением ка-
ионических функций ^  и запишем краевое условие (15.4)
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в виде*)

+  n ־*) p/)P /x>W •/-!
)15.4(׳

ф 0 ) ־
х - (О

Ф + и)
х+ (О

V

־־־/ 1

Функция J J  — Р/)р/ х ^ (7) ^УДет интегрируемой. Заменив ее
/ - 1

разностью краевых значений аналитических функций

n < / - p e(׳ /^ ־4 '+ w 4 ־ r w ’
/1 ״ 

где

(15.5)£  (т) dx
Х+ (т) х — г

L / - 1

приведем краевое условие к виду
м־

» £ - ־׳יי • »П ׳> - "(*״,י § т׳+= ж  -  ч| ׳״м - ״ П
־יי/1

*) Нельзя преобразовывать краевое условие, как это делалось при реше-у
нии однородной задачи (формула (15.2)), оставляя на месте Ш * - Ь г  и

/ - 1м׳ т
деля на (t — а^) k t так как свободный член стал бы неинтегрируемым.

k = \
Наоборот, переписывая условие (15.2) в виде (15.4'), мы получили бы ре- 
шение

Ф+ (*) -  П  (г -  Р/)־ Р/ Х+ (*) р х+т (2),
/-1

Ф - (2) =  П  (г ־ ״ * Г " *  Х ~ (2> Р*+* <г )•
k = \

Условие конечности Ф+ ( 0 0 заставило бы нас взять многочлен в виде י (

Р *+т  <2> -  П ־ 2)   ak f k П ־ 2)   Р/)Р/ Р*-р (2>יk = 1 / = 1
НТО привело бы к полученному ранее решению (15.3),
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Применяя, как обычно (п. 14.4), теорему об аналитическом про- 
должении и обобщенную теорему Лиувилля, получим

(15.6)

ф+ (г) =  v Х+ (г)---- [> + (;г) +  Рк+т (г)],
П ( 2 - Р / ) Р/
/-1

Ф־  (*)= { Х 2 ־( > [V ־  (г) +  Рх+т (2)]•
П ( ״ .) ־ ״ ־ ־ *а-  1

Последние формулы дадут решения, которые, вообще говоря, 
будут обращаться в бесконечность в точках ah, Р;. Для того, 
чтобы решение было ограниченным, необходимо, чтобы функция 
)+¥*־ z ) Рх+т(г) имела нули порядков рj в точках р;•, а функ- 
ция ,?- (z)-}-Px+m(z)— нули порядков Ши в точках ал. Эти тре- 
бования наложат т  4  Р условий на коэффициенты многочлена ־
Рх(.т (2). Если коэффициенты многочлена Р х+т(г) подберем со- 
гласно наложенным условиям, то формулы (15.6) дадут реше- 
ние неоднородной задачи (15.4) в классе ограниченных функций.

Указанный способ решения представляет неудобства как 
в практическом отношении (трудности решения системы урав- 
нений), так и в теоретическом: необходимость доказательства 
совместности и независимости уравнений, вытекающих из уело- 
вия конечности решения в точках аь, Pj, к которым могут доба- 
виться еще условия конечности решения в бесконечно удален- 
ной точке.

Чтобы избежать этих затруднений, Л. А. Ч и к и н 1) предло- 
жил строить специальное частное решение, названное им кано- 
нической функцией неоднородной задачи.

О п р е д е л е н и е . Канонической функцией Y (г ) неоднород- 
ной задачи (15.4) называется кусочно аналитическая функция, 
удовлетворяющая краевому условию (15.4), имеющая всюду 
в конечной части плоскости (включая и точки а/״ р,) нулевой 
порядок и обладающая на бесконечности наивысшим возмож- 
ным порядком.

При построении канонической функции будем исходить из 
решения, даваемого формулами (15.6). Построим многочлен 
Q(z) так, чтобы он удовлетворял следующим условиям:

Q(״ (P/) =  4p+<<)(P/) (‘1 ,0 = ..............־  2 ,1 / = ;1  , . . . ,  v),
Qa>(«ft) =  ̂ ־ a)(«ft) (' =  0. 1 ״׳ * ־ .י ־ ; k = \ ,  2......... v),

где ^ ?, ,(H’HPj־ —(as)®־ значения производных t-го и /-го
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порядков в соответствующих точках*). Таким образом, Q(z)  
есть интерполяционный многочлен Эрмита для функции

Г W+ (2) в точках в,,
— \  _ ' ׳

(, Ч2) ■׳) в точках ak

с узлами интерполяции fo, as кратностей соответственно pj, т\.
Известно**), что такой многочлен определяется единствен- 

ным образом и его степень р равна
р =  т + р — 1.

Каноническая функция неоднородной задачи выражается через 
интерполяционный многочлен следующим образом:

У+ (г) =  Х+ (2)** , У~ (г) -  X2) ־ ) - - - - - -  Qp . (15.7)
П ( г ־ Р/)Р/ П ( г ־ а*)т */"1 = l

Для построения общего решения неоднородной задачи
(15.4) воспользуемся тем, что это общее решение складывается 
из некоторого частного решения неоднородной задачи и общего 
решения однородной. Используя формулы (15.3) и (15.7), по- 
лучим

Ф =־ (2) +  Y+ (2 ) +  Х +  (2) й  (2 -  а * -Рх *״׳( р (2 ),

ד1 (15.8 )
ф -  (2) =  Y -  (2) +  X2) ־ ) П < 2 ־  Р/)Р/ (г).

В случае, если % — р <  0, нужно положить Р я_р(2) =  0. Поль- 
зуясь формулой (15.7), нетрудно подсчитать, что порядок 
У־ (г) на бесконечности равен х — р + 1 .  Если % < р — 1, то 
Y~ (2) имеет в бесконечно удаленной точке полюс и канониче- 
ская функция перестает быть решением неоднородной задачи.

Однако, подчиняя свободный член g(t) р — х — 1 условиям, 
можно добиться повышения порядка на бесконечности функции 
У(2) на р — х — 1 единиц и тем самым вновь сделать канони- 
ческую функцию У(2) решением неоднородной задачи. Для

*) Существование этих производных будет обеспечено, если на функции 
v

П > - Р / )  * £ ( 0 0  наложить условие, чтобы в точках ал, р,- они имели י 01 (
/ - 1
производные порядков тл , Ри удовлетворяющие условию Гёльдера.

**) См., например, Г о н ч а р о в  В. Л., Теория интерполирования и при- 
ближения функций, Гостехиздат, 1954, § 14.



137ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ ЗАДАЧИ РИМАНА§ Ш

этого, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы в разложении 
функции — Qp(z) в окрестности бесконечно удаленной
точки первые р — х — 1 коэффициентов обращались в нуль. Это 
и даст р — х — 1 условий разрешимости задачи в этом случае. 
Выясним характер этих условий. Разложение ,? (z )— Qр(2) 
можно представить в виде
ч  (z) —  Qp (2) =  -  Ср2״ -  Cp-1ZP~l -  . . .

. . .  —с0 4 + с~хг~1 ־  с_2г ־2 + ••• 4־  c~kZ~k +  . . . ,

где Со, с!, . . . ,  ср — коэффициенты многочлена Qp(z), а с_*— ко- 
эффициенты разложения функции ^ (г ) ,  вычисляемые, как 
легко показать, по формуле

, - П ( т - Р / ) /״ г(־г)т*11־ I /-1 -
С~к~~ 2я/ J Х+(т) dx■

Вышеуказанные условия разрешимости будут иметь вид 

Ср =  Ср- 1=  . . .  =  Ср— р+х+2 ^  0•

Если на решение наложено дополнительное условие 
Ф- (о о )= 0 , то при х — р >  0 в формулах (15.8) нужно взять 
многочлен PK- p-\(z) , а при х — р <. 0 понадобится удовлетво- 
рить р — х условиям.

З а м е ч а н и е .  Метод построения канонической функции не- 
однородной задачи может быть применен и в других случаях, 
когда требуется построить решение, удовлетворяющее некото- 
рым заданным условиям (см. задачу 13 в конце главы).

Легко усмотреть, как изменятся рассуждения и результаты, 
если искать решения в указанном в п. 15.1 классе функций с по- 
лярной особенностью на контуре у одной из них. Формулы 
(15.6) как раз представляют собой решения в этом классе, для 
которого, следовательно, отпадает все последующие рассужде- 
ния о нулях функций ^ * (z j- f  PK+m(z). Таким образом, допу- 
щение в исключительных точках у одной функции решения по- 
лярной особенности уменьшает число условий разрешимости.

Предположение о том, что нули и полюсы — целого порядка, 
несущественно. Метод применим и в более общих случаях. Ис- 
следование, в предположении любого степенного порядка нулей 
и полюсов, дано в (6]. Еще более общий случай, когда

G (t) =  П  (/ — c j k  In '*  (t -  ck) G , (0,

исследован в {30].
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15.3. О корректности постановки краевой задачи Римана. Под корректной
постановкой краевой задачи обычно понимается такая ее постановка, когда 
задача безусловно и однозначно разрешима и ее решение устойчиво по отно- 
шению к малым изменениям коэффициентов или контура.

Устойчивость по отношению к изменению коэффициентов краевого уело- 
вия непосредственно вытекает из того, что: 1) решение задачи дается в явном 
виде через интегралы типа Коши, 2) интеграл типа Коши есть оператор огра- 
ниченный и, следовательно, при малых изменениях плотности (в рассматри- 
ваемом классе Н) получает малые приращения. Более сложный вопрос об 
устойчивости по отношению к изменению контура исследовал Л. А. Ч и к и н 
2), 3). Он доказал, что для G и ^  удовлетворяющих условию Гёльдера, не- 
обходимым и достаточным условием для устойчивости является G(t)*£ 0. Та- 
ким образом, в неисключительных случаях краевая задача Римана устойчива.

Но первое условие корректности, вообще говоря, не выполняется. В зави- 
симости от величины индекса может нарушаться или однозначность, или раз- 
решимость задачи. Рассмотрим, как следует изменить постановку задачи, 
чтобы она стала корректной. Для достижения большей симметрии в резуль- 
татах условимся искать решение в классе функций, исчезающих на бесконеч- 
ности Ф־ (оо) =  0.

1°. Ind G(t) =  х >  0. В этом случае решение краевой задачи содержит 
произвольные постоянные, поэтому для достижения однозначности на реше- 
ние придется наложить дополнительные условия.

Пусть а!, . . . ,  а т ; Р!, . . .  ,рп — произвольно выбранные точки, лежащие 
соответственно в областях D+, D~ Потребуем, чтобы решения неоднородной 
краевой задачи Римана (14.2) удо״ :створяли следующим х условиям:

ф +  </> (а .) =  а[ (« '= 1 . 2.........т\ 1 =  0 , 1, . . . .  р г — 1), )15.9(׳

(k =  1, 2 1 =  0, 1, . . . ,  qk — 1), )15.9(״

blk — произвольные числа, /, 1 — порядки производных,
т п

(15.10)
/-1 Л-1

и пусть P(z )— многочлен Эрмита с узлами интерполяции (15.9'), a *i־ Q (2) —

такой же многочлен по степеням ̂־  с узлами (15.9"). Будем искать решение ־

краевой задачи (14.2) в виде
т

Ф+ (г) =  Р (2) +  Д  (г _  а1р  ф +  (2 ),
*-1

(15.11)п

ф ~ (2) 7 ־   Q (2) +  П  ( 1 — т У *  Ф Г (z) ( Ф Г ( « )  =  0).
Л-1

Легко видеть, что так определенные функции автоматически удовлетво- 
ряют условиям (15.9). Вставляя их выражения в краевое условие (14.2), по- 
лучим для (z) новую краевую задачу

« )  =  0 , ( 0  Ф Г ( 0 +  «,(*)• (15.12•

Для G1 , g 1 легко получить явное выражение и показать, что в силу 
(15.10) I n d G ! ( / ) = 0 .  Следовательно, задача (18.12) разрешима безусловно
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и однозначно. Отсюда получаем, что исходная краевая задача Римана с до- 
полнительными условиями (15.9'), (15.9") поставлена корректно

2°. х <  0. Здесь задача Римана разрешима лишь при выполнении допол- 
нительных условий. Чтобы получить задачу безусловно разрешимую, возмож- 
ны два пути: 1) ввести в свободный член краевого условия некоторые про- 
извольные элементы, 2) расширить класс решений, считая допустимыми в 
некотором числе точек полярные особенности. Начнем изложение с первого 
способа. I X I

Пусть Х ( г ) — каноническая функция задачи и Q (2) =
fe-1

член по степеням — , коэффициенты которого совпадают с начальными чле- 

нами разложения ^ (г )  по степеням־—. Тогда, если в краевом условии (14.2)

свободный член взять в виде суммы g (t) 4 Х ־ + (t) Q ( 4 )  , то для един-
ственного решения задачи условия разрешимости будут выполняться автома- 
тически.

Следовательно, если в краевом условии (14 2) к свободному члену доба- 

вить слагаемое вида Х+ (/) Q ^ ^־־־ , то задача Римана будет поставлена кор- 

ректно.
Укажем еще второй способ корректной постановки при х <  0. Предпо- 

ложим, что у искомого решения допускаются в D+ полюсы порядков г< в не- 
которых точках у*, а в D־־ полюсы порядков Sj в некоторых точках б} 
(/ — 1, т; / =  1.......п):

(15.13)

(15.14)

(15.15)

״ ־, »ן ! •£ ' ״ + ! :1-11-1

Ф,- (г)

ПО )־4׳
Ф -  (г) =

Отыскивая решение в виде 

Ф ? (г)

/“ 1
П ( г ־ ъ )г<г-1

Ф ־ (2) +

придем к краевой задаче

Ф+ (t) =  Q2 (t) ф 2 (t) +  g2 (t).

Индекс нового коэффициента есть нуль, и поэтому задача (15.15) без- 
условно и однозначно разрешима. Следовательно, задача Римана с индексом 
х <  0 в классе функций с допустимыми в некотором конечном числе точек 
полюсами будет поставлена корректно, если суммарный порядок полюсов ра- 
вен | х | .

§ 16. Задача Римана для многосвязной области. 
Некоторые новые результаты

16.1. Постановка задачи. Пусть L =  L0 +  L! +  . . .  + L m — 
совокупность т +  1 непересекающихся контуров, причем контур 
Lc содержит внутри себя все остальные (рис. 13). D+ назовем
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( т  +  1)-связную область, лежащую внутри контура L0 и вне 
контуров L\, . . . ,  Lm. Обозначим D~ дополнение D+ +  L до пол- 
ной плоскости. Для определенности будем считать начало ко- 
ординат расположенным в области D+. Положительным обхо-

дом контура L считается тот, который 
оставляет область D+ слева, т. е. кон- 
тур L0 нужно обходить против часо- 
вой стрелки, а контуры Lu Lm — по 
часовой.

Прежде всего укажем, что задача 
о скачке

Ф+ ( І ) - Ф '  (t) =  g(t) 
решается той же формулой

L

что и в случае односвязной области. 
Это вытекает из формул Сохоцкого, ко- 
торые, как показано в п. 8.7, имеют для 
многосвязной области тот же вид, что 
и для односвязной.

Задача Римана (однородная и не- 
однородная) формулируется совершен- 
но так же, как это делалось в п. 14.1 
для односвязной области.

=  2я" ® (все контуры обходятся в
только что установленном положительном направлении). Индек- 
сом задачи назовем величину

1

Рис. 13.

Обозначим

(16.1)
т

* =  £  и*•k-Q

Если хь { k — 1,2, . . . .  т )  для внутренних контуров равны 
нулю, то решение задачи, как легко видеть, имеет совершенно 
тот же вид, что и для односвязной области.

Для приведения общего случая к простейшему вводим 
функцию

П  ( < - * . ) *״ ,ft-l

где г* — некоторые точки, лежащие внутри контуров Lk
(* =  1, 2........ т).
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Учитывая, что [arg(/ — 2*)]^ =  0, если & #/, и [arg (t — =
=  — 2п, легко получим

~Ш f arg П ~ 2*)И*1 = ^ r C ar g ------*/
L ft-1 JLf

( /= 1 , 2, m).
Отсюда

{ arg [ g (0 f t  (t -  zkj*k] } =-0 ( / = 1 , 2 , . . . ,  m).

m
Вычислим изменение аргумента функции G (/) Ц  {t — zk)Kk

י-1£
по контуру L0:

i  { arg [ G w  П {t - Zk)H]  \ L =
m m

=  tar£ G Wb. +  Z  ar® = Xo 4 Y ־ ,  ** =  K.
S>1 fe-1

Так как начало координат лежит в области D+, то

[arg t]Lk =  0 (£ =  1, 2..........т), [arg t\u  — 2я.

Поэтому

{ arg [ г *  f t ־ ־־ >)  *)** G (0] =  0. (16.2)

16.2. Решение задачи.
1°. О д н о р о д н а я  з а д а ч а .  Запишем краевое условие

Ф+ (0 =  О(0Ф ־(0 (14.1 )
в виде

/X г т ך 

ф ( / ) = ו ״ ־  ;Н < “* Ш * - г ^ * 0 ( 0 ־®  (о. (163־)
*-1 (гк ־־ *) 11 j*-I י- 
т

Функцию ZkfkG (/), как имеющую на каждом изk * 1
контуров Lft (k =  0, 1, . . . ,  т) индекс нуль, можно представить
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в виде отношения

(16.41ег +  <*> 
zkfkG’ ()) ־Г״ {t) =

1)0)т* Л I־г*״( n  Гт ХП  (т ,
где

Каноническая функция (п. 14.3) задачи будет даваться 
формулами

Х+ (2) =  П ( г - г * )  х*ег+(2), Х ־2( = 2־ ( яег ' (г|. (16.6)
к  -1

Теперь краевому условию (16.3) придадим вид
Ф+ (f) _  Ф ־  (О
х+ (0 х -  (/) •

Применяя, как обычно, теорему об аналитическом продол- 
жении и обобщенную теорему Лиувилля, получим

т
Ф + (г) =  П ( 2 - z ft) ־ K* ег +  <г>Р* (2),

fe-1 (lb.7)
Ф~ (z) — z~*er~ <г)Яи (г).

Решение, как видим, отличается от полученного ранее реше- 
ния задачи для односвязной области лишь наличием у функции

т
Ф+(г) множителя П ( ־  — zft) х*.

k = \
При дополнительном условии ф-(оо) =  0 в формулах (16.7) 

нужно брать многочлен Py- {(z).
В дальнейшем (п. 21.2) нам понадобятся формулы для пре- 

дельных значений на контуре канонической функции Х(2). 
Беря в формуле (16.5) предельные значения, по формулам Со- 
ходкого будем иметь

г* ( 0 = ±  у  In [Г*П (t) G (0] +  Г (0,

где Г(<) есть главное значение интеграла (16.5) и
т

П ־(/) ־ П  ( # - .*״(*־
/г-1
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Переходя теперь в формулах (16.6) к пределу при z -± t, по- 
лучим

ег <*>. (16.8)х -  ( 0 =  , 1
Л/<ИП (/) G (<)

Знак корня определяется выбором ветви функции In [f־*n(/)G(/)], 
которая может быть взята произвольно (см. п. 14.3).

2°. Н е о д н о р о д н а я  з а д а ч а .  Рассуждая совершенно 
аналогично тому, как это делалось в п. 14.5, представим крае- 
вое условие

(14.2)Ф + ( 0  =  О ( / ) Ф 0 ) £  +  0 ) ־

Ф~ (О 
х -  (0w +(0ф+ (<) 

Х + (о

в виде

(16.9)

(16.10)

гдеЧ^г) определяется формулой (14.14). 
Отсюда получаем общее решение

Ф(2) =  Х(2)[Ч'(г) +  />к(г)] 
или

Ф ^ Х ф Т О  +  Р״-,(*)],

если на решение наложено условие Ф־ (оо) =  0.
При х <  0 неоднородная задача разрешима тогда и только 

тогда, когда выполнены условия

־*>(16.11) • dt =  0,8(t) 
Х + (ОJ

где k принимает значения от 1 до —х — 1, если ищутся реше- 
ния, ограниченные на бесконечности, и от 1 до —х, если счи- 
тать, что ф-(оо) =  0.

При выполнении условий (16.11) решение можно получить 
из формул (16.9) или (16.10), полагая в них Р 0  = ״(2)  .

Покажем, как следует видоизменить решение задачи, если 
отсутствует внешний контур L0 и область D+ представляет со- 
бой плоскость с дырами. Заметим, что теперь бесконечно уда- 
ленная точка содержится в £>+, а не в D~, как ранее. Поэтому 
нужно учитывать поведение на бесконечности уже функции 
Ф+(2), а не Ф־ (г).

Главное отличие от предыдущего случая состоит в том, что 
теперь нулевой индекс относительно всех контуров Lh (k =  1,

т
2 ,.. . ,т )  имеет функция П (t — г*)х*G (/), в которую не входит
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множитель t  -Поэтому для получения решения задачи доста *־
точно повторить все прежние рассуждения, опустив этот мно- 
житель.

16.3 Некоторые другие результаты. Более поздние работы по краевой за- 
даче Римана направлены главным образом на расширение класса заданных 
и искомых функций. Здесь мы изложим основные из полученных в этом на- 
правлении результатов.

1°. Б. В. л в е д е л и д з е  во многих работах, сводное изложение кото- 
рых дано в статье [30], исследовал задачу Римана в предположении, что 
G(t ) t как обычно, удовлетворяет условию Гёльдера*), a g ( t ) ^ L p (интегри- 
руема в степени р по Лебегу). На основе теории интеграла типа Коши в 
соответствующем классе (см. п. 5.3) получено полное решение краевой за- 
дачи. Полученные результаты (и в качественном отношении — подсчет числа 
решений и условий разрешимости в зависимости от индекса, — и алгоритми- 
чески — вид формул, дающих решение в замкнутой форме) — такие же, как 
и в случае g( / ) ,  удовлетворяющего условию Гёльдера. Различие лишь в том, 
что здесь, как и всюду, где приходится иметь дело с интегрированием по 
Лебегу, соответствующие предельные значения на контуре существуют лишь 
почти везде (за исключением множества меры нуль) и лишь по путям, нека- 
сательным к контуру.

2°. Освободиться от ограничения, что коэффициент удовлетворяет условию 
Гёльдера, сохраняя лишь естественное условие непрерывности, удалось не- 
давно. Вопрос этот настолько назрел, что его решение было дано одновре- 
менно и независимо несколькими авторами. Вначале мы приведем решение 
И. Б. С и м о н е н к о  1).

В основе лежит следующая простая идея. В случае G(t) =  1 имеем за- 
дачу о скачке, которая безусловно и однозначно разрешима в классе Lp. 
Оказывается, что малые отклонения коэффициента не меняют характера ре- 
шения. Переход к общему случаю производится путем приближения непре- 
рывной функции функциями, удовлетворяющими условию Гёльдера.

Пусть в краевом условии задачи Римана

ф + « ) = ־  G ( ( )Ф ־  W +  g ( 0

G(t) есть непрерывная функция, a g ( t ) ^ L P. Решение схематически можно 
разбить на четыре этапа.

1. На основе результатов Б. В. Хведелидзе для интеграла типа Коши 
в классе Lp (см. п. 5.3) выводится оценка

11 ф* ( 0 1 1 = ||± у Ф + |5 ф |< 1 +2мр м ,

где Мр — норма оператора S  ~ z~t־

2. Опираясь на принцип сжатых отображений (метод последовательных 
приближений), автор доказывает, что задача Римана, коэффициент которой 
есть измеримая функция, удовлетворяющая условию

IО (в -  11 < ftjTJJJ•

имеет единственное решение.

*) О возможности разрывов в отдельных точках см. 12• 41.6.
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3. В случае нулевого индекса доказывается однозначная разрешимость 
задачи следующим образом. Берется функция G !(f), удовлетворяющая уело* 
Вию Гёльдера, не обращающаяся нигде в нуль и достаточно близкая к G(f):

для нее осуществляется каноническое представление

0 ,- х М х г ־1(
и вводятся новые неизвестные функции Ф * =  ФА ( x f )  *•

Задача (14.2) при переходе к этим неизвестным преобразуется в задачу 
с коэффициентом (?(?1ק .

4. Случай любого индекса исследуется сведением его к нулевому. При- 
меняемый для этого способ мало отличается от изложенного здесь (пп. 10.1, 
16.2).

Полученные результаты совершенно те же, что и у Б. В. Хведелидзе 
для G, удовлетворяющего условию Гёльдера. Таким образом, показано, что 
расширение класса коэффициента G до функций просто непрерывных не при- 
водмт к сужению класса решений, он по-прежнему совпадает с классом Lp 
свободного члена.

3°. Решение той же задачи, данное В. В. И в а н о в ы м  3) и Б. В. X в е- 
д е л и д з е  2), основывается на теореме В. И. Смирнова, дающей оценку 
порядка роста особого интеграла типа Коши с непрерывной плотностью. Этот 
интеграл, вообще говоря, не будет ограниченным, но если он бесконечно 
растет, то лишь очень медленно, так что не только сам 5ф, но и е±5ф е  Lr 
при любом г >  0 *).

Пусть х =  Ind G(t) =  0, g ( t ) & L p. На основании сказанного канониче-
+ 4  1п 6 + 4  $ In G

ская функция задачи Римана X *  (t) =  e 2 2 е  Lr. Приводим,
как обычно, краевое условие к виду задачи о скачке:

Ф ־1־  (О Ф ~  (t) 8 ( t )
х+ (/) х -  «) х+ (t) ־

На основании так называемого неравенства Гёльдера **) правая часть будет 
принадлежать классу LP_ 8, где е — любое сколь угодно малое положительное 
число. Решение задачи, краевые значения которого определяются формулой

®1 ׳31) ) ־ * [ * т х т + т 5 ( ■[(•#־
принадлежит тому же классу LP- e• Последний результат менее точен, чем 
полученный выше по методу И. Б. Симоненко; там установлено, что можно 
положить 8 =  0.

Изложенное показывает, что хотя при переходе от коэффициента гёль- 
дерова класса к классу непрерывных функций качественные результаты

*) Согласно результатам п. 8.2 в случае разрыва первого рода имеет 
логарифмическую особенность, следовательно, имеет степенную особен- 
ность; можно подобрать величину скачка так, чтобы порядок роста был 
сколь угодно высоким.

**) См., например, Х а р д и ,  Л и т т л ь в у д  и П о л н а ,  Неравенства, 
ИЛ, М., 1948, стр. 169.
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(число линейно независимых решений или условий разрешимости) остаются 
неизменными, но существенно меняется характер решения: из непрерывного 
оно может стать всюду разрывным. Простая по своей постановке проблема: 
в каком максимально широком классе можно взять коэффициент 6 , чтобы 
решение краевой задачи Римана осталось непрерывным, до сих пор остается 
нерешенной.

4°. Ю. И. Ч е р с к и й  1) рассмотрел краевую задачу Римана в абстракт- 
ном пространстве, считая, что в краевом условии

ф+ = Л ф ־  +  g

А есть линейный оператор, а Ф+, Ф־ , g — элементы пространства Банаха. 
Аксиоматически определяется сингулярный оператор S. Основным определяю- 
щим свойством является S2 =  /  [ /  — единичный оператор] при условии
S Ф  ± /  (см. п. 7.3). Элементы ф* образуются из произвольного элемента ф
по формулам ф* = - ^ ) ־ ±  Ф +  5ф). Индекс определяется через некоторый

оператор. Дано полное решение задачи в такой постановке.
Основной особенностью этой работы является единство исследования во- 

просов существования решения и построения алгоритма для его фактического 
получения. Это единство проистекает из того, что абстрактная теория по- 
строена на основе изложенного выше (§§ 14—17) эффективного решения за- 
дачи Римана путем замены в нем конкретных операторов и функций аб- 
страктными операторами и элементами абстрактного пространства. Краевая 
задача рассматривается в связи с решением особых интегральных уравнений 
(см. п. 21.1).

5°. В качестве одной из реализаций абстрактной теории Ю. И. Ч е р- 
с к и й 2) дал решение задачи Римана в обобщенных функциях (функциона- 
лах над некоторым пространством основных функций).

В дальнейшем эту проблему с разных точек зрения изучал В. С. Р о г о -  
ж и н. Из большого числа опубликованных им по этому вопросу работ ука- 
жем на три главные: 6), 7), 8).

6°. Вопросы приближенного решения краевой задачи Римана рассматрива- 
лись в работе А. В. Б а т ы р е  в а 1). Им указаны два способа. Оба они 
основаны на приближении коэффициента краевого условия рациональной 
функцией. В первом способе коэффициент G(t) приближается функцией 

п
rn (t) =  aktk. Однородная задача с коэффициентом rn(t) решается по

k=* — n
способу п. 14.6. Во втором способе логарифмированием однородная задача 
сводится к задаче о скачке, а затем той же функцией r״ (t) приближается 
In G (t) . Приведена оценка погрешности.

Другие работы, посвященные этому вопросу, связаны с рассмотрением 
особого интегрального уравнения. Они будут изложены в п. 21.11. §

§ 17. Краевая задача Римана со сдвигом

17.1. Постановка задачи и общие замечания. Дан простой 
замкнутый контур L, делящий плоскость на внутреннюю область 
D+ и внешнюю D~. На нем заданы функции G(i), g (t), удовле- 
творяющие условию Гёльдера, и функция a(t), отображающая 
контур L взаимно однозначно на себя с сохранением направле- 
ния и имеющая производную a '(t), удовлетворяющую условию 
Гёльдера и не обращающуюся в нуль; а(^) будем называть 
функцией сдвига,
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Требуется определить функцию Ф+(г), аналитическую в об- 
ласти D+, и функцию Ф־ (г), аналитическую в области D־ пре- 
дельные значения которых на контуре непрерывны и удовлетво- 
ряют линейному соотношению

Ф+ [а (0] =  G (t) Ф~ (t) (однородная задача) (17.1)
или

Ф+ [а (t)] =  G (t) Ф~ (t) +  g (t) (неоднородная задача). (17.2)
Сформулированная задача представляет собой обобщение 

краевой задачи Римана. В частном случае, когда a (t) есть 
краевое значение аналитической в области D+ функции, задача 
может быть сведена к задаче Римана. Для этого достаточно 
ввести новую искомую кусочно аналитическую функцию

ФТ (г) =  Ф+ [а (г)], ФГ (г) =  Ф־ (г).
Задача со сдвигом в общем случае также может быть сведена 
к обыкновенной краевой задаче Римана. Однако предвари- 
тельно нужно дать решение задачи о скачке:

Ф+ [ а ( 0 ] - Ф 0 ־(  =  £(А  (17.3)
Последнее основывается на исследовании простейшей за- 

дачи о нулевом скачке:
Ф+ [а (01- Ф )17.3׳ ־ )0 = 0.  )

В основе решения обыкновенной задачи Римана лежит подоб- 
ная же задача

Ф+ (/) -  Ф~ (/) =  0,
но последняя решается непосредственно на основании теоремы 
об аналитическом продолжении и теоремы Лиувилля. В отличие 
от этого, задача (17.3') решается не элементарно, и рассмотре- 
ние ее требует привлечения теории интегральных уравнений 
Фредгольма.

17.2. Задача с нулевым скачком. Требуется определить ку- 
сочно аналитическую функцию Ф(г),  удовлетворяющую на кон- 
туре краевому условию

Ф+ [a (f)] — Ф~ (t) =  0 (17.4)
и дополнительному условию ф =(оо)־־  0.

Составим интегральное уравнение задачи, использовав ус- 
ловия (4.11), (4.12) того, что Ф±(t) являются краевыми значе- 
ниями аналитических в соответствующих областях функций. 
Имея в виду исследование разрешимости получаемого уравне- 
иия, введем две новые аналитические функции, взяв искомые
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функции за плотности интегралов типа Коши:

>17•5׳
L  L

На основании формул Сохоцкого и условий (4.11), (4.12) будем 
иметь на контуре:

Ч + (0 - т Ф - ю  +  s r J  - т = т =%d ־ (י (17•°6
L

Ч 0 ) - -׳ ״7■7י
L

Правая часть равенств будет справедлива тогда и только тогда, 
когда Ф±(?) будут краевыми значениями аналитических в D* 
функций.

Составим уравнение относительно Ф“ (0> Для чего образуем 
выражение
¥ + да _  vjr- [а до =  1  (ф ־  (/) +  ф+ [а ДО} +

(17.8)dx =  0.Ф ־1־  (Т) 
т -  а (/)L

Ф ־ (т) 
т — t

Исключим теперь из последнего равенства при помощи крае- 
вого условия (17.4) функцию Ф+. Для этого во втором инте- 
грале сделаем подстановку т =  а(т!), затем переменную п 
снова обозначим т. В результате получим для определения 
Ф־ (<) интегральное уравнение
Ч7+( 0 - Ч ־7 [а(/)] =

י9•7■)

1
х — t

Покажем, что ядро уравнения
«' (т)

а (т) — а(<)K{t, т)

имеет в точке т =  t особенность порядка ниже первого. 
Вычитая друг из друга очевидные равенства

t
а (0 — а (т) =   ̂а ' (и) du,

X
t

of (т) (t — т) =   ̂а ' (т) du,
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получим

a (t) — а (т) — а' (т) (t — т) =   ̂ [а' (и) — а' (т)] du.
X

Для оценки последнего интеграла обозначим | и — т |  =  г 
и воспользуемся неравенством (4.3) п. 4.1 | du | =  | ds | <  mdr. 
Учтя условие Гёльдера | а ' (и) — а' (т) | <  Агх, будем иметь

| a (t) — а (т) — а ' (т) (t — т) | <

< ׳4״׳   і ׳  • *׳ ■4־ х т г ״  ' ״ = - г т т 1 ' ־  ’  I״ ‘ •
о

где р — некоторое достаточно малое число. Отсюда

1 * ( < ,  т )  | <  Л 4 1  <  —  т  I * - 1 ,

где М — некоторая постоянная.
Таким образом, интегральное уравнение (17.9) есть уравне- 

ние Фредгольма*). Легко видеть, что функция Ф־ (/), удовле- 
творяющая краевому условию (17.4) и условию аналитичности 
(17.6), удовлетворяет интегральному уравнению (17.9). Это вы* 
текает из самого способа образования этого уравнения. Вопрос 
о том, является ли всякое решение интегрального уравнения 
решением краевой задачи, мы оставим пока в стороне.

Установим основной для рассматриваемого вопроса ре- 
зультат.

Л е м м а  I. Обобщенная задача с нулевым скачком при до- 
полнительном условии Ф־ (оо) =  0 неразрешима**).

Допустим обратное, т. е. что эта задача разрешима. Пусть 
кусочно аналитическая функция Ф(2) является ее решением. 
Из вида краевого условия (17.4) сразу заключаем, что реше- 
ниями задачи являются также и функции

Ф*(г) =  [Ф(2)]*

*) Так как от функций Ф± (/) мы не требовали, чтобы они удовлетво- 
ряли условию Гёльдера, то нельзя утверждать, что формулы Сохоцкого для 
предельных значений будут справедливы всюду на контуре; они будут спра- 
ведливы только почти всюду. Но в уравнении (17.9) и первый член есть 
функция непрерывная, и второй член, в силу доказанного свойства ядра, 
будет также функцией непрерывной. Если же равенство, в котором все члены 
непрерывны, удовлетворяются почти всюду, то оно удовлетворяется везде. 
Таким образом, уравнение(17.9) справедливо для всего контура.

**) Однородную краевую задачу или однородное интегральное уравнение 
будем, как и ранее, называть неразрешимыми, если они не имеют другого 
решения, кроме тривиального нулевого.
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при любом целом положительном к (нетрудно было бы дока- 
зать, что и вообще при любом к). Все эти функции, очевидно, 
линейно независимы. Как было указано выше, функции ФZ (О 
удовлетворяют интегральному уравнению (17.9), которое имеет, 
следовательно, бесконечное множество решений. Так как инте- 
тральное уравнение Фредгольма может иметь лишь конечное 
число решений, то полученное противоречие и доказывает 
лемму.

Из доказанной леммы еще нельзя сделать вывод, что урав- 
нение (17.9) также неразрешимо, поскольку мы еще не дока- 
зали, что всякое решение этого уравнения является решением 
краевой задачи. Займемся этим вопросом.

Л е м м а  II. Однородное интегральное уравнение Фредгольма
(17.9) неразрешимо.

Допустим, что однородное интегральное уравнение Фред- 
гольма (17.9) имеет отличное от нуля решение Ф“ (0• По этому 
решению построим новую функцию ф+(/) =  Ф־־[р(0], где р(/) 
есть функция, обратная а (0  (Р[а(01 — 0• Затем построим по 
формулам (17.5) две аналитические функции ^ + (2), ^ .(z)־־

Из интегрального уравнения (17.9) следует

¥ + ( * ) = * г  [в (01

ИЛИ

Ч'+ [р(/)] =  'Г ־(0 (17.10 )

при дополнительном условии Чг־ (оо) =  0.
Функция Р(/), так же как и а (/) , отображает контур на 

себя. Поэтому задача (17.10) того же типа, что и задача (17.4), 
и, следовательно, в силу леммы I Чг+(2) =  ,? ־ (.г)0 ־ ־ .

На основании формул (17.6), (17.7) из последнего следует, 
что Ф+(0, Ф 0 ) ־  суть краевые значения функций, аналитиче- 
ских соответственно в областях D+, D~. Отсюда вытекает, что 
функции Ф+(2), Ф2)־ ) являются решением краевой задачи
(17.4) и опять-таки по лемме I тождественно равны нулю.

Следовательно, Ф 0  = ־(/)  , что и требовалось.
17.3. Задача с заданным скачком. Рассмотрим теперь крае- 

вую задачу

Ф+ [ а ( 0 ] - Ф  ~(t) =  g(t). (17.3)

Имея в виду дальнейшие приложения, несколько обобщим 
постановку задачи, отыскивая ее решение в классе функций, до- 
пускающих на бесконечности полюс заданного порядка п.
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На основании формул (4.11) —(4.13) условия аналитичности 
в этом случае запишутся в виде

(17.11)
L

W + ע $ ־  т = г  dx -  р п ( 0 = ° ׳

где / ״, (г) =  с0 +  с!г +  ••• +  сп2п — многочлен, представляю- 
щий собой главную часть функции Ф־ (г) на бесконечности.

Вводя подобно предыдущему кусочно аналитическую функ- 
цию

(17.12)
5 г>= i< י ״

L

(17.13)

запишем условия (17.11) в виде двойных равенств:

Ч4 - ■ Ф-(0 + 47 S ■׳+(0  л ־4^  -  Р. (0 = о,
L

т 0 ־( — у ф + < 0 + 4 7 $ 4 ^ ? л 0 ־ •

Поступая так же, как в п. 17.2, придем к неоднородному 
уравнению Фредгольма относительно Ф:0 ־(

0 )+ -עי ч ־׳  [а (01 ^

э ф  ®  “ Ш־   S [  а  (т) -  а  (о  “  Т ^ 7 ] Ф  ( * ) * ־ ־  Л» ( 0  +
L

Соответствующее однородное уравнение совпадает с урав- 
нением (17.9), которое, согласно лемме II, неразрешимо. Сле- 
довательно, уравнение (17.14) разрешимо при любой правой 
части (см. далее, п. 20.2).

Пусть R(t, т) есть резольвента уравнения (17.14). Тогда, 
как известно, его решение может быть представлено в виде

ф ־  (/) =  g, (0 +  Рп it) +  5 R (t, т )  [gi (т) +  Рп (т ) ]  dx, (17.15)
L
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где

«,(О------Т * « > +  И м - a m  d ')7•16י •י 

Нетрудно доказать, что для g(/),  удовлетворяющей условию 
Гёльдера, решение уравнения (17.14) также удовлетворяет 
этому условию. Действительно, резольвента R(t, т) уравнения, 
как известно, может быть представлена в виде суммы итера- 
тивных ядер. Итерация неособых ядер улучшает их свойства, 
следовательно, функциональные свойства резольвенты такие же, 
как и у ядра. В § 5 было доказано, что особый интеграл 
с ядром Коши переводит функции, удовлетворяющие условию 
Гёльдера, в себя. Это тем более справедливо для интеграла со 
слабой особенностью*).

Рассуждая так же, как при доказательстве леммы И, полу- 
чим, что решение уравнения (17.14) является решением крае- 
вой задачи (17.3). Из краевого условия (17.3) определим крае- 
вое значение Ф+(0•

ф + (О= Ф~ № (01 +  g [Р (01 (Р [«(/)]= /), (17.17)
после чего по формуле Коши построим функции Ф+(г), Ф2)־ ).

Таким образом, получена следующая теорема.
Т е о р е м а .  Задача о скачке (17.3) в классе функций, имею- 

щих на бесконечности заданную главную часть, разрешима без- 
условно и однозначно.

Легко можно было бы доказать, что если считать коэффи- 
циенты многочлена Pn(z) произвольными, то уравнение имело 
бы п -\-1 линейно независимых решений **).

17.4. Однородная задача с нулевым индексом. Пусть
Ф+ [а(0] =  С ( 0 Ф 0 ־(  (О (0 Ф  0). (17.1)

Будем искать решение, удовлетворяющее условию ф־ (оо )=  1. 
Поступая как в п. 14.3, можно показать, что в случае и =  0 не- 
нулевое решение Ф*(^) нигде не обращается в нуль, так что 
функции 1пФ±(г) будут аналитическими и однозначными. Ло- 
гарифмируя поэтому соотношение (17.1), получим

1п Ф+ [а (0] — 1п Ф-  (/) =  In Q (t).
Для кусочно аналитической функции Г(г) =  1пФ(2) полу- 

чим краевое условие типа (17.3) с дополнительным условием 
Г (о о )= 0 .

*) Фактически ядра такого типа улучшают свойства функции.
**) Если решать задачу со сдвигом непосредственно без сведения ее к за- 

даче Римана, то этот факт кладется в основу подсчета числа линейно неза- 
висимых решений задачи.
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Явное выражение функций Г*(*) дается формулами (17.15),
(17.17), в которых нужно положить g (0  =  ln G ( t )  и Р 0  3 ״(/) .

Следовательно, задача имеет единственное решение, опреде- 
ляемое формулами

Ф(г) = г־  и ; Г * ( 2 = ( н־ г $ - ^ Л ,
L

г 0 ־( = Ы 0 + 5 ж ' ,  т)^1(т)л- 
г + ft) =  г ־  [р (01 +  In <? [р (01,

где gi(t) определяется формулой (17.16) при g(t) =  lnO(t) ,  
a R ( t , т) — резольвента интегрального уравнения (17.14).

Решим одну частную задачу, которая нам понадобится да- 
лее. Определить кусочно аналитическую функцию у*(2) 
(у־ (оо )=  1) по краевому условию

Y+ [ 1 7 . 2 0 ) . ך ק ך ץ־ןן )״01—מ־ )

Докажем, что а '( /)  имеет нулевой индекс. Рассмотрим от- 
ношение ■а ^  ~ ̂■־   . При обходе точкой т контура L числитель
и знаменатель получают одинаковое приращение я.

Приращение аргумента дроби равно нулю при любых нерав- 
ных друг другу t u x .  Переходя к пределу при т -W, получим 
искомое. Кроме того, известно, что а 'У )Ф 0 . Следовательно, 
задача (17.20) безусловно и однозначно разрешима.

17.5. О сведении задачи со сдвигом к обыкновенной задаче 
Римана*). Глубокая аналогия между задачей со сдвигом и 
обыкновенной краевой задачей Римана наводит на мысль о на- 
линии между ними прямой связи. Оказывается, что такую связь 
действительно можно установить. Для этого достаточно произ- 
вести конформное взаимно однозначное отображение областей 
D± на две новые разделенные общим контуром и взаимно до- 
полняющие друг друга до полной плоскости области D f  так, 
чтобы точки t и a  ft) исходного контура L перешли в одну и ту 
же точку нового контура L!. После этого можно простой заме- 
ной переменных свести задачу со сдвигом к обыкновенной за- 
даче Римана. Обоснование этого удается сделать на основе 
произведенного выше решения задачи о скачке и однородной 
задачи с нулевым индексом.

*) Способ сведения задачи со сдвигом к краевой задаче Римана указан 
Г. Ф. М а н д ж а в и д з е  и Б. В. Х в е д е л и д з е  в кратком замечании к ра- 
боте 1). На а(/)  накладывалось условие существования второй производной 
класса Гёльдера. Обоснование излагаемого здесь способа заимствовано из ра- 
боты И. Б. С и м о н е н к о  3).

(17.18)

(17.19)
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Начнем с отыскания упомянутого выше конформного ото- 
бражения.

Решим вспомогательную задачу с нулевым скачком
со+ [а(0]־ ־ со17.4) 0 = ־(0  ')

при условии, что со־־ (г) имеет на бесконечности простой полюс: 

со- (г) =  2 +  Со +  -£- +  . . .  (17.21)

Составим интегральное уравнение задачи. Полагая в (17.14) 
g (f) =  о, Рп (t) — t и Ф- (/) =  со-  (t), получим безусловно и одно- 
значно разрешимое уравнение

)17-22( ] » ־ © * - < )־- ־ • '>
L

Определив отсюда со־ (/), а из краевого условия (17.4') со + (0 =  
= ־©  [Р(0], по формуле Коши получим искомые функции ©±(г).

Пусть 0(0 — функция, обратная со0) ־  (со0  =  [0 )0  Заменяя •־ [
в (17.4') t на 0(0, будем иметь тождественно

со+ {а [о (<)]} =  £. (17.23)
Введем кусочно аналитическую функцию Ф! (г) равенствами

Ф+ (г) =  Ф,+ [со+ (г)1 Ф2)־ ) =  ФГ[со17.24) .[(2)־ )
В новых функциях краевое условие задачи со сдвигом (17.2) за- 
пишется в виде

Ф.+ {®+ [а (0)} =  G (О ФГ [«> + ־ (01  g (t).
Вставляя здесь  ̂=  0(0), будем иметь

Фі' {со+ [а (о (0))]} =  G [а (/!)] ФГ (0) +  g [а (0)1•
Учитывая тождество (17.23) и обозначая G! =  G, g t = g ,  по- 
лучим краевую задачу Римана

Ф^ (0 =  G, (О Ф~ (0 +  £,(0• (17.25)
Таким образом, краевая задача со сдвигом сведена к обык- 

новенной краевой задаче Римана. Для полного решения во- 
проса нужно еще доказать равносильность обеих задач, т. е. 
что каждому решению задачи со сдвигом (17.2) соотношения
(17.24) ставят в соответствие определенное решение задачи 
Римана (17.25), и наоборот.

Пусть аналитические в области D± функции ©±(2) отобра- 
жают их на области D f, ограниченные соответственно конту- 
рами L f.  Установим следующее:
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1°. Области D f не имеют общих внутренних точек и разде- 
лены общей границей Lu дополняя друг друга до полной 
плоскости.

2°. Соответствие областей D±i D f взаимно однозначное.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Контуры L f  задаются соответственно 

уравнениями
£ =  а>+ (0, £ =  <о0)־  ( / e L) .

Но, в силу краевого условия,
со־ (/) =  со+ [а (0] =  со+ (t{).

Когда t обходит однократно контур L, t\ =  a{t) также обхо- 
дит его однократно и в том же направлении. Следовательно, 
контур Lf совпадает с L \. Будем обозначать его просто L!.

Для установления взаимно однозначного соответствия обла- 
стей достаточно установить, что это свойство справедливо для 
контуров; тогда, в силу общих свойств конформного отображе- 
ния*), то же будет справедливо и для областей.

Предварительно установим, что контурные значения реше- 
ния краевой задачи (17.4') имеют производную, удовлетворяю- 
щую условию Гёльдера. Рассмотрим равенство, получаемое 
формальным дифференцированием**) краевого условия (17.4'):

a׳ (/)Y+ [a(<)] =  Y 0 ־(  ( y (z) =  4 7 ) •  (17.26)

Краевую задачу (17.26), в силу равенства (17.21), нужно ре- 
тать при условии у“ ( ° ° )=  1. Последняя задача, по существу, 
совпадает с решенной в п. 17.4 задачей (17.20). Поэтому реше- 
ние ее существует и у*(0 удовлетворяют условию Гёльдера.

К решению исходной задачи (17.4') перейдем интегрирова- 
нием. Нужно только еще убедиться, что интегрирование не вве- 
дет логарифмического члена, поэтому следует доказать, что вы- 
чет относительно бесконечно удаленной точки равен нулю. Дей- 
ствительно,

5 Г  (0 dt =  $ а ' (О Y+ [а (01Л  =  $ Y+ (t,) dtx =  0.
L L L

Интегрируя у(2) и подбирая соответственным образом произ- 
вольную постоянную, придем к решению задачи (17.4'), кото- 
рое, следовательно, согласно доказанному будет иметь на кон- 
туре производную, удовлетворяющую условию Гёльдера.

*) См., например, [22], т. 3, ч. 2.
**) В обосновании законности дифференцирования нет необходимости, 

так как последнее является лишь наводящим рассуждением. Все рассуждение 
Можно вести, рассматривая (17.26) как исходное.
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Перейдем теперь к основной части доказательства. Допус- 
тим противное, т. е. что для t\ Ф  t2

00 ־ (,/) = ־©  (t2) =  со0.

Рассмотрим разности (2) =־ ю*(2) — ©0. Функции ©*(г) удо- 
влетворяют краевому условию (17.4'), и для них будут справед- 
ливы равенства

® Г  Q1) =  ® Г  (*2) =  ®1+ [«  ( ' ! ) ]  “  ®1+ [ 2 ״ (^ ) ]  “  °•

(17.27)

Введем функции, не обращающиеся на контуре в нуль:
®Г (*) . , . ®!+ (2)

2 ״  W  __  ( А  __  t A  • ® 2  ( 2 (׳ '®7(2) = (2 -  /,) (2 -  h) 2 ־ ״  W — [2 -  a (/,)] [2 -  a (/,)] •
Выражая в краевом условии (17.4') функции &f{t) через <л£ (/), 
придем к следующему краевому условию:

®2+ (01 =  [а(0 — а (/!)][а (/) -о (/г)] “ 2 0 ־( •
Так как индекс коэффициента равен нулю*) и в силу (17.27) 

со־ (оо) =  0, то согласно п. 17.4 ©±(2) ±Отсюда ю .פ= 0 (г) =  ю0 =  
=  const, что невозможно, так как ©־  (г) на бесконечности должна 
иметь полюс. Однозначность отображения полностью доказана.

Установленная сводимость задачи со сдвигом к задаче Ри- 
мана позволяет сформулировать результат.

Т е о р е м а .  Однородная задача со сдвигом при х ^  0 имеет 
х +  1 линейно независимых решений. Неоднородная задача без- 
условно разрешима, и ее решение зависит линейно от х +  1 
произвольных постоянных. При х ^ —1 однородная задача не- 
разрешима, а для разрешимости неоднородной требуется вы- 
полнение —х — 1 условий.

Отметим принципиальную важность доказанного факта, что 
краевые значения решения задачи (17.4') имеют производные, 
удовлетворяющие условию Гёльдера. Отсюда вытекает, что если 
в исходной задаче со сдвигом контур L был кривой Ляпунова, 
то при сведении ее к обыкновенной задаче Римана контур L! 
последней будет того же класса. Исходя из этого, можно пере- 
нести без дополнительного обоснования все результаты, ка- 
сающиеся расширения класса коэффициентов, известные для 
задачи Римана (см. п. 16.3), на задачу со сдвигом.

Использованный здесь метод, сводящий с помощью кон- 
формного отображения краевое условие, связывающее предель- 
ные значения искомых функций в разных точках контура (за

') См. рассуждение в конце п. 17.4.
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дача со сдвигом), к краевому условию, связывающему предель- 
ные значения в одной общей точке (задача Римана), носит 
название принципа конформного склеивания (см. далее, п. 53.5).

§ 18. Другие обобщенные задачи

18.1. Постановка задач. Рассмотренная в § 17 задача допу- 
скает простое обобщение. Вместо требования, чтобы функция 
а  (() отображала контур L на себя, можно допустить, что она 
отображает L на некоторый другой контур Z.!. Изложенная тео- 
рия с незначительными изменениями может быть перенесена 
и на этот случай. Он может быть сведен также к уже рассмот- 
ренному случаю при помощи конформного отображения 
(Л. И. Ч и б р и к о в а  и В. С. Р о г о ж и н  1)).

Наряду с предельными значениями самих аналитических 
функций можно вводить в краевое условие их сопряженные 
значения. Заметим, что задачи, когда в краевые условия вхо- 
дят функции, сопряженные аналитическим, часто возникают 
в вопросах прикладного характера. Рассматриваются также за- 
дачи с условием, что функция a (t) отображает контур L на 
себя с изменением направления обхода на нем.

Сформулируем пять краевых задач указанного типа, пред- 
полагая, что L — простой замкнутый контур Ляпунова, G(t) 
и g(t) — функции, удовлетворяющие тем же условиям, что 
и в § 17.

З а д а ч а  I. Найти функцию Ф+(2), аналитическую в D+, 
и функцию Ф־ (г), аналитическую в D~, по заданному на L 
краевому условию

V +[a(f)] =  G (t)(in f) +  g(t)t
где а (0  изменяет направление обхода.

З а д а ч а  II. Найти функции Ф/- (г) и Ф^ (г), аналитические 
в области D+, удовлетворяющие на L краевому условию

ф П«(0] =  о ( 0 Ф 2 0 ) £  + .־(0 

причем а (0 изменяет направление обхода.
З а д а ч а  III. Найти функции Ф!+ (г) и Ф ^(2), аналитические 

в области D+, удовлетворяющие на L краевому условию

ФіЧа(0] =  О(0Ф?1Г) +  £(0,

где а(/ )  сохраняет направление обхода.
З а д а ч а  IV. Найти функцию Ф+(2), аналитическую в обла- 

сти D+, удовлетворяющую на L краевому условию
Ф+ М01 =  (?(0Ф+ (*) +  £(0,
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причем a(t) изменяет направление обхода и подчиняется уело- 
вию а [а (t)] =  t (задача Карлемана).

З а д а ч а  V. Найти функцию Ф+(г), аналитическую в обла- 
сти £)+, удовлетворяющую на L краевому условию

Ф+ [a(t)}= G (t)0W ) +  g(t),

где а (0  сохраняет направление обхода и подчиняется условию 
а [а (0 ]  =  / (задача Гильберта со сдвигом).

Задачи I—III можно привести к задаче, рассмотренной в 
§ 17, конформным отображением области D+ на единичный 
круг с последующей заменой неизвестных функций и перемен- 
ных (Л. И. Ч и б р и к о в а  и В. С. Р о г о ж и н  1)). Задачи IV 
и V будут рассмотрены в пп. 18.2 и 18.3.

Заметим, что при решении задач I—V существенное значе- 
ние имеет направление, устанавливаемое на контуре L функцией 
a(t). Если допустить, что в краевых условиях этих задач a(t) 
устанавливает на L ориентацию, противоположную указанной, 
то возникают существенно новые задачи, которые могут иметь 
бесконечное множество линейно независимых решений. Приме- 
ром может служить задача Ф+(—/) =  Ф+(/), |^ |=  1, решением 
которой является произвольная четная аналитическая функция 
в | г | <  1. Это краевое условие не принадлежит к типу IV, так 
как функция а (/) = —t сохраняет направление обхода на 
| f | = l .  В общем случае задачи такого вида можно привести 
к интегральным уравнениям Фредгольма первого рода 
(Э. И. З в е р о в и ч  и Г. С. Л и т в и н ч у к  1)).

Более сложные задачи со сдвигом, в краевых условиях ко- 
торых сопрягается более двух предельных значений искомых 
функций, будут изучены в гл. V.

18.2. Краевая задача Гильберта со сдвигом *). Рассмотрим 
краевую задачу V:

Ф-[а(О] =  О(ОФМО +  0(О, (18.1)

а (0 сохраняет направление обхода контура и удовлетворяет 
условию

а [а (0 ]= ^  (условие Карлемана). (18.2)

Предполагаем, что а (0 не обращается тождественно в L
Заменим в краевом условии t на a (t) и, учитывая (18.2), 

перейдем к комплексно сопряженным значениям. Исключая из

*) Этот пункт написан по работе Э. Г. Х а с а б о в а  2). Заметим, что 
оправдание термина «Задача Гильберта со сдвигом» будет дано в §§ 29, 30, 
где рассмотренная здесь задача будет решена при a(t)=t. Этот случай 
здесь исключался из рассмотрения.
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полученного равенства и (18.1) Ф+[а(<)], придем к соотношению 
[ С ( 0 М - 1 ] ^ )  +  а д ? ( 0  +  И " = 0 .  (18.3)

Оно будет удовлетворяться в двух случаях:
d  G (a( / ) ]  g  V) +  g  [а (<)]1) Выражение —-  ———-— 1— -- есть краевое значение

У 1 — G [а (<)] G (t)
аналитической в D+ функции. В этом случае сама искомая 
функция сразу определится по своему краевому значению инте- 
гралом Коши.

2) Соотношение (18.3) вырождается в тождество. Следова- 
тельно,

G [ 1 ״(*)]<?(/)=  , С [ а ( О Ш О + Г И  =  0. (18.4)
В дальнейшем будем решать задачу (18.1) в предположении, 
что условия (18.4) выполнены.

При решении будем опираться на далеко идущую аналогию 
с данным в § 17 решением краевой задачи со сдвигом. С по- 
мощью конформного преобразования отобразим предварительно 
область D+ на единичный круг. Таким образом, не ограничивая 
общности задачи, можем считать, что D+ есть единичный круг. 

Как и в § 17, начнем с решения задачи о нулевом скачке. 
Л е м м а .  Общим решением задач

Ф+ [а(0 ]± Ф тТ0 =  0 (18.5)
является произвольная постоянная, действительная при нижнем 
знаке и чисто мнимая при верхнем.

В самом деле, ТФ+(/) можно рассматривать как краевое
значение аналитических в D~ функций Ч'־ (г )=  +  Ф+ ( ^ )  (до-
определение по симметрии (п. 12.1)). Следовательно, задачи
(18.5) можно рассматривать как задачу (17.4) без дополни- 
тельного условия обращения на бесконечности в нуль. Отсюда 
следует результат леммы.

Далее рассмотрим задачу с заданным скачком
Ф+[а (і)] -Ф й і)  =  § (і). (18.6)

В этом случае (G( t )=  1) первое из условий разрешимости
(18.4) обратится в тождество, а второе даст необходимое уело- 
вие разрешимости задачи (18.6):

g  [а (01 +  5 ¥ )  = (׳18.4) .0 
Покажем, что оно является также и достаточным. Будем ис- 
кать решение в виде интеграла типа Коши

“ 8•7>
L
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плотность которого удовлетворяет условию

Ф [а(01 ־Ь фОО =  0. (18.8)
Переходя по формулам Сохоцкого в (18.7) к предельным зна- 
чениям на контуре и учитывая (18.8), придем от (18.6) к инте- 
тральному уравнению

+  (18.9)

(18.10)г ' (< (זן  
x - i \

Ядро уравнения можно представить в виде

х» г ^ м -----------Ч + Г —Ч ; а ( т ) - а ( 0  x - t }  \ _ x - t

На единичной окружности x =  eia, х' =  іх, т= 1 /т , t =  l/t, по- 
этому второе слагаемое есть постоянная, равная t, первое же 
слагаемое, согласно результатам п. 17.2, есть фредгольмово 
ядро; следовательно, уравнение (18.9) есть фредгольмово.

Доказывается, что однородное уравнение, соответствующее
(18.9), неразрешимо и, следовательно, неоднородное (18.9) раз- 
решимо безусловно и однозначно. Далее устанавливается, что 
все решения удовлетворяют условию (18.8). Рассуждения 
близки к проведенным в пп. 17.2, 17.3; мы их не приводим. От- 
сюда с учетом леммы I получается следующая

Т е о р е м а .  Общее решение задачи о скачке (18.6) дает 
формула

ф <г> = ! М - £7 Ш г Л  +  ‘1 1 1 и׳״ < 1 >
L

где ф (t) есть решение интегрального уравнения (18.9), а а0 — 
действительная постоянная.

Следующим этапом является решение задачи о скачке
(18.6) в классе функций, имеющих полюс некоторого порядка т 
в центре круга. Отыскиваем функцию в виде

Ф+ (г) =  £  а2*־ I 1  l°2k +  W+ (г). (18.12)
к?■1 г

Вставляя последнее выражение в (18.6) и обозначая
, ___1 1 , ____ i i

24-1 t k ak (0 2 ׳к t k ak (t) '

получим для определения ^ ־,־ (г) следующее краевое условие:
_______  2т

V+ [а (01 -  (i) =  g( t )+  Z  akhk (0•/е=*1
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Пусть ф (1)— решение интегрального уравнения (18.9), 
а ф2а-1(0. Ф2а(1)— решения того же уравнения с правыми час- 
тями соответственно Л2а- ь h2k\ тогда по формулам (18.11),
(18.12) решения краевой задачи представляются в виде

dt,Ф ^ - , [ « ( т ) ]
ז -т 2 ג ч  1ь “Ф0(2)=1, Ф2*-,(2):

dx.Ф2*1«(т)]
<г )= 4 + - Ч ^

г к 2т' J т .ftФ׳2-

Общее решение определяется формулой
2х

Ф <г > = 2 И ^־1 Л  +  Е ‘!*Ф ‘ <г >• (1 8 л 3 )L ft-О
Перейдем к решению однородной задачи

ф + [ а ( 1 ) ] = 1 ф+(і). (18.14)(־(?(

Здесь должно удовлетворяться условие разрешимости

G [а (0] • 6(1) = (״18.4) .1 

Если x =  IndG(^) =  0, то в рассуждении имеется полная 
аналогия с п. 17.4. Взяв индекс обеих частей краевого условия, 
с помощью обобщенного принципа аргумента (12.2) убеж- 
даемся, что решение нигде в плоскости не имеет нулей. Проло- 
гарифмируем (18.14) и обозначим 1п Ф+(2) =  Г+(г). Учитывая, 
что 1п Ф — 1п Ф, получим задачу о скачке

Г + [а (0 ] -Г + (/) =  1пО(0, (18.15)

решение которой дается формулой (18.11). Отсюда общее реше- 
ние задачи (18.14) представится формулой Ф+ (2) =  сет+ <г), где 
с — действительная постоянная.

Переходя к случаю любого индекса, покажем сначала с по- 
мощью условия (18.4"), что индекс задачи есть, необходимо, 
число четное.

Пусть /! — произвольная точка окружности L, и пусть /2 =  
=  а ( /1). Эти точки разбивают окружность на две части I!  (от 
ti к t2) и L2 (от 12 к 1!), обладающие тем свойством, что когда 
точка 1 пробегает L!, точка а  (1) пробегает L2, и наоборот. Из 
равенства (18.4") следует, что

arg Q [а (1)] — arg G (1) =  2лт, (18.4'")
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так что argGMO] и arg 0 (f) отличаются на постоянную и по- 
этому

[arg G [a (Olli, =  [arg <3 (/)]/:,
или, что то же,

[argO(0]Lj =  [argG(0]i,•
к обеим частям последнего равенства, 

jtx =  [argG(/)]t1,

Прибавляя [arg G (0І£, 
получим

где х =  lad G (t). С другой стороны, из (18.4'״ ) вытекает, что 
[argG (t)]L1 ־־־argG (t2) — argG (^) =  2ш  и тогда х =  2 т  — четное
ЧИСЛО. И

~2
Представляем G(0 в виде G(t) =  ̂ —̂ L O0(t). Очевидно,

І 2
Ind G0 (t) =  0. Используем полученное выше решение задачи 
с нулевым индексом

Хо [«(/)] =  Go (/) Ш ,  Хо (;г) =  в* <*>,

к
Функция X (г) =  2 2 Х0 (2), очевидно, удовлетворяет краевому

X"*" (t)условию (18.14), поэтому будем иметь G (t) =  ' и краевоел (!)
условие (18.14) можно представить в виде

ф)18.14(׳ ־1־  [а (01 в  /  ф ־1־ )0 ך  . 
Х+[а(0] \ Х + ( 0 /

не выше х/2
Рассмотрим два возможных случая:

ф+ (2)
1) х 2 г 0 ־ . Здесь х+  ̂ ' имеет полюс порядка

в начале координат. Используя решение (18.13) задачи о скачке 
в классе функций с полярной особенностью (при g{t) =  0, 
Ф(1)е5 0), получим решение задачи (18.14) в виде

Ф (г)-Х (г)£ а* Ф * (* )./г-0
Следовательно, задача имеет х +  1 линейно независимых ре- 
тений.
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2) и <  0. В этом случае, очевидно, однородная задача
(18.14) не имеет отличных от нуля решений.

Переходим к решению первоначально поставленной неодно- 
родной задачи (18.1). Считаем условия разрешимости (18.4) 
выполненными. Решение совершенно аналогично изложенному 
в § 14 решению краевой задачи Римана; поэтому не будем оста- 
навливаться на подробностях.

С помощью канонической функции представим краевое ус- 
ловие в виде

ф+ [«(01 _  (  ф+ (t) ן  =  g (t)
Х+ [а (/)] V Х+ (/) )  Х+ [а (/)] ‘

Используя, далее, решение задачи о скачке в классе функ- 
ций с полярной особенностью, получим решение в виде

Ф+ (2) =  х+ (2) Г'Р+ (2) +  t  С*Ф*(2)1 . (18.16)L /г=0 J

если х ^ О , и
Ф(2) =  Х(2)['Р(2) +  а0], (18.18)

если х <  0 и свободный член удовлетворяет условиям разре- 
шимости:

(18.19)
(k 2, 3, . . . ,  х),

g(<)

І  S *1 יי“ (т)1 ° ־ = ׳ ^
L

 ̂ Ф [а (т)] x~k dx =  0

где ф(/) — решение уравнения Гф=  ̂ .
18.3. Краевая задача Карлемана *). В качестве еще одного 

примера рассмотрим краевую задачу Карлемана на простом 
замкнутом контуре Ляпунова L (см. п. 18.1, задача IV):

Ф+ [а (/)] =  G (0 Ф+ (/) +  я (0, (18.20)

где a (t) изменяет направление обхода контура и а [ а (<)]==<.

*) Материал этого пункта, а также п. 43.4, где завершается исследова- 
ние задачи, написан по работе В. А. Ч е р н е ц к о г о  1).
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Рассуждая аналогично п. 18.2, приходим к выводу, что интерес 
представляет тот случай, когда выполнены условия

G [а (/)] G (0 =  1, G (t) g [а (/)] +  g (0 — 0. (18.21)
Покажем, что путем применения метода конформного склей- 

вания, близкого к описанному в п. 17.5, краевая задача (18.20) 
сводится к задаче Римана на разомкнутой дуге Ляпунова. При- 
ведем лишь схему исследования, не останавливаясь на подроб- 
ностях.

Прежде всего устанавливаем таким же способом, как и 
в § 17, утверждение, аналогичное лемме I из § 17.

Л ем м а . Краевые задачи
Ф + [а(01 =  *Ф + (*), * = ± 1 ,

не имеют других решений, кроме произвольной постоянной, 
равной нулю при X =  —1.

Далее решаем вспомогательную задачу с нулевым скачком 
<о+ [а (0 ] -ю + (/) =  0 (18.22)

в классе функций, имеющих простой полюс в некоторой точке 
20 е  D+, т. е. в классе функций вида

®+ (г) “ т = ^ г  +  ч!г+(2)• 08-23)

'! ׳4־ (г)— аналитическая функция в D+. В силу (18.23) получим 
для 1? ־,־ (z) следующее краевое условие:

״8•24י
Решение краевой задачи (18.24) будем искать в виде интеграла 
типа Коши

Ч 5 ׳+־=<*> Г $ 7 ^ • ״8  ■ЭД
L

плотность которого удовлетворяет соотношению
ф(0 +  ФМ0] =  0. (18.26)

Вычисляя Ч ׳4־ [(*(*)] и ¥ + (0  по формуле Сохоцкого и ис- 
пользуя условие (18.26), получим для определения ф(£) инте- 
тральное уравнение

К т - /  — а ( т ) - а ( 0 ] ^ Т̂ ТЖ= a ( t ) - z ־ 0 ־  t - z 0 '

О 8.27)
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ядро которого имеет в точке т =  t особенность порядка меньше 
единицы (см. п. 17.2) и является поэтому уравнением Фред- 
гольма; при этом любое интегрируемое решение этого уравне- 
ния удовлетворяет условию Гёльдера.

Методами, близкими к использованным в пп. 17.3, 18.1, до- 
называется, что однородное интегральное уравнение, соответ- 
ствующее (18.27), неразрешимо (и, следовательно, неоднород- 
ное разрешимо безусловно и однозначно), а также, что это ре- 
шение удовлетворяет условию (18.26). Отсюда по формулам
(18.25) и (18.23) получаем решение краевой задачи (18.22).

Функция а (0 . очевидно, имеет две неподвижные точки t= A  
и t =  В, делящие контур L на две неналегающие дуги L+ =  
=  (/4,В), L ~  =  (В ,А). Функция cd+(z), являющаяся решением 
задачи (18.22) с условием (18.23), отображает область D+ на 
плоскость с разрезом L!, который задается уравнением до =  
=  ©+(?), i e L ,  и имеет своими концами образы а =  (0+(Л) 
и b =  ю+(В) неподвижных точек функции a  (t). Рассуждая ана- 
логично п. 17.5, можно установить, что L! является кривой Ля- 
пунова, а конформное отображение, осуществляемое функцией 
до =  ю+(г), взаимно однозначно.

Примем за положительное направление на L! то, которое 
ведет от а к Ъ. Тогда для функции z(w), обратной к до =  
״ ־  <й+(2), имеем

г+ (до) =־* t, z~ (до) о (0, до в  Lu l e  L+, (18.28)
или, что то же самое (в.силу условия а [а (0 ]  =  0 .

я* (до) =  а (0, z~ (до) =*/, ш е 1 ь t е  L~. (18.29)
Используя (18.28), для t е  L+ перепишем краевое условие 
(18.20) в виде

Ф+ [г־  (до)] =  G [2+ (до)] Ф+ [г+ (до)] +  g [z+ (до)].
Вводя новую функцию

Ф! (до) =  Ф+ [г (до)], (18.30)
аналитическую в плоскости с разрезом L!, получим краевое ус- 
ловие задачи Римана:

Ф Г (до)= G[z+ (до)]Ф!+ (до) +  g [z + (до)]. (18.31)
Если же воспользоваться формулами (18.29), то получим

Ф!+ (до) =  G [г - (до)]ФГ (до) +  g[z~ (до)]. (18.32)
Краевые условия (18.31) и (18.32) совпадают, так как из уело- 
вий (18.21) и соотношений (18.28) следует, что

G [г+ (до)] G [г־ (до)] =  1, G[z+ (до)] g [г־  (до)] +  g [z+ (до)] =  0.
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Таким образом, задача Карлемана (18.20) на замкнутом 
контуре L сведена к равносильной ей задаче Римана (18.32) на 
разомкнутом контуре L!. Задачи этого рода будут изучаться 
в гл. VI, поэтому окончание исследования рассматриваемой 
задачи мы переносим в п. 43.4.

Изложенный способ применим и для решения задачи в мно- 
госвязной области при условии, что функция сдвига a(t) ото- 
бражает взаимно однозначно каждую из кривых L& контура на 
себя. В самом общем случае, когда а(/) переводит весь контур 
на себя, но так, что отдельные кривые контура могут перехо- 
дить друг в друга, метод конформного склеивания оказывается 
недостаточным. Используется так называемый принцип локалъ- 
но конформного склеивания. В этом случае для исследования 
приходится привлекать теорию краевых задач на римановых 
поверхностях. (Несколько подробнее об этом • будет сказано 
в п. 53.5.)

§ 19. Исторические сведения
Краевая задача (14.1), называемая здесь задачей Римана*), впервые 

встречается в работе Римана о дифференциальных уравнениях с алгебраиче- 
скими коэффициентами ([21], стр. 177). Задача (однородная) формулируется 
им для случая п пар искомых функций в связи с задачей отыскания диффе- 
ренциального уравнения, интегралы которого при обходе около особых точек 
претерпевают заданную линейную подстановку (уравнение с заданной труп- 
пой монодромии). Эта тема выходит за пределы настоящей книги, и мы не 
будем ее касаться; читателей, интересующихся этим вопросом, можно ото- 
слать к работе [7].

Риман не сделал никаких попыток решить поставленную им задачу. Пер- 
вое решение однородной краевой задачи (14.1) дал Гильберт. Пользуясь уело- 
виями того, что произвольная комплексная функция является краевым значе- 
нием аналитической функции (см. задачу 24*, гл. I), Гильберт составил инте- 
тральное уравнение Фредгольма, которому удовлетворяет решение задачи. 
Анализируя это уравнение, он доказал альтернативу: одна из двух задач с 
коэффициентом G(t)  или G(t)  разрешима. В дальнейшем авторы, рассматри- 
вавшие общий случай краевой задачи (Пикар [19], Привалов 1)), шли по тому 
же пути сведения задачи к интегральному уравнению, используя в качестве 
аппарата интегралы типа Коши. Вместо альтернативы Гильберта здесь полу-

чалась альтернатива для коэффициентов G(t) и "0 Щ-  Метод этот до сих пор
применяется при решении задачи Римана со многими неизвестными функциями.

Особняком стоят две работы, где рассматривалось решение задачи в за- 
мкнутой форме. Племель [Plemelj 1)] мимоходом показывает, что в случае 
однозначного In G(t)  решение однородной задачи может быть получено явно 
в интегралах типа Коши. Карлеман [Carleman 1)] при решении особого ин- 
тегрального уравнения с ядром Коши (см. гл. III) попутно решает неодно- 
родную задачу Римана с постоянным коэффициентом G(t)  для случая, когда 
контур есть отрезок действительной оси [0, 1]. Способы решения Племель и 
Карлемана, в сущности, те же, что и изложенные в настоящей главе, но при

*) Для этой же задачи употребляют еще следующие названия: «задача 
Гильберта», «задача линейного сопряжения», «задача сопряжения», «задача 
Гильберта — Привалова», «задача Римана — Привалова».
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менимы они к весьма частным случаям, где характерные черты задачи не 
выявляются. В них прежде всего не вводится понятие индекса, который, как 
уже знает читатель, изучивший главу, является основной характеристикой 
как для самой задачи Римана, так и для ее обобщений.

Следует упомянуть еще о работе Винера и Хопфа [Wiener und Hopf 1)], 
посвященной решению особых интегральных уравнений типа свертки. Работа 
эта никогда ранее не упоминалась в связи с задачей Римана, однако тесно с 
ней связана. Решение упомянутых интегральных уравнений приводится к за- 
даче того же типа, что и краевая задача Римана, но с тем различием, что 
соотношение между аналитическими функциями задается не на контуре, а в 
точках целой области (полоса, ограниченная двумя прямыми, параллельными 
оси абсцисс). Метод решения отличается от метода решения краевой задачи 
Римана лишь несущественными подробностями. Понятие индекса здесь также 
отсутствует.

Полное решение задачи Римана для односвязной области примерно в 
том же виде, как оно здесь изложено *), дано автором в 1936 г. в 1). В 1941 г. 
Б. В. Хведелидзе 1) обобщил это решение на многосвязную область. Исклю- 
чительные случаи задачи Римана (§ 15) были рассмотрены впервые в работах 
автора 2), [6], а затем в более общем виде в работе Л. А. Чикина 1 ).

Задача Римана со сдвигом (§ 17) встречается впервые у Газемана [Hase- 
man 1)]. Он сводит ее способом, аналогичным тому, который применил Гиль- 
берт для решения задачи Римана, к интегральному уравнению Фредгольма и 
получает ту же альтернативу, что и Гильберт для задачи Римана.

Полное решение задачи Римана со сдвигом, некоторых ее видоизменений 
и задачи Карлемана дано Д. А. Квеселава, первая работа которого 1 ) отно- 
сится к 1946 г., обзорное изложение материала дано в работе 2).

Сведение задач I—III к задаче Римана со сдвигом дано в работе 
Л. И. Чибриковой и В. С. Рогожина 1). В последние полтора десятка лет 
теория краевых задач со сдвигом интенсивно разрабатывается. Опубликовано 
весьма большое количество оригинальных работ различных авторов, в первую 
очередь Н. П. Векуа, Э. И. Зверовича, Г. С. Литвинчука, Э. Г. Хасабова, 
Р. А. Кордзадзе и др., в которых эта теория существенно продвинута вперед.

Исторические сведения о возникновении и развитии теории краевой за- 
дачи Римана в многомерных областях давались в тексте.

Дальнейшие сведения о задаче Римана и задачах со сдвигом будут даны 
в главах V, VI в связи с различными их обобщениями.

З а д а ч и  к г л а в е  II

1*. Доказать, что индекс функции I (5) + ^ ף (5) (0/   $ ^  /) (I (s +  /) =* 
=  I (5) י ׳ П (s + равен полуразности числа случаев, когда функция ((ןז (5 (/ 
r\(s) обращается в бесконечность, переходя от положительных значений кl ( s )

отрицательным, и числа случаев, когда она обращается в бесконечность, 
переходя от отрицательных значений к положительным.

З а м е ч а н и е .  Коши, введя понятие индекса, определил его как разность 
числа случаев перехода функции через бесконечность от положительных зна- 
чений к отрицательным и от отрицательных к положительным. Следовательно, 
индекс в смысле Коши равен удвоенному индексу в смысле данного нами 
определения. Понятие индекса Коши применимо и для непериодических функ- 
ций. При этом, по условию,

" ctg ш ־ ־  агс,6ж  ( ־  т < arct* * < # )
отбрасывается.

*) Понятие канонической функции дано Н. И. Мусхелишвили.
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2*. Пусть £ ( 0 ) Ч י 0 многочлены относительно t ־־־־   (а <  / <  Ь). Образуем 
последовательность

о)/д — Ь — ГП'Ги —  Г2,ירי 1י
где г! — остаток от деления ף־ на £, г2 — остаток от деления £ на г! и т. д. 
Доказать, что индекс функции £ (s) +  -равен полуразности числа пере (s) ף־/ 
мен знаков в последовательности ( 1 ).

3*. Пусть Ф (х, у ), <р (х, у), ф (*, у) — три функции двух независимых 
переменных х , у , имеющие непрерывные частные производные. Лредпола- 
гается: 1) функции Ф, <р, ф не обращаются одновременно в нуль, 2) их яко- 
биан также не обращается в нуль и 3) кривые Ф =־  О, ф =  О, ф =  0 замк- 
нуты. Точки плоскости, для которых <р, ф <  0, назовем внутренними, а точки, 
где ф, ф >  0, — внешними. Переход из внешней области во внутреннюю на- 
зовем входом а обратный переход выходом.

Характеристикой функций Ф, ф, ф — % (Ф. ср, ф) Кронекер называл по- 
луразность числа точек входа и выхода кривой Ф (х, у) =» 0 через кривую 
Ф (лг, у) =  0 или, что все равно, ч^рез кривую ф(х,  у) =  0. Показать, что:

1) характеристика % (Ф, ф, ф) совпадает с индексом функции G (х +  iy) =־ 
ф (Ху у) +  /ф (х, у)  по кривой Ф (Ху у) :־= 0 

2) характеристика не меняется от круговой перестановки функции Ф, ф, 
ф и меняет знак при перестановке двух из них. (Н. Г Ч е т а е в, Характери- 
стики Кронекера, Уч. зап. Казанск. ун-та, т. 98, кн. 9, 1938.)

П р и м е ч а н и е .  Кронекер определил понятие характеристики для об- 
щего случая п +  1 функций от п переменных.

Всюду в дальнейшем контур L есть простая замкнутая кривая, делящая 
плоскость на две области: внутреннюю D+ и внешнюю D~־\ с» обозначают 
произвольные постоянные.

4. Решить краевую задачу Римана

ф+ « ) -  ІІТ !ІІ?Т о; ! ф2 + 0 ־( '( / -«) + /)>)*(/+*) + 2(/ ׳  /) (< +  2/)
считая, что точки /, 21 принадлежат области D . а точки — і, — 2і ־־- об- 
ласти D *\

Ответ. ср +  C\Z +  с2г2 
(г +  i) (г  + ״ (21 

C0+C1Z+ с2?2

1
( z + i ) 2 ( г  +  2 0  

1
Ф+ (г) —

(2 — о 2 (2 — 21) (2 — 1) (г — 21)Ф 2 ־( ) =

в. При каком значении параметра а будет разрешимой краевая вадача 
Римана

- + / л  ( t - i ) ( t - 2 l ) ״  /л , 2 t ( t - 2 l ) ( a t + ״ . ,___ (1
Ф +  о (< +  2/) ф (<)+ ( / + 0 (f +  2i) ׳ Ф (с0)“ °’

если контур L  оставляет точку — / в области D + , а точки /, 2/, — 21 в /)""? 
Решить задачу при найденном значении а.

О т в е т ,  а - - / .  Ф־*־ (г) == ־  » ф "  ( * ) - 0 .

8• Решить краевую задачу Римана
1

Ф+ ( 0 - ------Ц — Ф 8  +  0 ־( іп/  +  еТ , Ф ~ (00) •■ 0

7 - Т1п

для контура I ,  оставляющего точки 0, 1 в области £ * .
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О т в е т .  Ф + (2) =  sin 2 +  с0 +  с!г,

7. Решить краевую задачу Римана

ф +  ( t ) = ( t  — 1) ф 2 - 1 ! + 0 ) ־ 

при следующих предположениях:
а) точка 1 принадлежит D + ;
б) точка 1 принадлежит D ” ;
в) точка 1 принадлежит L.
О т в е т .

а) Ф+ (2) =■ 22 — 1 +  с0 +  с,г, 2) ג פ ־ ) =  ( г — I)1־  (Со +  с!г);
б) , в) Ф + (г) ־= г2 — 1 +  с0 (2 — 1), Ф ־ (2 ) =  с0.
8. Решить краевую задачу Римана

Ф+ (0  =  (< - ־(1  ׳ Ф - (/) +  / +  ( / - ־1(1

при тех же предположениях, что и в предыдущей задаче. 
Ответ.
а, в) Ф+ ( z ) -= 2, Ф ~ (г) =  — 1;
б) Ф+ (2) =  (2 — I)1־  (г2 — 2 +  1 + с 0), Ф ־ ( г ) * с 0.
9 . Показать, что задача Римана

1
t - г+ 1 * ־־0 + + ( фФ+ (0■ ( f - l ) ( / - 2 )

при условии, что точки 0, 3 принадлежат D + , а точки 1 , 2 лежат на кон- 
туре L, разрешима лишь при а == 1. Дать решение в этом случае.

О т в е т .  ф + ( г ) »־ г + 1, ф ־ ־ (г ) » : з  ~  0  (г 2 •־־־) ^
2? (2 3}

10• Решить краевую задачу Римана
(А — 1)< +  3і __ _______
( A + l ) < - /  w  (А + 1 ) / - /

Ф+ ( 0 ,

(/1 — действительная, отличная от ± 1 , — 00 <  t <  со). 
О т в е т .  При Л <  — 1

с_______fl . b(h  + 1 ) +  аЛ , _
+ А׳  1) [(А +  1) 2 — i] +  С° +  (А +  1 ) г - і( י  А( 2 + 1( ־

+ А ־1 1 )  г — і Г а с( _
*00 + )А +  1) 2 -  / J י - А + 1( י 1 ) 2  +  31 1  2 (А(

Ф+(2)

Ф ־(2 )

аг + Ь
(А + ־2(1 

при — 1 <  h <  1

а .
2 ( А + 1 )  + с >
(A - f  1) 2 —  i [ а 

(А — 1)2  +  3/ U + A׳}   1)

Ф+ (2)

Ф־ («)
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ф+ (г) , Л + * . ( * ־1 ) < >
к> 4/1 +  2

b ( h + \ ) i r a 
{Z) 4/1 +  2

при h >  1

11• Решить краевую задачу Римана

- Ф -  (/)hi — tФ+ (t) :
t +  ( h - 2 ) i  w  / +  (Л — 2) t

(A — действительная, отличная от 0 и 2, -  со <  ( <  оо). 
О т в е т .  При А <  0

/

+  С];

2(1 — Л) ״

У
2 +  (А — 2) * 

с

Ф -  ( г ) .f
2(1 -  Л)׳Ф+ (г) ־

2 +  (А -  2) /
при 0 <  А <  2

2 — ihФ+ (г) ־=  с, Ф ־ (2 ).

2 +  (2 -  А) / ׳ 
с

2 + ( А =57•]•

•Со

0̂ +

f־־־/
при h >  2

г + (/1-2)/ 
г +  (Л -  2) І 

ih — z

Ф+ (2) נ

Ф2) ־ ) .

12*. Доказать, что если в качестве решения допускать функции, обра- 
щающиеся на контуре в бесконечность интегрируемого порядка, то такое до- 
лущение не расширяет класса решений. Класс решений, для которого допу- 
стимы на контуре указанные особенности, совпадает с найденным в § 14 ре- 
шением, непрерывным вплоть до контура. (Ф. Д. Гахов [6].)

13*. Дать решение задачи Римана со сдвигом в исключительном случае, 
когда коэффициент задачи может обращаться в нуль или бесконечность це- 
лого порядка,

П  ( ' - *״׳(*״
Ф +  [ а  ( / ) ]  =  ■ * = / - - - - - - - - - - - - - - - - G ,  ( / )  Ф -  (І).

П  ( ' ' / * /־־ 1־
V

Показать, что число решений равно Ind Gj (/) — £  р .. (Л. И. Чибрикова 1).)
/=1

У к а з а н и е .  Представить краевое условие в форме

Ф (*)־־

( ' ־ * / ' П 1/ -

(0
И . mk

־ П [ « ( 0  - \ ]  °R— 1
Ф־1־ ]0)0[

Рассмотреть аналогичный случай неоднородной задачи.
14. Применяя принцип симметрии к единичной окружности, показать, что 

формула Шварца для функции, аналитической в области | г | >  1, имеет вид
2я

^(2)=“1 ягі Re! l - e 'ta da + 1 Imf(m)■



Г Л А В А  III

ОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРОМ
КОШИ

В настоящей главе будет дано одно из важнейших теорети- 
ческих приложений краевой задачи Римана — исследование 
особых интегральных уравнений с ядром Коши. В соответствии 
с тем, что краевая задача Римана рассматривалась пока лишь 
для замкнутых контуров, будем исследовать интегральные 
уравнения с интегралами, взятыми по таким же контурам. 
В дальнейшем в связи с обобщениями в постановке задачи 
Римана соответственно будут изучены и другие типы интеграль- 
ных уравнений.

§ 20. Основные понятия и обозначения

20.1. Особое интегральное уравнение*). Если в линейном 
интегральном уравнении

ф (0 +  \  % ( t ,  т)<р (т) d x  =  f ( t )

L
ядро имеет вид

где M(t, т) — непрерывная функция, то, как известно, при по- 
мощи итерации его можно привести к интегральному уравне- 
нию с непрерывным ядром. Такое уравнение обладает всеми 
свойствами уравнения Фредгольма и называется квазифред- 
гольмовым или иногда просто фредгольмовым.

Если а =  1, то интеграл становится особым (сингулярным) 
и указанный способ приведения уравнения к фредгольмову те- 
ряет силу. Для таких уравнений нужно строить специальную 
теорию.

*) Напомним, что в литературе, посвященной теории рассматриваемых 
здесь уравнений, они часто называются сингулярными (см. Введение).
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Мы здесь будем рассматривать уравнения с ядром Коши 
типа

Кф -  а (О ф (0 + — г 5־־  г г = Ф (т) dx ־  /  it). (20.1)
L

Интеграл, понимаемый в смысле главного значения, берется 
по контуру L, состоящему в общем случае из т +  1 замкнутых 
гладких кривых L =  L0 41̂ + ־   • • • +  Lm, расположенных, как 
указано на рис. 13 (п. 16.1). Заданные на L функции a(t), f(t), 
M (t,x) будем считать удовлетворяющими условию Гёльдера, 
причем последнюю по обеим переменным.

Буква К (каппа) — это символ операции, производимой над 
функцией ф (/) в левой части уравнения.

Совершив над ядром преобразование
М (/, т) М (t, х ) - М  (/, t) . М (/, i)

Т — t  в  X —  t  ' X —  t

и обозначив
0 = k (t,  т), (20.2)

запишем уравнение (20.1) в виде

Кф a (t) ф (i) + ^ך-  -  J ך—ץ   ̂/г (t, т)ф(т) dx =  f{t). (20.3)
І І

Из формул (20.2) следует, что функция b(t) удовлетворяет ус- 
ловию Гёльдера на всем контуре L, a k(t,x) всюду, кроме то- 
чек т =  i, где для нее справедлива оценка

\k(t, Х ) \ < - ---- 0 ) ^ >ן־ך Л < 1 ) .
I х — 1 1

Уравнение (20.3) будем называть полным особым интеграль- 
ным уравнением. Если f(t) не нуль, будем иметь неоднородное, 
в противном случае — однородное уравнение.

Выражение

К°Ф =  а (0 Ф (0 + г־ J ד־ך1-  Г7 dx (20.4)־
L

называется характеристической, а член J k (t, т) ф (т) dx — регу-
1

лярной частью. Уравнение

К°Ф -  а (0 Ф (0 + J т ־^ך־  ? Т  dx =  f » (20.5)
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будем называть характеристическим уравнением, соответствую- 
щим полному уравнению (20.3), а оператор К0 — характеристи- 
ческим оператором.

Вводя для регулярной части уравнения обозначение 

6ф 3־ (t, т) ф (т) d x ,
L

можем записать полное уравнение в виде 
Кф =  К°ф +  k(f =  /  (t).

Уравнение
К־׳Ф «  а (*) ф ДО -  •1• J d x + \ k  ( х ,  t) ф (т) dx =  0, (20.30

L L

получаемое из однородного уравнения Кф =  0 перестановкой 
(транспозицией) переменных в ядре, называется союзным или 
транспонированным. Оператор К ' называется союзным (транс- 
понированным) оператору К.

В частности, уравнение

К ° Ч  —  « י1)<0 — ־ך7 $ ־ 0) f r y Ф (т) d־  x  =  0  (20.50
L

будет уравнением, союзным характеристическому уравнению
(20.5). Заметим здесь же, что оператор К0', союзный характе- 
ристическому оператору К°, не совпадает с оператором К , ха- 
рактеристическим для союзного. Последний определяется *) 
формулой

К׳° ф ^ а ( / Ж 0 - ^־ $ ^ ^ т .  (20.6)
L

Всюду в дальнейшем будем искать решения особых урав- 
нений, удовлетворяющие условию Гёльдера.

20.2. Основные результаты теории интегральных уравнений 
Фредгольма. Приведем для справок основные факты теории 
линейных интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода

а (*) Ф (0 +  А, 5 /С (*, т) ф (т) d x = f  (t) ;
L

некоторыми из них мы уже пользовались в п. 17.3.
*) В формуле (20.3') нужно произвести преобразование:

j 1 M ± W  dx _  ( »W -  HO t  w  dx + 1 4  J lM.
L L L

и первый интеграл отнести к регулярной части.
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Предполагая a(t) не обращающимся в нуль, можно без 
ограничения общности считать a ( t ) =  1. Поэтому в дальней- 
шем будем рассматривать уравнения Фредгольма вида

Ф (0 +  Л \ К У, т) Ф (т) dx =  f (t) (неоднородное) (20.7)
L

И
ф (0 +  X  ̂К (t, т) ер (т) dx =  0 (однородное). (20.8)

L
О п р е д е л е н и е .  Если при некотором значении параметра 

X =  Хо однородное уравнение Фредгольма имеет нетривиальное 
решение, то Х0 называется собственным значением, а сами ре- 
шения (линейно независимые) ф!(/), י•־״ фп(0— собственными 
функциями ядра /С(/,т) или, что все равно, однородного урав- 
нения (20.8).

1°. Т е о р е м ы  Ф р е д г о л ь м а .  Следующие три теоремы 
называют соответственно первой, второй и третьей теоремами 
Фредгольма.

Т е о р е м а  I. Если X =  Х0 не является собственным значе- 
нием ядра, т. е. если однородное уравнение (20.8) неразре- 
шимо *), то неоднородное уравнение (20.7) разрешимо при лю- 
бой правой части f (t).

Общее решение дается формулой

<p(t) =  f ( t ) - \ R ( t , x ) f ( r ) d T ,  (20.9)
L

где функция R(t, т) — резольвента уравнения — определенным 
образом выражается через ядро K(t, т).

Т е о р е м а  II. Если К  =  Хо является собственным значением 
однородного уравнения (20.8), то оно является собственным 
значением также и для союзного уравнения **)

♦ (0 + ) К (т, t) ф $ ׳*  т )  dx = (׳20.7) ,0 
L

причем оба уравнения имеют одинаковое число линейно неза- 
висимых решений (собственных функций, принадлежащих соб~ 
ственному значению Хо).

*) Однородное уравнение называем неразрешимым, если оно не имеет 
других решений, кроме тривиального нулевого.

**) Вместо уравнения (20.7') союзным уравнением часто называют урав-
нение ф (t) + X J К (т, /) ф (т) т' (a) do =  0 (т =  т (а)). Простыми преобразо- 

L
ваниями легко показать, что последнее уравнение имеет столько же решений, 
что и уравнение (20.7') (см. п. 24.4).
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Общее решение однородного уравнения представляется 
в виде

п

ф w =  Z  скщ у),ft־־l
где Ф1(0> •••. Ф 0 ) ״  — полная система линейно независимых 
собственных функций, принадлежащих собственному значению 
Ко, а ел — произвольные постоянные.

Т е о р е м а  III. Если однородное уравнение разрешимо, то 
неоднородное уравнение, вообще говоря, неразрешимо. Оно бу- 
дет разрешимо тогда и только тогда, когда выполнены условия

=  0, (20. 10)
L

где tyk(t) ( k =  1,2, . . . ,  п) есть полная система собственных 
функций союзного уравнения (20.7'), принадлежащих данному 
собственному значению

Если условия (20.10) выполнены, то общее решение неод- 
нородного уравнения дается формулой

п

Ф =  (t, т) f  (т) d t +  £  скщ  {t), (20.11)
L fe-1

п

где H(t, г) — обобщенная резольвента, а £  с*Ф*(0־־־ общее ре-
л-1

шение соответствующего однородного уравнения.
2°. С п е к т р  у р а в н е н и я .
О п р е д е л е н и е .  Множество собственных значений пара- 

метра к интегрального уравнения называется его спектром.
Приведем две теоремы, характеризующие спектр уравнения 

Фредгольма.
Т е о р е м а  IV. Множество собственных значений интеграль- 

ного уравнения Фредгольма не имеет предельных точек на ко- 
печном расстоянии. Если множество собственных значений бес- 
конечно, то его предельной точкой является бесконечно удален- 
пая точка.

Иначе говоря, спектр интегрального уравнения Фредгольма 
есть множество изолированное (дискретное). Это следует из 
того, что собственные значения интегрального уравнения 
Фредгольма являются корнями аналитической функции, кото- 
рая в частном случае, когда ядро уравнения вырождено

^/С(^ т )=  £  а/(0Р/(т)^, обращается в многочлен, а в осталь- 
ных случаях является целой трансцендентной.
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Т е о р е м а  V. Каждому собственному значению принадле- 
жит конечное число собственных функций.

Последнее свойство уже использовалось в теореме III.

§ 21. Характеристическое уравнение

21.1. Сведение к краевой задаче Римана. Рассмотрим про- 
стейший тип особого интегрального уравнения — характеристи- 
ческое уравнение (20.5):

К°ф -  а (0 ф (0 + ^ך־   J -^izL dx =  f  (*). (21.1)
L

В этом случае решение уравнения можно свести к решению 
краевой задачи Римана (гл. II) и дать решение уравнения в 
замкнутой форме.

Введем кусочно аналитическую функцию, заданную инте- 
гралом типа Коши, плотностью которого служит искомое реше- 
ние характеристического уравнения

(21.2)

(21.3)

Согласно формулам Сохоцкого (4.9) и (4.10) 
Ф(0־ ־ ф + ־(/) ־ Ф 0 ) ־ ,

=  Ю +  ф - Ю•Ж

Внося значения ф(<), —ן■  ̂ dt в уравнение (21.1) и решая

его относительно Ф+ (/), получим, что кусочно аналитическая 
функция Ф(2) должна являться решением краевой задачи Римана

Ф+ (t) =  G (t) Ф ' (/) +  g (t), 
где

a ( t ) - b ( t )  f(t )

(21.4)

■ G (t))0$־(21.5) a{t )  +  b ( t ) •  a( t )  +  b(t)

В силу того, что искомая функция Ф(2) представлена ин- 
тегралом типа Коши, она должна удовлетворять дополнитель- 
ному условию

ф ־ ( о о )  =  0 .  ( 2 1 . 6 )

Индекс коэффициента ^  задачи Римана (21.4) бу- 
дсм называть индексом интегрального уравнения (21.1),
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Решив краевую задачу (21.4), по формуле (21.3) найдем 
решение уравнения (21.1).

Итак, интегральное уравнение (21.1) свелось к краевой за- 
даче Римана (21.4). Чтобы установить равносильность уравне- 
ния и краевой задачи, нужно доказать, что и, обратно, <р(/), 
найденная указанным образом из решения краевой задачи, 
удовлетворяет уравнению (21.1). Для этого нужно установить, 
что справедлива и вторая из формул (21.3). Докажем это.

Если решение задачи (21.4) представлено интегралом типа 
Коши (21.2), то будут справедливы обе формулы (21.3) и от 
краевой задачи можно однозначно прийти к исходному урав- 
нению. Допустим теперь, что имеется другая функция Ф1(2), 
удовлетворяющая тем же условиям. Тогда для разности Ф2 =  
=  Ф — Ф! будет справедливо равенство

Ф2+ (І) -  ФГ (О 0 ־־־.
По теореме об аналитическом продолжении и теореме Лиу- 
билля (с учетом (21.6)) Ф2(2) =  0. Следовательно, Ф!(2) =  
=  Ф(2), что и требовалось.

Рассмотрим сначала нормальный (не исключительный) слу- 
чай, когда коэффициент G(t) задачи Римана (21.4) не обра- 
щается в нуль или бесконечность, что соответствует для урав- 
нения (21.1) условию

a ( t ) ± b ( t ) ^ 0 . (׳21.7) 
Для упрощения дальнейших формул разделим предварительно 
все уравнение (21.1) на -\/a2 (t) — b2 (t) (нормируем), т. е. будем 
считать, что коэффициенты этого уравнения удовлетворяют ус- 
ловию

a2( t ) - b 2(t)= 1. (21.7)
Исключительные случаи будут рассмотрены в конце главы 

(§ 25).
Заметим еще, что и, обратно, легко составить особое инте- 

тральное уравнение, соответствующее заданной краевой задаче
(21.4). Подставляя в краевое условие (21.4) предельные зна- 
чения интеграла типа Коши, по формулам (4.8) получим ха- 
рактеристическое особое интегральное уравнение

! 1 G + ־ [ (01Ф(0 + 1 $ ־ך1!7־ dx =  g (0• (21.8)
L

Из решений последнего уравнения по формуле (21.2) полу- 
чим решение краевой задачи Римана. Поскольку нет способа 
решения характеристического уравнения, независимого от ре- 
шения задачи Римана, то на уравнение (21.8) нужно смотреть 
не как на новый способ решения задачи Римана, а просто как
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на формулу, по которой можно быстро построить характера 
стическое особое интегральное уравнение, соответствующее 
заданной краевой задаче Римана.

21.2. Решение характеристического уравнения. Выпишем по 
формулам (16.10), (16.8) решение краевой задачи Римана
(21.4), считая к ^  0, и вычислим по формулам Сохоцкого пре- 
дельные значения соответствующих функций

Ф+ (/) =  Х+ (0 [ 1 4 -  w (0 - ץ  Рх- 1  (0].

Ф - ( / ) = х - ( 0 [ - 1 ^  +  ч 1 - ( / ) ׳ р ,- , (О],

где Ч'О) — особый интеграл, получаемый заменой в формуле
(14.14) z на t. Произвольный многочлен взят в форме
— у  А<-1 (0 для удобства дальнейших обозначений.

Отсюда по формуле (21.3)

ф < 0 ” 7 [ 1  +  1 ^ 0 [־ * <' ) +

+  х + <0[1 « ] •

На основании краевого условия заменяем ,
а функцию '?(О ее выражением по формуле (14.14). Тогда

+

Я 1 f g(T) 
2я i J Х+ (т)

Подставляя, наконец, вместо Х+(0 ее выражение из фор- 
мулы (16.8) и значения G(i) и g(t) из (21.5), имеем

<р (0 =־ а (0 f (t) -  Ш М І  5 -Щ - +  b(t)Z (t) / > 2 1 . 9 ) ,0 ״-! ( )

г тгде״

У/*п (/) ’
Z (0 =  [a (t) +  Ь (01 Х+ (0 =  [и (t) -  Ъ (01 X - י 0) 

(21. 10)1а (т) — Ь (т)
a(T)+_MT)JdT[ т ־ ״ П (т)1п

т — t2шг(0 =

т

U ( t ) = Z ( t - z k)xk 
к- 1

(21. 11)
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и коэффициенты a(t), b(t) удовлетворяют условию (21.7'). 
Здесь П ( / ) = 1  в случае, когда L — простой контур, охваты- 
вающий односвязную область. Так как функции a(t), b(t), 
f(t) удовлетворяют условию Гёльдера, то на основании свойств 
предельных значений интеграла типа Коши функция <р(/) 
также будет удовлетворять условию Гёльдера.

Последний член формулы (21.9) представляет собой общее 
решение однородного уравнения ( f ( t ) =  0), а первые два 
члена — некоторое частное решение неоднородного уравнения.

Сравнивая формулу (21.9) с формулой (20.11), видим, что 
. Ь ( t )Z (t)
функция niZ ^  (x — t) для хаРактеРистического уравнения иг-
рает роль резольвенты, а его собственными функциями будут 
<pk( t ) =  b(t)Z(t) th~l (k =  1,2,. . .  ,к). Частное решение уравне- 
ния (21.1) можно записать как Rf, где R — оператор*), опре- 
деляемый равенством

Rf =  a(t)f(t) ь (/) z  (t) Г / (т) dx
Z (т) x — tПІ

Тогда общее решение уравнения (21.1) примет вид

ф Ю « = # + £ с*Ф*Ю. (21.12)
k — \

Заметим, что в тех случаях, когда задача Римана (21.4) 
может быть решена непосредственно путем аналитического 
продолжения (см. п. 14.6), удобнее искать решение характери- 
стического уравнения не по формуле (21.9), а непосредственно 
по формуле (21.3).

Если и <  0, то, как мы знаем, задача Римана (21.4), вообще 
говоря, неразрешима. Условия ее разрешимости

(* =  1, 2, - х )  (16.11)
L

будут вместе с тем и условиями разрешимости уравнения (21.1).
Заменяя g (t) и Х+(т) их выражениями (21.5) и (21.10), 

можно записать условия разрешимости в виде

І г־ М т Ы Л  =  0 ( 6 = 1 ,  2, . . . ,  - х ) .  (21.13)
L

Если условия разрешимости соблюдены, то решение неод- 
нородного уравнения (21.4) дается формулой (21.9) при 
Рх_!(0 =  0.

*) Оператор R обратен оператору Кв в том смысле, что оператор К° 
функцию <р переводит в функцию f, а оператор R обратно /  в <р.
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Сформулируем результаты исследования.
Г. Если х >  0, го однородное уравнение К°<р =  0 имеет х 

линейно независимых решений
Ф k (t) =  b(t)Z(t)tk~l ( * = 1 , 2 ־ ...... х).

2°. Если х 0, то однородное уравнение неразрешимо. 
(Тривиальное нулевое решение в расчет не принимается.)

3°. Если х 0, то неоднородное уравнение разрешимо при 
любой правой части f(t) и его общее решение линейно зави- 
сит от х произвольных постоянных.

4°. Если х <  0, то неоднородное уравнение разрешимо 
тогда и только тогда, когда его правая часть f удовлетворяет 
—х условиям׳.

\1Pk(t)f(t)dt =  0, (21.14)
L

где ♦*(0 = ־щ?Г**"1־ 
Сравнивая перечисленные свойства характеристического 

особого интегрального уравнения со свойствами интегрального 
уравнения Фредгольма (п. 20.2), можно усмотреть между ними 
существенные различия. Для уравнения Фредгольма в случае 
разрешимости однородного уравнения неоднородное, вообще 
говоря, неразрешимо и, наоборот, в случае неразрешимости 
первого второе безусловно разрешимо. Для особого же уравне- 
ния при разрешимости однородного безусловно разрешимо и не- 
однородное, при неразрешимости же первого, вообще говоря, 
неразрешимо и второе.

Введем аналогично уравнению Фредгольма в ядро характе- 
ристического уравнения параметр X и рассмотрим уравнение

к!<р -  а (0 ф (0 + 4 г  $ Т 7 ־־ 'dx = •°י 
L

Как было показано, последнее уравнение разрешимо, если
a (t) — kb (t) ^  л 
а (0 +  %Ь (t) ^  их =  Ind

Индекс непрерывной функции (п. 12.3) изменяется скачкооб- 
разно, причем только для таких значений Л, для которых 
а (t) Ч1 Xb (t) =  0. Если в комплексной плоскости X =  Х\ +  ІХ2

= Cl (t)провести кривые л , ד  то они разделят плоскость на
области, в каждой из которых индекс будет постоянным. Та- 
ким образом, собственные значения характеристического осо- 
бого интегрального уравнения заполняют целые области, еле-
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довательно, спектр его, в отличие от спектра уравнения Фред־ 
гольма, является не дискретным, а сплошным.

21.3. Решение уравнения, союзного характеристическому. 
Уравнение

К°Ч ™ а (0 ф (О — 6 $ ז־ך ^)j> W _  h ̂  (21.15)
L

союзное с характеристическим уравнением К°<р ־=  /, само не 
является характеристическим. Однако путем подстановки

b(t)$(t) =  «>(t) (21.16)
оно превращается в характеристическое уравнение относи- 
тельно функции ©(/):

а (0 © W — ך־^ "  S Т = 7 b (Оh (0 • (21-17)־־־ 
L

Определив из последнего уравнения ©(<) по формуле

+ + .[(״■׳

получающейся сложением равенств (21.15) и (21.16), найдем 
искомую функцию ф(<).

Вводя кусочно аналитическую функцию

°<*>— 5Ь2118> * > £ £ $ <־

тем же путем, что и в п. 21.2, придем к краевой задаче Римана

(21.19)a(t) + b (t) , , . b(t)h (t)
a(t) — b (t) w י * a (t) — b (t)Q+ (0

Коэффициент последней задачи есть величина, обратная коэф- 
фициенту задачи Римана (21.4), соответствующей уравнению 
К°ф =  /. Следовательно,

(21.20)х.a(t) — b (t) 
a(t) + b(t)— Inda(t) + b (t) 

a(t) — b (t)x' =  Ind

Вспоминая формулу (14.10), определяющую каноническую 
функцию однородной задачи Римана, замечаем, что канониче- 
ские функции Х '(2) для уравнения (21.19) и X(z) для (21.4) бу- 
дут обратны по величине:

1Х ׳(2 )



[ГЛ. IllОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРОМ КОШИ182

Поступая так же, как и в п. 21.2, получим решение особого 
интегрального уравнения (21.15) при х '=  —х ^  0 в виде

♦  № -  0 > < ״ <׳> ׳ + т в т  5 М1>.г־  - / (т> л  +  z W  « - • -  <21 •<׳ )2|׳ )

где Z(t) задается формулой (21.10), Qx0) 1-  -многочлен сте — ׳
пени х ' — 1 с произвольными коэффициентами. (Если х '=  0, 
то Q(t) =  0.)

Если х '=  —х <С 0, то для разрешимости уравнения (21.15) 
необходимо и достаточно выполнение условий

J b(t)Z(t)h(t)tk~ l dt =  0 ( k = l ,  2, (21.22)
L

при соблюдении которых решение дается формулой (21.21), 
где нужно положить QK0 =  0) 1- .׳

Заметим, что условия разрешимости (21.13) и (21.22) 
имеют такой вид, какой требуется третьей теоремой Фредголь- 
ма. В дальнейшем мы покажем, что это же имеет место и в об- 
щем случае для полного особого интегрального уравнения.

Результаты одновременного исследования характеристиче- 
ского и союзного уравнений показывают новое существенное 
отступление от свойств уравнения Фредгольма. Вопреки второй 
теореме Фредгольма, союзные однородные особые характери- 
стические уравнения никогда не бывают одновременно разре- 
шимы. Они или оба неразрешимы (х =  0), или, при ненулевом 
индексе, разрешимо то из них, которое имеет положительный 
индекс.

Разность чисел решений характеристического и союзного 
однородных уравнений равна индексу и. Это свойство, спра- 
ведливое, как будет показано ниже, и для полных уравнений, 
является характернейшим для особых интегральных уравнений.

Утверждения Г, 2° и 3°, 4°, сформулированные в п. 21.2, 
называются первой и второй теоремой Нетера для характери- 
стического уравнения, а отмеченная здесь связь индекса урав- 
нения с количеством решений однородных уравнений К°ф =  0 
и К°'ф =  0 — третьей теоремой Нетера. В дальнейшем (п. 23.2) 
они будут распространены на полное особое уравнение.

21.4. Примеры. Как уже отмечалось, основная трудность 
практического решения задачи Римана, а следовательно, и ха- 
рактеристического особого интегрального уравнения заклю- 
чается в вычислении особых интегралов, входящих в формулу
(21.9). Вычисление это в общем случае может быть произве- 
дено применением приближенных методов интегрирования. При 
этом чаще предпочитают не пользоваться окончательной фор
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мулой (21.9), а применять приближенные методы непосредст- 
венно к самому уравнению (21.1) (см. ниже, п. 21.11).

Здесь ограничимся примером, когда решение краевой задачи 
Римана (21.4), соответствующей интегральному уравнению, бы- 
ло найдено элементарно, путем аналитического продолжения 
(п. 14.6). Решение самого интегрального уравнения получим 
непосредственно по формулам Сохоцкого (21.3).

Пусть дано интегральное уравнение
t2 -  t -  1 

ліK°q> =  (f2 +  <— 1)<р(0 4  

Здесь
t3 — t2 + 1f(t)

t2a (/) + b (t)git)'a(t) — b (()
a (t) +  b (0G(t)■

следовательно, краевое условие (21.4) примет вид
t3 -  12 +  1 

i2 — t ‘W Ф+ )0 = 7^7־פ>-ך 4

И,

Решение этой краевой задачи, удовлетворяющее условию 
ф - ( о о )  =  0, было получено в п. 14.6 для различных контуров L. 

1°. Если L — контур из примера а) п. 14.6, то
с_
г

+ 1 
2Ф 2 ) ־ ) = -ф + (г ) =  2  +

и решением заданного интегрального уравнения будет функция
/ А  Г Г \+  / А  / А  t* +  t +  \ . 1 t —  t2

ф (0 =  Ф (О —Ф ( 0 =  (2 +  с -  - .

2°. Если L — контур из примера в), то индекс равен —1; 
условие разрешимости задачи Римана, как было показано, 
выполняется, и

ф + (2) =  г , ф ~ ( г )  =  - 1 ± 1 .

Решение интегрального уравнения дается формулой

Ф (о =  Ф+ (/) -  Ф־ (о =  .̂ ± 1 .

Разбор всех остальных случаев расположения контура предо- 
ставляем читателю.

21.5. Полные особые уравнения, разрешаемые в замкнутой 
форме*). В предыдущих пунктах исследовалось характеристи- 
ческое уравнение и союзное с ним и было показано, что они 
решаются в замкнутой форме. Полное особое уравнение, в от- 
личие от них, не решается, вообще говоря, в замкнутой форме

*) Изложение этого пункта дано в основном по статье С. Г. С а м к о  1).
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и в общем случае будет сведено к уравнению Фредгольма. Од- 
нако имеется ряд случаев, когда и полное уравнение может 
быть также решено в замкнутой форме. Рассмотрим сейчас не- 
которые из таких случаев. Позже (в § 51) будут изучены и 
другие типы полных уравнений, решаемых в замкнутой форме 
с помощью более сложных теорий.

Решая полное уравнение

(21.23)
L

будем основываться на некоторых аналитических свойствах 
функции M(tt т).

Л е м м а  1. Пусть функция M(t, т), гёльдеровская по обеим 
переменным на контуре L, аналитически продолжима в область 
£>+ по каждой переменной. Если 1, то решение урав-
нения

ך7־ ^ ז־ך 5 ־  Ф (Т) dx =  f (t) (21.24)
L

дается формулой обращения, аналогичной (7.13):

י1 « > =
L

Действительно, применяя формулу перестановки (7.7) Пуан- 
каре — Бертрана, получим

L L

-MV, о MV, о / w ■+ ^  I  1 (X.) db X  ( i,  =

L L L

- 1 $ M (T’ d׳  A  (21.25)
L ' J

Так как функция M(t, т) аналитически продолжима в D+ по 
каждой переменной, то согласно условию (4.11)

-L  ̂ MJlL-b U tSA j )  dx =  M (t, т О м а .О ^ л к /.т ,) ,
L

J_ J _ M { , h  , , , M v ,  4 ) ־ M v ,

4 1
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Следовательно, выражение в квадратных скобках в (21.25) 
равно нулю, что и доказывает лемму.

Уравнение (21.24) можно решить и не ограничивая функцию 
МЦ,  т) условием M ( f , / ) s l ,  Именно, пусть функция МЦ,  т) 
аналитически продолжима в D+ по каждой переменной, и пусть

D+. Тогда решение уравнения (21.24) дается

<2 1 2 ׳ в >

M(z, г ) ф  0 для z 
формулой

Рассмотрим теперь уравнение (21.23). Запишем его в виде

a (О Ф (0 +  - ־*§־ $ ־ך=^־  dx +  5 К it, т) <р ix)dx =  / it), (21.27) 
L І

где, очевидно, b{t) — M{t, t) .
Покажем, что уравнение (21.27) решается в замкнутой фор- 

ме, если a(t) и b(t) постоянны, a Kit, т) — любая функция, ана- 
литически продолжимая в область D+ по каждой переменной. 

Уравнение (21.27) при указанных предположениях имеет вид

в ф ю + 1 И У־2 М * ־ <«, ( т ) л 2 8 •21> •(*)7 , ־ )
L

где Af(/, т) =  b +  ш ( т — t)K(t, т), так что М (/,/) =  b =  const. 
Пусть b Ф  0. Обозначим

*(()“тЦ"т=т־ *м*• <21•29»
Согласно лемме 1 функция ф(/) выражается через ф(<) точно
так же, как ф(/) через ф(<). Уравнение (21.28) записываем в 
виде

яф(0 +  И>(0 =  /(*)• (21.30)
Применяя к обеим частям операцию (21.29), получим

<«K0 +  & P (0 -*W , (21.31)
где обозначено

L
Решая систему уравнений (21.30) —(21.31), находим ф(/):

Ф (0 = ־  ^ ־ F־  [a f (0 ך ־ ־  j  - ^ г г / ־  (т) dx] (21.32) 

при условии, что а >»62 ־t Ъ.
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Таким образом, при а ф  +Ь и аналитически продолжимом 
ядре K(t,x) уравнение (21.28) разрешимо и имеет единственное 
решение, даваемое формулой (21.32).

Уравнение (21.27) рассматривалось при Ь Ф  0. Это предпо- 
ложение естественно ввиду того, что при Ь =  0 уравнение 
(21.27) перестает быть особым. Покажем, однако, что и полу- 
чаемое при b =  0 фредгольмово уравнение

а<р (0 +  $ К (/, т) ф (т) dx =  f (t), а ־־  const, (21.33)
L

разрешимо в замкнутой форме при аналитически продолжимом 
ядре K(t, т). Применим следующую лемму, которая понадо- 
бится и в дальнейшем.

Л е м м а  2. Пусть функция К (t, т) аналитически продолжима 
в область D+ по каждой переменной и непрерывна при t , x ^ L .  
Тогда 1) функция

Ф+ т)ф(т) dx
L

аналитически продолжима в область D+ для любой гёльдеров- 
с кой функции ф(0;

2) если гёльдеровская функция ф+(<) аналитически продол- 
жима в область ZH, то

\K{t ,  т)ф+(т)йт =  0. (21.34)
L

Утверждение 1) леммы получается непосредственной про- 
верной условия (4.11), а утверждение 2) вытекает из интеграль- 
ной теоремы Коши.

В силу леммы 2

5 К (t, x ) d x ^ K  (т, т,) ф (т,) dxx =  О (21.35)
L L

для любой (гёльдеровской) функции ф(/). Поэтому из (21.33) 
находим, что

а  ̂К (t, т) ф (т) dx =־= (t, х) f  (т) dx
L L

и тогда
Ф (0 =  p а] ־ / (0 -  $ К (t, т) / (т) dxJ . (21.36)

Следовательно, если ядро K(t,x) аналитично в области D+ 
по каждой переменной и непрерывно при t , x ^ L ,  то уравнение
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(21.33) разрешимо при любой правой части и его решение 
дается формулой (21.36).

Перейдем, наконец, к общему случаю разрешимости урав-
К  (t, т) 

a(t) + b (0нения (21.27) в замкнутой форме, когда функция
аналитична по т и мероморфна по t в области D+. 

Обозначим для краткости

Кф ־=  ̂ К. (/, т) ф (т) d x

и заметим, что
(21.37)К ф + = 0

для всякой функции ф+(0. аналитически продолжимой в об- 
ласть D+. Полагая, согласно (14.3), ф (/) =  ф+( 0 —ф_ (0» ПРИ־ 
водим с учетом (21.37) уравнение (21.27) к соотношению типа 
задачи Римана

1 K? -  =  G(*)q>־ (/) +  g(f), (21.38)a (t) +  Ъ (t)Ф (0 ־

где, как обычно,
Н О

а ( 0  +  Ь (0  'g ( t )

(21•39)

числа, а функция

^ /,4 а(0 — Ь (О
U{1’~  a(0 + b(t) 

По предположению имеем 
К  (t, т) А + (/, х)

А-1п+ (0а(0 + Ь(0

где Zh е  D+, nik — целые положительные 
Л+(/, т) аналитична по t и по т в D+.

Соотношение (21.38) принимает вид

П+ (t) ф+ (t) +  / I V  =  п + (/) [О (0 ф- (t) +  8  (01, (21.40)

где Л+ — интегральный оператор с ядром A+(t, т). Так как 
функция Л+ф־ аналитична в D+ (см. лемму 2), то последнее 
соотношение представляет собой обычную задачу Римана, 
из которой в замкнутой форме определяются функции 
П + ( 0 < р + ( 0  +  Л + ф ־  и  ф 3  < 0 ) ־  следовательно, и ф  (t). Именно,

Х+ (7)записывая G(t) в виде G(t) =  —=— , где Х*(^)— канониче-X (/)
ская функция задачи Римана, и приводя соотношение (21.40) 
к виду, допускающему применение теоремы Лиувилля, придем

п
к многочлену степени % — 1 +  £  тк с произвольными коэффи-

h=*\
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циентами (в случае к +  Ц  пгк >  0). Однако наличие множи- 
теля П +(/) перед ср־1־ (/)» обращающегося в 0 в D+ с суммарным

п

порядком нулей £  mkt очевидно, уменьшит число произволь-
k ™ 1

ных постоянных в общем решении. (Соответствующие выкладки 
предоставляются читателю.)

Заметим в заключение, что аналогично может быть рассмот- 
рен случай, когда ядро K(t, т) мероморфно и по т. Тогда урав- 
нение (21.27) можно свести к задаче Римана типа (21.38) и 
некоторой линейной алгебраической системе.

П р им ер ы .  Рассмотрим уравнения

1. Яф (0 + V־־C $ ־^־  17  °  Ф ( )̂ dx =  f  (it).
L

2. Яф (0 +  ^ 5  81"Д Т )^ Ф (т) * ־   f (0•
L

Замечаем, что функции М ( / ,  т) =  c o s (t —  f)  и Af (/ ,  т) =  

= ̂) обладают свойством Af ־  , £) =  1. Поэтому остается
воспользоваться формулой (21.32), так что соответственно для 
1 и 2 имеем

Здесь L — произвольный замкнутый контур и Я # ± 1 .
3. Уравнение

L L
где P(t), Q(t), R(t) и p(t, т)— многочлены, относится к рас- 
сматриваемому случаю и, следовательно, решается в замкнутой 
форме для любого замкнутого контура L, не проходящего через 
нули многочлена R(t).

21.6. Уравнение на действительной оси. Исчезающие на бес- 
конечности решения*). Построенная в гл. I теория интеграла 
типа Коши показывает, что если плотность интеграла типа Ко- 
ши, взятого по бесконечной кривой, равна нулю на бесконечно

*) Материал пп. 21.6—21.10 взят из работ А. С. М о т к и н а  I), 2) и дру- 
гих его статей.
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сти, то свойства интеграла в случаях конечного и бесконечного 
контуров во всем существенном совпадают. В полном соответ- 
ствии с этим, как будет далее показано, теория особого инте- 
трального уравнения на бесконечном контуре в классе исче- 
зающих на бесконечности решений совпадет с изложенной выше 
теорией уравнения на конечном контуре. В случае же ф(оо)=5^0 
условия представимости кусочно аналитической функции для 
конечного и бесконечного контуров ((1.6) и (4.29) соответствен- 
но) различны. Это, как увидим ниже, ведет к далеко идущему 
различию в теории особых интегральных уравнений на беско- 
нечном и конечном контурах.

Так же, как в случае конечного контура, особое интеграль- 
ное уравнение

оо

а(0<Р(0 + ־̂  г  $ =  (21-41)
— оо

с помощью интеграла типа Коши
со

ф <г> 2 Н7 S Т־־־ ^ 7 “’  » י42•1
--ОО

и формул (21.3) сводим к краевой задаче Римана

®+ W־ - J $ t I $ ® >־ + <׳  W + W  < - 2 1 . 4 3 ״»>• ( < ׳ < ־ )
Из формул (21.3) условие равносильности особого уравне- 

ния и краевой задачи можно представить в виде

J_  J g l f r l l l g l &I dr =  Ф+ (0 +  Ф21.44) .(/) ־ )
— оо

Оно имеет тот же вид, что и в случае конечного контура, и ав- 
тематически удовлетворяется, если решение представимо инте- 
гралом типа Коши. Условием такой представимости является, 
как показано в п. 4.6, выполнение равенства (4.29). Следова- 
тельно, соотношение (4.29), т. е.

Ф+ (оо) +  Ф00) ־ )=• О,

является условием равносильности интегрального уравнения
(21.41) и краевой задачи (21.43). Здесь оно заменяет аналогич- 
ное условие (1.6):

Ф -  (оо) == О,

справедливое для конечного контура.
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Если (4.29) выполнено, то из решения краевой задачи 
(21.43) по формуле

Ф (*)־־־ ф + ( / ) _  ф (־ (*) (21.45
получим решение уравнения (21.41).

Для упрощения дальнейших формул будем считать выпол- 
ненным условие

a2( t ) - b 2( t )=l .  (21.46)

Обозначим v. == Ind ° • Сначала будем искать решение
уравнения в классе исчезающих на бесконечности функций.

Полагая в уравнении (21.41) t  —  оо и учитывая (4.30) и 
равенство ф(оо)=0,  получим, что необходимо должно выпол- 
няться условие / ( оо) =  0. Из (4.28) следует, что ф+(оо) =  
=  ф - (оо)=0.  Следовательно, условие (4.29) автоматически 
выполняется (здесь оно совпадает с условием (1.6) для конеч- 
ного контура).

Используя формулы (14.25) — (14.30) решения задачи Ри- 
мана для полуплоскости и поступая так же, как и в п. 21.2 для 
конечного контура, получим при х ^  0 решение интегрального 
уравнения

оо

Ф (0  ~  а  (t)  f  (0  —  -b { t ) * {t) S +  (21 -47)

В случае x ^  0 нужно положить Px_! (̂ ) =  0 и потребовать 
при к <  0 выполнения условий разрешимости

(21.48)<* =  1, 2, . . . ,  - х ) .f (т) d x  

Z ( t ) (г +  i )kJ
Можно так же, как это делается в п. 21.3, доказать спра- 

ведливость теорем Нётера.
Как видим, результаты здесь совершенно аналогичны полу- 

ченным для уравнения на конечном контуре.
21.7. Уравнение на действительной оси. Решение в классе 

ограниченных на бесконечности функций. Исследуем прежде 
всего выполнимость условия равносильности (4.29). Вычислим, 
используя формулы (4.28), предельные значения решения 
(14.27), (14.28) задачи Римана (21.43) в бесконечно удаленной 
точке. После некоторых выкладок получим

ф + (оо) = ----------  ̂(°°)________I-------------------------
' 2 [а (оо) +  Ь (оо)] ' а (оо) +  Ь (оо) י

+  с  [а (оо) +  b  (оо)].
а (оо) - f  Ь (оо)ф -  (0 0 ) ־ ------ / ( о о )

2
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Здесь с — коэффициент при старшем члене многочлена Рх(2), 
если х ^  0, и

(21.49)если х <  0.
оо

1 f  g  (т) dx 
2ЯІ  J Х+ (т) т +  І ’

Отсюда ф + ( о о )  -(- ф - ( о о )  =  2 а ( о о )  •с — f (oo) ׳ b(oo), и условие
(4.29) равносильности интегрального уравнения (21.41) и за- 
дачи Римана (21.43) примет вид

2а (оо) • с — f ( о о ) . Ь (оо). (2 1 .5 0 )

Из приведенных рассуждений следует
Т е о р е м а .  Особое уравнение (21.41) и задача Римана для 

действительной оси с дополнительным условием (21.50) равно- 
сильны в следующем смысле: если Ф(2) есть общее решение 
краевой задачи (21.43), удовлетворяющее условию (21.50), где 
с — коэффициент при старшей степени многочлена P*{z) при

тох <  0,при1 f ______ Hr)________ dx_
2я* J [а (т) +  Ь (т)] Х+ (т) т +  /

х > 0 ,  и

функция (21.45) есть решение уравнения (21.41); обратно, если 
<f(t)— общее решение уравнения (21.41), то интеграл типа

оо

Коши Ф ( 2 ) = 2 есть Решение задачи Римана

(21.43), удовлетворяющее условию (21.50).
Следует различать два существенно различных случая:

а(оо)=?4=0, а ( о о )  =  0.

21.8. Случай а (о о )^ 0 . Здесь из условия (21.50) с опреде- 
ляется единственным образом. Для однородного уравнения 
(f == 0) с =  0. Общее решение однородного уравнения при 
х 0 <נ содержит произвольный многочлен Px_j(^), и, следова- 
тельно, уравнение имеет х линейно независимых решений. При 
х sg; 0 однородное уравнение неразрешимо.

Для неоднородного уравнения из условия (21.50)
/(оо) •Ь (00)

с  2 а  (оо) •

Решение уравнения можно получить по формуле <р(/) =  
=  Ф+(0 — Ф 0 ) ־ > если ПРИ х > 0  в решении краевой задачи 
Римана (14.27) положить старший коэффициент многочлена 
равным

f (0°)•Ь (оо)
2а (О0)



[ГЛ. шОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРОМ КОШИ192

а при х <  0 к условиям разрешимости задачи Римана приба- 
вить дополнительное условие

<30
J L  С ________/СО___________fihr _  /(oo).fr(oo) (2151)
ш ״_  > ta (т ) “Ь ^ (т )1 (т) т +  1 а (°°)

Можно показать, что третья теорема Нётера о разности чи- 
сел решений транспонированных уравнений (п — п' =  х) 
остается справедливой; вторая же теорема о разрешимости не- 
однородного уравнения будет верна, как следует из равенства 
(21.51), лишь при /(оо) •6 (00) =  0. В этом состоит отличие тео- 
рии интегрального уравнения по бесконечному контуру от тео- 
рии на конечном.

21.9. Случай а(оо) =  0. Для однородного уравнения (f =  0) 
условие равносильности (21.50) удовлетворяется автоматически 
для произвольных значений с. Общее решение однородного 
уравнения при х ^ О  содержит произвольный многочлен Рх(0 > 
и, следовательно, однородное уравнение имеет х + 1  линейно 
независимых решений. При х <  О однородное уравнение нераз- 
решимо.

Учитывая, что на основании (21.46) 6 (00) =  ± і  Ф  0, для 
существования решений краевой задачи, удовлетворяющих не- 
однородному уравнению (21.41), и, следовательно, для разре- 
шимости неоднородного уравнения необходимо должно удов- 
летворяться равенство

f (оо) =  0. (21.52)

Последнее условие разрешимости можно получить непосред- 
ственно, полагая в обеих частях уравнения (31.41) t =  оо. Если 
это условие не выполнено, то неоднородное уравнение (21.41) 
неразрешимо, каков бы ни был его индекс.

Допустим, что условие (21.52) удовлетворено. Тогда условие 
(21.50) выполняется для произвольного с\ следовательно, ре- 
шение неоднородного уравнения при х ^ —1 зависит линейно 
от х +  1 произвольных постоянных. При х < —1, кроме (21.52), 
должны удовлетворяться —х — 1 условий разрешимости:

<״- ׳21•53< י2...........• * ־

Транспонированное к (21.41) однородное уравнение

(21.64)
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обычным способом сводится к краевой задаче Римана

W+ W - У І 'і о г  « •  (21-55)

Если индекс исходного уравнения есть х, то индекс транспони- 
рованного будет х' == —х. Обозначим /, I' числа линейно неза- 
висимых решений соответственно у данного и транспонирован- 
ного уравнений. Тогда:

Если х =  О, то х' =  0, l =  l '=  1, / — I' =  0.
Если х >  0, то х' <  0, I =  х +  1, I' =  0, / — I' — х +  1.
Если х <  0, то х' >  0, 1 =  0, I' =  — х +  1, I — I' — х — 1.

Следовательно, в случае а(оо) =  0 лишь при нулевом ин-
дексе соблюдается третья теорема Нётера. В остальных слу- 
чаях наблюдается отклонение, причем различное в случае по- 
ложительного и отрицательного индексов.

Естественно поставить вопрос, в чем заключается причина 
такого большого отличия теории особого интегрального урав- 
нения на бесконечном контуре от подобной теории на конеч- 
ном контуре. Полное решение этого вопроса довольно сложно 
и опирается на теорию абстрактных нётеровых операторов 
(см. далее, п. 23.4). Не входя в подробности, все же укажем 
главное.

Так как значения на бесконечности заданных и искомых 
функций влияют на число решений и условий разрешимости, 
то рассматриваемое особое интегральное уравнение (21.41) в 
классе решений, не исчезающих на бесконечности, не является 
аналогом такого же точно по форме уравнения на конечном 
контуре. Оно представляет собой аналог полного уравнения. 
Чтобы убедиться в этом, нужно рассматриваемые функции раз- 
бить на две составляющие: функцию, исчезающую на бесконеч- 
ности, и постоянную, равную значению функции на бесконечно- 
сти (ф(0  =  фо(0 +  ф(°°) и т. п.). Соответственно этому урав- 
нение превратится в пару уравнений: особое интегральное от- 
носительно фо(0 и числовое соотношение на бесконечности. 
Уравнение сопряженное будет также представлять собою сово- 
купность особого интегрального уравнения относительно ф0(0 
и числового соотношения на бесконечности. Скалярное произве- 
дение функций будет составляться по правилу скалярного про- 
изведения векторов (ф, ф) =  (ф0, ф0) +  ф(°о) • ф(оо).

При таком построении теории оказываются справедливыми 
все теоремы Нётера и теория особого интегрального уравнения 
на бесконечном контуре составляет часть общей теории так на- 
зываемых нётеровых операторов (см. п. 23.4).
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21.10. Уравнение, аналогичное характеристическому. На дей- 
ствительной оси аналогом характеристического уравнения бу- 
дет уравнение вида

dx =  f  (t),(t — Zp) <p (t) 
(t — 20) T — t$ - ־0*0( + ^ (

где zo — точка, не лежащая на контуре; для него будут спра- 
ведливы все качественные результаты и формулы, полученные 
в пп. 21.1—21.2 для характеристического уравнения на замкну- 
том конечном контуре. В частности, оказываются справедли- 
выми формулы обращения интеграла типа Коши, аналогичные 
формулам (7.12), (7.13) для конечного контура"1):

dr.Ф(т)
т  — t

t — Zp 
X — Zo< p (Q = jr \

t — za <p (t)

В заключение отметим, что все приведенные в пп. 21.6— 
21.10 результаты переносятся безо всяких изменений на случай 
произвольного гладкого контура, уходящего в бесконечность с 
одним общим асимптотическим направлением. Действительная 
ось была взята лишь для упрощения формулировок. Если кон- 
тур уходит в бесконечность с двумя различными асимптотиче- 
скими направлениями, то следует внести поправку на то, что 
бесконечно удаленная точка будет угловой точкой контура.

21.11. Приближенное решение. Решение характеристического особого ин- 
тегрального уравнения равносильно отысканию контурных значений решения 
краевой задачи Римана. Поэтому любой способ решения краевой задачи (см., 
например, п. 16.3, 6°) представляет собой одновременно и способ решения 
интегрального уравнения. Однако отыскание одних лишь контурных зна- 
чений может быть произведено проще, чем отыскание всего решения крае- 
вой задачи. На этом основаны специальные методы решения характерней!- 
ческого уравнения. Приведем здесь схематически два таких метода, указанные 
В. В. И в а н о в ы м  1), 2).

Пусть

a(' )<pW +  T $ T 21) (>)/  =  ^ כ7ז •l)
Y

— заданное уравнение и

Ф+ (/)-О(0Ф־ «) =  г(0 ( в — - f f .  * 7 ־ т т )  (2ь4)

*) Д. П ш е в о р с к а - Р о л е в и ч  в работе Sur l’integrale de Cauchy 
pour un arc ferme a Tinfini. Ann. Polon. Math., 8, 1960 приводит формулы об- 
ращения в том же виде, что и для конечного контура. Но это не так, что 
можно показать на простом примере.
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— соответствующая ему краевая задача Римана. Будем считать, что контур у 
есть окружность и что

а - Г >0.
<х ־־Ь bя =  Ind

1. М е т о д  м о м е н т о в .  Формула (14.18') показывает, что существует и 
линейно независимых решений задачи Римана, имеющих на бесконечности
соответственно порядки 1, 2..........%. Для определенности будем искать реше-
ние, имеющее на бесконечности наивысший возможный порядок. Приближен- 
ное решение ищем в виде

Ф + « ) = 2 > / ,  Ф 0 ־( =  £  ckt k21.56) \ ־ )
& - - І

Подставляя (21.56) в (21.4), затем умножая последовательно на V+i 
(/ =  0, ± 1 , . . . ,  ± л ) и интегрируя по у» получим для определения постоян- 
ных Ck 2л +  1 уравнений *)

Л  X  с к*к - °  W г * X  СИ |  </+1 d t  =   ̂ g  (0  t l+l  dt. (21.57) 
Y *־ fc-0  f e - ־ l ־* Y

Опираясь на общие методы приближенных вычислений (Л. В. К а н т о р о -  
вич,  Г. П. А к и л о в ,  Функциональный анализ в нормированных простран- 
ствах, Физматгиз, М., 1959, гл. XIV), можно доказать, что при достаточно 
большом п система (21.57) безусловно и однозначно разрешима.

2. С м е ш а н н ы й  м е т о д .  Здесь также решение ищется в форме (21.56), 
но уравнения для определения постоянных ск выводятся не приравниванием 
моментов, а из интерполяционного требования совпадения левой и правой 
частей (21.4) в 2л +  1 точках окружности. Их для простоты можно брать

G Система запишется в виде

(21.58)

равноотстоящими \ t j  ■

טי=יי&
Можно доказать, что при достаточно большом л система безусловно и одно- 
значно разрешима.

Решение уравнения (21.1) определится формулой

(21.59)tfe-KФ(0 =  Ф+ ( / ) -Ф0 - 2 ) ־   Cktk -  2  Ckt
/г» 0 f e - l־־

В случае Ж  0, если условия разрешимости (16.11) выполнены, решение 
уравнения можно искать в виде

(21.60)ife—х< P W = E C/ -  £  ck{
- х - 1k**0

Те же методы с небольшими видоизменениями применимы и к решению пол- 
ного уравнения (20.3).

*) Это есть приравнивание «моментов» левой и правой частей (21.4). От-
сюда название меюда.



Изложение используемых ныне методов приближенного решения особых 
интегральных уравнений дано в довольно полном виде в монографии [11].

21.12. Поведение решения в угловых точках. Из формул Сохоцкого для 
угловых точек (4.18), (4.19) получим пару равносильных им формул:

ф ( / ) = .ф + ( < ) - Ф ־(<), (21.61 )

i  s +2־  (- > * < ׳ י< ^ י  ■г) ф' ( 2 Ш׳)• < )L

Проанализировав внимательно решение краевой задачи Римана, можно 
обнаружить, что в нем используется лишь одна из формул Сохоцкого, а 
именно (21.61). Но эта формула имеет для угловой точки совершенно 
тот же вид, что и для точки гладкости контура. Отсюда следует, что решение 
задачи Римана от наличия на контуре угловых точек не изменяется и все 
полученное для этой задачи на гладком контуре остается без изменения и 
для контура с угловыми точками*).

Посмотрим теперь, как обстоит дело с решением характеристического 
уравнения

а(0ф«) + ^־  р  (21.1)
L

В точке гладкости контура (а  — я) для особого интеграла справед-

лива формула ך־ך■ ^ dx=*  Ф+ (t) +  Ф ~ (/). Для изолированной угловой
точки его предельные значения слева и справа будут выражаться той же фор- 
мулой. Но само значение особого интеграла в угловой точке должно вычис- 
ляться по формул• (21.62). Следовательно, угловая точка для особого инте- 
грала будет точкой устранимого разрыва. Отсюда легко вывести, что уравне- 
ние (21.1), вообще говоря, и• может в угловой точке to иметь непрерывного 
решения. В самом деле, если допустить, что b( tо)«#*0 и <р(*0) непрерывна, 
получим противоречие, так как в уравнении один член будет разрывным, а 
остальные непрерывными.

Будем искать решение уравнения в виде

Ф ־(*) ־ Ф1 (0 +  5(0 . (21.63)

где Ф1(0— функция, удовлетворяющая условию Гёльдера, £ (0  равна нулю 
всюду, кроме угловых точек. Вставляя (21.63) в уравнение и замечая, что

J dx  s  0, получим
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а ( 0  <р, (0  + ־  ך ^ ־  J ך ק ־ ך ־ d x  =  /  (t) - a ( t )  & (/). (21.64)
L

Здесь фі и 5 нужно подобрать так, чтобы уравнение удовлетворялось.

Вводя интеграл типа Коши Ф (2 ) =  J dx  и учитывая, что во
всех неугловых точках для его предельных значений должны выполняться 
обычные формулы Сохоцкого и £ ( 0 = 0 ,  получим, что для точек гладкости

*) Пока имеется в виду лишь конечное число угловых точек.
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уравнение (21.1) сводится к обычной краевой задаче Римана, которую запи- 
тем  в форме

[а (0 +  Ь (<)] Ф + (/) -  [а (t) -  Ь «)] Ф ~ ( t )  =  f (t). (21.65)

В последнем равенстве все члены — непрерывные функции, поэтому оно, вы- 
полняясь почти везде, необходимо выполняется везде*). Следовательно, крае- 
вое условие (21.65) справедливо для всего контура, не исключая и угловых 
точек. Но, с другой стороны, для угловых точек справедливы формулы Сохоц- 
кого (21.61), (21.62) (в которых <р нужно заменить на ф!). Поэтому из 
(21.64) получаем, что для угловых точек контура краевое условие будет иметь 
вид

[а «) +  £ * ־ »] )0 ~ )2 —־־ Ф+ (0[(>) ׳ •) Ь (/)] Ф- (t) = ־ (/) /   в (О I (0•
(21.66)

Исключая отсюда f ( t )  с  помощью (21.65), получим для £(/) следующее 
выражение:

6 {t) ייי ־5$ז )1־ !г) 'ІФ+ w -  ф״ wi• (21 •67)

При этом предполагается, что в угловой точке а ( / ) #  0. Случай a ( t ) =  0 яв- 
ляется исключительным.

Таким образом, для всех неугловых точек решение особого уравнения по- 
лучается из решения краевой задачи Римана (21.65) по обычной формуле

Ф ( 0 - Ф 1  (0  =  Ф+ ( 0 - Ф 0 ־ ( .

для угловых же точек нужно к решению прибавить еще выражение (21.67).
Рассматривая угол между левым и правым касательными векторами кон- 

тура как функцию точки а  =  а (/)  (для точек гладкости a (t) =  я ), можно 
записать решение уравнения для всего контура в виде одной формулы **)

Ф  (0  =  Ф! (<) + 1 ( 0  =  {  1 + ־  ־ ! j j ך ־ ]1 - •5ק - ]  }  [ф+ (0  -  ф21.68) .01) ־ )

где Ф ± (0  — решение краевой задачи (21.65).
Д о сих пор предполагали на контуре лишь конечное число угловых точек. 

В этом случае вопрос полностью разрешается при помощи одних лишь эле- 
ментарных соображений. Естественно поставить вопрос, для какого наиболее 
широкого класса контуров указанные рассуждения остаются в силе? Рассмо- 
трение этого вопроса требует привлечения аппарата теории функций действи- 
тельного переменного. Формулируем результат, полученный А. Д. А л е к с е е -  
в ы м 1), 2).

Если контур L есть замкнутая кривая, в каждой точке которой суще- 
ствует левая и правая касательные, непрерывные сооответственно слева и 
справа, то для решения уравнения (21.1) остается справедливой формула 
(21.68). Укажем, что рассматриваемые контуры (А. Д. Алексеев назвал их 
кривыми класса R)  могут иметь счетное множество угловых точек. Но при

*) Проведенное в § 5 рассуждение о характере предельных значений־ ин- 
теграла типа Коши остается в силе и для контура с угловыми точками.

**) Этот результат иным способом был получен Д. А. К в е с е л а в а 3)«
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этом число угловых точек, для которых скачок угла касательной с осью абс- 
цисс превышает заданное число 8 >  0, всегда лишь конечно. Контуры клас- 
са R включают в себя как часть введенный И. Радоном класс кривых с огра- 
ниченным вращением *).

§ 22. Регуляризация полного уравнения

22.1. Композиция особых операторов. Как было показано в 
§21, некоторые простейшие особые интегральные уравнения 
решаются в замкнутой форме. В дальнейшем (гл. VII) будут 
выделены некоторые частные типы полных особых иитеграль- 
ных уравнений, которые также могут быть разрешены в замк- 
нутой форме. В общем же случае решение особых интегральных 
уравнений производится приведением их к интегральному урав- 
нению Фредгольма.

Процесс приведения особого (сингулярного) интегрального 
уравнения к уравнению Фредгольма (регулярному) называется 
регуляризацией. Ниже будут изложены различные способы ре- 
гуляризации, важнейшие из которых состоят в применении к 
особому оператору другого, специально подобранного, особого 
оператора.

Пусть К Ь К2 — особые операторы:

К,Ф =  a! (t) Ф (0+ ^  М'х _  f  Ф (?)dx, (22.1)
L

К # >־2 ©(/) )0 + $-קך ■ך ־ ■ У  (0 (т) d%. (22.2)
L

Оператор К =  К2К!, определяемый формулой Кф =  К2 (К!ф), 
будем называть композицией или произведением операторов 
К! и К2 (в указанном порядке: произведение операторов, вооб- 
ще говоря, не переместительно).

Составим выражение для оператора К:

Кф =  К2К,ф -  а2 (t) [а , (/) Ф (0 +  І  $ ■М' ^ ] Ф (т) rfx] +

+ i  5 ^ Г - י W ׳“]   W+ i  f  Ы  *■]л  (22•3)

*) См. «Успехи матем. наук», т. 1, еыц. 3—4, 1946, стр. 96— 124.
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и выделим его характеристическую часть. Для этого проделаем 
следующие преобразования:

Ф(т)с?т,М, и, т) -  Af, (t, t) 
x — t

>1(ז)<
% — tФ (т) dx =  М! (t, t) ^

L

Mj (t, X)  
X —  t

Ф (t ) d x  =a, ( 1 ) М2 (t, t ) 
x — t

SL
\

01 (t) М2 (t, т) — а! (О М2 (t, t) _ ,_4 J_
--------------— 7--------------Ф W «*,

(22.4)

ф(т!) d%1 =M t, t) ן !)
X i — X

L

1 Г М2 (t, X)
ПІ  )  X —  t  L

М2 (t, t) Mj (x, Ti) . 
(T, — X) (X — /) aT=  M2(t, /) Ф (0 -l- 5 (!7 ך 5 4? י) ־̂

(В последней строке мы воспользовались формулой переста- 
новки порядка интегрирования (7.7).)

Легко усмотреть, что все ядра интегралов в последних ела- 
гаемых правых частей формул (22.4) в точке т =  t имеют осо- 
бенность порядка не выше

| т - / м  (Л<1).

Для первых двух ядер, если учесть, что функции а!(/), 
M\(t, т), Л42(^,т) удовлетворяют условию Гёльдера, это оче- 
видно. В последнем ядре, вводя обозначение M2(t, т)Л4! (т, т1) =  
=  M{t\, т, Т1), сделаем преобразование:

M(t' T’ x'l dx־\ х — т! IM l ± l ± d x - \Йt
м (t, X,  т!) . __

( X i - X ) ( X - t )  а т ~  XIІL
со! (U Х 1 ) — (02 (ty Х 1 ) 

Т! — t

х ־־־־־ т!М{і' V-llrfTx — t

где

На основании п. 5.1 функции со!(/, т!), <02(^>т!) удовлетворяют 
условию Гёльдера и, кроме того, со! (/,/) =  0a2(t, t) , поэтому 
последнее ядро также имеет при х =  t особенность не выше 
|т — !, 1 ,Обозначая, как в п. 20.1 .־•*ן

=  M2(t,t) =  b2(t), (22.5)



[ГЛ. шОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРОМ КОШИ200

получим, что характеристический оператор К° композиции “(про- 
изведения) К двух особых операторов К! и К2 выражается 
формулой
К°ф =  (К2К,)° <р =־ [а2 (t) а! (/) +  b2 (t) Ьх (/)] <р (t) +

_ 02 _ ן  U) Ь, «) +  62 (<) О! (О ^ ф (т) ^  ^22 6)

L

Запишем операторы К!, К2 в форме (20.3) с явно выделен- 
ной характеристической частью:

К!Ф -  в, (Оф (0 +  J ^  Л  +  J (/, Т) Ф (т)Л , (22.7)
L  L

К2(0 м  а2 (/) © (0 +  J -2М . rfT +  5 А2 (/, т) (0 (т) rfx. (22.8)
L L

Таким образом, коэффициенты a(t), b(t) характеристиче- 
ской части произведения операторов К2К! выражаются форму- 
лами

a (t) =  а2 (0  а , (0  -f b2 (t) 6, (f), י  
b (t) =  a2 (0  ft! (0  +  &2 (0  a, (*). J

Эти формулы не содержат регулярных ядер k\, k2 и они симмет- 
ричны относительно индексов 1 и 2. Отсюда заключаем:

1°. Характеристическая часть произведения особых опера- 
торов не зависит от их регулярной части и не зависит от по- 
рядка следования этих операторов в произведении.

Таким образом, изменение порядка операторов, а также из- 
менение их регулярной части оказывает влияние только на ре- 
гулярную часть произведения операторов, не затрагивая ее 
характеристической части.

Вычислим коэффициент задачи Римана, соответствующей 
характеристическому оператору (К2К 1)0. По формулам (21.5),
(22.9) имеем

°  (t)~  a[t) + b{t) ־  [о, (/)+ *,(/)][«,(/) + ft, Wl־ a *WCr1W22) ״Л0) 
где

О, (0 +  6.  ( 0  0 , 0 + (־  М О  ( 2 2 ־״ )

обозначены коэффициенты задач Римана, соответствующих 
операторам К°, К2. Из этого вытекает важное заключение:

2°. Коэффициент задачи Римана оператора (К2К!)° равен 
произведению коэффициентов задач Римана операторов К! и 
К2, и, следовательно, индекс произведения особых операторов 
равен сумме индексов перемножаемых операторов:

(22.12)х  =  х !  +  Хг-
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В полном виде оператор К2К! будет определяться выраже- 
нием

К2К1Ф -  а (0 ф (0 + ־*§־־ 5 ־־  г з у  d x + \ k  (t, х) ф (т) dx,
І  L

где a(t), b(t) определяются формулами (22.9). Для регуляр- 
ного ядра k(t, т) на основании формул (22.4) легко выписать 
явное выражение, но так как в дальнейшем нигде этим выра- 
жением не будем пользоваться, то его и не приводим.

22.2. Регуляризующий оператор. Если особый оператор К2 
таков, что оператор К2К! является регулярным (фредгольмо- 
вым), т. е. в нем отсутствует особый интеграл (&(/) ==0), то К2 
называется регуляризующим оператором по отношению к осо- 
бому оператору К! или, коротко, его регуляризатором.

Заметим, что если К2 является регуляризатором, то в силу 
свойства 1° композиции операторов регулярным будет и one- 
ратор К,К2.

Найдем общий вид регуляризующего оператора.
По определению, должно выполняться равенство

Ъ (*) =  а2 (0 Ьх (<) +  Ь2 (0 а, (/) =  0, (22.13)

из которого следует, что
a2(t) =  u(t)ax(t), b2(t) =  — и (t) bx (0, (22.14)

где u(t) — произвольная неисчезающая функция, удовлетворяю- 
щая условию Гёльдера.

Следовательно, если К — особый оператор:

КФ =  а (0Ф(0 + d $ ־ץ־ך־  x + \ k  {t, x) Ф (t) dx, (22.15)
L L

то общий вид его регуляризатора, который будем обозначать К, 
таков:

К о з и (0 а (0 со ( 0 -  u(t)Jl {t)■ $ J— r dx +  J k it, т)<0(t)dx, (22.16)
L L

где %(t, t ) — произвольное фредгольмово ядро, a u(t)— произ- 
вольная функция, удовлетворяющая условию Гёльдера.

Так как индекс регулярного оператора (ft(/)==0), очевидно, 
равен нулю, то из свойства 2° произведения операторов выте- 
кает, что индекс регуляризующего оператора равен по абсо- 
лютной величине и обратен по знаку индексу регуляризуемого 
оператора. Это же заключение можно сделать непосредственно
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по виду регуляризующего оператора (22.16), исходя из того, 
что

G(t)= д (О־ ־ *(*) — Д (*) +  *(*) =  1
U  a(t )  +  b(t) a (t) -  МО О (0 ־ 

Таким образом, для любого особого оператора с ядром Ко- 
ши (22.15) нормального типа (a(t)zk b(t) Ф  0) существует бес- 
численное множество регуляризующих операторов (22.16) с ха- 
рактеристической частью, зависящей от произвольной функции 
u(t),  и содержащих произвольное регулярное ядро fc(tf т).

Произвольными элементами u(t),k(t> т) можно, при случае, 
распорядиться так, чтобы регуляризующий оператор удовлетво- 
рял некоторым дополнительным условиям. Можно, например, 
добиться в регуляризованном уравнении нормирования коэф- 
фициента при qp, сделав его равным единице. Для этого нужно 
положить и =  1 /(а2 — Ь2). Если никаких условий не налагается, 
то естественно воспользоваться простейшими регуляризаторами. 
Мы получим их, если в формуле (22.16) положим:

Г. u(t) =  1, k(t, t) s==0, после чего регуляризатор будет 
иметь вид

Ки =  К׳°со =  a (f) © (/) -  d*> (22.17)
L

2°. и {t) =  1, k(t, =  — » тогДа

К© =  К°׳© =  а (0 о (0 - J dx. (22.18) ץ־ך 
L

Простейшие операторы К'° и К0/ употребляются в качестве 
регуляризаторов наиболее часто.

Так как перемножение операторов не переместительно, то 
следует различать два вида регуляризации: р е г у л я р и з а ц и ю  
с ле в а ,  когда в результате получается оператор КК, и p e r  у- 
л я р и з а ц и ю  с п р а в а ,  когда она приводит к оператору КК. 
На основании сделанного выше замечания регуляризатор спра- 
ва является одновременно и регуляризатором слева, и наоборот. 
Таким образом, операция регуляризации переместительна.

Из свойства 1° п. 22.1 вытекает, что эта операция взаимна, 
т. е. если оператор К является регуляризующим для оператора 
К, то и обратно, оператор К является регуляризатором для 
оператора К.

Операторы К 1К2 и К2К 1 могут отличаться друг от друга 
лишь регулярной частью. Если обозначить регулярный (фред- 
Гольмов) оператор Т, то символически связь между произведе
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ниями особых операторов, отличающимися порядком следова- 
ния множителей, будет записываться так:

К ! К 2 — К 2К , =  Т.

22.3. Способы регуляризации. Пусть дано полное особое ин- 
тегральное уравнение

Кф =  а(0ф (0 + ך $ ־ך־קך  ^ ־ dx +  $ k (* י זי ) фЫ  dx =  / (0• (22.19)
L  L

Как уже указывалось, решение (а также и теоретическое ис- 
следование) такого уравнения производится путем регуляриза- 
ции*). Употребительны три способа регуляризации. Первые два 
основаны на композиции данного сингулярного оператора и его 
регуляризатора (регуляризация слева и справа). Третий способ 
существенно отличается от первых двух, здесь устранение осо- 
бого интеграла производится путем решения соответствующего 
характеристического уравнения.

При построении теории сингулярного уравнения (теоремы 
Нётера) нами будут использованы только первые два способа 
регуляризации, поэтому изложим в первую очередь их, а изло- 
жение третьего способа, чтобы не прерывать логическую связь, 
отнесем на конец § 24.

Г. Р е г у л я р и з а ц и я  сле ва .  Возьмем регуляризующий 
оператор (22.16)

К© see U (t) a  (t) © (о -  (<) $ dx +  \ k  {t, т) ©(t)dx. (22.20)
L  L

Подставляя в К© вместо функции © выражение Кф — f, 
придем к интегральному уравнению

ККф =  К/. (22.21)

По определению (К — регуляризатор) оператор КК фредголь- 
мов, следовательно, уравнение (22.21) есть уравнение Фред- 
гольма. Таким образом, мы преобразовали особое интегральное 
уравнение (22.19) в интегральное уравнение Фредгольма 
(22.21) относительно той же неизвестной функции ф(0•

В этом состоит первый способ регуляризации — регуляриза- 
ции слева. Заметим, что этот метод употреблялся еще осново- 
положниками теории особых интегральных уравнений Гильбер- 
том и Пуанкаре (см. исторические сведения).

*) Методы непосредственного решения (в общем случае приближенного) 
полного особого уравнения до настоящего времени недостаточно разработаны. 
В последнее время выполняется много работ, посвященных разработке этих 
методов (см. [11]).
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2°. Р е г у л я р и з а ц и я  с п р а в а .  Подставив в уравнение
(22.19) вместо искомой функции выражение (22.20):

Ф (/) =  Ко, (22.22)
где נס(/) — некоторая новая неизвестная функция, придем к 
интегральному уравнению

К =  (22.23)
которое также является фредгольмовым. Таким образом, от осо- 
бого интегрального уравнения (22.19) относительно неизвестной 
функции ф(/) мы перешли к интегральному уравнению Фред- 
гольма относительно новой неизвестной функции ю(/).

Решив уравнение Фредгольма (22.23), по формуле (22.22) 
найдем решение исходного уравнения (22.19). Применение фор- 
мулы (22.22) требует только вычисления квадратур (один инте- 
грал обыкновенный и один особый). В этом состоит второй спо- 
соб регуляризации — регуляризации справа.

22.4. Связь между решениями особого и регуляризованного 
уравнений. В процессе приведения особого интегрального урав- 
нения к регулярному над уравнением производили некоторое 
функциональное преобразование. Это преобразование может, 
вообще говоря, или внести посторонние решения, не удовлетво- 
ряющие исходному уравнению, или вызвать потерю некоторых из 
них. Поэтому получаемое уравнение, вообще говоря, не равно- 
сильно исходному. Займемся установлением связи между реше- 
ниями этих уравнений.

1°. Р е г у л я р и з а ц и я  с ле в а .  Пусть
Кф =  f (22.24)

— заданное особое уравнение и
ККф =  К f (22.25)

— соответствующее ему регулярное. Запишем (22.25) в форме
К(Кф — f) = (׳22.25) .0 

Так как оператор К однородный, то всякое решение исход- 
ного уравнения (22.24) (функция, обращающая выражение 
Кф — f в нуль) удовлетворяет также и уравнению (22.25'). Сле- 
довательно, регуляризация слева не приводит к потере решений.

Поставим теперь обратный вопрос: всякое ли решение регу- 
ляризованного уравнения является решением исходного? Легко 
показать, что это не всегда так.

Рассмотрим особое интегральное уравнение, соответствующее 
регуляризующему оператору

К со =  0. (22.26)



205РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ПОЛНОГО УРАВНЕНИЯ§ 22]

Пусть ©1(0י •••» wp(0 — ег0 полная система решений, т. е. со- 
вокупность всех линейно независимых собственных функций ре- 
гуляризующего оператора К.

Рассматривая уравнение (22.25') как особое уравнение вида
(22.26) с искомой функцией © =  К<р — /, будем иметь

Кф — / = £ « / © / ,  (22.27)
/ - 1

где а i — некоторые постоянные.
Таким образом, регуляризованное уравнение равносильно не 

исходному уравнению (22.24), а уравнению (22.27).
Если применить к уравнению (22.27) оператор Й, то придем 

к уравнению (22.25) при произвольных а!. Отсюда как будто 
можно сделать заключение, что уравнение (22.25) равносильно 
уравнению (22.27) при произвольных а ;•. (Начинающий неиз- 
менно приходит к такому ошибочному заключению.) На самом 
деле это будет лишь в том случае, когда уравнение (22.27) раз- 
решило при произвольных ау Если же для его разрешимости 
свободный член должен удовлетворять некоторым условиям, то,

р
вставляя в условия разрешимости выражение / +  £  а/©;, полу-
чим для величин некоторую систему уравнений. Может ока- 
заться, что эти уравнения удовлетворятся при произвольных 
значениях а;, может быть из них определится лишь часть по- 
стоянных, а остальные останутся произвольными, а может ока- 
заться, что все щ  примут определенные вначения. Нетрудно по- 
строить примеры, в которых будет осуществляться любая из 
перечисленных возможностей. Следовательно, уравнение (22.25) 
равносильно уравнению (22.27), в котором а  произвольные — •ג
или определенные постоянные. Может оказаться, что уравнение
(22.27) разрешимо только при условии, что все щ =  0. В этом 
случае уравнение (22.25) будет равносильно исходному уравне- 
нию (22.24), и регуляризатор будет равносильным. В частности, 
если регуляризатор не имеет собственных функций, то правая 
часть уравнения (22.27) тождественно равна нулю, и он обяза- 
тельно является равносильным. Такой оператор заведомо суще- 
ствует при и 0; например, им может быть регуляризатор К'°, 
не имеющий в этом случае собственных функций *).

Вопросы равносильной регуляризации в общем случае будут 
рассмотрены позже.

2°. Р е г у л я р и з а ц и я  с п р а в а .  Пусть
Кф =  f (22.24)

*) Это следует из выводов п. 21.2, так как индекс регуляризатора К'* 
(характеристического) равен —х ^  0.
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— исходное особое уравнение и

КК© =  f (22.28)

— регуляризованное уравнение, полученное подстановкой

Кю =  ф. (22.29)

Если ©у есть какое-нибудь решение уравнения (22.28), то из фор- 
мулы (22.29) получаем соответствующее ему решение исходного 
уравнения

фу «=• К©,.

Следовательно, регуляризация справа не может привести к 
посторонним решениям.

Пусть, наоборот, ф& есть некоторое решение исходного урав- 
нения. Тогда решение регуляризованного уравнения (22.28) мо- 
жет быть получено как решение неоднородного особого урав- 
нения

К©=־ф*,

которое, однако, может оказаться неразрешимым.
Таким образом, регуляризация справа может привести 

к потере решений. Такой потери не произойдет, когда уравнение
(22.29) разрешимо при любой правой части. В этом случае 
оператор К будет равносильным регуляризатором справа.

З а м е ч а н и е .  Имея в виду использование этих результатов 
в дальнейшем материале книги, мы говорили о связи решений 
исходного особого уравнения и уравнения, полученного из него 
посредством регуляризации. Но сами результаты имеют более 
широкое значение. Везде, где говорилось о регуляризованном 
уравнении, можно говорить об уравнении, полученном из дан- 
ного путем умножения на некоторый оператор слева или справа. 
Полученные здесь соотношения между решениями исходного и 
преобразованного уравнений справедливы для преобразующего 
(слева или справа) оператора любого вида.

§ 23. Основные свойства особых уравнений

23.1. Некоторые свойства союзных операторов. В дальней- 
шем будем использовать два свойства союзных операторов. 
Свойства эти не являются характерными для особых операторов, 
а присущи всем линейным операторам. Для удобства читателя 
мы дадим вывод этих свойств. Так как наличие особого инте- 
грала не вносит осложнений в доказательства, то будем обозна- 
чать для простоты особое ядро просто К ((, т).
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Пусть К — особый оператор:

Кф S3 а (/) Ф (/) +  J к  (t, х) ф (т) dx\
L

К/— его союзный оператор:

К׳ф ява (*)ф(*) +  \ К (т» 0 $ (т) dx.
L

1-е с в о йс т в о .  Для любых функций ф(/) и ф (t) , удовлетво- 
ряющих условию Гёльдера, справедливо тождество

♦ К ф Л — $фК׳фЛ. (23.1)
L L

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем*)

♦ (0 \ а (0ф(*) +

К (t, т) tf) (t) dt J dx.

Обозначая в двойном интеграле переменную х через t, a t 
через х и группируя члены соответствующим образом, получим 
искомое равенство (23.1).

Заметим, что тождество (23.1) полностью характеризует 
союзный оператор и его иногда принимают за определение этого 
оператора.

е с־2 в о йс т в о .  Имеет место тождество
(К2К1)׳ =  К Ж . (23.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составив, как в п. 22.1, композицию 
особых операторов (22.3) и произведя несложные преобразова- 
ния, в числе которых применение формулы перестановки порядка 
интегрирования (7.7), найдем
К 2К ,ф  =  [a! (t) а2 ( 0  +  Ь х ( 0  Ь 2 ( 0 ]  Ф ( 0  +

̂  ן 1 а, (т) М 2 (t, т) +  а 2 (t) M i  (t, х)  ф (т) d% +

L

1 J Г Г 1 С Л*1 ז׳) М2 (/> т!) ^ ך / \ ^
+  1и } [15־} "(г[ — t)Jx — т!) ■ dT‘J ф W dx.

*) Напомним, что согласно лемме п. 7.1 перестановка порядка интегриро- 
вания в двойном интеграле, в котором лишь один интеграл особый, допу• 
стима.

( t )a( t )^( t )dt+   ̂Ф(זד)Г^ 
L L LL

5 *ФКф d t = \
L L
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Отсюда по определению союзного оператора (п. 20.1)
( В Д = ф ׳  [а, (/) а2 (/) +  6, (t) Ь2 (/)] Ч> (0 -

Ф ( т )  dx +а! (О Мг ( х ,  t ) +  а 2 (т) М1 (т, t ) 
т — t

■ф (х)dxI J _  f Г J_  f M, ( T | ,  о ли (T , t !) 
“ я /  J  [  J  (T ! — 0 ז)   — t ,)

L

Совершив теперь композицию операторов

К й > ־ а2(0Ф (0 5  • ך ־־  Мг(х; ^ (х) dx
L

К!ф =  а, (()Ф(0 - ±  dx
L

и сравнив полученные результаты, убедимся в справедливости
(23.2).

23.2. Основные теоремы об особых интегральных уравнениях 
(теоремы Нётера). Основные свойства интегральных уравнений 
Фредгольма характеризуются тремя теоремами, известными под 
названием теорем Фредгольма (п. 20.2). Рассматривая в § 21 
простейшие особые интегральные уравнения — характеристиче- 
ские, — мы заметили, что некоторые из этих свойств (условия 
разрешимости неоднородного уравнения) совпадали со свойст- 
вами уравнения Фредгольма, другие же (например, зависимость 
между числами решений двух союзных уравнений) существенно 
отличались. Тогда уже отмечалось, что основные свойства ха- 
рактеристических уравнений справедливы и для общего случая 
полного уравнения. Докажем это и, таким образом, установим 
основные свойства особых уравнений рассматриваемого типа.

Пусть дано полное особое интегральное уравнение
Кф =  f. (23.3)

Известно, что число решений интегрального уравнения Фред- 
гольма (число собственных функций, принадлежащих данному 
собственному значению) конечно. Легко установить, что это же 
свойство справедливо и для особых уравнений.

Т е о р е м а  I. Число решений особого интегрального уравне- 
ния (23.3) конечно.

Доказательство непосредственно вытекает из возможности 
регуляризации особого уравнения. Как было установлено 
(п. 22.4), регуляризация слева не дает потери решений. Следо- 
вательно, число решений особого уравнения (23.3) не больше
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числа решений уравнения Фредгольма КК<р =  К/. Отсюда и вы- 
текает утверждение теоремы, что полностью согласуется с тео- 
ремой V (п. 20.2).

Докажем, что условия разрешимости особого уравнения 
имеют тот же вид, что и для уравнений Фредгольма (третья тео- 
рема Фредгольма).

Т е о р е м а  II. Необходимым и достаточным условием раз• 
решимости особого уравнения (23.3) является выполнение ра- 
венств *)

\f(t)Mp,(t)dt =  0 ( / =  1 , 2 , . . . ,  п'), (23.4)
L

где ф!(*), •••> ,!,״'(О — полная система линейно независимых ре- 
шений союзного однородного уравнения К'-ф == 0.

Необходимость условий (23.4) является простым следствием 
тождества (23.1). В самом деле, полагая в интеграле (23.4) 
f(t) =  Кф и используя тождество (23.1) и тот факт, что К'ф; =  0, 
получим равенства (23.4):

$ /Ч * )Ф /(0 ^ = $ ф /К ф Л =  ^фК׳ф ,^  =  0 ( / ' 1 , 2 = . ,־ . . ,  п').
І  L L

Доказательство достаточности распадается на два случая.
1. х 5■* 0. Регуляризующие операторы имеют индекс —х 0,

поэтому из множества этих операторов всегда можно выбрать 
такой оператор К, который не имеет собственных функций (на- 
пример, К '0). Поэтому уравнение Фредгольма

ККф =  Й/ (23.5)

равносильно исходному уравнению (23.3) и, следовательно, урав- 
нения (23.5) и (23.3) одновременно разрешимы или неразре- 
шимы.

Выпишем условия разрешимости уравнения (23.5):

$Х,К/Л =  0, (23.6)
L

где Xj(t) — решения уравнения
K׳fc׳x = (׳23.5) ,0 

союзного в силу тождества (23.2) с уравнением (23.5).

*) Так как рассматриваемые функции комплексные, то условие (23 4) 
нельзя истолковать как условие ортогональности функций / ( / ) ,  ф Д /) (см. 
п. 24.4).
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Применив тождество (23.1), придадим условию (23.6) вид

$ /К Х׳ /Л = 0 (׳23.6) .
І

Рассматривая уравнение (23.5') как особое интегральное 
уравнение с оператором К ' и искомой функцией К'х, видим, что 
функция К'х. является собственной функцией оператора К'. 
Обозначая ее 1| גג  (/)> придем к условию (23.4).

2. х <  0. Применим регуляризацию справа *). Произведя 
подстановку

Ф =  К0׳ю, (23.7)

придем к уравнению Фредгольма
КК°23.8) ,/ = (׳(0 

равносильному исходному уравнению (23.3) в том смысле, что 
они одновременно разрешимы или неразрешимы и что каждому 
решению уравнения (23.8) формула (23.7) ставит в соответствие 
определенное решение уравнения (23.3) и наоборот — каждому 
решению уравнения (23.3) по формуле (23.7) соответствуют не* 
которые решения уравнения (23.8) (см. п. 22.4).

Выпишем условия разрешимости уравнения (23.8):

L

где %j(t)— полная система решений уравнения
К°К׳х = (׳23.8) ,0 

союзного с уравнением (23.8).
Рассматриваем уравнение (23.8') как особое с оператором 

К0 и искомой функцией К'х- Оператор К°, как характеристиче- 
ский с отрицательным индексом, не имеет собственных функций, 
поэтому

К'х =  0.
Последнее означает, что %j(t) является собственной функцией 

оператора К'. Обозначая ее 1М0. снова придем к условиям
(23.4).

Теорема доказана полностью.
Перейдем к доказательству теоремы, являющейся централь- 

ным пунктом в теории особого уравнения с ядром Коши. Со- 
гласно второй теореме Фредгольма, союзные уравнения Фред

*) В этом случае регуляризатор слева без собственных функций не су- 
шествует (см. п. 23.3, следствие 2°).
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гольма имеют одинаковое число решений. В противоположность 
этому, числа решений союзных особых уравнений, вообще го- 
воря, не совпадают. Следующая теорема устанавливает точную 
зависимость между ними.

Т е о р е м а  III. Разность числа п линейно независимых ре- 
шений особого уравнения Кф =  0 и числа п' линейно независи- 
мых решений союзного уравнения К'ф =  0 зависит лишь от ха- 
рактеристической части оператора К и равна его индексу, т. е.

п — п' =  х. (23.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х ^  0. Возьмем в качестве регу- 
ляризующего оператора К0'. Тогда фредгольмово уравнение 
К°'Кф =  0 будет равносильно исходному уравнению Кф =  0 
и, следовательно, тоже будет иметь п решений. В силу второй 
теоремы Фредгольма союзное ему уравнение

К׳К°ф =  0 (23.10)

будет иметь также п решений. Последнее уравнение равносильно 
(см. п. 22.4, Г) следующему характеристическому:

К°ф =  а,ф, +  . . .  +  а׳״ф23.11) .״ (׳

Так как х ^  0, то, в силу результатов п. 21.2, последнее урав- 
нение разрешимо при любой правой части и, следовательно, все 
постоянные a j в нем будут произвольными. Уравнение (23.11) 
будет иметь столько же решений (т. е. л), что и (23.10). Но 
оно есть неоднородное характеристическое с индексом х ^  0, 
и по формуле (21.12) его решение имеет вид

п' X

Ф (0  =  Е  а ,Я ф , +  Е  С!Ф, (t).

Нетрудно доказать, что п' -\-х функций, стоящих в правой части 
последнего равенства, линейно независимы. Действительно, до- 
пустим, что выполняется соотношение

я' х
Е  «/#Ф/ +  Е  с/Ф/ (0 =  о

хотя бы при одном а), отличном от нуля. Это ведет к противо- 
речию, так как левая часть последнего выражения есть решение
неоднородного уравнения К°ф =  Е  а/Ф/ и« следовательно, не 
может быть нулем. Равенство Е с/Ф/(0 =  0 также может удов
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летворяться лишь при всех Cj, равных нулю, в силу того, что 
функции <pj(0 линейно независимы по определению*).

Следовательно, уравнение (23.10) имеет /г' +  х линейно не- 
зависимых решений. Отсюда п =  п' х, что и приводит к (23.9).

Для случая х <  0 не требуется отдельного доказательства. 
Так как свойство операторов быть союзными взаимно, то в ка- 
честве исходного возьмем союзный оператор К', имеющий ин- 
деке х' =  —х >  0.

На основании доказанного будем иметь

п' — п =  — х,

откуда опять приходим к равенству (23.9). Теорема доказана.
Три теоремы, доказанные в настоящем пункте, обычно назы- 

ваются теоремами Нетера (см. Исторические сведения).
23.3. Некоторые следствия. Теорема III Нётера, выражающая 

собой, как уже подчеркивалось ранее, характернейшее свойство 
особого уравнения с ядром Коши, дает возможность вывести не- 
которые важные следствия, часто используемые в приложениях 
этих уравнений.

Г. Все теоремы Фредгольма в той формулировке, в какой 
они обычно даются (п. 20.2), оказываются для особого уравне- 
ния несправедливыми и должны быть заменены только что 
установленными теоремами Нётера. Однако различие это про- 
является не в одинаковой мере. Вторая теорема Фредгольма, 
утверждающая равенство чисел решений союзных уравнений, 
решительно противоречит теореме III Нётера и должна быть 
заменена ею. Первая же и вторая теоремы Фредгольма не пере- 
носятся на особые уравнения только в силу той специфической 
формулировки, которая им придана. Можно так изменить ее, 
чтобы они, оставаясь справедливыми для уравнения Фредгольма, 
оказались пригодными также и для особых уравнений. Для 
этого нужно только в формулировке этих теорем заменить дан-  
н о е однородное уравнение на с о юз но е .

Т е о р е м ы  I и III Ф р е д г о л ь м а  (объединенные и видо- 
измененные).

Если однородное уравнение, союзное данному, неразрешимо, 
то неоднородное безусловно разрешимо. Если же союзное одно- 
родное уравнение разрешимо, то неоднородное разрешимо только

*) Результат рассуждения может быть сформулирован так: если правая 
часть уравнения содержит линейную комбинацию к  линейно независимых 
функций с произвольными коэффициентами, а соответствующее однородное 
уравнение имеет х  линейно независимых решений, то неоднородное уравнение 
имеет п' +  х линейно независимых решений. Этим результатом нередко при- 
ходится пользоваться при различных рассуждениях.
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при выполнении условий

\ f m k ( t ) d t = о,
L

где 0)*נ|ו — полная система собственных функций союзного one- 
ратора.

Если индекс оператора х =  О, то теорема III Нетера совпа- 
дает со второй теоремой Фредгольма. В этом случае теоремы I 
и III Фредгольма пригодны для особого уравнения в той же фор- 
мулировке, в какой они были даны для уравнения Фредгольма. 
Таким образом, для особого уравнения с нулевым индексом ока- 
зываются справедливыми все теоремы Фредгольма. Это дало 
повод Н. И. М у с х е л и ш в и л и  ([16], стр. 236) назвать особые 
интегральные уравнения с нулевым индексом квазифредголь- 
мовыми *).

2°. Из теоремы III Нётера можно вывести важное
С л е д с т в и е .  Из всех особых уравнений, имеющих данный 

индекс х, наименьшее число решений имеют характеристические.
Действительно, число решений характеристического уравне- 

ния равно точно х при х > 0  и равно нулю при х ^  0. Так как 
число решений п' союзного уравнения неотрицательно, то

п =  х +  п' ̂  х,

где п — число решений данного особого уравнения.
Таким образом, никаким подбором регулярной части ядра 

в полном уравнении нельзя уменьшить число его решений по 
сравнению с характеристическим. Наоборот, без труда можно 
доказать, что подходящим подбором регулярной части можно 
добиться того, чтобы полное уравнение имело любое заданное 
число решений, большее х (см. задачу 15 в конце главы). Од- 
нако, как будет показано ниже (п. 24.6), случаи, когда числа 
решений полного уравнения и соответствующего ему характери- 
стического не совпадают, являются лишь исключительными. Как 
правило, полное уравнение имеет столько же решений, сколько 
и его характеристическое.

Из доказанного следует, что у оператора К с отрицательным 
индексом не существует регуляризующего оператора К без соб- 
ственных функций.

Это непосредственно вытекает из того факта, что индекс ре- 
гуляризатора обратен по знаку индексу самого оператора, и из 
установленного выше следствия.

•) В абстрактной теории линейных операторов (см. п. 23.4), строящейся 
в функциональном анализе, оператор с нулевым индексом причисляется к 
фредгольмовым операторам.
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23.4. Общая теория нётеровых операторов. На основе изло- 
женной теории интегральных операторов с ядром Коши воз- 
никла абстрактная теория линейных операторов, для которых 
справедливы теоремы Нётера. В ней предметом исследования 
являются абстрактные линейные операторы в банаховых про- 
странствах и операторами Нётера по определению называются 
те линейные операторы, для которых справедливы основные 
свойства особых (сингулярных) операторов, полученные нами 
под названием теорем Нётера. При этом основная в теории син- 
гулярных (нётеровых) операторов теорема III, отличающая их 
от теории фредгольмовых операторов, служит аксиомой, так что 
индекс сразу определяется как разность чисел нулей самого 
оператора и ему сопряженного.

Сформулируем используемые в дальнейшем результаты этой 
теории.

Т е о р е м а  А. Произведение двух операторов Нётера также 
является оператором Нётера, причем индекс произведения one- 
раторов равен сумме их индексов:

Ind (N , • N2) =  Ind N , +  Ind N2.

Т е о р е м а  Б. Если N — нётеров оператор, а Т — некоторый 
вполне непрерывный оператор, то N +  Г — оператор Нётера и

Ind (W +  r) =  Ind N.

Т е о р е м а  В. Для всякого нётерового оператора N суще- 
ствует такое число е >  0, что для всех линейных операторов V, 
для которых || V || <  е, оператор N +  V является оператором 
Нётера и

Ind (Л/" +  V) =  Ind N.

Говорят, что линейный оператор N допускает левую (пра- 
вую) регуляризацию, если существует такой линейный ограни- 
ченный оператор N, что N-N  (N-N) является фредгольмовым 
оператором. Оператор N в этом случае называется левым (пра- 
вым) регуляризатором оператора N.

Т е о р е м а  Г. Для того, чтобы линейный оператор N был нё- 
теров, необходимо и достаточно, чтобы он допускал левую 
и правую регуляризации.

Сравнительно доступное изложение основ абстрактной тео- 
рии можно найти в книге: И. И. Д а н и л ю к, Лекции по краевым 
задачам аналитических функций и сингулярным интегральным 
уравнениям, изд־во Новосибирск, ун-та, 1964.
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23.5. Особые интегральные уравнения со сдвигом Карлема• 
на*). В § 17 была рассмотрена обобщенная краевая задача Ри- 
мана

Ф+ [а(< )]-О (0Ф 23.12) 0)* + ־(0  )
со сдвигом a  (t), отображающим контур взаимно однозначно на 
себя с сохранением направления. К краевой задаче (23.12) при- 
водится особое интегральное уравнение со сдвигом (см. задачу 
16 к гл. III).

Рассмотрим более общее уравнение 

N4 -  а (О Ф (0 +  Ъ (/) ф [a  (t) ] +  dr +
L

+  ■ ^ г  \  7 = Z W dT +  $ * т) ФW *  =  f (0, (23.13)
L» It

где k(t, т)— регулярное ядро, предполагая, что функция сдвига 
а (0  имеет производную а '( /) , удовлетворяющую условию Гёль- 
дера и не обращающуюся в нуль. При этом сдвиг а (/) может 
как сохранять, так и изменять направление на контуре.

Если на сдвиг a(f) не налагать дополнительных условий, то 
изучение уравнения (23.13) представляет большие трудности 
и вопрос о полном исследовании уравнения (23.13) остается 
открытым до сих пор. Если функция сдвига a (t) удовлетворяет 
дополнительному условию

а [а (*)]— *, (23.14)

уравнение (23.13) допускает относительно простое исследова- 
ние. Сдвиг a (t), удовлетворяющий условию (23.14), называется 
сдвигом Карлемана. Покажем, что исследование уравнения
(23.13) в случае (23.14) может быть сведено к исследованию 
уже изученного особого уравнения без сдвига. Это позволит 
получить для уравнения (23.13) теоремы Нётера, аналогичные 
теоремам п. 23.2. Сведение уравнения (23.13) к уравнению без 
сдвига основано на том, что композиция особых операторов
(23.13) с карлемановским сдвигом является снова особым one- 
ратором такого же вида. Именно, пусть N 1 и N2 — операторы 
вида (23.13):

Nr =  а,/ +  b,Q +  c,S +  d,QS +  Ки 
N2 =  я2/  Н" 2̂Q ־)־־ d2QS К2,

*) Изложение этого пункта дано в основном по работе Н. К. К а р а п е- 
т я н ц а  и С. Г. С а м к о  1). Относительно теорем Нётера для краевых задач 
СО сдвигом см. п. 37.4.



ІРЛ. I llОСОБЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРОМ КОШИ21 6

где для простоты обозначено
Qqp =  Ф [а (01,

L

К\ и К2 — интегральные операторы с регулярными ядрами. Со- 
ставление композиции N2NX осуществляется по-разному в зави- 
симости от того, сохраняет или изменяет направление на кон- 
туре функция а ( / ) ״

С л у ч а й  I. Сдвиг a(t) сохраняет направление на контуре. 
Составим композицию N2NU используя следующие свойства 

особого оператора 5 и оператора сдвига Q: 1) S2 =  I согласно 
п. 7.3; 2) Q2 =  I в силу (23.14); 3) в силу равенства

i s o _ w ־«  ן ״ ז)  ) л, <23.15)
L

операторы S и Q перестановочны с точностью до слагаемого 
с регулярным ядром.

Имеем
N2NX ф ־=־ т (0 ф (0 +  р (О <Эф +  п (0 5ф +  <7 (/) QSq> +  K<f>, (23.16)

где К — оператор с регулярным ядром и 
т  (0 — а, (0 а2 (t) +  ft, (t) b2 [a (/)] +  c! (t) c2 (t) +  dx (t)d2 [a (/)],
P (t) =  a! (t) b2 (t) +  ft! (0 02 [a (01 +  c, (0 d2 (t) +  d! (/)c2 [a(/)],
״ (0  =  it) C2 it) +  bx (0 d2 [a (01 +  c, (0 a2 (0 +  dx (t) b2 [a (01, ( )
q (0 ־=  a! it) d2 it) +  bx (0 c2 [a (01 +  cx (0 &2 (0 +  d\ it) <k [a (01•
(Мы не приводим выкладок, читатель может сделать их само- 
стоятельно.)

Напомним, что в § 22 регуляризация особого оператора К! 
основывалась на возможности подобрать особый оператор К2 
так, чтобы композиция К2К 1 была фредгольмовым оператором. 
Естественно возникает вопрос, можно ли для данного оператора 
Nx со сдвигом так подобрать оператор N2, чтобы их композиция 
(23.16) была просто особым оператором, не содержащим сдвига, 
т. е. чтобы в (23.16)

p(t) =  q(t)z&0.

Оказывается, это всегда возможно. Именно, если N =  Nx — one- 
ратор (23.13), то в качестве М2 можно взять оператор

Мф =  а [а(01Ф (0 -  Ъ (0 Ф [а(01 +  с I« (01 ($ф) (0 ־  d (0(5ф)М0Ь
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Тогда в соответствии с (23.16)
У Уф =  т  (0 ф (t) +  п (t) (Sq>) (0 +  Г,ф (23.18)

и аналогично
У Уср == т  (О Ф (0 +  п (0 (5ф) (t) +  Т 2ф, (23.19)

где Г! и Т2 — операторы с регулярными ядрами, а коэффициенты 
m(t) и n(t) имеют согласно (23.17) следующий вид:

m(t) =  a (t) a [a (t)] +  с (t) с [а (/)] — b(t)b [а (<)] — d(t)d  [а (/)], 
n(t) =  a (t) с [а (0] +  с (t) а [а (<)] — b(t)d [а (<)] — d(t)b [а (0].

Поскольку особое уравнение с ядром Коши может быть све- 
дено к уравнению Фредгольма, то в силу (23.18) — (23.19) и урав- 
нение (23Л3) со сдвигом может быть сведено к фредгольмову. 
Вопрос о равносильности такого сведения представляет значи- 
тельные трудности и до настоящего времени не исследован.

Обозначим Д! (t) =  m(t) — n(t),  Д2 (t) =  rt(t) и будем
считать, что Д1(/)=й=0, Д2(0¥= 0. Тогда имеет место следующая 

Т е о р е м а  1. Для уравнения (23.13) справедливы все три 
теоремы Нётера, и его индекс вычисляется по формуле *)

’‘ ( « = т ш 4 ж •  <23-20>

Чтобы получить утверждения теоремы, удобно воспользо- 
ваться общими теоремами п. 23.4, хотя этого можно было бы 
достичь и без обращения к общей теории линейных операторов. 
Справедливость теорем Нётера для уравнения (23ЛЗ) следует 
из теоремы Г п. 23.4 о регуляризаторе, поскольку из равенств
(23.18) — (23.19) вытекает, что оператор N допускает и левую 
и правую регуляризацию. Из (23.18) — (23.19) вытекает также 
в силу теоремы А п. 23.4, что

к (У) +  х (У) =  Ind |ך^־7־  •

Поэтому для доказательства формулы (23.20) достаточно пока- 
зать, что х(У) =  х(У). Для этого введем операторы

/4ф =  а (0 ф (/) +  с (/) 5ф, Лф =  а [а (/)] ф (t) +  с [а (/)( 5ф

и обозначим U оператор умножения на функцию

u(t) =  a (t) — t.

*) Заметим, что правая часть в (23.20)— целое число, так как индекс 

функции д' jjj , не изменяющейся при замене t на a(t),  четен.
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Так как сдвиг сохраняет направление на контуре, то из условия
(23.14) вытекает, что a (t) не имеет неподвижных точек на кон- 
туре*). Следовательно, й( і )Ф0.  Непосредственной проверкой 
можно убедиться в справедливости равенства

UANtp ־  NAUq, +  Т3ц>, (23.21)
где Гз — оператор с регулярным ядром. Если a2(t) — c2(t) Ф'О, 
то операторы А и А нормального типа и х(А) =  у (А). Из (23.21) 
в силу теоремы Б п. 23.4 следует, что

x(UAN) =  x(NAU),
откуда x ( N ) = x ( f t ) ,  что и требовалось. Если же условие 
a2(t) — c2(t) Ф  0 не выполнено, то поступим следующим обра- 
30м. Приблизим функции a(t), c(t) близкими функциями ae(t), 
с8(0 так, чтобы а2{() — с2{{)ф0.  Тогда согласно предыдущему 
x(!Ve) =  х(1Ўе), т. е. равны индексы соответствующих операто- 
ров Ne, Яг, если е достаточно мало. В силу устойчивости индекса 
при малы* изменениях (теорема В п. 23.4) получаем, что 
и x(N) =  у (Я). Последнее окончательно доказывает формулу
(23.20).

С л у ч а й  II. Сдвиг a (t) изменяет направление на контуре.
Здесь композиция N2N1 операторов со сдвигом составляется 

аналогично, только, в отличие от (23.15), регулярное ядро имеет 
оператор SQ -f- QS. Оператор R следует взять в виде

Мр =  а[а (/)] Ф (t) — Ь (0 ф [а (0] — с [а (/)] (5ф ) ( t )  — d (/) (5ф ) [а (/)].
Рассуждая по той же схеме, что и выше, придем к следующей 
теореме.

Т е о р е м а  2. Пусть 
А (0 =  {а [а (01 +  с [а (*)]} [с (t) — а (/)] —

־  [Ь (0 +  d (01 {d [а (01 -  Ъ [а (/)]} Ф  0.
Тогда для уравнения (23.13) справедливы все три теоремы Нё- 
тера, и его индекс равен

х — Ind А (1().
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству тео- 

ремы 1 с той лишь разницей, что в равенстве (23.21) вместо 
оператора U следует взять оператор S.

*) Действительно, предположим противное, что a  (to)— to для некоторой 
точки t0, лежащей на контуре. Возьмем какую-нибудь другую точку /!, та- 
кую, что а ( / 1) # * 1. Тройка точек t0, f!, а ( / 1) задает направление обхода на 
контуре. Их образы а ( /0), а(^1). а [а (/!)], т. е. точки to, a( f i ) ,  t\, определяют 
противоположное направление на контуре, что противоречит тому, что a (t) 
сохраняет направление на контуре.
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23.6. Особые интегральные уравнения, содержащие ком- 
плексно сопряженную неизвестную функцию *). Рассмотрим осо- 
бое уравнение вида
N(f =  a(t)<f>(t)-\-b (t) <р (О +

L L

+  ) k (t, x) q> ( t )  dx +  ) l (t, x) q> ( (זד  dx ־= f  (t), (23.22)
L L

где k( t ,т) и l{t,x) — регулярные ядра. Такое уравнение, как 
увидим далее, во многом аналогично уравнению со сдвигом 
Карлемана, изменяющим направление на контуре.

Так же, как и в п. 23.5, можно свести уравнение (23.22) 
к особому уравнению без комплексного сопряжения и непосред- 
ственной проверкой убедиться в том, что композиция двух one- 
раторов вида (23.22) снова является таким же оператором. 
Именно, если

N1Ф =  а!Ф +  &1ф +  с!5ф +  dxSy  +  +  £,ф,
Л̂2ф =  <32Ф +  &2Ф 4 + с25ф -(- d2S<p ־  /(2ф +  ^ф ,

где К\, Lu К2, L2 — операторы с регулярными ядрами, то
N1N !ф =  тф  +  рф +  «5ф +  qSq> +  Тф +  Уф, (23.23)

где Т и У — операторы с регулярными ядрами, а
т (0 =  а! (О 02 (0 +  МО b2 (t) +  с! (О с2 (/) — ־d jf)  d2 (t),
р (t) =  bx (t) a, (t) +  a j f ) b2 (t) -  dx (t) c2 (t) +  MO d2 (t), m ו24 
n (/) =  c, (0 a2 (0 +  M O  b2 (0 +  a, (0 c2 (0 -  bx (t) d2 (0,
q (0 =  dx (0 02 (0 +  M 0  b2 (0 ־  bx (0 C2 (0 +  M 0  d2 (0.

Подберем коэффициенты оператора N2 так, чтобы уравнение
(23.23) не содержало сопряжения в своей главной части, т. е.

Р \  0 0  =  0 ) ?  ,0 ־ .

Для этого достаточно взять

02 (0— МО, ь2 (0 =  — ьх (0,
М О ------М О , d2{t)=— dx(t).

*) Этот пункт написан по работам Н. К. Карапетянца и С. Г. Самко. 
О нётеровости некоторых краевых задач, содержащих комплексно сопряжен- 
ные неизвестные функции, см. пп. 37.3, 37.4.
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Таким образом, если N — произвольный оператор вида (23.22), 
то, положив

jVcp =  а Ц) q>(t) — b (t) ф (t) — c (0 S<p — d (t) S(f, 
будем иметь

NN(f =  m (0 ф (t) +  n ( t )  5ф +  Г,ф +  К!ф
и аналогично

NN<? =  m(t) ф (0 +  п (t) Яф +  Г2Ф +  У2Ф,

где операторы Г!, V\, 72, V2 имеют регулярные ядра и в соот- 
ветствии с (23.24)

т it) =  |а^0 Р - - Р צ (0 1 1  с (0Р + 1 d  (/) |2, ___
п it) = ~ a i t ) c i t ) - a (07(0 + 7 ( 0  d i t ) - b  (t)d (0•

Таким образом, как и в п. 23.5, пришли к особому уравнению 
с ядром Коши. Поступая аналогично рассуждениям п. 23.5, по- 
лучим для уравнения (23.22) теоремы Нётера и формулу для 
индекса. Не останавливаясь на этом подробно, сформулируем 
окончательный результат. Предварительно заметим, что при рас- 
смотрении линейной независимости решений однородного урав- 
нения, соответствующего (23.22), и при составлении его общего 
решения используются только действительные постоянные. По- 
этому индекс уравнения (23.22) окажется удвоенным (см. фор- 
мулу (23.25)).

Т е о р е м а .  Пусть
тЦ) —п Ц) =  [а Ц) — с (0] [ Щ  +  7(7)] — \Ь (/) +  d it) [7(F) — d(F)]=+0.
Тогда для уравнения (23.22) справедливы теоремы Нётера, его 
индекс равен

х =  2 Ind [т Ц) — п (/)] (23.25)
и условия разрешимости имеют вид

Re J / it) ф/ (0 di =  0,
L

где ф ,(0 — полная система решений сопряженного уравнения.
23.7. Бисингулярное уравнение. 1°. Характеристическое би- 

сингулярное уравнение
ф״5 535 аоФ +  а,5,ф +  02S24> +  «12̂ 12Ф =  8, (23.26)

где S!, S2 и S !2 — операторы, введенные в п. 9.5, 00, а!, а2, а!2, 
g  — функции, удовлетворяющие условию Гёльдера на остове 
L =  L! х  Ц, равносильно краевой задаче Римана (14.36)—
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=  а0 =F а! ±  а2 — а12.}D
В

(14.37), в которой

=  а0 ±  а! ± ־1־ 02   а12>}А
С

Решение характеристического уравнения (23.26) в замкну- 
той форме может быть получено для всех тех случаев, когда 
в такой же форме будет получено решение соответствующей 
ему задачи Римана.

Оператору
S1״|> =  а0ф —S! (а,ф) — S2 (а2ф) +  S!2 (а!2ф), 

союзному к оператору S®, соответствует краевая задача 
(ЛЧО++ -  {ВЧ0־ + -  (С¥)+־ +  (ОТ)־ ־  =  /г.

Ее структура существенно отличается от структуры задачи 
(14.36) — (14.37). В этом и состоит одно из отличий двумерного 
характеристического оператора от одномерного. Второе отли- 
чие в том, что разность SaS b — S bSa композиций двух характе- 
ристических операторов Sa и S b не является регулярным one- 
ратором, как это было в одномерном случае. Она, помимо ре- 
гулярной части, содержит еще операторы вида K!S2, где

К!ф =  $  kx (/,, t2, т,) <р ( т ь  Q  dxt
Lx

— оператор, имеющий ядро со слабой особенностью. (О ска- 
занном выше см. Ф. Д. Г ахов,  В. А. К а к и ч е в  1) и В. А. К а- 
кич ев 6), 7).) В работе 7) В. А. К а кич ев а, кроме этого, 
указаны достаточные условия того, чтобы разность двух раз- 
личных композиций полных двумерных сингулярных операто- 
ров была регулярной. Эти условия сводятся к разрешимости 
двух систем полных сингулярных уравнений, каждая из кото- 
рых содержит две искомые функции и зависит от второго пере- 
менного как от параметра.

2°. Н ё т е р о в о с т ь  б и с и н г у л я р н ы х  о п е р а т о р о в  
и к р а е в ы х  з а д а ч .  Рассмотрим бисингулярный оператор

Кф =  k0 (tu h) ф (tu h) + -:т,1 '*־ $  7Г~  Ф (ti. *2) dx, +
Lx

+  \  Ф(*1. *2) dЪ +  \  Ф(*» T2) dx, dx2,
Li L

(23.27)
естественным образом обобщающий оператор (20.1). Если L — 
тор, а функции &с, /г!, k2, k l2 удовлетворяют условию Гёльдера
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по всем переменным, то оператор (23.27) будет нётеровым 
в пространстве функций, суммируемых с квадратом, тогда 
и только тогда, когда обратимы четыре оператора, имеющие 
ту же структуру, что и оператор (20.1), но зависящие еще от 
одного переменного как от параметра. Этот результат, принад- 
лежащий И. Б. С и м о н е н к о  5), распространен В. С. Пи- 
л иди 2) на функции, суммируемые со степенью р >  1 на 
I!  X U  где Lj — простые гладкие замкнутые кривые Ляпу- 
нова. Этими же авторами вычислен индекс нётерова оператора
(23.27), а также индекс задачи (14.36) — (14.37), условия нё- 
теровости которой даны в теореме из 3° п. 14.10.

В заключение заметим, что исследование на нётеровость 
бисингулярных операторов основано на использовании локаль- 
ного метода изучения линейных операторов, разработанного 
И. Б. С и м о н е н к о  6).

§ 24. Равносильная регуляризация. Третий способ 
регуляризации

24.1. Постановка вопроса. Различные толкования понятия 
равносильной регуляризации. В п. 22.4 уже указывалось, что 
операция регуляризации приводит к уравнению, вообще говоря, 
не равносильному исходному. Может произойти как появление 
посторонних решений (при регуляризации слева), так и потеря 
решений (при регуляризации справа). Представляет значитель- 
ный интерес, теоретический и практический, решение вопроса, 
при каких условиях и как особое уравнение может быть приве- 
депо к равносильному фредгольмову, т. е. такому, которое со- 
держит все решения исходного уравнения, с одной стороны, и 
все решения которого удовлетворяют исходному, — с другой. 
К вопросу можно подходить с разных точек зрения, и постанов- 
ка его нуждается в уточнении.

Можно требовать равносильности данного и регуляризован- 
ного уравнений при любой правой части. В этом случае речь 
идет о равносильной регуляризации не индивидуально взятого 
уравнения с определенной правой частью, а всего класса урав- 
нений с заданным особым оператором К. Таким образом, в сущ- 
ности, здесь решается вопрос о равносильной регуляризации 
оператора К. Можно тот же вопрос ставить для некоторого 
определенного уравнения с заданной правой частью. Здесь уже 
будут учитываться и свойства правой части и возможно такое 
положение, когда уравнение с одним и тем же оператором до- 
пускает равносильную регуляризацию при одной правой части 
и не допускает ее при другой.

Решение поставленного вопроса существенно зависит также 
и от того, требовать или нет, чтобы регуляризованное уравне
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ние содержало ту же искомую функцию, что и исходное, или 
же допускается составление регулярного уравнения относи- 
тельно новой функции. Применительно к способам регуляриза- 
ции это означает, требуем ли мы обязательно регуляризации 
слева или же допускаем также и регуляризацию справа.

Сначала решим более простой вопрос о равносильной регу- 
ляризации оператора.

24.2. Равносильная регуляризация оператора. 1°. Будем счи- 
тать допустимой только регуляризацию слева.

Л е м м а .  Для того чтобы оператор К был равносильным ре• 
гуляризатором для особого уравнения К<р =  f при любой пра- 
вой части /, необходимо и достаточно, чтобы он не имел соб- 
ственных функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если условие выполнено, то из 
К(Кф — f) =  0 сразу вытекает К<р — f =  0, что и устанавли- 
вает достаточность его.

Докажем теперь необходимость.
По условию существует оператор К, равносильно регуляри- 

зующий уравнение Кф =  / при любом f. Допустим, вопреки 
условию леммы, что оператор К имеет собственную функцию 
со, и положим / =  ю. Тогда, по условию, уравнения Кф =  © 
и ККф =  К© =  0 будут равносильны. Но последнее, а следо- 
вательно, и первое уравнения имеют нулевое решение. Отсюда 
необходимо ю =  0, что и требовалось доказать.

Как доказано в § 23, оператор с неотрицательным индексом 
имеет регуляризатор, не имеющий собственных функций, a one- 
ратор с отрицательным индексом такого регуляризатора не 
имеет. Из соединения этого результата с доказанной леммой 
вытекает следующий вывод.

Т е о р е м а .  Для того чтобы особое интегральное уравнение 
Кф =  f допускало равносильную регуляризацию при любой 
правой части f, необходимо и достаточно, чтобы индекс опера- 
тора К был неотрицательным.

Установленная теорема полностью разрешает вопрос о рав- 
носильной регуляризации оператора слева.

Требование применять регуляризацию только слева делает 
невозможной, как показывает полученный результат, равно- 
сильную регуляризацию всего класса операторов, имеющих 
отрицательный индекс.

2°. Будем считать теперь допустимой регуляризацию как 
слева, так и справа. Условимся регуляризацию справа считать 
равносильной, если каждому решению ф исходного уравнения 
Кф =  f по формуле подстановки К© =  ф соответствует опре- 
деленное решение © регуляризованного уравнения КК© =  f,
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и наоборот. В таком случае, как легко показать, всякие огра- 
ничения отпадают и становится возможной равносильная регу- 
ляризация всего класса особых операторов.

Все необходимое для обоснования этого утверждения содер- 
жится в п. 22А, приведем лишь окончательные выводы.

Оператор К =  К '0 является при любом индексе равносиль- 
ным регуляризатором, причем

при нужно применять регуляризацию слева,
при х < 0  — регуляризацию справа.
В последнем случае получается уравнение относительно 

новой функции (0, но знание ее позволяет найти все решения 
исходного уравнения квадратурами, причем по свойству регу* 
ляризации справа не может возникнуть посторонних решений. 
Таким образом, при отсутствии ограничения на способ регуля- 
ризации и обобщении понятия равносильности всякий особый 
оператор можно регуляризовать равносильно. Этот факт мы 
уже использовали, не формулируя его как особое свойство, при 
доказательстве теорем Нётера.

24.3. Равносильная регуляризация слева особого уравнения. 
Необходимое условие. Поставим такой практически важный 
вопрос. Дано особое уравнение

К<р =  f (24.1)
с определенным образом заданной правой частью. Требуется 
установить, при каких условиях для него существует регуляри- 
затор слева К, приводящий его к равносильному уравнению 
Фредгольма:

ККф =  К/, (24.2)
и в случае существования такого оператора К построить его.

Когда индекс х ^  0, существует, как мы знаем, оператор, 
не имеющий собственных функций (например, К ' ). Он, очевид- 
но, будет равносильным регуляризатором слева при любом f. 
Интерес поэтому представляет случай х <  0, когда не суще- 
ствует регуляризатора без собственных функций.

Легко найти необходимое условие существования у данного 
уравнения равносильного регуляризатора. Как было установ- 
лено в п. 22.4, Г, уравнение (24.2) будет равносильно урав- 
нению

Кф =  / +  (24•3)

где (01, 002, •••, (0р — полная система собственных функций 
оператора К; а!, . . . ,  а р — некоторые постоянные, которые мо- 
гут быть или произвольными или определенными.
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По определению, уравнение (24.2) будет равносильным ис- 
ходному уравнению (24.1) тогда и только тогда, когда все а! 
окажутся равными нулю. Посмотрим, как это может про- 
изойти.

Пусть ф!, ф2, . . . ,  ф״ — полная система собственных функций 
союзного оператора К \ Умножая уравнение (24.3) последова- 
тельно на ф!, ф2, •. •, ф д  и интегрируя по контуру L, получим,
учитывая тождества J Кхрф; Ш =  0, систему уравнений

L

=f і (i ־־־ 5=8 21(24.4)  1, 2, . . . ,  (/),
/-1

аи =  $ фісо,dt, f i = \  f b  d t
где

Очевидно, система (24.4) может удовлетворяться нулевыми 
значениями aj лишь в том случае, если все Д =  0. Но послед- 
ние равенства являются условиями разрешимости уравнения
(24.1). Отсюда имеем следующий результат:

Если регуляризующий оператор имеет отличные от нуля 
собственные функции, то для того чтобы данное особое инте- 
гральное уравнение (24.1) могло быть приведено к равносиль- 
ному уравнению Фредгольма (24.2), необходимо, чтобы оно 
было разрешимым.

Является ли это условие достаточным? Ответ на этот во- 
прос утвердительный, однако доказать это не просто. Нужны 
вспомогательные сведения, к изложению которых мы и пе- 
реходим.

24.4. Сопряженное уравнение. Другая форма условий разре- 
шимости неоднородного уравнения. Введенное в п. 20.1 понятие 
союзного оператора отлично от аналогичного ему понятия со- 
пряженного оператора, употребляемого в теории линейных ком- 
плексных операторов. В связи с этим и условие разрешимости 
получило другую форму. Мы, например, нигде не могли сфор- 
мулировать его как условие ортогональности свободного члена 
к решению сопряженного уравнения. Сейчас введем понятие 
сопряженного оператора и дадим новую форму условий разре- 
шимости неоднородного уравнения.

По тем же соображениям, что и в п. 23.1, не будем явно 
выделять особенность ядра.

Пусть К — особый оператор, определяемый формулой

К.ф5эа(*)<р(<) +  т) ф (т) dx,
L

(24.5)
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и пусть
т =  т (а) (0 < 0< / )  (24.6)

— уравнение контура L, где а — дуговая абсцисса. Когда а 
принимает частное значение s, то соответствующую комплекс- 
ную координату t будем обозначать t(s).

Условимся обозначать функции действительных переменных 
s, а, получаемые заменой переменных (24.6), теми же буквами, 
что и исходные функции комплексных переменных t, х. На- 
пример,

ф(*) =  ф[*(5)]~ф(5),
К (t, т) =  К [t (s), г (а)] -י- К (s, а) и т. п.

Тогда оператор (24.5) можно записать в виде
1

Кф =  a (s) ф (s) +   ̂К (s, о) х' (а) ф (a) da.
о

Назовем оператор К*, определенный формулой
1

к  V  = = ^)Ф * (5 )+  $ к  (О, s)t'(s) ф* (0) da, (24.7)
0

сопряженным оператору К.
Уравнения Кф =  0 и К*־ф* =  0 будем называть сопряжен- 

ными. Очевидно, сопряженный оператор удовлетворяет условию
(к т  =  к.

Назовем выражение
1

(ф, 1Ф) =  5 Ф (5) Ф($) ds (24.Я)
о

скалярным произведением двух функций ф и 
Очевидно,

1
(Ф, ф) =  5 Ф(5)ф(в) ds =  (фГф).

О
Если (ф, ф) =  0, то функции ф и ф называются ортогональными. 

Аналогично п. 23.1 можно доказать тождество
(Кф, Ф) =  (ф, Гф). (24.9)

Установим связь между решениями союзного уравнения

К׳ф — a (t) Ф (0 +  $ К (х, t) ф (т) dx =  0 (24.10)
L
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и сопряженного уравнения
1

К V  — a (s)Ф* (s) +  $ К (a, s)t'(s) ф* (a) da =  0. (24.11)
о

Переходя к комплексно сопряженным величинам и упо- 
требляя обозначения п. 18.1, получим

К У - П « ) [ а ( 0 5 + $ £ *־ (т (׳24.11) .

Сравнение уравнений (24.10) и (24.11') показывает, что реше- 
ния союзного и сопряженного уравнений связаны зависимостью

■ щ •  == “Ф (0 или ф*(0 =  *'(«)Ф(*)• (24.12)

Отсюда, между прочим, следует, что уравнения, сопряжен* 
ное и союзное данному, имеют одно и то же число решений.

Пользуясь формулами (24.12), условию разрешимости не- 
однородного особого уравнения (24.1)

К<р =  /

можно придать другую форму.
Из (23.4) имеем

1
\ f ( t ) q , ( t ) t ' ( s ) d s  =  0 .

о
Отсюда, учитывая (24.12), получаем 

1
(f, W ) ds =  0 0 =  1, 2..........« 2 4 . 1 3 ) (׳). 

П
Условия разрешимости (24.13) можно сформулировать в 

следующем виде:
Для того чтобы особое неоднородное уравнение (24.1) было 

разрешимым, необходимо и достаточно, чтобы свободный член 
уравнения был ортогонален всем решениям сопряженного од- 
породного уравнения (24.11).

Выведем еще одно вспомогательное тождество
1

(К*Кю, ©) =  (Ко, К©) =  $ | К© р ds. (24.14)
о

Рассматривая функцию К*Кю как результат применения one- 
ратора К* к функции Кю, первую часть равенства получим из
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тождества (24.9), а вторую — согласно определению скаляр- 
ного произведения (24.8).

Теперь вернемся к вопросу о равносильной регуляризации 
уравнения.

24.5. Теорема о равносильной регуляризации уравнения. 
Сингулярная резольвента. Сингулярное решение.

1°. Ле м м а .  Пусть неоднородное особое интегральное у рае- 
пение

Кф =  / (24.1)

разрешимо. Тогда оно равносильно уравнению
К*Кф =  К*/. (24.15)

По условию теоремы существует функция ф! (/), удовлетво- 
ряющая уравнению (24.1). Она же является, в силу однород- 
ности оператора К*, также решением уравнения (24.15). Дока- 
жем, что всякая другая функция ф2(0> удовлетворяющая урав- 
нению (24.15), будет удовлетворять и уравнению (24.1).

Имеем
к*кФ1 = к7,
к*К ф г= к7 .

Вычитая первое равенство из второго, получим, что функ- 
ция со =  ф2 — ф1 является решением однородного уравнения

К*Кв> =  0.
Образуем теперь скалярное произведение функций К*Ксо 

и 0). Пользуясь последним равенством и тождеством (24.14), 
получим

1
0 =  (K*K(D, <d)= ־ $ |K cd \2ds. 

о
Отсюда Кю =  0 или

Кф2 =  Кф,.
Но Кф! =я /, следовательно,

Кф 2 - f ,
что и требовалось доказать.

Теперь можно перейти к выводу основного результата. 
Легко прямым подсчетом показать, что оператор К*, во- 

обще говоря, не является регул яр изующим для оператора К 
(он будет регуляризатором только в том случае, если оператор 
К действительный). Следовательно, уравнение (24.15) не будет 
фредгольмовым. Индекс сопряженного оператора К* будет сов
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падать с индексом союзного оператора К', следовательно, он 
равен индексу данного оператора К с обратным знаком. Так 
как индекс композиции двух операторов равен сумме индексов 
составляющих операторов (п. 22.1), то, следовательно, урав- 
пение (24.15) есть особое интегральное уравнение с индексом, 
равным нулю. Но такое уравнение, как мы знаем (п. 22.4), 
имеет регуляризатор без собственных функций, хотя бы, на- 
пример, оператор (К*К)'°.

Таким образом, установлен следующий основной результат 
о равносильной регуляризации уравнения.

Т е о р е м а .  Если в особом уравнении
Кф (24.1)

правая часть f(t) такова, что оно разрешимо, то существует 
регуляризующий оператор слева, приводящий его к равносиль- 
ному уравнению Фредгольма.

Согласно проведенному выше доказательству, в качестве 
такого эквивалентного регуляризатора может быть взят one- 
ратор

К =  (К*К)'° К*, (24.16)

где К* — сопряженный оператор, определяемый формулой
(24.7), а (К*К)'° — характеристический оператор, определяемый
по оператору К*К формулой (20.6).

Следовательно, хотя при к <  0 и не существует (как пока- 
зано в п. 24.2) оператора, производящего регуляризацию при 
любой правой части, однако при свободном члене /, удовлетво- 
ряющем условию разрешимости особого уравнения Кф =  /, для 
него существует и эффективно может быть построен равносиль- 
ный регуляризующий оператор. При этом замечательно, что вид 
этого оператора не зависит от правой части, так что для всех 
разрешимых уравнений с заданным оператором К можно брать 
один и тот же равносильный регуляризатор.

Равносильный регуляризатор, определяемый формулой
(24.16), является отнюдь не единственным, обладающим та- 
ким свойством. Произведение двух фредгольмовых операторов 
является, очевидно, оператором Фредгольма. Отсюда следует, 
что, умножая равносильный регуляризатор (24.16) на произволь- 
ный Фредгольмов оператор без собственных функций, снова 
получим равносильный регуляризатор. Следовательно, для лю- 
бого разрешимого особого интегрального уравнения можно по- 
строить бесконечное множество регуляризаторов слева, приво- 
дящих его к равносильному уравнению Фредгольма.

2°. С и н г у л я р н а я  р е з о л ь в е н т а .  Пусть
Кф ־ ־ f (20.3)
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— данное разрешимое особое интегральное уравнение j  К — 
один из его равносильных регуляризаторов. Тогда КК<р =  
=־  К f — фредгольмово уравнение, равносильное исходному 
уравнению (20.3). Решая его по формуле (20.11), получим

П

Ф(0 =  Kf +  5 н (І, т )K/dT +  £  cm (t).
L

Согласно рассуждениям п. 22.2 оператор R определяется фор- 
мулой (22.16). В целях нормирования возьмем в ней и =  
и обозначим

а — А Ь____ п
а 2 - Ь 2 ~ а 2 - Ь 2

Тогда будем иметь
г г ״ 

ф (0 =  л (0 f (/) — ~ f -  J 4 7 ־  rfT+  J V«, т)/(т)Лг+ Y, ckVk(t),
L L fe-l

где y( ^ t )— некоторое вполне определенное фредгольмово ядро. 
Запишем последнюю формулу в виде

Ф Ц)־־ А (0 f ( t ) + \ r  (/, т) f (т) dx +  Y j  С*Ф* (0• (24• 17)
L А-1

Ядро
־1 ( ׳ • י י — i r e ^ b r + v ( (־••׳

называется сингулярной (особой) резольвентой особого инте- 
грального уравнения (20.3). Из сравнения формулы (24.17) 
с формулой (20.11) следует, что ядро Г(/,т) при решении осо- 
бого интегрального уравнения играет такую же роль, как и ре- 
зольвента уравнения Фредгольма.

Л. Б е р г  1), 2), получивший впервые (более сложным, чем 
здесь изложено, путем) сингулярную резольвенту, установил 
ряд ее свойств, аналогичных свойствам фредгольмовой резоль- 
венты; в частности, он вывел два интегральных уравнения, 
связывающих сингулярную резольвенту с ядром особого урав- 
нения и вполне аналогичных соответственным уравнениям в 
теории фредгольмовой резольвенты.

3°. С и н г у л я р н о е  ре ше ние .  Одним из важных прило- 
жений сингулярной резольвенты, данным Л. Б е р г о м  2), яв- 
ляется установление условий существования так называемых 
сингулярных решений.
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Изложенная в этой главе теория особых интегральных 
уравнений с коэффициентами класса Гёльдера позволяет по- 
лучить все их решения гёльдерова класса. Допущение в каче- 
стве 'решений более широкого класса функций с интегрируе- 
мыми особенностями в действительности не расширяет класс 
решений. Интегрируемые решения особых интегральных урав- 
нений с коэффициентами класса Гёльдера необходимо сами 
принадлежат классу Гёльдера.

Естественно поставить вопрос, нельзя ли получить новые 
решения, допуская неинтегрируемые особенности. Считая до- 
пустимыми только особенности, при которых сохраняется ин- 
тегрируемость в смысле главного значения, будем иметь ре- 
шение в виде

где 11 — точка контура, m(t,t\) удовлетворяет условию Гёль- 
дера.

Вставляя <р в уравнение (20.3) и учитывая, что правая часть 
есть функция ограниченная, а интегральный член на основании 
рассуждений п. 7.2 будет в точке иметь особенность порядка 
меньше единицы, получим, что для того чтобы ф (t) удовлетво- 
ряло уравнению, необходимо, чтобы

а(*,) =  0.

Таким образом, сингулярные решения могут порождать только 
такие точки /!, которые являются корнями коэффициента a(t).

Легко получить второе необходимое условие разрешимости. 
Вставим ф(/) в интегральное уравнение (20.3), а затем умно- 
жим обе части на решения транспонированного уравнения 
К'ф =  0 и проинтегрируем. Произведя в повторном особом ин- 
теграле перестановку порядка интегрирования по формуле 
Пуанкаре— Бертрана (7.7) и учитывая тождество (23.1), при- 
дем к равенствам

Ь (<!) т  (tu *1) Ф/ (/!) 4 Ф/ W dt =  0,
L

которые должны выполняться для полной системы решений 
транспонированного уравнения К'г|? =  0.

Используя сингулярную резольвенту, Л. Б е р г  2) показал, 
что последнее условие вместе с равенством a(t\) =  0 является 
также достаточным для существования сингулярного реше- 
ния ф(/).
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В связи с изложенным остановимся на различии между ин- 
тегральными уравнениями первого и второго рода. Для фред- 
гольмовых уравнений, как известно, свойства этих двух типов 
уравнений существенно различны. Причина этого состоит в том,
что для ядер Фредгольма оператор ^&(/, т)<р(т)*/т переводит

1
функцию ф(/) в функцию более узкого класса; поэтому для 
выполнения равенства  ̂k (t, т)ф(т) dx =  f (t) (уравнение пер-

L
вого рода) правая часть должна браться из более узкого 
класса, что приводит к дополнительным условиям для функции 
/(О (условия Пикара). В особом уравнении функция ф(/) и 
особый интеграл от нее принадлежат к одному и тому же 
классу, и, следовательно, отсутствие в уравнении члена с са- 
мой функцией не меняет класса левой части; поэтому при 
отыскании обыкновенных решений свойства уравнений первого 
и второго рода неразличимы.

При нахождении же сингулярных решений дело обстоит 
иначе. Для уравнения первого рода а(/) =  0, поэтому необхо- 
димое условие удовлетворяется тождественно и, следовательно, 
любая точка t\ контура может стать источником особого ре- 
шения. в Например, простейшее уравнение первого рода
5 ТЗГ7* d% =  0 {a =  k =  f =  0, b =  1) удовлетворяется функ-
ן

цией у з у -п р и  любом t\ (см. п. 7.3). Следовательно, это урав-
нение имеет континуум сингулярных решений.

24.6. Регуляризация решением характеристического уравне- 
ния (способ Карлемана— Векуа). В построенной выше теории 
особого уравнения использовалась только регуляризация, ос- 
нованная на композиции особых операторов; упомянутый в 
п. 22.3 третий способ регуляризации, заключающийся в исполь- 
зовании явного решения характеристического уравнения, оста- 
вался пока в стороне.

Изложим теперь этот важный в теоретическом и практиче- 
ском отношении способ.

Перенося регулярный член особого уравнения в правую 
часть, запишем его в следующем виде:

а (0ф(0 + ־̂  Г  $ 7 = Т ^  =  (t, х) ф (т) dx (24.18)
L L

или, в символической форме,

К°ф =  / — /гф. )24.18(׳
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Решим последнее уравнение как характеристическое, рас- 
сматривая временно правую часть как известную функцию*). 
Применяя формулу (21.9), получим

Ф (О =  [a (t) f  (t) -  І і П Ш  5 т  - g -  +  b {t)Z (t) Рх_, (0] -  

־ ־ [ ״ <*)$* в  т>יי W d x -  \  Z(t,ht! - 0  \  k {т■’ т ) י י (т)dT] ;L і  L L -י
(24.19)

при x ^ O  следует положить Р и-1(0 — 0• Меняя в двойном ин- 
теграле порядок интегрирования, запишем выражение в по- 
следних квадратных скобках следующим образом:

Так как Z(f) удовлетворяет условию Гёльдера (следовательно, 
ограничена) и не обращается в нуль, а 6 (т1,т) вблизи г! =  т

то легко видеть, что и весь
К - т | *

имеет оценку I k (т!, т) | <

dx\Ь(хи т)
Z'(T1) (״г! — О$

интеграл

имеет ту же оценку, что и /г(т!,т). Следовательно, ядро

(24.20)b ( t ) Z ( t ) С * ( ז ! , ז )
ni  J Z (т,) (т, - 1) а т '

K{t, x) =  Rtk(t,  т) =

=  a (t) k (t, t)

является фредгольмовым. Перенося все члены, содержащие 
ф(0 > в левую часть, получим

Ф (0  +  5 К (t, т) ф (т) dx =  f , (t), (24.21)
L

*) Идея, заложенная в последнем способе регуляризации, часто приме- 
няется в теории уравнений математической физики для приведения краевых 
задач к интегральным уравнениям (см., например, приведение к интеграль- 
ному уравнению задачи Штурма — Лиувилля или приведение к интеграль- 
ному или интегро-дифференциальному уравнениям краевой задачи уравнения 
эллиптического типа).
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где К (ty т) — фредгольмово ядро, определяемое формулой
(24.20), a f\(t) — свободный член, имеющий вид

f  1 <0 =  « ( ') / (t) -  5 Щ  +  b(t)Z (t) />24.22) .(/) ,_״)
L

Если индекс уравнения (24.19) x <  0, то, согласно п. 21.2, 
формула (21.9), в которой нужно положить PK̂ x(t) =  0, имеет 
место только при соблюдении условий (21.13). В рассматри- 
ваемом случае в последнем условии f(t) нужно заменить на

/ (t)— $ k(t, т) ф (т) dx.
L

Следовательно, при х <  0 наряду с уравнением Фредгольма
(24.21) функция должна будет удовлетворять соотношениям

(24.23)
(k — 1,2, . . . ,  х).

Сформулируем полученный результат.
Если х ^  0, то решение полного особого интегрального 

уравнения (24.18) приводится к решению интегрального у рае- 
нения Фредгольма (24.21). Если х <  0, то уравнение (24.18) 
приводится к уравнению (24.21) (где нужно положить 
Ри-1 (t) 35 0) совместно с функциональными условиями (24.23), 
которые можно записать в форме

$ Pft (׳г) ф(т)й?т = ( / г  =  1, 2........ — х), (24.24)
L

где р*(т)=^ k־z '^ y  tk~{ dt—известные функции u f k= J d t—
L L

известные числа.
Равенства (24.24) есть условия разрешимости регуляризо- 

ванного уравнения (24.21). Однако не все они являются уело- 
виями разрешимости исходного сингулярного интегрального 
уравнения (24.18); часть их может оказаться условиями рав- 
носильности этих двух уравнений. Разделим условия указан- 
ных двух типов.

Пусть среди функций р& имеется h линейно независимых. 
Можем выбрать нумерацию так, чтобы это были рь р2, рл. 
Тогда будем иметь

5 рй (0 Ф (і) Ш =  / й (k =  1, 2, . . . ,  h). (24.24׳)
L
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Кроме того, будут выполняться v =  | x | — h независимых линей- 
ных соотношений

«/!P1 +  ••• + а,|х|Р|х1==0 ( /= 1 .2 ,  V ) .

Умножим равенства (24.24) последовательно на ад. . . . ,  адх| 
и сложим. Учитывая последние равенства и вводя обозначение

| |א
Ф/ (О =  [Z (ОГ1 Z  a/***־ ', получимfe — 1

5 f  (t) ■ф/ (/) dt — 0 ( / 1 , 2 = (״24.24) .(v....־
L

Эти равенства, не содержащие искомой функции <р, будут 
условиями разрешимости, которым необходимо должен удов- 
летворять свободный член / для того, чтобы исходное сингу- 
лярное уравнение и его регуляризованное были разрешимы. 
Равенства (24.24') будут условиями равносильности уравнений 
исходного особого и регуляризованного. Из решений фредголь- 
мова уравнения (24.21) данному особому уравнению (24.18) 
будут удовлетворять лишь те, которые удовлетворяют уело- 
виям (24.24').

Таким образом, при х ^  О регуляризованное уравнение
(24.21) равносильно исходному особому. При х <  0 исходное 
уравнение будет равносильно регуляризованному (вместе с об- 
щими для них условиями разрешимости (24.24")) и условиям

)24.24.(׳
И. Н. В е к у а 2) указал линейную подстановку такую, что 

для новой искомой функции условия (24.24') выполняются ав- 
томатически. Регуляризованное уравнение с такой функцией 
уже будет полностью равносильно исходному.

На основе указанного способа регуляризации можно по- 
строить полную теорию сингулярного интегрального уравнения 
(см. И. Н. В е к у а 2)).

Возвратимся, в заключение, к уже затрагивавшемуся в кон- 
це п. 23.3 вопросу о соотношении между числами решений пол- 
ного уравнения и соответствующего ему характеристического. 
Введем, аналогично тому как это делалось в теории уравнений 
Фредгольма, в регулярную часть ядра сингулярного интеграль- 
ного уравнения в качестве множителя произвольный параметр 
А. Тогда уравнение (24.18') запишется в форме

К°ф =  / — Л/г<р, (24.18״)
а после регуляризации соответствующее уравнение Фредгольма 
примет вид

Ф (0 +  A J K{t, т) ф (т) dx = (׳24.21) ,(/) ,/ 
L
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где К и определяются, как и ранее, формулами (24.20),
(24.22) (предполагаем х ^ О ) .  Так как правая часть содержит 
х независимых произвольных постоянных, то в случае, когда X 
не есть собственное значение ядра /С, уравнение (24.21'), а еле- 
довательно, в силу равносильности и исходное уравнение 
(24.18"), имеют х решений, которые будут линейно независимы 
(см. рассуждения в конце п. 23.2). Следовательно, число реше- 
ний полного уравнения может превышать число решений соот- 
ветствующего характеристического лишь на множестве соб- 
ственных значений параметра X, являющемся дискретным. Та- 
ким образом, из двумерного континуума значений, которое мо- 
жет принимать параметр X, лишь на дискретном множестве его 
значений с единственной возможной предельной точкой на бес- 
конечности числа решений уравнений полного и характеристик 
ческого могут не совпадать. Это доказывает утверждение конца 
п. 23.3, что случаи несовпадения являются исключительными.

24.7. Пример. В качестве примера для иллюстрации изло- 
женной теории произведем различными способами регуляриза- 
цию следующего особого интегрального уравнения:

Кф - ( *  +  г ‘) ф (0 +

+ Ц־  г  $ Т = 7  d x -  Ш  S (* +  г ‘) (х + ־*  ' ) ф М Л  =  2Л (24.25)
L L

где L — единичная окружность.
Регулярная часть ядра является вырожденной, поэтому тем 

же способом, который применяется при решении уравнений 
Фредгольма с вырожденным ядром, уравнение может быть 
сведено к совокупности характеристического уравнения и линей- 
ного алгебраического уравнения и, следовательно, решено в 
замкнутой форме. Таким образом, здесь нет необходимости в 
регуляризации. Однако рассматриваемое уравнение удобно для 
иллюстрации на нем общих методов, так как здесь все вы- 
кладки могут быть проведены до конца.

Для удобства дальнейших рассуждений предварительно ре- 
шим данное уравнение. Обозначая

^ ( т  +  т - 'М т М т - Л ,  (24.26)
L

запишем его в форме характеристического:

0  +  г О ф (0 +  - Ц ־ ^ $ ^ л = 2 ^ + л  (* + ־*  ').
L
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Для соответствующей краевой задачи Римана

Ф+ (*) =  Г 2ф - (*) +  * +  4 0  +  Г ף (24.27  )

индекс х = —2 и условия разрешимости (см. п. 21.2) будут 
выполняться только при Л =  0. При этом

Ф+ (г) =  г, ф ־ (г) =  0.

Отсюда получим решение уравнения (24.25)

ф(*) =  Ф+ (* ) -Ф "  (*) =  *.

Подставляя последнее выражение в равенство (24.26), убеж- 
даемся в том, что оно удовлетворяется при /4 =  0. Следова- 
тельно, данное уравнение разрешимо и имеет единственное 
решение

Ф (*) =  *.

1°. Р е г у л я р и з а ц и я  с ле в а .  Так как индекс уравнения 
х =  —2 <  0, то любой его регуляризующий оператор будет 
иметь собственные функции (не менее двух), поэтому регуля- 
ризация слева приводит, вообще говоря, к уравнению, не равно- 
сильному исходному.

Рассмотрим сначала регуляризацию слева при помощи про- 
стейшего регуляризатора К/0. Найдем собственные функции 
уравнения

к »־׳ - ( / + г О « ( 0 - Ц ^ $ т ^ ־ л 0 ־ •L
Соответствующая краевая задача Римана

Ф+ (*) =  *2Ф־ (*)

имеет теперь индекс х =  2. Находя по формулам п. 21.2 соб- 
ственные функции оператора К/0, получим

©1 (*) = 1 — *-2, ©2(*) = * — .'־*

На основании общей теории (п. 22.4, 1°) регулярное уравне- 
ние К'°Кф =  К0׳/ будет равносильно особому:

Кф =  f  +  а!©! +  а2©2, (24.28)

где а!, 0С2— некоторые постоянные, которые могут оказаться 
или произвольными или определенными. Учитывая (24.26),
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запишем уравнение (24.28) в форме характеристического:

0  +  г ' ) ф (0 +  - 4 Р - ^ л =
L

— 2t2 +  A (t 4־ t 0  +  «1(1— t 2) +  <*2 0  — t ')• 
Соответствующая ему краевая задача Римана будет такова:

Ф+ (0 — Г 2Ф־ (t) + 1+  4  0  4 Г ־ 2)  +  ( Г 1 -  Г 3)  +  0  -  Г 2) .

Ее решение формально представляется в виде 

Ф+ (2) =  г +  y  А +  y  а2,

Ф~ (2) =  у  г2 [а!23־  +  (а2 — А) г ־2  — а,2-1].

Условия разрешимости дадут
«1 =  0, 02 =  А.

Решение уравнения (24.28) определится тогда формулой 
Ф(0 =  Ф+ (0 ־ Ф 0 ) ־  =  '  +  А

Подставляя найденное значение ср в равенство (24.26), получим 
тождество А =  Л. Следовательно, постоянная а 2 =  А остается 
произвольной, и регуляризованное уравнение равносильно не 
исходному уравнению, а уравнению

Кф =  f +  а2со2,
имеющему решение ф( t ) = t - { - A ,  где А — произвольная по- 
стоянная. Последнее решение удовлетворяет исходному урав- 
нению только при /4 =  0.

Приступим теперь к нахождению равносильного регуляриза- 
тора слева. Поскольку данное уравнение разрешимо, такой 
регуляризатор для него существует и может быть эффективно 
построен по теореме п. 24 5.

Построим прежде всего сопряженный оператор К*. По опре- 
делению,

2я
+ ( * - * ־ ' ) № ׳ < ( 7 ־ ЛІ J г — то־$

2 я

+  2JJ7־ J (т +  * ')(* +  * ') Ф (т) і' da.

О(,* ?־*) + - ( ?*К Ч

Учитывая, что
?  =  / ־ ', і  =  т ־ ‘ ,  і '  — — da =  (ix)־ l dx,
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получим

к У = (*  + ־>  ') V  (О—

dx - 2b S о + г2) 0 + т~2) w (24.29) ־־f7('־х - T) $ ־
t  L

Согласно лемме п. 24.5 уравнение К*Кф =  К*f будет равно- 
сильным исходному, но, вообще говоря, не будет регулярным. 
Роль преобразования оператором К* сводится в общем случае 
к приведению данного разрешимого особого уравнения к дру- 
тому, равносильному ему особому уравнению с нулевым индек- 
сом; последнее окончательно регуляризуется. Однако в рас- 
сматриваемом случае характеристическая часть оператора К* 
совпадает с оператором К'°, который, как известно, является 
регуляризатором для оператора К. Поэтому уравнение К*К<р =  
== К*/ будет фредгольмовым.

Выполняя все выкладки (советуем читателю, пользуясь об- 
щей схемой п. 24.3, проделать их), получим следующее уравне- 
ние Фредгольма:

Ф (0 +  4 ־5־  $ (тГ 2 -  т1־ ) ф (т) dx -  /. (24.30)
L

Равносильность последнего уравнения исходному вытекает из леммы 
п. 24.5 и поэтому не нуждается в каком-либо дополнительном обосновании. 
Укажем, однако, имея в виду другие аналогичные случаи, где такое обосно- 
вание может читателю понадобиться, как это сделать здесь, не опираясь на 
указанную лемму.

Поскольку уравнение (24.30) имеет вырожденное ядро, то самое про- 
стое — решить это уравнение. Окажется, что оно, так же как и исходное осо- 
бое уравнение, имеет единственное решение <р(/) =  /. Более общий прием — 
это использование того метода, которым ранее нами была установлена не- 
равносильность уравнения К'°К<р =  К '7  исходному. Проведем схематически 
это исследование.

Решая уравнение К*׳ф* =  0, найдем собственные функции оператора К*: 

4>1 =  < + <1= 2<4 ,3 ־1 + ־* •

Решая затем особое уравнение с вырожденным регулярным ядром

Кср =  /  +  ajCOj +  а 2с02,

равносильное уравнению Фредгольма (24.30), получим, что оно разрешимо 
только при a i =  0&2 =  0 Этим доказательство равносильности заканчивается.

2°. Р е г у л я р и з а ц и я  с п р а в а .  В качестве регуляриза- 
тора справа возьмем простейший оператор К '0. Полагая

ф (0 ־  К'°© В  (/ +  Г  О (О (0 -  5 dx, (24.31)
L
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получим (советуем читателю самому проделать необходимые 
выкладки) уравнение Фредгольма относительно функции (0(0:
КК =׳ ־°© © (/)-

-  -57 $ & <1 ־ י + 2־ ־ י־- 1 + ר  +  г ' (тг +  з +  т 2  - Г־־)  ־т־ Т X
L

Х ® ( т ) < / т - 4 •  (2 4 -32)
Решая последнее уравнение как вырожденное, будем иметь

®(О— f ־ +״ ( / - Г 1) + -י  / ־ )ש1ף

где а, Р — произвольные постоянные.
Таким образом, регуляризованное уравнение имеет относи- 

тельно ©(0 Два линейно независимых решения, тогда как ис- 
ходное уравнение (24.25) решалось однозначно. Подставляя 
найденное значение ©(0 в формулу (24.31), получим

Ф (0 -  К׳° +  а ( t -  Г 1) +  р (1 -  Г 2)] -  t

— решение исходного особого уравнения. Результат согласуется 
с общей теорией, так как при отрицательном индексе регуля- 
ризация справа является равносильной.

3°. Р е г у л я р и з а ц и я  р е ш е н и е м  х а р а к т е р и с т и ч е -  
с к о г о  у р а в н е н и я .  Этот способ регуляризации проводится 
по формулам (24.19) — (24.22). Однако нужно помнить, что эти 
формулы применимы к уравнению, для которого выполняется 
условие а2 — b2 =  1; поэтому предварительно нужно разделить 
уравнение (24.25) на 2.

Тогда будем иметь

a  =  j ( t  +  / 1 0  =  & , ( ' ־ - Г ׳ ) ,  / ( / ) - < * ,

kit, *)־ - ^ О  +  Г 'Х т  +  т1־ ), Х+ (г)= 1 ,

Z(t) =  (a +  b)X+= t ,

-Н Г І х + х ־ ').

Rtk (t, 0 - (ז = ץ  +  f“1) (T +  T +
(t— /-1) t ( x  +  t ~ ' )  f  Ti  +  T f 1 d x t __

J тГ ־־ T1 —t2ni • 4m*
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Регуляризованное уравнение имеет вид

Ф »  -  4 а  \  (Т + = ф (т) dx וי־זו   /. (24.33)
1

К нему нужно добавить еще условия (24.24) для k — 1, 2. Ре- 
шая его как вырожденное, найдем общее решение <р(/) 
где А — произвольная постоянная. Выпишем условия (24.24'), 
״24.24) ). Здесь

*יי ״ > - j  4 w • ( > •י 2י * ־׳‘־,״־ - ? י + ( •

Р1(*) =  0, Р2(Т) =  — ■J (т  + ך  -) ,

/ .= / 2 = 0 .
L L

Функции рь p2 линейно зависимы. Зависимость a/ip! +  . . .  
. . .  -j- «/ |я 1Р|х1 =  0 (см. п. 24.6) имеет вид

а1Р1 +  0 • р2=  0.

Отсюда условие разрешимости (24.24") выполняется тождест- 
венно. Условие равносильности (24.24')

$ Р2(т)<р(т) d׳r =  — ( т + т )  (т Ч־ Л ) ^ т 0 = ־
L L

удовлетворяется лишь при /4 =  0. Следовательно, из множе- 
ства решений регуляризованного уравнения <p(f)=/-j-/4 исход- 
ному особому удовлетворяет лишь функция <р(/) =  /.

Рассмотренное уравнение было использовано И. Н. Be- 
к у а  2) для иллюстрации метода регуляризации решением ха- 
рактеристического уравнения.

§ 25. Исключительные случаи особых интегральных уравнений

При исследовании особых интегральных уравнений исклю- 
чались случаи, когда функции a ( t ) ±b ( t )  обращались на кон- 
туре L в нуль. Это вызывалось тем, что коэффициент
G (t) =   ̂^  ~  6 (0 задачи Римана, к которой приводится харак-
теристическое особое уравнение, имеет в этих случаях на кон- 
туре нули и полюсы, и, следовательно, такая задача не подчи- 
няется общей теории. Опираясь на результаты § 15, проведем 
отдельное исследование указанных исключительных случаев.
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Будем предполагать, что коэффициенты исследуемых особых 
уравнений таковы, что обеспечивается выполнение дополнитель- 
ного требования дифференцируемости функций, которое предъ- 
являлось в § 15 при рассмотрении исключительных случаев 
задачи Римана.

25.1. Решение характеристического уравнения. Рассмотрим 
характеристическое уравнение (21.1)

К°ф =  а (<) ф (t) + J — f (0, (25.1) ־^־ך- 
L

в предположении, что функции a(t)— b(t) и a( t )+b( t )  имеют 
на контуре нули соответственно в точках <*1, а 2, . . . .  и 
Р1, Р2, . . . .  Pv целых порядков и, следовательно, представимы 
в виде

a( t ) -b{ t )  =  f [ ( t - a k)mbr(t),
fe-1

а(0  +  6(0 =  П ( * ־ ־ Р/)Р'* (0 ,/1 ־ 
где r(t) и s(0  нигде не обращаются в нуль. Все а&, Pj предпо• 
лагаются различными. ______

Удобно разделить обе части уравнения (25.1) на л/ s(t)г (t) 
и в дальнейшем считать, что коэффициенты его удовлетворяют 
соотношению

а2 (0 -  Ь2 (0 =  П  ( t ~  afe)׳״fc П  (t -  Р,)Р'  =  По- (25.2)
& -1  / - 1

Уравнение (25.1) тем же путем, что и в п. 21.1, приводится 
к задаче Римана

(25.3)f ( t )

־־/ 1

П ־*)  ״ . ) ״ *
^ -------------G, (і)ф~(і) +

П « - Р / ) р/

Ф+(0

где G\ (t) =  r(t)/s(t).  Решение этой задачи в классе функций, 
удовлетворяющих условию Ф(оо) =  0, определяется формулами
(15.7) и (15.8). Применяя их, находим

ф +  (2) =  v Х + (2 )------ [ф - (׳+ (2  Q p (2) +  Н 0Ри- р - ,  (2)1,

(25.4)
П > ־ Р/)р/
/1 ־־

״  Х~ (г)------[ 'F ־ (2 ) -  Qp (2) +  П0Р х-р -1  (2)],

П ־ 2)   ак)
/г-1

k
ф 2 ) ־ )



243ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ§25 |

(25.5){ (т)_ _ _ _ _ dx
S (т) Х+ (т) т - 2 'V ( z ) -

где

a Qp(z)— интерполяционный многочлен для функции 1?(г) 
степени р =  пг -f- р — 1 с узлами в точках а& и соответственно 
кратностей m h и pj, где т  =  £ т * ,  а р  =  ^ Р 1•

Условимся многочлен Qp(z) рассматривать как оператор, 
ставящий в соответствие свободному члену f(t) уравнения
(25.1) многочлен, интерполирующий указанным образом инте- 
грал типа Коши (25.5). Обозначим этот оператор

\ T f  =  Q(t{z). (25.6)

Коэффициент 1/2 здесь взят для удобства дальнейших преобра- 
зований.

Поступая далее, как в п. 21.2, из (25.4) найдем 
ф + / Д Х + (<) Г 1 f(t) 1 ן С Н т) dx

П ( / - Р / ) р/ L 2 s ( / )X+( / )  2ш' І  ‘ ( т ) Х + <т) *י ־
/*־•1

- { r f w - j i y ,־ , . , . ,« ) ] ,

ф - ( А  П )  Г 1 H i )  ■ 1 [  f ( 1 )  d x

П  ( * - a * ) ״ * L 2 ״ W x + W 2י'״ L. S <T>X + <T) x ~ *
Л - 1

- j T f ( 0 - ־ y D o P * -p - ,( /) ] .

Коэффициент —1/2 в последних слагаемых этих формул взят 
в силу произвольности коэффициентов многочлена Рх_р_!(/). 

Следовательно,

(25.7)

+(О
1 (  Х+ (t) , X~(t) \  f ( t )
2 1 -Л ״ י ~ А  _ 15 (0 х +

l П ־*)  &/) * П  * - \PM*״ / - 1  л-1  /
x ־1־  (/) _

I X
x -  (0

־0 = (Ф+ ( 0 - Ф(/)־=Ф
ж____י.

2 ״

1

П ( '- р / ) р'  П ־*)  ״ *Г*
+

л-1M-l
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Введем обозначение
Z(t) =  s(t)X+ (t) =  r(t)X~(t). (25.8)

Используя это обозначение, а также соотношение (25.2), 
представим формулу (25.7) в виде

י  « - ■ щ W.h״]  (О- J Щ T h  + 4 < ז <׳2 ■(')׳ ] +
+  & (0 z(0 P p-,W-״ .

Вводя оператор Л/ формулой

Rf  -  i t  [в (0 f (0 7~ ־   +  МО Z (0 ?7]. (25.9)

окончательно получим

Ф (0 =  Я/ + -Z (t) Pk (t) א  p- j (0. (25.10)
Формула (25.10) дает решение уравнения (25.1) при 

х — р >  0, которое линейно зависит от х — р произвольных по- 
стоянных. Если х — р <  0, то решение существует лишь при 
выполнении р — х специальных условий разрешимости, нала- 
гаемых на свободный член f(t) и вытекающих из условий раз- 
решимости соответствующей этому случаю задачи Римана
(25.3). Выписывать явно эти условия не будем.

С. Г. С а м к о  2), обобщив работу Ю. И. Ч е р с к о г о  1) (см. п. 16.3, 4°), 
исследовал общее сингулярное уравнение

(̂ 4 ן ־־ f425/. ־) ф == /

в исключительном случае, когда операторы /4 ! ± /4 2 не обязательно обратимы. 
Был рассмотрен случай, аналогичный обращению коэффициента G(t) задачи 
Римана в нуль или бесконечность целого порядка. В операторной форме это

г
соответствует представлению вида Л; +  А2 =  П  (U -  bjl)a1 А', где А' —

/“1
уже обратимый оператор, Xj принадлежит спектру оператора U, aj — целые 
положительные числа. Решение уравнения найдено в явном виде; при этом 
использовался некоторый аналог интерполяции элементов банахова про- 
странства.

25.2. Регуляризация полного уравнения. Рассмотрим полное 
особое уравнение

Кф =  а(0ф(0 +  7 1 ־ ^ $ ־ г7 <*т+ $М 0 т)ф(т)dx =  f(t) (25.11)
L I

при тех же предположениях относительно функций a ( t ) ± b ( t ), 
что и в п. 25.1
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Представив его в виде

K°<p =  f ( 0 -  \ k ( t ,  r )q > (r )d r ,

применим метод регуляризации решением характеристического 
уравнения. По формуле (25.10) получаем уравнение

<р(0 =  / ? р  ( 0 — т ) ф ( т ) ^  +  b ( t ) Z ( t ) P n - p - 1 ( t ) ,

ИЛИ

Ф (0 +  Я [  5 М*. т) Ф (т) dxj ־־ Rf +  b (t) Z (t) Л.-Р-, (0. (25.12)

Покажем, что в выражении R ^  k (t, т) ф (т) dxJ операция R

по переменной t и операция интегрирования по т перестано- 
вочны.

Развернем это выражение по формуле (25.9): 

k(t, т ) ф ( т ) ^  =

= '4 ; { а w $ к в т >Р w - dx׳   \  г'(т/(т-Т) $ к ̂ (״) Ф (״  +
'  £1 L L

+  b ( t ) Z ( t ) T ^ k ( t ,  т ) ф ( т ) ^ т || .  (25.13)

Во втором слагаемом правой части (25.13) допустима пере- 
становка порядка интегрирования (п. 7.1). Совершив ее и из- 
менив обозначение переменных интегрирования т на о и а на т, 
получим

Z ( t ) ( t - < )  $ * ( ז■ ״ ) Ф ( < ׳ ) і ״ =

В третьем слагаемом оператор Г |^  & (/, т) ф (т) dxj  , соглас-

но его определению в п. 25.1 (формулы (25.5), (25.6)), дает 
многочлен, интерполирующий функцию

І  $ г (ту£־- г )  \ к{х> SФ( т ) i ~  Т)
L '

Z (а) (0׳ — г) ־ 
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Из возможности перестановки порядка интегрирования 
можно заключить, что

Г T)<p(T)dtj =  $ ф (т)7־, [k{t, x)\dx.

Индекс t у символа оператора Tt указывает, что операция
(25.6) производится по переменной t.

Теперь равенство (25.13) можно преобразовать так:

R ^  k(t, т)ф(тМт] ־־־־

Г / \ נ (  и\  и ij. \ b ( t ) Z( t )  Г k (а, т) da  .
- Р (Т)־НГ) z w -»)־ H־ +

L ^ r

+  b{t)Z (t) Tt [k (t, t ) ]  =  [k (t, T)] ф  (T ) dx.
'  L

Перестановочность операций доказана.
Возвращаясь к уравнению (25.12), придадим ему вид

Ф (*) +  5 Rt [k (t, т)] ф (т) dx =  Rf  +  b (/) Z (t) /V p - , (0• (25.14)

Так как оператор R ограниченный, то полученное интегральное 
уравнение (25.14) является уравнением Фредгольма и, следо- 
вательно, задача регуляризации особого уравнения (25.11) 
решена.

Из общей теории регуляризации (п. 24.6) следует, что при 
к — уравнение (25.11) равносильно уравнению (25.14), а 
при х — р <  0 — уравнению (25.14) и системе некоторых функ- 
циональных уравнений.

В заключение заметим, что для рассмотренных случаев осо- 
бых интегральных уравнений теоремы Нётера оказываются, 
вообще говоря, несправедливыми.

25.3. О сведении исключительного случая особых интеграль- 
ных уравнений с ядром Коши к уравнениям нормального типа. 
Используем теперь для исследования особого интегрального 
уравнения способ композиции особых операторов, аналогичный 
регуляризации слева. При этом будем допускать у функций 
а ±  b и общие нули. Задано уравнение

КФ -  в (/) Ф(0 + 7־  3 ־^ך־ 5 7 dx +  $ 1 в  т) Ф dx -  f  (0, (26.15)
L  L
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у которого

a{t) — b (t) =  П  (t -  У1)п‘ Z ( t -  a*)״׳* r (1t),
i - 1  /г-1

a  (0 +  0 = צ (  П  d  -  Yi)״ < П  «  -  P/)P /« (0.t-l
где r(t) и s(f) нигде на L не обращаются в нуль; ал, р;♦, у* — 
точки контура L. Некоторые точки у< могут совпадать с ал или 
с Р;; пи тк, ק; — целые положительные числа.

Совершим равносильное преобразование уравнения (25.15) 
с помощью композиции слева с так подобранным оператором 
N, чтобы все исключительные точки ал, Pj, Уі стали общими ну- 
лями новых коэффициентов характеристической части. С помо- 
щью формул (22.9) композиции операторов нетрудно подсчи- 
тать, что для этого достаточно взять

У ♦ - а , + +
L

так, чтобы его коэффициенты удовлетворяли условию

־ 0) 1»  ft! (0 =  Ш ~  Р״(ן‘ . а, (0 +  ft, (t) =  П  ( t ~  а*)״׳*.
/ - 1  * - 1

А
Здесь индекс х, =  0 и число полюсов p\ — Y j mk =  m, по*

fc-l
этому х, — pi <Г 0 и из результатов п. 25.1 вытекает, что опера- 
тор N не имеет собственных функций. Следовательно (п. 22.4), 
уравнение AfK<p =  Nf равносильно исходному уравнению (25.15). 
Преобразованное уравнение запишется в виде

ЛГКф -  i4 (0 Ф (0 + ־  ־ ^ ־  S 7 ־7־  d T + ^ k  (t, т) ф (т) dx =  F (t).
L L

(25.16)

Здесь, согласно формулам (22.9) для композиции особых опера- 
торов,

л  ю -  П » - ״  *>"* П ־ '>   м П ׳״ ״ ־   V׳) . ׳'
ft-1 /-І i-l

|t  V \
sn l S(t) - r ( t )

2
/-1 , - 1  

F  (0 =  N f .

в  (0 =  П П *״׳(*» -■ /)   (t -  P/)P/ J [ ( t - Уд״
fc-1
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Выражение для регулярного ядра k(t, т) ввиду его громозд- 
кости явно не выписываем.

В преобразованном уравнении исключительные точки a*, $j, 
Yi играют одинаковую роль. Для упрощения последующих фор- 
мул условимся единообразно обозначать их 0j с последователь- 
ными номерами / == 1, . . . .  (а; р. +  1, . . . ,  р -f- v; р +  v -f- 1, . . .  
. . . .  p +  v +  A׳. а кратности нулей т*, ק;•, щ через ss с теми же 
последовательными номерами. Будем считать, что в окрестности 
точек о! функции F(t), ft(/, т) имеют производные по / порядков 
Sj, удовлетворяющие условию Гёльдера.

Из вида уравнения (25.16) вытекает, что для его разреши-
мости функция F (/) — \ ft(/, т)ф(т)£?т должна в исключитель

ных точках а! обращаться в нуль порядков Sj. Отсюда следует, 
что в разложениях по формуле Тейлора в окрестности точек а) 
должны обращаться в нуль Sj последовательных начальных чле- 
нов разложения. После этого все уравнение можно сократить

ц+V+X

на £  (*— а/ ) ' .
/-1

В результате исследования может быть сформулирована 
Те о р е м а .  При сделанных предположениях уравнение

(25.16) равносильно уравнению нормального типа

К!ф зг Л, (0 ф (/) +  -5 ^ ך  ~ j d x +  J ft! (/, x)y(x)dx =  Fx(t)
L L

(25.17)

совместно с функциональными соотношениями 

$ ftp) (at, X) ф (t) dx =  F(v/) (0!)
l  (25.18)

(/— 1, . . .» H +  v +  Я.; v, =  0, 1, . . . ,  s , — 1),

где
s ( t ) — r(t)

4־1

a (0 + г (/)4)0־

kit,  X ) ~  £  ft(V/)( a /> T) ־ ■ V/g|;)
V y - 0

-  a,\v1
S/-l

f ( 0 - 2 ; r c ׳׳ ) ( , ) i L -Z 1
Vy —u

° ’r ' m
׳),* . י ) ־  Z  - Г — П  

f . ( 0 =  Z



249ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ§ 25]

(t) — многочлены степени sf — 1, определяемые из равенства

у ! « »
M-+V+A.

/-1

1
H+v+XП ־>)  ״ , ) * ׳

/-1

0■

Действительно, из предыдущего рассуждения вытекает, что 
всякое решение уравнения (25.16) будет удовлетворять урав- 
нению (25.17) и функциональным соотношениям (25.18). С дру- 
гой стороны, умножая равенства (25.18) соответственно на
(V/!)1־  (t — о!) 1 י Qst-1  (t) и складывая их почленно с равенством
(25.17) , придем к исходному уравнению (25.16). Следовательно, 
всякая функция, удовлетворяющая одновременно равенствам
(25.17) и (25.18), удовлетворяет также и уравнению (25.16). 

Исходному уравнению будут удовлетворять только те реше-
ния уравнения (25.17), которые удовлетворяют соотношениям
(25.18) ; поэтому последние для уравнения (25.16) играют роль 
условий разрешимости-равносильности. Совершенно аналогично 
тому, как это делалось в п. 24.6, можно разделить условия
(25.18) на условия равносильности и условия разрешимости. 
Далее, как уже упоминалось в п. 24.6 (И. Н. Век у а 2)), мож- 
но подобрать такую линейную замену искомой функции, что 
условия равносильности удовлетворятся тождественно. Таким 
образом, оказывается справедливой

Т е о р е м а .  Особое интегральное уравнение в исключитель- 
ном случае может быть приведено к равносильному ему нор- 
мальному особому интегральному уравнению и некоторому 
числу условий разрешимости.

Если исходное уравнение разрешимо безусловно, то условия 
разрешимости удовлетворятся тождественно и уравнение в нс- 
ключительном случае приведется к равносильному нормальному 
уравнению.

Изложенный здесь способ решения был указан А. И. Ту- 
з и к о м  1), 2). Уравнения рассматриваемого типа на отрезке 
[О, 1] в случае, когда а ±  b имеют только общие нули (порядка 
меньше единицы) на концах отрезка, встречаются в теории 
краевых задач для вырождающегося гиперболического уравне- 
ния и исследовались в связи с этим X. Г. Б ж и х а т л о в ы м  
(Дифф. ур. 7, № 1, 1971). Исследование исключительных слу- 
чаев методами функционального анализа имеется в ряде работ. 
Обзор результатов содержится в работе S. P r o s s d o r f  1).

25.4. Вырожденные случаи *). В заключение рассмотрим слу- 
чаи, когда а +  & или а — b обращаются в нуль тождественно.

:) Настоящий пункт написан по работе автора 9).
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Будем называть эти случаи вырожденными. В предположении, 
что b{t) не обращается в нуль*), можно записать уравнение 
в виде

К ф - ± + Ф(0־|־  - ^ Г $ 7^ г־ Л + x)<p(T)dT =  Ht). (25.19)
L L

Г. Ф о р м а л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я .  Начнем с вывода не- 
которых простых зависимостей. Пусть, как в п. 16.3, 4°, /  и 5 — 
операторы, тождественный и особого интегрирования, и введем 
операторы

m ± = ־4 ( ± / + s )• (25.20)

Тогда для кусочно аналитической функции, представленной ин- 
тегралом типа Коши ф±(г)== -^т-  ̂ ^ ^ z -d x ,  формулы Сохоц-

L
кого примут вид

Ф± (0 =  7 ( ± /  +  5)<р־ М±Ф. (25.21)

Для функции двух переменных k(t, т), употребляя обозна- 
чения MtMxk( t , x) =  k+~(t, т) и аналогичные, будем иметь оче- 
видные формулы

k{t, T) =  k t - k i  =  k t - k ; = k ++- k +- - k ־ + + k ־~ (25.22 ) 
(см. аналоги в п. 9.6).

Если учесть равенство S 2 =  /  (п. 7.3) и очевидные соотно- 
шения /2 =  /, IS =  SI =  S, легко получить следующие свойства 
операторов ЛІ*:

М+М+ =  М+, ЛГЛГ =  - Л Г ,  М+Л Г = Л Г М + =  0. (25.23)
Последнее соотношение можно было бы также легко полу- 

чить не формальным путем, а из интегральных теоремы и фор- 
мулы Коши. Кроме того, справедливы легко проверяемые соот- 
ношения

(М±)׳ =  - М т . (25.24)
2°. Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е .  В новых обо- 

значениях уравнение (25.19) может быть записано так:

Кф =  М±ф +  = (׳25.19) ,/ 

*) Допущение у b(t) нулей в отдельных точках привело бы к уравне- 
нию, ядро которого имеет неподвижные полярные особенности Это спеииаль- 
ный вопрос, аналогичный встретившемуся в п 25.3, и здесь он не рассматри- 
вается.
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а его характеристическое уравнение —

К° ф— (״25.19)

Коэффициент соответствующей характеристическому уравнению 
краевой задачи Римана обратится тождественно в нуль (в слу- 
чае оператора М+) или в бесконечность (для М~). Сама крае- 
вая задача будет иметь вид

Ф* (/) =  f  (t) (неоднородная задача), (25.25)
©*($ =  () (однородная задача). (25.25״)

Общим решением однородной задачи будет, очевидно,
( Ф+ (2) =  0, ( Ф+ (г) =  Ф?2) ־),
{ Ф־ (г) =  ФГ (2) { Ф־ (г) =  0,

где Ф* (2) — произвольные аналитические в D+ или в D~ функ- 
ции. Из вида краевого условия (25.25) вытекает, что неоднород- 
ная краевая задача (25.25) будет разрешима тогда и только 
тогда, когда правая часть имеет вид /±(t), т. е. в том случае, 
когда выполняются условия

Г (0 =  0. (25.26)

Если оно выполнено, то общее решение неоднородной краевой 
задачи запишется в виде

ф+ (2) 2) +/ ־  ־ ), Ф2) ־) =  ФГ (2) (26.27)

для верхнего значка и

ф+ ,2) =  ф]12) ־), Ф2) ־) =  г (׳25.27) (2) 

для нижнего значка.
Условие разрешимости (25.26) краевой задачи будет одно- 

временно и условием разрешимости характеристического урав- 
нения (25.19"), и в случае его выполнения общее решение по- 
следнего по формуле Сохоцкого представится выражением

Ф И) =  Ф+ (/) -  Ф־ (/) =  f+ (t) -  ФГ (Л (25.28)
для верхнего значка и

Ф(/) =  Ф ] '0 -־( Г ( 0  (25.280
для нижнего значка.

Полученные результаты позволяют сделать заключения по 
допросу о выполнимости для вырожденного случая теорем
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Нетера. Произвольная аналитическая функция зависит от бес- 
конечного множества параметров. Отсюда вытекает, что уже 
первая теорема Нётера оказывается несправедливой. В отличие 
от исследованных ранее нормального и исключительного слу- 
чаев, теперь число решений может стать бесконечным.

Легко решить вопрос относительно третьей теоремы. Как 
уже указывалось, коэффициент краевой задачи Римана равен 
здесь нулю или бесконечности, следовательно, само понятие 
индекса теряет смысл. Можно это же заключение вывести и из 
других соображений. Было установлено, что число решений 
однородного уравнения бесконечно. Число решений транспони- 
рованного уравнения, которое, как легко показать, совпадает 
с числом условий разрешимости (25.26), также бесконечно. Сле- 
довательно, формула (23.9), дающая выражение индекса, при- 
нимает неопределенный вид: х =  оо — с».

Можно было бы показать, что вторая теорема Нётера для 
характеристического уравнения остается справедливой. Но на 
обосновании этого факта, не имеющего для общей теории прин- 
ципиального значения, не останавливаемся.

3°. П о л н о е  у р а в н е н и е .  Р е г у л я р и з а ц и я  с ле в а .  
Из общего вида регуляризатора (22.16) следует, что простей- 
шим регуляризатором (слева и справа) для уравнения (25.19') 
будет оператор М*. Произведя композицию, получим

Мт К<р fcp— Jjfef(/, т)ф (т) dx =  Г  (t). (25.29)
L

В отличие от случаев нормального и исключительного, регу- 
ляризованное уравнение будет уже не уравнением второго, а 
уравнением первого рода. Это обстоятельство, как увидим да- 
лее, вносит в теорию новые черты. Уравнение (25.29), вообще 
говоря, не будет равносильным исходному; оно может содержать 
посторонние решения. Возьмем от уравнения (25. 19') ком- 
позицию на оператор М± слева. Учитывая (25.23), получим

Л ^ К ф в і Л ^ ф  +  Л^ф — (25.30)

Вычитая из (25.29) равенство (25.30), придем к равенству 
(25.19'). Следовательно, особое интегральное уравнение в вы- 
рожденном случае равносильно совокупности двух уравнений
(25.29) и (25.30), из которых одно фредгольмово первого рода, 
а второе снова особое вырожденное, но более частного вида.

Из сформулированного свойства уже можно было бы еде- 
лать некоторые теоретические выводы, но удобнее сделать их 
с помощью другого способа регуляризации.
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4°. Р е г у л я р и з а ц и я  р е ш е н и е м  х а р а к т е р и с т и -  
ч е с к о г о  у р а в н е н и я .  Для упрощения записи будем брать 
лишь верхний значек. Перенесем в уравнении (25.19') член k<p 
в правую часть и используем формулы (25.28) и (25.26), заме- 
няя в них f на f — &<р. Получим

Ф(0 +  $ k t  (/, Т) ф (т) dx =  / + (0 -  ФГ (0, (25.31)
L

5 kT (t, г) ф (т) dx =  Г  (0• (25.32)
L

Таким образом, полное вырожденное особое интегральное 
уравнение оказывается равносильным совокупности интеграль- 
ного уравнения Фредгольма второго рода (25.31), правая часть 
которого содержит бесконечное множество произвольных пара- 
метров (произвольную функцию ФГ(0)> и уравнение Фредголь- 
ма первого рода (25.32). Последнее будет представлять собою 
совокупность условий разрешимости-равносильности. Записы- 
вая с помощью резольвенты решение уравнения (25.31) в явном 
виде и вставляя его в уравнение (25.32), получим в общем 
случае бесконечную систему уравнений относительно бесконеч- 
ной совокупности произвольных параметров. С помощью рас- 
суждений, аналогичных проведенным в п. 24.6, можно отделить 
уравнения, не содержащие произвольных параметров. Они 
будут чистыми условиями разрешимости одновременно исход- 
ного и регуляризованного уравнений. Из остальных уравнений 
произвольные параметры определяются так, чтобы решения пре- 
образованного уравнения удовлетворяли исходному особому 
уравнению.

Вопрос о том, какое число параметров останется произволь- 
ным и войдет линейно в общее решение, зависит от ранга со- 
ответствующей матрицы и в общем случае не решается; то же 
справедливо и для числа условий разрешимости. На примере, 
который далее будет рассмотрен, можно показать, что реали- 
зуются две возможности: оба эти числа могут быть одновре- 
менно или конечными, или бесконечными.

Остался еще открытым вопрос о месте второй теоремы 
Нётера. Нетрудно показать, что необходимость условия
J / (0 0)י|י dt =  0 сохраняется. Действительно, оно является про-
L

стым следствием тождества J К ф ф Л =  J фК'ф<й, а последнее
L L

основано на возможности перестановки порядка интегрирова- 
ния, которая, очевидно, в одинаковой мере справедлива для 
всех случаев: нормального, исключительного и вырожденного.
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Однако условие, накладываемое этой теоремой, перестает быть 
достаточным. В самом деле, предположим, что в уравнении 
(25.32) все функции принадлежат классу Ь2 и что ядро kt (t, т) 
симметрично*). Согласно теореме Пикара (см. Пр и в а -  
лов  И. И., Интегральные уравнения, М., ОНТИ, 1935) долж- 
ны выполняться необходимые и достаточные условия разреши- 
мости

E l W < ° o ,

где А*— собственные значения ядра 1гГ (t, т). Это — условие 
существенно нового типа. Наглядную иллюстрацию сказанному 
дает следующий

Пр и м е р .  Пусть на единичной окружности задано урав- 
нение

Кф =  Алр (0 +

(25.33)с״ ^ ״ ф(т) dx — f  (/).ir S i
I т 1-1 ן х 1—1 в—-<■

Постоянный коэффициент А, будем пока считать неопределен- 
ным. Вырожденным случаям будут соответствовать значения 
А,= ±1. Все входящие в уравнение функции будем считать при- 
надлежащими классу L2 и, следовательно, разложения

ОО ОО п оо

/ w =  Y j и я> ז ) =  Y  °п ■^+Г’ י מ ■■ Z  ф ״״>
/ г - - 0 0  л - - 0 0  п « - о о

(25.34)

считать сходящимися в смысле среднего квадратичного, а коэф- 
фициенты удовлетворяющими условиям

Ё  Ё  | с ״ Р < о о ,  £  I Фп Р <  0°•
Л ־00—  П— - о о  П —— оо

Будем решать уравнение непосредственно с помощью рядов. 
Вставим ряды (25.34) в уравнение и вычислим соответствующие

*) Предположение о симметричности ядраА^ (* ,т )  сделано для простоты. 
В общем случае можно воспользоваться обобщением 3. Шмидта на несим- 
метричные ядра условий Пикара, приведенным в книге: Э. Г у р с а, Курс ма- 
тематического анализа* т. III* ч. 2, стр. 142 (см. также статью Б. Н. Б а б -  
к и н а  1)).
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интегралы

Sq> = ־7 $ ־ך־־ך   =  Ф+ (0 ־־ Ф" (О —
111 = 1

,1־0
— Y , Ф״<в_ Z Z ̂״(p״ sign ”.

, 1 1 - ־  гг =  - סס

для га ^  О, 
для га <  О,

{ 1 для га ^  О,
sign_ ן

Л
1яГ S I ״  1י ־7 (’ ) * -

г־ Ё י • Z с>‘‘ S х־*־'+”Л= Z »»׳»־*•
־1111  /г־ -со

,г־ - оо k — סס- ן х 1־
Вставляя ф, f и значения полученных интегралов в уравнение 
и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t, по- 
лучим для определения коэффициентов <рп бесконечную систему 
равенств

Ф«(Л +  signга +  с ״( = ״/  (га =  0, ± 1 , . . .)• (25.35)

В случае однородного уравнения (f(t) =  0) последняя система 
будет также однородной. Тем значениям индекса п% для кото- 
рых выполняются равенства

Я -f sign п +  сп =  0, (25.36)

будут соответствовать линейно независимые решения tn одно- 
родного уравнения (25.33). Для разрешимости неоднородного 
уравнения должны соответственно выполняться условия /л =  0. 
В интегральной форме они имеют вид

5 f ( t ) r n־ 'dt  =  0. (25.37)
| т | - .

Нетрудно простым подсчетом показать, что функции ф1- ״ = ,_״  
будут линейно независимыми решениями транспонированного 
уравнения К'ф =  0, соответствующими тем значениям сп, для 
которых выполняется условие (25.36), т. е. тем сп, для которых 
tn является собственной функцией оператора Кф =  0. Таким 
образом, при К произвольном (соответствующем как невырож- 
денному, так и вырожденному случаям) условия (25.37), выте- 
кающие из второй теоремы Нетера, должны выполняться. 
Допустим, что они удовлетворены. Тогда из равенств (25.35)
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могут быть определены коэффициенты фп. Для принадлежности 
решения к классу Z-2 необходимо и достаточно выполнение ус- 
ловий

Y j 1ф״ Р =  Y  IЛ + sign מ +  с״ I2 <  00 • (25.38)
00- מ—  гг— —סס

Если % Ф± 1 ,  то при п 00< + Л ־  sign л -f с״ А, +  sign я ־#־ О, 
поэтому условие (25.38) равносильно условию 2  I 12 <  °®, ко- 
торое в силу / е /-2 заведомо выполняется. Таким образом, для 
невырожденного случая условия (25.37) являются необходи- 
мыми и достаточными условиями разрешимости; это можно 
было получить и из общей теории.

Пусть теперь имеем вырожденный случай. Положим для 
определенности Я, =  1. Тогда условие (25.38) примет вид

00 —00

£ н т £ р  + < О п — -1-מ׳39•26
Так как сп— ►0, то коэффициенты /״ при отрицательном п

гг־> о о

должны стремиться к нулю быстрее, чем это следует из принад- 
лежности f(t) классу L2. Следовательно, в вырожденном случае 
составляющая f~(t) правой части уравнения должна принадле- 
жать к более узкому классу, чем L2. При Л. =  — 1 аналогичному 
условию должна удовлетворять f+(t). Таким образом, условия
(25.37) второй теоремы Нетера здесь уже не являются доста- 
точными для разрешимости уравнения (25.33).

Полученные заключения можно было бы вывести и из уело- 
вия равносильности-разрешимости (25.32), записываемого здесь 
(при Я, =  1) в виде

оо

Ш־  ) Z  c7 ־ ״ ־ r־ <p(T)rfT=־ r ^ •I х 1—1 п—1

Остановимся в заключение на вопросе о числе линейно не- 
зависимых решений однородного уравнения и числе условий раз- 
решимости неоднородного. Однородное интегральное уравнение 
будет иметь собственные функции /״ для тех п, для которых вы- 
полняется равенство (25.36). Так как сп— ►0, то при Я. Ф  ±1

Л*>оо

может существовать лишь конечное число собственных функций 
tn, что соответствует первой теореме Нётера. Для вырожденного 
случая X — 1 собственная функция tn будет соответствовать лю- 
бому п <  0, для которого сп — 0. Таким образом, при А « 1 ,  
выбирая равными нулю конечное число коэффициентов сп (л <  
<С 0), получим однородное интегральное уравнение (25.33) с ко-
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нечным числом собственных функций t l; бесконечному числу 
исчезающих сп (п <  0) будет соответствовать бесконечное мно- 
жество собственных функций. Каждой собственной функции t11 
данного однородного уравнения будет соответствовать собствен- 
ная функция t~n- 1 транспонированного уравнения. Таким обра- 
30м, реализуются два случая: или оба транспонированных урав- 
нения имеют одинаковое конечное число линейно независимых 
решений, или оба имеют бесконечное число решений. Если от- 
влечься от возможности бесконечного числа решений, то дело 
обстоит так же, как и в случае альтернативы Фредгольма.

Найти пример реализации третьей возможности для особых 
уравнений, когда два взаимно транспонированных уравнения 
имели бы одно конечное, а другое бесконечное число решений, 
нам не удалось.

§ 26. Исторические сведения
Теория особых интегральных уравнений с интегралом в смысле главного 

значения начала разрабатываться почти одновременно с теорией уравнений 
Фредгольма. В первых работах (Poincare [20], Hilbert 1) 1903— 1904 гг.)

( j_£
рассматривались интегральные уравнения с ядром ctg — - —  (см. § 31).

В указанной работе Гильберта допущены ошибки, разобранные в работе ав- 

тора [5]. Общая теория особого уравнения (также с ядром ctg — ^— J
была разработана впервые в работе Нётера [Noether 1)] в 1921 г. Здесь были 
установлены общие свойства особых уравнений, известные теперь под назва- 
нием теорем Нётера. Следует заметить, что аппарат, которым пользовался 
Нётер (решение задачи Гильберта, см. гл. IV), не позволяет вывести эти тео- 
ремы для комплексных уравнений с ядром Коши. Работа Нётера написана 
очень тяжело и трудна для понимания.

Вскоре появилась работа Карлемана [Carleman 1)], о которой уже гово- 
рилось в предыдущей главе. В ней было дано решение характеристического 
уравнения с ядром Коши в частном случае, когда коэффициенты его по- 
стоянные и контур есть отрезок оси абсцисс [0, 1]. Здесь же был указан 
способ регуляризации решением характеристического уравнения. Общая тео- 
рия особых уравнений в работе Карлемана не затрагивалась.

После появления в 1937 г. работы автора 1 ) к исследованию особых 
уравнений стало применяться данное в ней решение краевой задачи Римана. 
Первые шаги в этом направлении были сделаны С. Г. Михлиным 2) в 1939 г.

Затем И. Н. Векуа в 1940 г. в работе 1) дал исчерпывающее решение 
характеристического уравнения и начало общей теории особого уравнения. 
Эта теория была развита им в ряде последовавших вскоре работ (1941— 
1943 гг.), из которых укажем важнейшие: 2), 3). Особенно тщательно им 
был разработан метод регуляризации решением характеристического уравне- 
ния 2) (Н. И. Мусхелишвили назвал его методом Карлемана — Векуа). Им 
же впервые был введен метод регуляризации справа, который также был 
использован для разработки общей теории. Простое доказательство второй 
теоремы Нётера, приведенное в п. 23.2, принадлежит И. Н. Векуа 3).

Одновременно (начиная с 1941 г.) появился ряд работ В. Д. Купрадзе, 
из них упомянем две важнейшие: 1), 2), в которых также разрабатывалась 
общая теория особого уравнения. Пользуясь исключительно классическим ме- 
тодом регуляризации — регуляризацией слева, он дал в нескольких вариантах
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доказательство основных свойств особых уравнений — теорем Нётера и тео- 
ремы равносильной регуляризации. Доказательство теоремы III Нётера, при- 
веденное нами в п. 23.2, дано в работе В. Д. Купрадзе 2).

Исключительные случаи особых интегральных уравнений путем исполь- 
зования исследований для соответствующего случая краевой задачи Римана 
(§ 15) были схематически рассмотрены автором в 1941 г. в его диссертации 2) 
(см. также [6]). В 1952 г. этот вопрос тем же методом был обстоятельно 
исследован Л. А. Чикиным 1). В 1948 г. Д. И. Шерман 2) независимо от ра- 
боты автора другим методом дал исследование исключительных случаев 
систем особых интегральных уравнений; в частности, там содержится реше- 
ние для рассматриваемого случая.

Вопросы равносильной регуляризации начали разрабатываться С. Г. Мих- 
линым 1) в 1938 г. Но в этой работе и во всех последующих он ограничился 
постановкой вопроса о равносильной регуляризации при любой правой части 
(см. п. 24.1). Несмотря на то, что в первых работах им применялись тяжело- 
весные методы (например, метод последовательного приближения 1)) , еле- 
дует отметить их важность как первых работ по данному вопросу, привлек- 
ших внимание исследователей к вопросам равносильной регуляризации. Тео- 
рема о равносильной регуляризации уравнения в том виде, как она нами 
сформулирована здесь (п. 24.5), была высказана впервые автором книги 
в 1941 г. в диссертации 2).

Доказательство этой теоремы вскоре было дано вначале В. Д. Купрад- 
зе 2), а затем другим способом И. Н. Векуа 3). Приведенное нами доказа- 
тельство (см. п. 24.5) по существу совпадает с доказательством Векуа, хотя 
по форме значительно от него отличается. Оно воспроизводит с некоторыми 
изменениями доказательство, данное С. Г. Михлиным [15].

Следует заметить, что разработка теории равносильной регуляризации 
оказалась наиболее трудной и здесь в разное время в публикациях различ- 
ных авторов был допущен ряд ошибок.

Полное и сравнительно простое решение вопроса о равносильной регуля- 
ризации, основанное на упомянутых выше работах, изложенное в настоящей 
книге, принадлежит к числу важнейших достижений теории особых инте- 
тральных уравнений.

Следует указать еще на работы Д. И. Шермана 1)—4), которые хотя 
прямо не относятся к регуляризации, но тесно связаны с ней. Им разработан 
метод, позволяющий при помощи специальных интегральных представлений 
аналитических функций сводить краевые задачи непосредственно к уравне- 
ниям Фредгольма, минуя особые уравнения как промежуточный этап. (По- 
дробно об этом см. § 34.)

Разработка основных вопросов теории особых интегральных уравнений 
с ядром Коши (включая и случаи разрывных коэффициентов и незамкнутого 
контура (см. гл. V I)). базирующаяся на решении краевой задачи Римана, 
была произведена в 1940—1944 гг. в основном трудами грузинских математи- 
ков. Чтобы в полной мере оценить прогресс, достигнутый в этой области, 
читателю следует сравнить приведенное в настоящей книге изложение во- 
проса с изложением в работе Нётера [Noether 1)] или хотя бы в работе 
С. Г. Михлина 1), выполненной в 1938 г., когда разработка этой теории 
только начиналась.

Дальнейшая разработка велась в направлении различных обобщений. 
Имеется значительное число работ грузинских математиков, в которых дается 
обобщение теории особых уравнений на основе идей теории функций действи- 
тельного переменного — использования интегралов в смысле Лебега 
(Л. Г. Магнарадзе, Б. В. Хведелидзе, И. Н. Карцивадзе) и более общих 
А-, В-, Ф- и 1-интегралов (А. Г. Джваршейшвили, Г. А. Хускивадзе). Мы 
не касались этих вопросов, так как они выходят за пределы настоящей книги.

В ряде работ теория особых уравнений связывается с идеями функцио- 
нального анализа. В первую очередь здесь следует отметить статью С. Г. Мих-
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лина [15]. В работе Ф. В. Аткинсона 1 ), посвященной абстрактным операто- 
рам в банаховом пространстве, было показано, что условие регуляризуемости 
(слева и справа) является необходимым и достаточным для того, чтобы one- 
ратор подчинялся теории Нётера (см. п. 23.4). 3. И. Халиловым [29] и 
Ю. И. Черским 1) была построена основанная на аксиоматическом подходе 
абстрактная теория операторов, аналогичная теории особого оператора с яд- 
ром Коши (см. п. 16.3). В близком направлении велись исследования в ра- 
ботах Д. Пшеворской-Ролевич [D. Przeworska-Rolewicz 1), 2)]. В работе 
И. Ц. Гохберга 1) был предложен некоторый другой абстрактный подход 
к исследованию сингулярных операторов, основанный на методах теории нор- 
мированных колец*).

Теоремы Нётера для рассмотренных в п. 23.5 особых интегральных урав- 
нений со сдвигом Карлемана были впервые получены Г. С. Литвинчуком 6). 
Характеристическая часть этих уравнений соответствует краевым задачам со 
сдвигом, исследуемым в гл. V. Теоремы Нётера для особых уравнений, содер- 
жащих комплексно сопряженную неизвестную функцию (п. 23.6), были полу- 
чены в работе Л. Г. Михайлова [14] (см. также Г. Ф. Манджавидзе 1), 
Р. С. Исаханов 2)) , а для общих уравнений, содержащих члены как с ком- 
плексным сопряжением, так и со сдвигом Карлемана, — в работе Г. С. Лит- 
винчука 1 ).

З а д а ч и  к г л а в е  III

Всюду в задачах контур L есть простая замкнутая кривая, делящая пло- 
скость на две области: внутреннюю D+ и внешнюю D־ , буквы с!, С2, . . .  
обозначают произвольные постоянные.

1. Решить характеристическое особое интегральное уравнение

*2- 6 /  +  8 Г Ф(т) d 1
я / J т - /  t 9

L
t ( i - 2 ) < p ( t )

считая, что точка 2 =  0 принадлежит области D+t а точка 2 =  2 — обла- 
сти D־־־.

-  t2 +  6/ -  4Ответ, ф (0 5 8/ (t - ״ 2(2 
У к а з а н и е .  При решении задач 2—8 следует соответственно использо- 

вать результаты задач 4—8, 10, И гл. II.
2. Решить характеристическое особое интегральное уравнение

21
t2 +  \*dx 3־/ С ф (ז 

я / J т —
( т )(/2 _  2) ф ( /)  +

считая, что точки i, 2i принадлежат области D+f а точки — 1, —2i — обла- 
сти D־*.

t  (Со +  C\t)2t (t2 -  5)
*)2 + 1*)(2 + 4( ״

(f* -  2) Ф (t) +  J dx =  2t ( t -  2/) (1 +  at)

О т в е т ,  ф (t) =
(*2 +  l )2 (t2 +  4) 

3. Показать, что уравнение

*) См. также И. Ц. Г о х б е р г и И. А. Ф е л ь д м а н ,  Уравнения в сверт- 
ках и проекционные методы их решения, М., «Наука>, 1971.
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при условии, что точка —/ принадлежит D+, а точки 1 , 2/, — 2 1  принадле* 
жат разрешимо лишь при а =  — L Дать решение уравнения для этого 
значения параметра.

-  2 it  (t -  2 i) 
t  +  2i

Ответ, ф(/)
4. Решить уравнение

)1 - 4/ + ! ״ (
ш[< — 1п (1 ־־ у)]ч>М

f Z J  (sin / + ■ In ־ 2('?> 

для контура L, оставляющего точки 0, 1 в области D+ 
Ответ.

1
ф ( 0  =  s i n / — у  е*  In (1 ץ• —  )  +  (Co +  C io [!  +  y i n  ( 1  — у ) ] *

5. Решить уравнение

L
при следующих предположениях:

а) точка 1 Принадлежит D+;
б) точка 1 принадлежит / ) “ ;
в) точка 1 принадлежит L.
О т в е т ,  а) <p (t) = t 2 — 1 + с0 ך_ ץ- - ; б) и в) ф (t) =  t2 — 1.
6. Решить уравнение

L
при тех же предположениях, что и в предыдущей задаче.

О т в е т ,  а) и в) Уравнение неразрешимо; б) ф ( / ) = /  + J־  ~ \

7. Решить уравнение при указанных значениях постоянной h
оо

( h i  +  /) ф (/) + ўт־־־  • £ ^ ־־ ] ־ </т =  а/ +  6 Ш J т — г

(А — 1) /  +  3/

(Л —• действительная, отличная от ± 1 , —■ 00 <  t <  со). 
О т в е т .  При h  <  — 1

a ( h -  \ ) ( t - 2 i )  
h ( h  +  1) [ (A— I ) / +  3/І+at  -f־ b

(h +  \ ) t - i<P(0-
1

( h + \ ) t - i



261ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ III

hb — аі
h [(/г — 1) / +  3/] 5

Ь +  с (/ 2 ־־/) 
t -  3/

• ״ ) ־ f

ф (0  =

при 0 <  | h | <  1

при /2 =  0

при выполнении условия разрешимости а = 0  ;־ 
при h >  1

ср (0 ־־ —   Ы

при выполнении условия разрешимости а =  — &/2/.
8. Решить уравнение

оо

(1—л)ф«>+■~5 ־־־ г й ־ ׳

(Л — действительная, отличная от 0 и 2, — 00 <  f <  00)
а) в классе функций, удовлетворяющих условию

| Ф (tf) I <  Л | / |~ а ( а > 0 )  при больших | / 1;

б) в классе функций, удовлетворяющих условию

IФ1 (0 ־  ־  Ф1 (°0) | <  Л \ t  |~ а ( а > 0 )  при больших \ t \ .
О т в е т ,  а) При h <  0 ф(*)ггО и лишь при выполнении условия разре- 

шимости f =  О, 
при 0 <  h <  2

• « - А־ ״־
при h >  2

ф (<) =  t +  i ( h - 2 )  +  С [ /  +  /( /!  — 2) +  t - i h  ] ; 
б) при h <  О

Ф1 (0  я* י־^־־ך־ך
при 0 <  h <  2

Ф1 (0 = ф (0  +  с ■j Z 'l h •
при h >  2

Ф1 (0  =  Ф (0 +  Со f ~ fh •
9. Показать, что д !я  уравнения

К ф = (1  +  /) ф (І) +  * ̂  —־י Y -Г + rfT ־/  2ST 5 e<t<p ^  rfT =  2і
L L

при условии, что начало координат принадлежит области D+, оператор К '0 
является равносильным регуляризатором слева. Построить регуляризованное 
уравнение.

О т в е т ,  ф (0 +   ̂ ( e tx 1 ־־ ־§ + 2( י  (т) ־ ־  t.
L
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Равносильность вытекает из того, что оператор К' , как характерней!־ 
ческий с отрицательным индексом, не имеет собственных функций.

10. Для уравнения

■ 2t(1+ r % < ( > + - 4 f i  J JKq>=
ltf-1

показать, что:
а) простейший регуляризатор K'° не является равносильным регуляри- 

затором слева;
б) сопряженный оператор К* есть равносильный регуляризатор слева. 

Построить регуляризованное интегральное уравнение К*Кф =  К *f.
О т в е т ,  а) Уравнение Фредгольма К'°Кф =  K'°f равносильно уравнению

ק־ ־ ) — 1^2/ + а־ =К ф

•= ד(ז)*׳ 1ז \ י І׳ +4

при произвольном а;

б)
|х| = 1

11. Показать, что для уравненияк<р=(г2 + /“2) ф (0 4־
- S л י>+י־־י י יי׳ י׳־ ־ 2־׳  ■Ц іг1 S

оператор К'° является равносильным регуляризатором слева, если начало 
координат лежит в D + . Построить уравнение Фредгольма К' Кф =  К' f.

О т в е т .  Ф ( о ---- —ך^ך־־! ^  (т +  т ־2 ) ф (т) dx =12 ־.

21

12. Для уравнения

+  ^  \  +  і  \  ( 1 + “ ) » * Ф ( т ) Л -
I X| = 1 1x1=1

а) построить равносильный регуляризатор слева

К К)=־ *К °׳( К ’ ;
б) показать, что характеристический оператор К'0 является также равно- 

сильным регуляризатором слева. Составить регуляризованное уравнение 
К'°Кф =  К /0f.

dx +L  С Ф W
ni J x — t

Ы
I t  | ־ *l

3 ^ ) ] +  m  dx->

(1 -  2t f  ni

24/

+ t) 81י|י )0׳  2)
(1 -  2t f  (t -  2)

2 (. . 1
( / - 2 )  (1 - 2 / ) 2 U - 2 t )04)+

Ответ, 
а) (К*К)'°К*ф־

1
ш J L/2(^1 - 2 0 ) ־־ 2) 

i t  1-1ІГ S [ ׳

■2) ' » ( י ) * - ׳ -4 יד2 י +3) (7( ' i ־  S + » ״ > «>
It |-1
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13. Вывести формулу обращения особого интеграла типа Коши

dxф(т) 
т — t

L

(п. 7.3) из формулы решения характеристического уравнения (21.9).
14. Вывести основные свойства особых интегральных уравнений (теоремы 

Нётера п. 23.2), основываясь на регуляризации решением характеристического 
уравнения. (И. Н. Векуа 2).)

15. Пусть

Кф=а (I) ф (/) + ך7־־ ^  ך  dx  +   ̂ 6 (/, х) ф (г) dх ־= f (t)
L  L

— некоторое особое интегральное уравнение (разрешимое или неразрешимое). 
Доказать, что можно, не меняя характеристической части, так изменить ре- 
гулярную часть ядра k(t,  т ), чтобы уравнение

К |ф гэа  (/) ф (/) +  ^ dx +  ^ (t, x) ф (т) dx =*f  (/)
L  L

имело не менее чем некоторое заданное число решений.
16. Показать, что обобщенное особое интегральное уравнение

dx =  f ( t )ф(т)
Х —  І

L

а  (О С ф (т ) 
ш J т — а (/)а (/) ф [а (<)] +  Ь (0  ф (/)

приводится к обобщенной краевой задаче Римана

ф + [а ( 0 1 = о Ш Ф ־ « )  +  г ( 0 ׳

1 т
J T W '8 а)b( t)  

a( t)  •
G(t)

L

1
2m*Ф(г)

где

(Д. А. Квеселава 2)).
17. Показать, что решение особого интегрального уравнения

т ) ф ( т  ) d x  =  f ( t ) ,k( t .Ф  ( т )  

т — t

п
регулярное ядро которого k (t, т ) ־ У  а ,  (f) р, (т) вырождено, может быть

!-־/
сведено к решению системы линейных алгебраических уравнений. Провести 
исследование указанного уравнения, основываясь на теоремах о разрешимо- 
сти систем линейных алгебраических уравнений.

18*. Доказать, что разность чисел решений союзных уравнений не зависит 
от регулярной части ядра, не пользуясь решением задачи Римана. (Noe- 
ther 1), Н. И. Мусхелишвили [16], § 53.)


